BIBLIOGRAPHIC  RECORD  TARGET 

Graduate  Library 
University  of  Michigan 

Preservation  Office 

Storage  Number: 


ACV2898 

ULFMTBRTaBLmT/C   DT  07/19/88  R/DT  07/19/88  CC   STATmmE/Ll 
010:  :  |a    37014143 
035/1:  :  |  a  (RLIN)MIUG86-B38623 
035/2:  :  |  a  (CaOTULAS)160648392 
040:  :  |  c  MiU  |  d  MiU 
050/1:0:  |aQA501  |b.P451883 
082/1:  :  |a515 

100:1 :  I  a  Peschka,  Gustav  Adolf  von,  |  d  1830-1903. 

245:00:  |  a  Darstellende  und  projective  Geometrie  nach  dem  gegenwärtigen 
Stande  dieser  Wissenschaft  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse 
höherer  Lehranstalten  und  das  Selbststudium,  |  c  von  dr.  Gustav  Ad.  v.  Peschka. 
260:  :  |aWien,  |  c  C.  Gerolds  söhn,  |c  1883-85. 

300/1:  :  |  a  4  v.  in  3  |  c  24  cm  |  e  and  4  atlases  of  diagrs.  on  double  plates. 
I  c  26  cm. 

500/1:  :  |  a  Atlasses  (without  t.-p.)  4  v.  in  2. 

504/2:  :  |  a  "Quellen-  und  Literatur- Verzeichnis"  at  end  of  each  volume. 
505/3:0  :  I  a  1.  bd.  Methodik.~2.  bd.  Theorie  der  curven  und  flächen.~3.  bd. 
Die  flächen  zweiten  grades.~4.  bd.  Windschiefe  flächen  höherer  ordniuig, 
normalenflächen,  rotationsflächen,  Umhüllungsflächen,  schraubenflächen, 
schattenconstructionen. 


Scanned  by  Imagenes  Digitales 
Nogales,  AZ 

On  behalf  of 

Preservation  Division 

The  University  of  Michigan  Libraries 


Date  work  Began:  _ 
Camera  Operator: . 


'(^^^^Zf4^ 


nach  dem 


tmli\§i  StaoJe  dieser  f issensckft 

mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  höherer  Lehranstalten  und  das 
Selbstudium 


D^-  GUSTAV  AD.  V.  PESCHKA 

k.  k.  Eegiernngsrath ,  ordentl.  öifentl.  Hochsclml  -  Professor,  Mitglied  der  k.  k.  Staats-  und 
Diploms-Prüfungs-Commission  an  der  k.  k,  technischen  Hochschule  in  Brunn,  emerit.  o.  ö.  Professor 
der  Mechanik  und  Maschinenlehre,  des  Maschinenwesens  und  des  Maschinenbaues,  Mitglied 
gelehi-ter,  patriotischer  und  humanitärer  Gesellschaften  und  Vereine,  Besitzer  der  österr.  großen 
goldenen  Medaille  für  Wissenschaft  und  Kunst,  des  goldenen  Verdienstkreuzes  m.  d.  Krone,  Kitter 
des  h.  Sachsen-Ernestinischen  Hausordens  zweiter  Classe,  des  königl.  Serb.  St.  Sava-Ordens,  des 
Grroßh.  Hessen'schen  Verdienst-Ordens  erster  Classe,  Philipp  des  Großmüthigen  etc.  etc.  etc. 


Dritter  Band. 


Mit  einem  Atlas  von  42  Tafeln. 


WIEX. 

Druck  und  Verlag   von  Carl   (lerolds   Sohn. 
1884. 


;^o^^^ 


_-==^^oo^^=^ 


I  ajiniiiHtiiiiiniiiHiiiniiinniiiiiinHiiiiiiiiinnimiiiininiiiinnniijiiiininiiiii^ 

iili 


■  .  • 


pjficiiye  iißoiine 


nach  dem 


gef  iiwartigeii  Maiiöe  dieser 


mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  höherer  Lehranstalten  und  das 
Selbstudium 


D^  GUSTAV  AD.  V.  PESCHKA 

k.  k.  Regierungsratli ,    ordentl.   öffentl.   Hoclisclml-Professor,   Mitglied   der  k.  k.  Staatsprüfuügs- 
Commission  und  der  k.  k.  wissenscliaftliclien  Realschul-Prüfungs-Coraraission  an  der  k.  k.  tecliniscliQn 

Hochscliiüe  in  Brunn  etc. 


Dritter  Band. 


Mit  einem  Atlas  von  42  Tafeln. 


WIEN. 

Druck  und  Yerlag   von  Carl   Gerolds   Sohn. 
1884. 


im 


Mm : 


riiiiniiiiiiinuunnunnnilmfiniuiiiiinniinninininniiiiinininiininiiininniinininiiinniiniiiiiinniiiiiin 


%''^^ 


^^r^^<>^p^ 


Seiner 

kaiserlichen  und  königiiclien  Hoheit 

dem  durchlauchtigsten 


Eriipiim  Iriliiriig  ii' 


fl 


* 


in  unwandelbarer  Treue  und  Hingebung,  in  tiefster 
Ehrfurcht  und  Unterthänigkeit 


dankbarst  und  treu  ergebenst  gewidmet 


von  dem 


Verfasser. 


Übersetzung  in  andere  Sprachen  vorbehalten. 


Vorwort  zum  dritten  Bande. 


Der  vorliegende  dritte  Band  meiner  „Darstellenden  und 
projectiven  Geometrie",  welcher  so  wie  jeder  der  früheren  Bände 
ein  für  sich  abgeschlossenes  Ganzes  bildet,  ist  ausschließlich  den 
Flächen  zweiten  Grades  gewidmet  und  wurde  bei  Bearbei- 
tung derselben  vorzugsweise  deren  graphische  Behandlung  in  Berück- 
sichtigung gezogen. 

Eine  Durchsicht  der  bisher  erschienenen  Werke  und  Lehrbücher 
über  „Darstellende  Geometrie"  —  mit  Ausnahme  des  rühmlichst  be- 
kannten Werkes  von  Prof.  Dr.  W.  Fiedler  —  wird  die  Überzeugung 
schaffen,  dass  die  Flächen  zweiten  Grades,  namentlich  aber  die  drei- 
achsigen ,  eine  nur  höchst  spärliche  Erwähnung  fanden  oder  auch 
gänzlich  unbeachtet  blieben.  Außer  den  Kegelflächen  zweiten  Grades 
wurden  im  allgemeinen  höchstens  nur  noch  das  windschiefe  Hyper- 
boloid und  das  hyperbolische  Paraboloid  eingehender  gewürdigt.  Die 
Rotationsflächen  zweiten  Grades  finden  gewöhnlich  in  dem  Capitel 
über  „Rotationsflächen  im  allgemeinen"  ihren  Platz  und  erfahren  daher 
keineswegs  jene  graphische  Durchbildung,  deren  sie  infolge  ihres  Er- 
zeugungsgesetzes fähig  sind. 

Ein  Grund^  der  Vernachlässigung  der  vorerwähnten  Flächen- 
gattungen dürfte  einerseits  in  dem  Mangel  einer  zureichenden  geo- 
metrischen Theorie,  andererseits  aber  in  der  Nichtberücksichtigung 
der  Methoden  der  projectivischen  Geometrie  zu  suchen  sein. 

Der  dritte  Band  meiner  „Darstellenden  und  projectivi- 
schen Geometrie"  entsprang  der  Absicht,  den  diesbezüglichen  Be- 
dürfnissen nach  Möglichkeit  Rechnung  zu  tragen.  Derselbe  umfasst 
die  graphische  Behandlung  der  windschiefen  Flächen,  der  Kugel, 
der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  und  der  dreiachsigen 
Flächen  zweiten  Grades  in  wünschenswerter  Vollständigkeit. 
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Was  die  Anordnung  des  Stoffes  betrifft,  so  dürften  hier  folgende 
Bemerkungen  am  Platze  sein.  Nachdem  die  windschiefen  Flächen 
zweiten  Grades,  infolge  ihrer  eigenthümlichen  Erzeugungsart  durch 
gerade  Linien,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Entwickeluug  ihrer  besonderen 
Eigenschaften,  als  auch  bezüglich  der  constructiven  Behandlung  ver- 
hältnismäßig die  wenigsten  Schwierigkeiten  bieten,  wurden  diese  vor- 
angestellt und  an  diese  erst,  der  Eeihenfolge  nach,  die  Kugel  und  die 
Kugelsysteme,  die  Rotations-  und  die  dreiachsigen  Flächen  zweiten 
Grades  angeschlossen. 

Den  betreffenden  Constructionen  wurden  stets  die  erforderlichen 
theoretischen  Betrachtungen  vorausgeschickt,  um  für  die  constructive 
Durchführung  der  nachfolgenden  Probleme  das  nothwendige  Materiale 
zur  Verfügung  zu  haben.  —  Hierbei  erhalten  gewisse,  im  zweiten 
Bande  unseres  Werkes,  und  zwar  die  in  der  „Theorie  der  Flächen 
zweiten  Grades"  allgemein  projectivisch  nachgewiesenen  Sätze,  jene 
besonderen  Formen,  welche  sie  für  graphische  Zwecke  geeignet,  wichtig 
und  bedeutungsvoll  machen.  Weiters  werden  die  für  durchzuführende 
Constructionen  wertvollen  metrischen  Eigenschaften  der  Flä- 
chen zweiten  Grades  eingehend  gewürdigt ,  besprochen  und  ent- 
wickelt. 

Die  Aufnahme  der  Kugelsysteme  in  das  vorliegende  Werk  er- 
scheint vollkommen  gerechtfertigt,  wenn  man  die  Verwendung  der 
hierbei  gewonnenen  Sätze  auf  die  nachfolgenden  Probleme  „berührende 
Kugel  betreffend"  beachtet,  und  überdies  berücksichtigt,  dass  die  bei 
den  diesbezüglichen  Untersuchungen  auftretende  „inverse  Trans- 
formation" sowohl  an  und  für  sich  als  Transformationsmethode,  als 
auch  in  ihrer  Anwendung  auf  die  stereographische  Projection  von 
Bedeutung  ist. 

Im  Anschlüsse  an  die  Kugelsysteme  ist  ein  Capitel  der  „Cyclide'' 
gewidmet.  Obzwar  diese  Fläche,  streng  genommen,  in  eine  wissen- 
schaftliche Arbeit  über  Flächen  zweiten  Grades  nicht  gehört,  so  ist 
doch  andererseits  einleuchtend,  dass  sich  dieselbe  wohl  schwer  an 
einer  anderen  Stelle  des  Buches,  als  bei  der  Kugel theorie,  einreihen 
ließe. 

Was  die  constructiven  Aufgaben  selbst  betrifft,  so  war  ich,  wie 
schon  aus  der  Eintheilung  und  Anordnung  des  Gebotenen  zu  ent- 
nehmen ist,  hauptsächlich  auch  bemüht,  möglichst  systematisch  vor- 
zugehen und  dafür  Sorge  zu  tragen,  dass  in  jedem  besonderen  Falle 
durch  zweckmäßige  Wahl  und  entsprechende  Verwertung  voraus- 
geschickter, resp.  abgeleiteter  Eigenschaften  die  möglichst  einfachste 
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und  eleganteste  Construction  und  Lösungsweise   eines  gestellten  Pro- 
blemes  zum  Ausdrucke  gelange. 

Eine  willkommene  Zugabe  dürfte  auch  die  Bestimmung,  resp. 
Darstellung  der  Flächen  zweiten  Grades  aus  gegebenen  Elementen  und 
die  Anwendung  der  besagten  Flächen  zur  Construction  einander  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitte  bilden.  Der  Vollständigkeit  halber  sind 
am  Schlüsse  meiner  Arbeit  noch  die  wesentlichsten  Eigenschaften  der 
Büschel  und  Scharen  von  Flächen  zweiten  Grades  mit  Einschluss  der 
confocalen  Flächen  abgeleitet  und  endlich  auch,  als  Anhang,  die  wich- 
tigsten Grundsätze  für  die  stereographische  Projection  und  deren  An- 
wendung als  Kartenprojection  entwickelt  worden. 

Der  vierte  Band  des  vorliegenden  Werkes,  welcher  die  wind- 
schiefen Flächen  höherer  Ordnung,  die  Rotationsflächen,  die  ümhüUungs- 
flächen,  die  Schraubenflächen  und  die  Schattenconstructionen  umfasst, 
befindet  sich  bereits  unter  der  Presse  und  wird,  infolge  der  freund- 
lichen Zusicherung  des  hochachtbaren  Herrn  Verlegers,  baldigst  seiner 
Vollendung  zugeführt  werden. 

Auch  diesen  dritten  Band  meiner  „Darstellenden  und  projectiven 
Geometrie''  kann  ich  nicht  zum  Abschlüsse  bringen,  ohne  vorher 
meinen  Dank  zu  wiederholen,  welcher  der  rühmlichst  bekannten  Ver- 
lagsbuchhandlung des  P.  T.  Herrn  Carl  Gerold 's  Sohn  in  VPien  für 
die  Sorgfalt  sowohl,  welche  der  Ausstattung  des  Werkes  zugewendet 
wurde,  als  auch  für  das  jederzeit  freundliche  und  bereitwillige  Ent- 
gegenkommen im  vollsten  Sinne  des  Wortes  gebürt.  Ebenso  an- 
erkennend muss  der  Druckerei  des  Herrn  Verlegers  gedacht  werden, 
welche  mit  seltener  Umsicht  den  Druck  meines  Werkes  leitete  und  es 
ermöglichte,  dass  trotz  der  mannigfachen  und  bedeutenden  Schwierig- 
keiten, welche  der  Satz  eines  derartigen  Buches  bietet,  derselbe  nicht 
nur  mit  der  erwünschten  Raschheit  vonstatten  gieng,  sondern  auch 
die  Zahl  der  unvermeidlichen  Druckfehler  und  folglich  auch  die  Menge 
der  hierdurch  bedingten  Correcturen  auf  ein  Minimum  zusammen- 
schmolz. Ich  sage  hiermit  der  Druckerei  des  Herrn  Carl  Gerold 's  Sohn 
in  Wien,  sowie  der  lithographischen  Anstalt  des  Herrn  H.  Springer 
in  Leipzig,  welche  den  Druck  der  Figurentafeln  im  Auftrage  des  Herrn 
Verlegers  besorgte  und  die  schwierige  Aufgabe,  welche -mit  der  Her- 
stellung geometrischer  Zeichnungen  verbunden  ist,  in  anerkennens- 
werter Weise  löste,  meinen  verbindlichsten  Dank.  Schließlich  drängt 
es  mich  noch  meines  gewesenen  Schülers  und  Assistenten,  des  Herrn 
Otto  Rupp  zu  gedenken,  welcher  infolge  der  vielen  Anknüpfungs- 
punkte, die  zwischen  Schüler  und  Professor  stattfinden  und  des  ununter- 
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brochenen  wissenschaftlichen  Verkehrs  nait  mir,  häufig  Gelegenheit 
fand,  meine  Arbeiten  durch  glückliche  Ideen  fördern  und  beschleunigen 
zu  helfen. 

Indem  ich  somit  den  dritten  Band  meiner  „Darstellenden  und 
projectivischen  Geometrie"  der  Öffentlichkeit  übergebe,  folge  ich  nur 
dem  Zuge  meines  Herzens,  wenn  ich  auf  diesem  Wege  all  den  hoch- 
verehrten Gönnern  und  Freunden  der  Wissenschaft  für  die  zahlreichen, 
aus  nah  und  fern  mir  zugekommenen  Beweise  der  Anerkennung, 
sowie  für  die  gütige  Aufnahme  und  nachsichtsvolle  Beurtheilung  meines 
Werkes  den  tiefgefühlten  Dank  darbringe  und  daran  unmittelbar  die 
innige  Bitte  anschließe:  es  möge  mir  dieses  unschätzbare  Wohlwollen 
auch  für  alle  Folge  erhalten  bleiben  —  es  ist  dies  ja  der  einzige 
Lohn  für  jahrelanges,  rast-  und  ruheloses  Mühen  —  und  möge  nun 
auch,  meinem  Streben  entsprechend,  dieser  dritte  Band  meiner  „Dar- 
stellenden und  projectiven  Geometrie'^  mit  der  gleichen  wohlwollenden 
Nachsicht  und  beglückenden  Freundlichkeit  entgegengenommen  werden, 
deren  sich  meine  bisherigen  wissenschaftlichen  Arbeiten  erfreuten. 

Brunn,  im  Juli  1884. 

Prof.  Dr.  Gust.  Ad.  V.  Peschka. 
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Erster  Abschnitt. 
Windschiefe  Fläcken. 

I.  Capitel. 

Erzeugung  und  Fundamentaleigenschaften  windschiefer  Flächen 

im  allgemeinen. 

§.  1. 

Einleitung. 

Wenn  sich  eine  Gerade  nach  irgend  einem  Gesetze  stetig 
fortbewegt,  so  ist  der  geometrische  Ort  aller  ihrer  Lagen  eine 
krumme  Fläche,  welche  allgemein  als  eine  „Ee  gel  fläche"  oder 
„Linear fläche"  bezeichnet  wird. 

Die  Linearflächen  werden  durch  eine  wesentlich  unterscheidende 
Eigenschaft  in  zwei  Gruppen  getheilt. 

Ist  nämlich  das  Erzeugungsgesetz  so  beschaffen,  dass  je  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Lagen  der  beweglichen 
Geraden  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  sich  also 
schneiden,  oder  was  gleichbedeutend  ist,  zu  einander  parallel  sind,  so 
wird  die  Linearfläche  eine  „developpable"  oder  „aufwickelb  are 
Fläche"    genannt. 

Die  wichtigsten  Eigenschaften  der  developpablen  Flächen 
wurden  im  allgemeinen  sowohl  als  auch  im  besonderen,  bereits  im 
IL  Band  unserer  „Darstellenden  und  projectiven  Geometrie"  entwickelt. 

Ist  jedoch  die  Natur  des  Erzeugungsgesetzes  eine  derartige,  dass 
irgend  eine  Lage  der  beweglichen  Geraden  von  der  un- 
mittelbar folgenden  nicht  geschnitten  wird,  so  heißt  die 
Linearfläche  eine  „windschiefe  Fläche"  oder  kurz  eine  „Eegel- 
fläche", 
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§.2. 
Erzeugungsgesetz  windschiefer  Flächen. 

Zunächst  wollen  wir  die  wichtigsten  Erzeugungsar ten  der 
windschiefen  Flächen  kennen  lernen. 

Da  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Fläche  gerade 
Linien,  also  Linien  sind,  welche  ihre  Gestalt  während  der  Erzeugung 
der  Fläche  nicht  ändern,  so  ist  einleuchtend,  dass  es  hinreichen 
werde  eine  gewisse  Anzahl  von  Curven,  welche  auf  der  wind- 
schiefen Fläche  liegen,  als  „Leitlinien"  derselben  anzunehmen. 

Das  Erzeugungsgesetz  für  eine  windschiefe  Fläche  wird  sodann 
durch  die  Bedingung  festgestellt  sein,  dass  die  erzeugende  Gerade 
in  jeder  ihrer  Lage  alle  diese  Leitlinien  in  je  einem 
Punkte  schneide. 

Vor  allem  wird  es  darauf  ankommen  zu  ermitteln,  wie  viele 
Curven  beliebig  im  Eaume  und  unabhängig  von  einander  als 
„Leitcurven"  für  eine  Kegelfläche  angenommen  werden  dürfen,  um 
diese  ein-deutig  zu  bestimmen. 

Nachdem  eine  Fläche  d.  i.  ein  geometrisches  Gebilde 
erzeugt  werden  soll,  dessen  Punkte  nicht  den  ganzen  unend- 
lichen Raum  erfüllen,  so  ist  klar,  dass  behufs  Bestimmung  der  Fläche 
jedenfalls  mehr  als  zwei  Curven  als  „Leitlinien"  angenommen 
werden  müssen.  Bei  Nichteinhaltung  dieser  Bedingung  würde  durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  eine  bestimmte  Anzahl  von  Erzeugenden 
gehen,  welches  die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  jener  bei- 
den Kegel  wären,  die  aus  dem  oberwähnten  Punkte  als  Scheitel  der- 
selben, über  den  beiden  Leitcurven  beschrieben  werden  können. 

Andrerseits  ist  aber  wieder  leicht  einzusehen  und  ebenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  Anzahl  der  beliebig  zu  wählenden  Leitcurven 
kleiner  als  vier  sein  müsste. 

Setzen  wir  nämlich  den  möglichen  Fall  voraus,  dass  vier  be- 
liebige Raumcurven  C^,  C^,  Q  und  C^  existierten,  und  wählen  wir 
auf  einer  derselben,  etwa  auf  0^  irgend  einen  Punkt  x,  so  wird  es 
eine  bestimmte  Anzahl  von  Geraden  (die  gemeinschaftlichen  Erzeu- 
genden der  beiden  Kegel  (x,  C„)  und  (x,  G^)  geben,  welche  die  beiden 
Curven  C^  und  C^  schneiden.  Da  aber  die  vorerwähnten  Geraden  die 
vierte  beliebig  gewählte  Leitlinie  C^  im  allgemeinen  nicht  treffen 
werden,  so  geht  schon  aus  diesem  Umstände  unmittelbar  hervor,  dass 
nicht  durch  jeden  Punkt  x  der  Curve  C^  eine  Erzeugende  geführt 
werden  könne,  welche  mit  jeder  der  noch  übrigen  drei  Curven  je  einen 
Punkt    gemein    hat.     Es    gibt    im    Gegentheil    nur    gewisse    Punkte 


auf  Cj,  die  dieser  Bedingung  genügen  und  dalier  auch  nur  eine  be- 
stimmte endliche  Anzahl  von  Geraden,  welche  alle  vier  Curven  gleich- 
zeitig schneiden.  Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  folgt  somit  unmit- 
telbar, dass  behufs  Erzeugung  einer  windschiefen  Fläche  drei 
beliebig  angenommene,  von  einander  unabhängige  Leit- 
curven  erforderlich  seien.   Wir  gelangen  mithin  zu  dem  Satze: 

1.  ^^Eine  windschiefe  Fläche  ist  durch  drei  heliehig  angenom- 
mene Leitcurven  vollkommen  'bestimmt.'''' 

§.  3. 

Sind  nun  G^,  C^  und  C^  drei  Leitcurven  für  eine  windschiefe 
Fläche,  so  können  einzelne  Erzeugenden  derselben,  d.  h.  Gerade, 
welche  jede  der  drei  Curven  in  je  einem  Punkte  schneiden,  folgender- 
maßen bestimmt  werden. 

Man  betrachtet  irgend  einen  willkürlichen  Punkt  x  der  einen 
Leitcurve,  allenfalls  der  Curve  C^,  als  Scheitel  zweier  Kegel,  deren 
Leitcurven  beziehungsweise  die  Curven  C^  und  Q  sind.  Diese  beiden 
Kegel  {x,  Co)  und  (x,  G^  begegnen  sich  in  einer  bestimmten  Anzahl 
von  Erzeugenden,  deren  jede  eine  Gerade  repräsentiert,  welche  die 
drei  gegebenen  Curven  (7,,  G^  und  Cg  schneidet  und  daher  eine  Er- 
zeugende der  Kegelfläche  darstellt. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  jede  der  drei  Leitlinien  eine  viel- 
fache Curve  der  Fläche  sei.  Der  Grad  ihrer  Yielfachheit  ist 
stets  gleich  der  Anzahl  der  Erzeugenden,  welche  durch  einen  ihrer 
Punkte  gehen. 

Da  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Fläche  gerade  Linien  sind, 
jede  gerade  Linie  aber  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt 
besitzt,  so  folgt  nothwendig,  dass  jede  windschiefe  Fläche  sich  in  un- 
endliche Entfernung  erstrecke,  d.  h.  dass  der  Schnitt  einer  wind- 
schiefen Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  stets  eine 
reelle  Curve  sei. 

Es  ist  demgemäß  in  jedem  Falle  zulässig,  eine  der  Leitcurven 
in    unendlicher   Entfernung   zu  wählen. 

Nachdem  ein  Punkt  in  nnendlicher  Entfernung  am  zweckmäßig- 
sten dadurch  festgestellt  wird,  dass  man  ihm  eine  Gerade  als  Träger 
gibt  (als  deren  unendlich  ferner  Punkt  derselbe  zu  gelten  hat),  so  wird 
eine  Curve  in  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  eine  un- 
endlich große  Schar  von  Geraden  gegeben  sein  müssen. 

Auch  diesfalls  wird  es  wieder  am  einfachsten  sein,  anzunehmen, 
dass  alle    diese    Geraden    durch    einen    im    Endlichen    gelegenen 
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Punkt  geheo,  oder  mit  anderen  Worten,  es  wird  am  zweckmäßigsten 
sein,  eine  Curve  in  unendlicher  Entfernung  dadurch  als  gegeben  zu 
betrachten,  dass  man  sie  als  unendlich  ferne  Curve  eines 
Kegels  annimmt. 

Eine  windschiefe  Fläche  wird  daher  durch  zwei  Leitlinien 
C^  und  Cq  in  endlicher  Entfernung,  und  durch  die  unend- 
lich ferne  Curve  C^  eines  gegebenen  Kegels  B  als  dritte  Leit- 
linie, vollkommen  bestimmt  sein. 

Da  jede  Erzeugende  der  windschiefen  Fläche  die  unendlich 
ferne  Leitlinie  C^  in  einem  Punkte  it  schneiden  muss,  durch  diesen 
Punkt  aber  auch  eine  Erzeugende  des  Kegels  B  geht,  so  folgt  weiter, 
dass  sämmtliche  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche  zu 
den  Erzeugenden  des  Kegels  B  parallel  sind. 

Aus  diesem  Grunde  wird  der  gegebene  Kegel  der  „Richtungs- 
kegel"  (cone  directeur)  der  windschiefen  Fläche  genannt. 

§•  4. 

Nach  der  Art  der  Leitlinien  unterscheidet  man  drei  Haupt- 
typen von  Regeiflächen. 

a)  Windschiefe  Eegelflächen  mit  drei  krummen  Leit- 
linien. 

In  diese  Kategorie  gehören  auch  jene  Regelflächen,  die  durch 
zwei  krumme  Leitlinien  und  einen  Richtungskegel  gegeben  sind. 

b)  Zwei  krumme  Leitlinien  und  eine   Leitgerade. 
Liegt  die  Leitgerade  in  unendlicher  Entfernung,  so  wird  dieselbe 

durch  eine  Ebene  „die  Rieht  ebene"  als  Träger  gegeben  sein,  zu 
welcher  sodann  die  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche  parallel  sein 
werden. 

c)  Windschiefe  Flächen  mit  einer  krummen  Leitlinie  und 
zwei  Leitgeraden. 

Liegt  die  eine  der  beiden  Leitgeraden  speciell  in  unendlicher 
Entfernung,  d.  h.  ist  die  windschiefe  Fläche  durch  eine  Leite urve, 
eine  Leitgerade  und  eine  Richtebene  gegeben,  so  wird  die- 
selbe ein  7)Conoid"  genannt. 

Sind  die  drei  Leitlinien  einer  Regelfläche  sämmtlich  ge- 
rade Linien,  so  entsteht  das  sogenannte  ^^windschiefe  Hyper- 
boloid." 

Ist  insbesondere  die  eine  Leitgerade  unendlich  fern,  d.  h. 
sind  zwei  Leitgeraden  und  eine  Richtebene  gegeben,  so  heißt 
die  windschiefe  Fläche  ein  „hyperbolisches   Paraboloid." 


§.5. 

Bevor  wir  diese  verschiedenen  Typen  von  Regelflächen  einer  ein- 
gehenden Betrachtung  unterziehen,  naögen  zunächst  noch  einige  Defini- 
tionen und  PJigenschaften  für  die  windschiefe  Eegelfläche  im  allgemei- 
nen  aufgestellt  beziehungsweise  entwickelt  werden. 

Die  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche  in  einem 
ihrer  Punkte  x  enthält  bekanntlich  die  Tangenten  aller  durch  x  gehen- 
den auf  der  Fläche  liegenden  Curven  in  diesem  Punkte. 

Nachdem  durch  jeden  Punkt  x  einer  Eegelfläche  eine 
gerade  Erzeugende  geht,  und  diese  als  eine  auf  der  Fläche 
liegende  Curve,  welche  mit  allen  ihren  Tangenten  zusammenfällt,  be- 
trachtet werden  kann,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Tangentialebene 
einer  windschiefen  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  x  die  durch  diesen 
Punkt  gehende  Erzeugende  enthalten  müsse. 

Um  zu  weiteren  Eesultaten  betreffs  der  „Tangentialebene 
einer  windschiefen  Eegelfläche«  zu  gelangen,  stellen  wir  fol- 
gende Betrachtung  an» 

Es  sei  g  (Taf.  I,  Fig.  1)  eine  Erzeugende  der  windschiefen  Fläche 
und  ^j  die  unmittelbar  auf  g  folgende  Erzeugende  derselben  Eegel- 
fläche. Ferner  stelle  B  eine  Ebene  dar,  welche  zur  Erzeugenden  g 
senkrecht  steht  und  dieselbe  in  einem  Punkt  y  schneide.  Weiters  re- 
präsentiere y'  die  orthogonale  Projection  von  g^  auf  die  Ebene  B. 

Da  auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzung  die  beiden  Erzeu- 
genden g  und  g^  keinen  Punkt  gemein  haben,  so  folgt,  dass  auch  }^' 
nicht  durch  den  Punkt  y  gehen  könne. 

Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Erzeugenden  g^  so  wird  offenbar 
die  Berührungsebene  der  Eegelfläche  in  diesem  Punkte  x  die  Erzeu- 
gende g  enthalten  müssen. 

Um  noch  ein  weiteres  Bestimmungsstück  für  diese  Tangential- 
ebene zu  erhalten,  denken  wir  uns  durch  x  eine  Ebene  V>^  parallel 
zur  Ebene  B  geführt.  Diese  Ebene  schneidet  die  Eegelfläche  in  einer 
Curve,  welche  sich  als  Ort  der  Durchschnittspunkte  aller  Erzeugenden 
mit  der  Ebene  ergibt.  Die  Punkte  x  und  x^^  in  welchen  die  Ebene  B^ 
die  Erzeugenden  g  und  g^  schneidet,  sind  selbstverständlich  zwei  Punkte 
der  Schnittcurve,  und  da  die  Erzeugenden  g  und  g^,  also  auch  die 
Punkte  cc  und  a?!  unendlich  nahe  aneinander  liegen,  so  ist  die 
Verbindungsgerade  t  von  x  und^^  die  Tangente  der  Schnitt- 
curve im  Punkte  .t. 

Die  Berührungsebene  der  Eegelfläche  im  Punkte  i»  ist  somit 
durch  die  Erzeugende  g  und  durch  die  Flächentangente  t  vollkommen 
bestimmt. 


Wenn  nun  §'  die  Projection  des  Punktes  ^^  auf  die  Ebene  B 
darstellt,  so  ist  y'^'  =:  %  die  Projection  der  Tangente  /  auf  iy.  Gleich- 
zeitig ist  aber  r  auch  die  Trace  der  Berühruugsebene  auf  der  Ebene  J9. 

§.  6. 

Die  Ebene  (//,  i)  berührt,  wie  sich  unschwer  nachweisen  lässt,  die 
windschiefe  Fläche  nur  in  dem  einen  Punkte  x  der  Erzeu- 
genden g. 

Gesetzt,  die  Ebene  (</,  t)  berühre  die  Fläche  noch  in  einem  ander- 
weitigen Punkte  y  der  Erzeugenden  g.  Legen  wir,  um  zu  richtiger 
Erkenntnis  zu  gelangen,  durch  y  eine  Ebene  B^  parallel  zur  Ebene  B^^ 
so  müsste  diese  die  Berührebene  {g^  t)  in  einer  Tangente  y  y^  der 
Fläche  schneiden,  und  diese  Tangente  müsste,  ebenso  wie  die  vorige,  die 
Verbindungsgerade  derjenigen  Punkte  y  und  y^  sein,  in  welchen  Bo 
die  beiden  unendlichen  nahen  Erzeugenden  g  und  g^  schneidet.  Es 
müsste  also,  mit  anderen  Worten,  die  Berührebene  (^,  t)  die  vier 
Punkte  X,  cc^,  y,yi,  also  die  beiden  Geraden  g  und  g^  enthalten,  was 
aber,  der  Voraussetzung  nach,  indem  sich  die  letzteren  nicht  schnei- 
den, ganz  unmöglich  ist. 

Daher  der  Satz: 

2.  „D^e  Tangentialebene  einer  windsehiefen  Fläche  berührt  diese 
mir  in  einem  PunJde;  alle  anderen  der  Fläche  und  der  Berühnings- 
ebene  angehörigen  Punkte  sind  einfache  Schnittpunläe  und  bilden  eine 
Curve,  ivelche  aus  der  Erzeugenden  des  BerührungspunJctes,  und  dem 
Orte  der  Schnittpunlde  aller  übrigen  Erzeugenden  mit  der  Berühr- 
ebene  besteht,^ 

§.  7. 

Behufs  Feststellung  einer  weiteren  Eigenschaft,  stellen  wir  uns 
vor,  dass  der  angenommene  Berührungspunkt  x  (Taf.  I,  Fig.  1)  die  Er- 
zeugende g  durchlaufe.  Dies  vorausgesetzt  wird  sich  nothwendig  auch 
der  Punkt  x^  auf  g^  und  mithin  auch  seine  Projection  §'  auf  y^  fort- 
bewegen. Selbstverständlich  wird  sich  aber  dann  gleichzeitig  auch  die 
Gerade  r,  als  Verbindungslinie  der  Punkte  |'  und  y,  um  y  drehen  müssen. 

Nachdem  r  die  Trace  der  Berührungsebene  auf  der  Ebene  B 
darstellt,  so  folgt,  dass  die  Berührebene  sich  um  die  Erzeugende  g 
dreht,  wenn  der  Berührungspunkt  x  die  Gerade  g  durchläuft. 

Es  wird  mithin  einer  jeden  Ebene,  welche  durch  g  geht,  ein 
Berührungspunkt  x  auf  ^  entsprechen;  d.  L. 

3,  ^^Jede  Ebene,  welche  durch  eine  Er  sengende  einer  'wind- 
schiefen Fläche  gehty  berührt  die  leidere  in  einem  PunMe  dieser  Er- 
zeugenden.'^ 


§.   8. 

Wenden  wir  uns  nun  gewissen  speci  eilen  Lagen  der  Berüh- 
rungspunkte und  beziehungsweise  der  Tangentialebenen  einer 
windschiefen  Fläche  längs  einer  Erzeugenden  zu. 

Setzen  wir  diesbezüglich  vor  allem  voraus,  der  Berührungspunkt  x 
rücke  in  unendliche  Entfernung. 

Tritt  dieser  Fall  ein,  so  wird  offenbar  auch  der  mit  ihm  cor- 
respondierende  Punkt  x^  im  Unendlichen  liegen  und  die  Projection  |' 
von  x^  wird  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  y'  repräsen- 
tiert erscheinen,  während  die  Gerade  x  durch  die  zu  y'  Parallele  To, 
vertreten  wird. 

Da  r^  gleichzeitig  die  Trace  der  Berührungsebene  auf  der  Ebene  B 
darstellt,  so  folgt,  dass  die  Ebene,  welche  die  windschiefe  Fläche  im 
unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugenden  g  berührt,  zur  nächstfolgen- 
den Erzeugenden  g^  parallel  sei. 

Denkt  man  sich  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  d  im  Räume 
Parallele  zu  allen  Erzeugenden  der  Eegelfiäche  geführt,  so  bilden  diese 
bekanntlich  den  Richtungskegel  der  Fläche.  Die  zu  g  und  g^ 
parallelen  Erzeugenden  des  Richtungskegels  folgen  unmittelbar  auf- 
einander, und  bestimmen  die  Berührungsebene  des  Richtungs- 
kegels längs  der  zu  g  parallelen  Kegelerzeugenden. 

Die  Ebene,  welche  die  Regelfläche  im  unendlich  fernen  Punkte 
von  g  berührt,  ist  mithin  zu  der  genannten  Berührebene  des  Rich- 
tungskegels parallel. 

Eine  Ebene ,  welche  die  windschiefe  Fläche  in  dem 
unendlich  fernen  Punkte  einer  Erzeugenden  berührt, 
heißt  eine  „asymptotische  Ebene"  der  Regelfläche. 

Die  vorstehende  Betrachtung  liefert  sonach  den  Satz: 

4.  ^Die  asymptotische  Ebene  einer  Begelfläche  für  eine  Erzeu- 
gende g  ist  parallel  zu  der  Beruhrebene  des  Bichtiingskegels  längs 
der  zu  g  parallelen  Erzeugenden.^' 

Die  eben  aufgefundene  Eigenschaft  lässt  sich  auch  direct  auf 
folgende  Weise  ableiten. 

Soll  eine  Ebene  die  Regelfläche  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  n 
einer  Erzeugenden  berühren,  so  muss  dieselbe  außer  der  Erzeugenden  g 
auch  die  Tangente  tu  der  unendlich  fernen  Curve  Cao  der  Regelfläche 
im  Punkte  u  enthalten.  Nachdem  aber  die  Curve  (7^  auch  dem  Rieh- 
tuugskegel  angehört,  so  ist  tu  gleichzeitig  auch  die  unendlich  ferne 
Gerade  jener  Berührungsebene  des  Richtungskegels,  dessen  Berühr- 
zeugende durch  den  Punkt  u  geht,  und  mithin  zu  g  parallel  ist. 
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Die  asymptotische  Ebene  der  Eegelfläche  für  die  Erzeu- 
gende g  und  die  Berühr  ebene  des  Eichtungskegels  längs  der 
zu  g  parallelen  Erzeugenden,  haben  daher  die  unendlich  ferne 
Tangente  t,,  gemein,  oder  mit  anderen  Worten,  sie  sind  zu  ein- 
ander parallel. 

§.  9. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  g  jene  Ebene  gelegt,  welche  zur 
asymptotischen  Ebene  dieser  Erzeugenden  senkrecht  steht. 

Besagte  Ebene  pflegt  man  die  „Centralebene"  der  Regel- 
fläche für  die  Erzeugende  g  zu  nennen.  Dieselbe  berührt,  ebenso  wie 
jede  andere  durch  g  gehende  Ebene,  die  windschiefe  Fläche  in  einem 
Punkte  der  Erzeugenden  g,  welcher  der  „Centralpunkt"  dieser 
Erzeugenden  heißt. 

Diesen  Punkt  zu  bestimmen,  sei  unsere  nächste  Aufgabe. 

Da  die  Centralebene  der  Erzeugenden  g  zu  der  asymptotischen 
Ebene  derselben  Erzeugenden  senkrecht  steht,  so  wird  auch  deren 
Trace  tc  auf  der  Ebene  B  zur  Trace  roo,   also  auch  zu  y'  normal  sein. 

Andererseits  ist  aber  r^  auch  die  Projection  einer  in  der  Be- 
rührungsebene liegenden  Flächentangente  tc.  Letztere  wird  einfach 
erhalten,  wenn  man  den  Punkt  1/,  in  welchem  y'  von  r^  getroffen 
wird,  in  die  Gerade  g^  nach  Xc  zurückprojiciert  und  durch  Xc  die 
Parallele  4  zu  tc  zieht.  Die  Gerade  4  schneidet  nun  auch  die  Erzeu- 
gende ^  in  einem  Punkte  a?c  und  dieser  Punkt  stellt  nichts  anderes,  als 
den  Berührungspunkt  der  Centralebene  (^,,  4i)  d.  i.  den  gesuchten 
Centralpunkt  Xc  dar. 

Ferner  findet  man  aber,  dass  die  Gerade  tc  die  Linie  des  kür- 
zesten Abstandes  der  beiden  Erzeugenden  g  und  g^  repräsentiert, 
dass  mithin  der  Centralpunkt  Xc  derjenige  Punkt  der  Erzeu- 
genden g  ist,  welcher  von  g^  den  kürzesten  Abstand  besitzt. 
Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

5.  ^^Der  Centralpunkt  einer  Erzeugenden  irgend  einer  Regel- 
fläche ist  derjenige  PunJd  dieser  Erzeugenden^  welchem  von  der  un- 
mittelbar folgenden  Erzeugenden  der  Meinste  Abstand  entspricht.'^ 

Der  geometrische  Ort  der  Centralpunkte  aller  Erzeu- 
genden einer  Regelfläche  wird  die  „Strictionslinie"  der 
Regelfläche  genannt. 

Es  mag  gleich  an  dieser  Stelle,  zur  Vermeidung  allenfallsigen 
Irrthums,  hervorgehoben  werden,  dass  zwar  die  Punkte  der  Erzeugen- 
den, welche  von  den  betreffenden  unmittelbar   folgenden  Erzeugenden 
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den  kleinsten  Abstand  besitzen,  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge, 
Punkte  der  Strictiönslinie  sind,  dass  aber  die  kürzesten  Abstände 
je  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Erzeugenden 
der  Regelfläche  nicht  auch  Elemente  der  Strictiönslinie  re- 
präsentieren. Der  Fall,  dass  die  Linien  des  kürzesten  Abstandes  wirk- 
lich Elemente  der  Strictiönslinie  sind,  tritt  nur  bei  besonderen  Flächen- 
gattungen auf,  so  beispielsweise  —  wie  in  der  Folge  nachgewiesen 
werden  soll  —  bei  den  geraden  Conoiden. 

Die  Ebenen,  welche  die  windschiefe  Fläche  in  den  unendlich 
fernen  Punkten  ihrer  Erzeugenden  berühren  —  das  heißt 
die  asymptotischen  Ebenen  der  windschiefen  Fläche  —  umhüllen 
eine  aufwickelbare  Fläche,  welche  als  die  asymptotische 
Developpable  der  gegebenen  Eegelfläche  bezeichnet  wird. 

Auf  die  Ermittelung  und  Erörterung  weiterer  Eigenschaften  der 
Regelfiächen  werden  wir  nach  der  Besprechung  und  Entwickeluug  der 
wichtigsten  Sätze  über  das  Hyperboloid  und  das  Paraboloid 
zurückkommen. 


IT.  Capitel. 
Das  windschiefe  Hyperboloid. 

§.  10. 

Ein  windschiefes,  einfaches  oder  einmanteliges  Hy- 
perboloid ist  eine  windschiefe  ßegelfläche,  deren  Erzeu- 
genden drei  gegebene  feste  Geraden,  „die  Leitgeraden", 
-schneiden. 

Die  gegebenen  Leitgeraden,  welche  wir,  als  in  centraler  Projec- 
tion  dargestellt,  voraussetzen,  seien  Z,,  h,  l^  (Taf.  I,  Fig.  2ö^  und  2b). 
Einzelne  Lagen  von  Erzeugenden  des  Hyperboloides  können,  wie  folgt, 
construiert  werden. 

a)  Wir  nehmen  auf  einer  der  drei  Leitgeraden,  etwa  auf  l^ 
einen  beliebigen  Punkt  a^  an  und  suchen  die  durch  diesen  Punkt 
gehende  Erzeugende. 

Nachdem  die  zu  bestimmende  Erzeugende  die  Leitlinie  l^  schnei- 
den soll,  so  muss  dieselbe  in  der  durch  a.^  und  l^  (Taf.  I,  Fig.  2a) 
bestimmten  Ebene  e^be\  liegen.     In  gleicher  Weise  findet  man,   dass 


12 

die  gesuchte  Erzeugende  auch  in  der  durch  a^  und  die  Leitgerade  /„ 
bestimmten  Ebene  e\  e\  liegen  müsse,  da  die  verlangte  Erzeugende 
auch  diese  Leitgerade  zu  schneiden  hat. 

Die  Schnittgerade  ga  der  beiden  Ebenen  e^  und  e^  ist  somit  jene 
Gerade^  welche  beide  Bedingungen  erfüllt,  denn  sie  schneidet  sowohl 
die  Gerade  l^  in  einem  Punkte  a,,  als  auch  die  Gerade  l^  in  einem 
Punkte  a,,. 

Endlich  schneidet  die  Gerade  ga  auch  die  dritte  Gerade  l^,  da 
sie  durch  den  auf  derselben  angenommenen  Punkt  a^  geht.  Es  ist 
somit  ga  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides. 

h)  Denken  wir  uns  durch  eine  der  drei  Leitlinien,  allenfalls 
durch  ?  3  (Taf.  I,  Fig.  2b)  eine  beliebige  Ebene  e^e,  gelegt  und  be- 
stimmen deren  Schnittpunkte  a^  und  a^  mit  den  beiden  anderen  Leit- 
geraden l^   und  lo. 

Die  Verbindungsgerade  ga  der  Punkte  a^  und  a^  schneidet  die 
Leitgeraden  ?,  und  l^  in  eben  diesen  Punkten ;  sie  schneidet  aber  auch 
die  dritte  Leitgerade  ^3  in  einem  Punkte  a^,  da  die  letztere  mit  ga 
in  einer  und  derselben  Ebene  eb  e^  liegt.  Die  Gerade  D  V  oder  ga 
stellt  daher  wieder,  sowie  im  vorhergehenden  Falle,  eine  Erzeugende 
des  Hyperboloides   dar. 

§.  11. 

Die  beiden  eben  entwickelten  höchst  einfachen  Constructionen 
bilden  das  Fundament  für  alle  weiteren  Eigenschaften  des  Hyper- 
boloides. 

Dass  die  auf  die  angedeutete  Weise  entstehende  Fläche  in  der 
That  eine  windschiefe  sei,  d.  h.  dass  eine  beliebige  Erzeugende 
derselben  von  der  unmittelbar  folgenden  nicht  geschnitten  wird, 
haben  wir  zunächst  noch  nachzuweisen. 

Seien  l^^  h  und  l^  (Taf.  I,  Fig.  3)  die  drei  Leitgeraden,  von 
welchen,  der  Voraussetzung  nach,  keine  zwei  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Ferner  seien  ga  und  gt,  zwei  Erzeugende  des  Hyper- 
boloides, welche  die  Leitgeraden  l^,  U  und  ^3  beziehungsweise  in  den 
Punkten  a,,  a«,  a^  und  b^,  \,  h^  schneiden  mögen. 

Die  beiden  Erzeugenden  ga  und  gt  können  unmöglich  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegen,  da  in  dieser  Ebene  auch  die  sechs  Punkte 
a^,  6*2,  «3,  &j,  ho  und  h.^  und  mithin  auch  die  Geraden  Z^,  l^  und  l^ 
liegen  müssten,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Wie  ersichtlich,  lässt  sich  überhaupt  kein  solches  Paar  von  Er- 
zeugenden der  Fläche  finden   und    lassen  sich   mithin  auch  keine  un- 
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mittelbar  benachbarten  Erzeugenden  ermitteln,  welche  sich  schneiden 
könnten,  so  dass  also  mit  Recht  behauptet  werden  kann,  dass  die  nach 
obigem  Principe  erzeugte  Fläche  eine  windschiefe  Fläche  sei. 

§.  12. 

Die  vorher  für  die  Feststellung  der  Lage  einer  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  entwickelte  Construction  führt  direct  zu  den  p  r  o- 
jectivischen  Eigenschaften  der  bezeichneten  Fläche. 

Nimmt  man  auf  einer  der  drei  Leitlinien  \^  ^^  ^^^  ^3  ^^^  Hyper- 
boloides, beispielsweise  auf  l^  einen  Punkt  a^  an,  so  ist,  wie  unter  a), 
§.  10,  gezeigt  wurde,  die  Schnittgerade  ga  "jener  Ebenen  e^  und  e-, 
welche  durch  a^  und  die  Leitlinie  l^  oder  beziehungsweise  Z^  gehen, 
eine  Erzeugende  des  Hyperboloides. 

Durchläuft  der  Punkt  a^  die  Gerade  ^3,  so  dreht  sich  die  den- 
selben enthaltende  Ebene  e^  um  die  feste  Gerade  \,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Ebene  e^  erzeugt  ein  der  Punktreihe  ^3(0^3...)  perspec- 
tivisches  Ebenenbüschel  ^^(e^..)♦ 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  auch  die  Ebene  e^  ein  der 
Punktreihe  ^gCö^g...)  perspectivisches  Ebenenbüschel  ^„(ö'^...)  mit 
der  Achse  l„  erzeugt. 

Die  beiden  Ebenenbüschel  J,  (e^..)  und  1^(6'^..,)  sind  daher 
unter  einander  pr ojectivisch  und  zwar  entsprechen  sich  in  den- 
selben solche  Ebenen  e^  und  e^  welche  durch  den  nämlichen  Punkt 
(Xg...   der  Reihe  (^3...)  gehen. 

Andererseits  ist  aber  die  Schnittgerade  ga  zweier  solcher  ent- 
sprechender Ebenen  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides.  Hieraus  folgt 
direct  der  Satz: 

6,  ^Das  tvindschiefe  Hyperboloid,  dessen  Leitlinien  drei  sicli 
kreuzende  Geraden  \,  ?,^,  l^  sind,  wird  en^eugt  durch  die  Schnittlinien 
der  entsprechenden  Ebenen  zweier  projectivischer  Ebenenbüschel,  deren 
Achsen  zwei  von  den  drei  Leitgeraden  sind  und  ivelche  zu  der  Punht- 
reihe  auf  der  dritten  Leitgeraden  perspectivisch  sind,^^ 

§.13. 

Durch  näheres  Eingehen  auf  die  unter  6),  §.  10,  angegebene 
Construction  des  Hyperboloides  gelangen  wir  zu  einem  gleich  wich- 
tigen Resultate.  An  der  betreffenden  Stelle  fanden  wir,  dass  die  Ver- 
bindungslinie jener  Punkte  a^  und  a^^  in  welchen  die  beiden  Leit- 
geraden Zj  und  ^2  von  einer  durch  die  dritte  Leitgerade  l^  gelegten 
Ebene  e  geschnitten  werden,  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides 
darstelle. 
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Betrachten  wir  die  besagte  Ebene  e  als  Element  eines  Ebenen- 
büschels ?3  (^...)  mit  der  Achse  ^3,  so  können  wir  auch  die  Punkte 
a^  und  a^  als  Elemente  zweier  Punktreihen  ?i(a,  . . .)  und  \{a^, , .) 
auf  den  Geraden  ?j  und  l^  auffassen,  und  zwar  jener  Punktreihen, 
welche  sich  im  Schnitte  dieser  Geraden  mit  dem  Ebenenbüschel 
\  (e. . .)  ergeben. 

Da  aber  einerseits  derartige  Punkte  a,  und  a^  der  beiden  Punkt- 
reihen, welche  in  einer  und  derselben  Ebene  e  des  Büschels  ?3(6...) 
liegen,  einander  entsprechen  und  andererseits  die  Verbindungslinie 
solcher  Punkte  a^  und  a^  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides  repräsen- 
tiert, so  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

7.  „Das  windschiefe  Hyperboloid ,  dessen  Leitgeraden  drei  sich 
kreuzende  Geraden  \,  l^  und  l^  sind^  wird  erzeugt  durch  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Funkte  jener  beiden  Funktreihen  auf 
zwei  dieser  Leitgeraden,  welche  zu  dem  Ebenenbüschel,  welches  die 
dritte  Leitgerade  zur  Achse  hat,  perspectivisch  sind,^ 

§.  14. 

Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  nicht  überhaupt  die  Schnitt- 
geraden entsprechender  Ebenen  zweier  projectivischen  Ebenenbüschel 
mit  sich  kreuzenden  Achsen  und  die  Verbindungsgeraden  entsprechen- 
der Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  auf  sich  kreuzenden 
Trägern,  ein  Hyperboloid  erzeugen. 

Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  zeigen  nachstehende  Betrach- 
tungen. 

Die  Geraden  \  und  l^,  von  welchen  wir  annehmen,  dass  sie 
nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  seien  die  Achsen  zweier 
projectivischer  Ebenenbüschel. 

Ferner  wollen  wir  e'^e^,  e\e\,  e\e\  als  drei  Paare  entspre- 
chender Ebenen  dieser  Büschel  voraussetzen.  Die  entsprechenden 
Ebenen  e^a  und  e^«,  mögen  sich  in  einer  Geraden  ga,  eh  und  e'^j,  in 
einer  Geraden  g^  und  e\e^c  in  einer  Geraden  gc  schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gerade  l^  construiert,  welche  die  drei 
Geraden  ga,  gb  und  gc  schneidet,  und  benennen  wir  die  betreffenden 
Schnittpunkte  beziehungsweise  mit  a,  b  und  c. 

Die  Gerade  l^  wird  von  den  beiden  projectivischen  Ebenen- 
büscheln li{e^ae\e\, . .)  und  l2{e\e\e\. ,  .)  in  zwei  projectivischen 
Keihen  geschnitten.  Nachdem  aber  der  Punkt  a  auf  l^  der  Geraden 
(/«,  mithin  auch  den  beiden  entsprechenden  Ebenen  e\,  und  e^a  an- 
gehört;,  so  stellt  derselbe  zwei  entsprechende  zusammenfallende  Punkte 
der  genannten  Punktreihen  vor.  Das  gleiche  gilt  auch  von  den  Punkten 
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b  und  c,  so  zwar,  dass  die  beiden  ßeihen,  in  welchen  die  Gerade  l^ 
Yon  den  projectiviscLen  Ebenenbüscheln  l^  und  I2  geschnitten  werden, 
in  a,  b  und  c  drei  Paare  entsprechender  zusammenfallender 
Punkte  besitzen. 

Dieses  Ergebnis  sagt  aber  bekanntlich  nichts  anderes  aus,  als  dass 
die  beiden  Keihen  identisch  seien,  und  dass  daher  auch  alle  an- 
deren Paare  entsprechender  Punkte  derselben  zusammenfallen,  öder  mit 
anderen  Worten,  dass  zwei  einander  entsprechende  Ebenen 
der  beiden  projectivischen  Ebenenbüschel  l^  und  ?2  durch  einen  und 
denselben  Punkt  der  Geraden  I3  gehen. 

Durch  diese  einfachen  Erörterungen  ist  klar  gelegt,  dass  die 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  beiden  projectivischen  Ebenen- 
büschel ?,  und  ?2  nicht  nur  die  Achsen  l^  und  l^  dieser  Büschel, 
sondern  auch  die  Gerade  l^  schneiden,  woraus  unmittelbar  weiter 
folgt,  dass  dieselben  ein  windschiefes  Hyperboloid  erzeugen. 
Es  gilt  mithin  der  Satz: 

8.  ,,Die  Schnittlinien  ^entsprechender  Ebenen  zweier  projecti- 
vischer  Ebenenbüschel  mit  sich  kreuzenden  Achsen  erzeugen  immer  ein 
tvindschiefes  Hyperboloid.^ 

§.  15. 

Die  vorstehende  Betrachtung  führt  noch  zu  einem  anderweitigen 
sehr  wichtigen  Satze.  Es  wurde  im  Vorhergehenden  nachgewiesen,  dass 
alle  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  d.  s.  die  Schnittlinien  entsprechen- 
der Ebenen  der  beiden  Büschel  ?,  und  l^^  die  Gerade  l^  schneiden« 

Bezeichnete  Gerade  wurde  folgendermaßen  construiert.  Wir  suchten 
zunächst  die  Schnittgeraden  ga,  gb  und  gc  beliebiger  drei  Paare  ent- 
sprechender Ebenen  der  beiden  Büschel  ly^  und  l^,  d.  h.  drei,  beliebige 
Erzeugende  des  Hyperboloides,  wählten  hierauf  eine  Gerade  l^  derart, 
dass  die  drei  Erzeugenden  ^a,  g^  und  gc  von  derselben  geschnitten 
wurden,  und  fanden  schließlich,  dass  die  bezeichnete  Gerade  ^3  auch 
von  allen  anderen  Erzeugenden  ^...   geschnitten  werde. 

Nun  gibt  es  aber  eine  unendlich  große  Schar  solcher  Geraden  l.^, 
welche  die  drei  Erzeugenden  ga^  g^  und  gc  schneiden.  Diese  Geraden 
bilden  in  ihr  er  Gesammtheit  ein  einmantliges  windschiefes 
Hyperboloid,  dessen  Leitlinien  die  drei  Erzeugenden  ga,  gb  und  gc 
sind.  Jede  dieser  Geraden  l^  wird,  wie  der  Entwickelung  deutlich  zu 
entnehmen  ist,  von  sämmtlichen  Erzeugenden  g..,  geschnitten. 

Hieraus  ist  weiters  zu  ersehen,  dass  es  außer  den  Erzeugenden 
g...  noch  eine  zweite  unendliche  Schar  von  Geraden  ^3  gibt,  welche 
gleichfalls  auf  dem  Hyperboloid  liegen,  demselben  also  angehören,  und 
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deren  jede  die  Eigenschaft  besitzt,  von  allen  Erzeugenden  g  der  Fläche 
geschnitten  zu  werden. 

Man  bezeichnet  die  Schar  der  Geraden  g  als  „Erzeugende  des 
ersten  Systems"  und  jene  Schar  der  Geraden  ^3  als  „Erzeugende 
des  zweiten  Systems«  der  Fläche.  Es  folgt  sonach  der  Satz  : 

9.  y^Das  ivindschiefe  Hyperboloid  hesitd  sivei  Systeme  von  ge- 
radlinigen Erzeugenden-^  jede  Erzeugende  des  einen  Sy Siemes  schneidet 
sämmtliche  Erzeugenden  des  anderen  Systemes.^^ 

Als  Ergebnis  unserer  Erörterungen  und  der  erzielten  Eesultate 
folgt  somit  auch,  dass  man  beliebige  drei  Erzeugende  des  einen  Systems, 
stets  als  Leitlinien  für  das  andere  System  und  umgekehrt  annehmen 
kann. 

§.  16. 

In  ähnlicher  Weise  kann  nunmehr  auch  der  Nachweis  erbracht 
werden,  dass  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  zweier 
projectivischen  Punktreihen  auf  zwei  sich  kreuzenden  Trägern  ein 
Hyperboloid  erzeugen. 

Die  Träger  der  beiden  projectivischen  Punktreihen  ?,  (c^^ .. .) 
und  l^ia^.,.)  seien  wieder  l^  und  l^. 

Wenn  wir  alle  Punkte  a, . . .  der  Reihe  l^  durch  Ebenen  proji- 
cieren,  welche  durch  die  Gerade  ?2  gehen,  so  entsteht  ein  Ebenen- 
büschel Zo  (^i .  .  .)'  welches  zur  Reihe  l^  perspectivisch  ist.  Ebenso 
kann  man  die  Reihe  l^(af^.,,)  durch  ein  Ebenenbüschel  \(e^.,.) 
aus  der  Achse  l^  projicieren. 

Nachdem  die  beiden  Punktreihen  projectivisch  sind,  so 
sind  es  auch  die  zu  ihnen  perspectivischen  Ebenenbüschel 
Ij  (ßj.. .)  und  l^  (Ca..  .)• 

Entsprechende  Ebenen  der  beiden  Büschel  sind  solche,  welche 
zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Reihen  enthalten. 

Setzen  wir  demgemäß  voraus,  es  seien  a^  und  a„  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  beiden  Reihen  \  (a^...)  und  l^ia^...)^  so  sind 
die  Ebenen  (Z^,  <^,)  und  (l^,  a^  entsprechende  Ebenen  der  beiden  pro- 
jectivischen Büschel  l^{e^, , .)  und  l^  {e^ . .  .)• 

Ferner  ist  einleuchtend,  dass  die  Schnittgerade  dieser  Ebenen  nur 
die  Verbindungsgerade  a^  a^  sein  könne,  dass  also  die  Fläche,  welche 
durch  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  a^  und  aa  der 
projectivischen  Reihen  hervorgebracht  wird,  identisch  mit  jener  Fläche 
ist,  welche  durch  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  beiden 
projectivischen  Ebenenbüschel  l,^{e^,.,)  und    l^  (e, ...)  erzeugt  wird. 

Nachdem  aber  diese  Fläche  (nach  Satz  8)  ein  windschiefes  Hyper- 
boloid ist,  so  folgt  der  Satz  : 
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10.  j^Die  Verbindungsgeraden  entsprechender  PunMe  zweier  pro- 
jectivischer  PunJctreihen  auf  zivei  sich  kreuzenden  Trägern  sind  Er- 
zeugende eines  windschiefen  Hyperboloides ^^ 

Den  bisherigen  Betrachtungen  und  den  daraus  entwickelten 
Sätzen  ist  zu  entnehmen,  dass  das  Hyperboloid  wesentlich  pro  jec- 
tivischer Natur  sei,  und  dass  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  die 
meisten  Eigenschaften  desselben  mit  ungewöhnlicher  Leichtigkeit  ab- 
geleitet und  festgestellt  werden  können. 

§.  17. 

Auf  Grund  des  vorher  erbrachten  Nachweises  gelangten  wir  zu 
dem  Schlüsse,  dass  eine  Gerade,  welche  drei  Erzeugende  eines  Hyper- 
boloides schneidet,  eine  Erzeugende  des  zweiten  Systems  derselben 
Fläche  darstelle,  also  ganz  der  Fläche  angehöre. 

Da  man  aber  durch  jeden  Punkt  der  besagten  Fläche, 
stets  eine  Erzeugende  des  einen  Systems,  als  auch  eine 
solche  des  anderen  Systems  führen  kann,  so  kann  anstandslos 
weiter  gefolgert  werden,  dass  eine  Gerade,  welche  mit  dem  Hyper- 
boloide drei  Punkte  gemein  hat,  derFläche  ganzundgar 
angehören  muss. 

Es  ist  daher  einleuchtend,  dass  eine  Gerade,  welche  nicht  auf 
dem  Hyperboloide  liegt,  mit  dem  letzteren  höchstens  zwei  Punkte 
gemein  haben  kann,  dass  also  das  Hyperboloid  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung   sei. 

Zu  demselben  Resultate  werden  wir  jedoch  auch  direct  durch  die 
Lösung  der  nachstehenden  Aufgabe  geführt. 

§.  18. 

1.  Aufgabe.  „Es  sind  vier  Grerade,  von  welchen  kein  Paar  sich 
schneidet,  und  von  welchen  keine  drei  zu  einer  und  derselben  Ebene 
parallel  sind,  gegeben;  es  sind  jene  Geraden  zu  bestimmen,  welche 
alle  vier  (Jeraden  schneiden." 

Die  gegebenen  vier  Geraden  seien  (^i,^/),  ig^^g^)^  (^a^^aO  ^^^^^ 
(h,h'),  (Taf.  I,  Fig.  4).  Betrachten  wir  irgendwelche  drei  von  diesen 
Geraden,  beispielsweise  g^,  g^  und  g^,  als  die  Leitgeraden  eines  wind- 
schiefen Hyperboloides. 

Dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  gestellte  Aufgabe  identisch 
ist  mit  jener,  „die  Erzeugenden  des  Hyperboloides  zu  construieren, 
welche  eine  Gerade  h  schneiden",  oder  was  auf  dasselbe  hinausläuft, 
„die  Schnittpunkte  der  Geraden  h  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln", 
ist  an  und  für  sich  klar. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  Ilf.  2 
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Behufs  Erreichung  des  vorgegebeneu  Zweckes  dürfte  es  am  vor- 
theilhaftesten  sein,  das  Hyperboloid,  wie  vorher  erläutert,  durch  zwei 
projectivische  I^benenbüschel  zu  erzeugen. 

Betrachten  wir  im  vorliegenden  Falle  die  beiden  Leitgerade  g^ 
und  ^3  als  Achsen  der  erzeugenden  projectivischen  Ebenenbüschel, 
und  die  Leitgerade  g^  als  den  Träger  der  Punktreihe,  zu  welcher 
diese  Ebenenbüschel  perspectivisch  sind. 

Zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden  Büschel,  d.  h.  solche 
Ebenen,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  von  g^  gehen,  schneiden 
sich  in  einer  Geraden,  welche  die  drei  gegebenen  Geraden  //j,  ^^und/ya 
trifft,  und  mithin  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides  repräsentiert. 
Weiters  treffen  aber  die  beiden  projectivischen  Ebenenbüschel  ^o  und  ^^ 
die  Gerade  A  in  zwei  projectivischen  Punktreihen,  und  nachdem  be- 
kanntlich zwei  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegende  Punktreihen 
stets  zwei  Doppelpunkte  besitzen,  so  ist  einleuchtend,  dass  es 
auch  auf  der  Geraden  h  zwei  bestimmte  Punkte  —  die  Doppelpunkte 
der  vorgenannten  Keihen  —  gibt,  durch  deren  jeden  zwei  entsprechende 
Ebenen  der  Büschel  g^  und  g^  und  folglich  auch  eine  Erzeugende  des 
Hyperboloides  geht. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  entnehmen  wir  unmittelbar,  dass 
die  Gerade  h  das  Hyperboloid  in  zwei  Punkten  treffe,  dass  also  diese 
Fläche  von  der  zweiten  Ordnung,  als  windschiefe  Fläche  daher 
vom  zweiten  Grade  sei. 

Was  die  Construction  der  beiden  Schnittpunkte  von  li  mit  dem 
Hyperboloide  anbelangt,  oder  mit  anderen  Worten,  was  die  Construc- 
tion der  beiden  Geraden,  welche  A,  ^j,  ^.^,  g^  schneiden,  betrifft,  so 
dürfte   folgendes  Verfahren  am  einfachsten  zum  Ziele  führen. 

Wir  nehmen,  den  eben  angestellten  Erörterungen  gemäß,  auf  g^ 
drei  beliebige  Punkte  (J.,  J.'),  (jS,  B^),  (C,  O)  an,  und  bestimmen 
die  betreffenden  Schnittpunkte  (a, a'),  (^,^')?  (^?^')  ^^^^  (%j<^i')?  (Pd^iO^ 
(CpCi')  der  durch  diese  Punkte  und  durch  die  Gerade  (/„  beziehungs- 
weise g.^  gelegten  Ebenen  mit  der  Geraden  h.  Es  genügt  diesfalls 
entweder  bloß  die  horizontalen  oder  bloß  die  verticalen  Projectionen  dieser 
Schnittpunkte  zu  ermitteln.  In  Figur  4,  Taf.  I,  wurde  der  folgende 
Weg  eingeschlagen. 

Um  beispielsweise  den  Schnittpunkt  (a,  a')  der  Geraden  h 
mit  der  durch  {g^,g^')  und  {A^A')  gehenden  Ebene  zu  construieren, 
denkt  man  sich  durch  {A,A^)  eine  Parallele  (A,A')  zu  (^3,^3')  ge- 
zogen, und  ohne  erst  die  Tracen  der  Ebene  (^3,  A)  zu  suchen,  ihren 
Schnitt  mit  h  auf  die  bekannte  Weise  mittelst  einer  durch  Qi^h')  ge- 
legten verticalprojicierenden  Ebene  bestimmt.  Nach  Vollzug  dieser  ein- 
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fachen  Operation  sind  nunmehr  die  Doppelpunkte  (D,,Dj')und  {B^^D/) 
der  beiden  durch  die  drei  Elementenpaare  (a,a'),  (<^i,<^i');  (^^^0  (Pi^^i'Y 
{g,&)j  (Cj,Cj')  gegebenen  projectivischen  Punktreihen  auf  7^  festzustellei]. 

Die  horizontalen  Projectionen  D, '  und  B^  dieser  Doppelpunkte 
sind  auch  Doppelpunkte  der  beiden  Keihen  a*  ,})',&,..  und  ai',&/,c/. . . 
Dieselben  wurden  nach  der  Steiner 'sehen  Methode  mittelst  Zuhilfe- 
nahme eines  festen,  beliebig  augenommenen  Kreises  K  construiert. 

Die  Punkte  (D^,  D/)  und  {D^,  BJ)  sind  bereits  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  (ä,  ä')  mit  dem  Hyperboloide  {g^g^g^^  Die  beiden 
durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  Q^,  ?,')  und  (?o,  Z/)  des 
Hyperboloides  ergeben  sich  offenbar  als  die  Schnitte  der  bezüglichen 
Ebenenpaare  {goB,),  {g,,B^)  und  {g^Bo),  (g^B^). 

§.  19. 

Denken  wir  uns  zwei  beliebige  projectivische  Ebenen- 
büschel  im  Räume,  deren  Achsen  zwei  sich  kreuzende 
Geraden  g^  und  g^  sein  mögen. 

Die  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  dieser  Büschel  werden 
eine  windschiefe  Fläche  erzeugen,  welche,  wie  sich  unschwer  nach- 
weisen lässt,  vom  zweiten  Grade  ist. 

Nehmen  wir  nämlich  eine  beliebige  Gerade  ä  an,  so  bestimmen 
die  beiden  projectivischen  Ebenenbüschel  auf  derselben  zwei  projec- 
tivische Punktreihen,  welche  im  allgemeinen  zwei  Doppelpunkte  be- 
sitzen. Durch  jeden  dieser  Doppelpunkte  gehen  zwei  einander  ent- 
sprechende Ebenen  der  Büschel  g^  und  g^,  mithin  also  eine  Erzeugende 
der  Fläche.  Die  Gerade  h  hat  demgemäß  mit  der  durch  die  beiden 
projectivischen  Büschel  g^  und  g^  erzeugten  windschiefen  Fläche  zwei 
Punkte  —  die  vorerwähnten  Doppelpunkte  —  gemein,  ist  somit  eine 
Fläche  vom  zweiten  Grade. 

Es  ist  naheliegend,  zu  untersuchen,  ob  eine  derartige  Fläche 
zweiten  Grades,  welche  von  den  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
zweier  projectivischen  Ebenenbüschel  g^  und  g^  hervorgebracht  wird, 
nicht  auch  ein  windschiefes  Hyperboloid  sei,  d.  h.  eine  Fläche  ist, 
welche  durch  jene  Gerade  erzeugt  wird,  die  drei  gegebene  Geraden 
^1,  go  und  ^3  schneidet. 

Um  für  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Yermuthung  den 
Beweis  zu  erbringen,  wird  es  offenbar  genügen,  zu  zeigen,  dass  die 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  Büschel  g^  und  g^,  außer  den 
Achsen  g^  und  g.^  dieser  Büschel,  noch  eine  dritte  Gerade  g^,  die  zu 
bestimmen  sein  wird,  schneiden.  Wie  der  nachstehenden  Betrachtung 
entnommen  werden  kann,  ist  dies  in  der  That  der  Fall. 

2* 
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Seien  nämlich  e\,  e\'j  e\,  e\;  e^„,  e%  drei  Paare  entsprechen- 
der Ebenen  der  beiden  Büschel  ^^  und  g^,  und  ?p  Z^'  h  ^^^  durch 
dieselben  bestimmten  Erzeugenden.  Denken  wir  uns  nun  eine  von  den 
unendlich  vielen  Geraden,  welche  die  drei  Erzeugenden  l^^  l^,  l^  schnei- 
den, construiert,  und  sei  allenfalls  g^  eine  dieser  Geraden.  Letztere 
treffe  die  vorangeführten  Erzeugenden  ?j,  ?„  und  l.^  beziehungsweise  in 
den  Punkten  a^,  a^^  und  a^. 

Die  beiden  projectivischen  Ebenenbüschel  g„  und  g^  bestimmen 
auf  g^  zwei  projectivische  Punktreihen.  Den  gemachten  Voraussetzungen 
gemäß  besitzen  diese  beiden  letzterwähnten  Punktreihen  drei  Doppel- 
punkte aj ,  üo  und  a^,  da  durch  jeden  dieser  Punkte  zwei  entspre- 
chende Ebenen,  und  zwar  die  Ebenen  e^^^  e^g;  e'\^  e\;  e^o,  e^^  der 
Büschel  ^2  ^^^cl  ^3  gehen. 

Die  besagten  beiden  Punktreihen  sind  infolge  dessen  iden- 
tisch, d.  h.  durch  jeden  einzelnen  Punkt  der  Geraden  ^^  gehen  zwei 
entsprechende  Ebenen  der  Büschel  g,^  und  g^,  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Gerade  g^  wird  von  sämmtlichen  Erzeugenden  der 
windschiefen  Fläche  getroffen.  Wir  erhalten  sonach  den  Satz: 

11.  ^Die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  zweier  projecti- 
vischen Ehenenhüschel  mit  sich  nicht  schneidenden  Achsen  erzeugen 
ein  windschiefes  Hyperboloid.^^ 

§.    20. 

Zu  dem  eben  aufgestellten  Satze  kann  nun  leicht  ein  zweiter 
„reciproker  Satz"  gefunden  werden. 

Wählen  wir  diesbezüglich  auf  zwei  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  g»  und  ^3  zwei  projectivische  Punktreihen;  beispielsweise  also 
auf  ^2  ^^^  Punktreihe  a,  b,  c . . .  und  auf  g^  die  zu  der  ersteren  pro- 
jectivische Punktreihe  a^,  &,,  c^ Die  Verbindungsgeraden  aa^.bb^, 

cc^  ...  entsprechender  Punkte  dieser  Keihen  erzeugen  eine  wind- 
schiefe Fläche,  welche  ein  Hyperboloid  sein  muss. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Punktreihe  a^,  &i,  Cj...  durch  ein 
Ebenenbüschel  projiciert,  dessen  Achse  g,^  ist,  und  die  Punktreihe 
a,  &,  c...  durch  ein  Ebenenbüschel  projiciert,  dessen  Achse  ^3  ist,  so 
sind  auch  die  genannten  Büschel  projectivisch,  indem  sich  solche 
Ebenen  (go,  cti)  und  (g^,  a)  entsprechen,  welche  durch  entsprechende 
Punkte  a  und  a^  der  Keihen  go  und  g^  gelegt  sind. 

Die  Schnittgerade  zweier  entsprechenden  Ebenen  dieser  Büschel 
ist  aber  offenbar  keine  andere  als  die  Verbindungsgerade  der  correspon- 
dierenden  Punkte  a  und  a^. 
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Die  Yerbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  beiden  Eeihen 
g,^  und  ^3  erzeugen  somit  eine  windschiefe  Fläche,  welche  als 
das  Erzeugnis  der  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen 
zweier  projecti vischen  Ebenenbüschel  mit  den  Achsen  ^2  ^^^ 
^3  aufgefasst  werden  kann.  Mit  Eücksicht  auf  den  vorhergehenden 
Satz  ergibt  sich  sonach  der  folgende: 

12,  y,Die  VerMndungsgeraden  entsprechender  PunJcte  ziveier  pro- 
jectivischen  Ftmktreihen  auf  zwei  sich  nicht  schneidenden  Trägern 
erzeugen  ein  windschiefes  Hyperboloid.''^ 

§.  21. 

Durch  vorhergegangene  Untersuchungen  wurde  nachgewiesen, 
dass,  wenn  ?,,  l^  und  ^3  die  Schnittgeraden  dreier  Paare  entsprechen- 
der Ebenen  e^^e^^-^  ^^^^  und  e^^ e^  zweier  projectivischen  Ebenen- 
büschel g^  und  ^3  sind,  irgend  eine  Gerade  ^^,  welche  ?,,  l^,  l^  schneidet, 
also  alle  Geraden  ^4,  ^5. . .,  welche  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen, 
auch  von  sämmtlichen  Schnittgeraden  l^,  ^5 . . .  der  übrigen  Paare  ent- 
sprechender Ebenen  der  Büschel  g^  und  g^  geschnitten  werden. 

Das  von  den  Büscheln  g^  und  g^  erzeugte  Hyperboloid  besitzt 
somit  außer  den  Erzeugenden  Z,,  lo,  ^3. . .  noch  ein  zweites  System  von 
Geraden  ^,,  g^^  ^3,  5^4...,  deren  jede  von  sämmtlichen  Geraden  l  ge- 
schnitten wird.     Hieraus  folgt  der  bereits  aufgestellte  Satz: 

13,  j^Ein  windschiefes  Hyperboloid  besitzt  zwei  Systeme  von 
geradlinigen  Erzeugenden,  Sämmtliche  Erzeugenden  des  einen  Systems 
werden  von  sämmtlichen  Erzeugenden  des  anderen  Systems  geschnitten. 
Erzeugende ^  ivelche  dem  nämlichen  System  angehören,  schneiden  sich 
niemals,''^ 

Nimmt  man  drei  sich  kreuzende  Geraden  ^j,  g^  und  g^ 
als  Leitlinien  für  ein  windschiefes  Hyperboloid  an,  so  können,  nach 
dem  vorstehenden  Satze,  die  zu  dem  Systeme  g  gehörigen  Erzeugenden 
construiert  werden,  indem  man  zunächst  drei  Geraden  Z^,  l^,  l^  er- 
mittelt, welche  ^,,  ^^  nnd  ^3  schneiden,  und  hierauf  die  als  „Erzeu- 
genden" gefundenen  Geraden  ?,,  lo  nnd  l^  als  „Leitlinien"  für  die  nun- 
mehr zu  suchenden  Geraden  g^,  ^5...  betrachtet. 

§.  22. 

Seien  ^j,  ^^  ^^^  93  drei  beliebige  Erzeugenden  des  einen  Systems; 
^n  ^2'  ^3'  h*-'  ii'göi^d  welche  Erzeugenden  des  zweiten  Systems,  und 
nennen  wir  a,,  a^,  a^;  b^,  b,^,  b^;  c^,  c„,  C3;  d^^  d^,  d^  die  Punkte,  in 
welchen  g^^  go  und  g^  beziehungsweise  von  l^,  l^,  Z3,  ^4...  geschnitten 
werden. 


22 

Betrachten  wir  g-^  als  die  Achse  eines  Ebenenbüschels,  dessen 
Ebenen  die  Erzeugenden  l^,  l^,  l^^  Z^...  enthalten,  so  ist  augenschein- 
lich, dass  dieses  Ebenenbüschel  die  Geraden  g^  und  g^  in  denselben 
Punktreihen  a^^  \^  c^,  d^  ,  . ,  und  a^,  \  c^  dr^.,,  schneidet,  welche 
durch  die  Erzeugenden  ?i,  ?2^  ^3^  ^4  . .  .  auf  diesen  Geraden  bestimmt 
werden. 

Nachdem  aber  die  Punktreihen  a^,  l^,  c^,  d,^.,,  und  0^3,  Ö3,  C3,  d^,.. 
auf  den  Geraden  g^  und  g^  durch  ein  und  dasselbe  Ebenenbüschel  g^ 
bestimmt  werden,  so  sind  dieselben  projecti visch.  Da  ferner  die 
Geraden  g^  und  ^3  als  beliebige  Erzeugende  des  einen  Systems  voraus- 
gesetzt wurden,  so  gilt  das  eben  Bewiesene  offenbar  auch  für  irgend 
ein  beliebiges  anderes  Paar  von  Erzeugenden  desselben  Systems,  also 
für  alle  Erzeugenden  g, 

TjVl  gleichem  Eesultate  hätte  man  selbstverständlich  auch  ge- 
langen müssen,  wenn  man  in  der  angestellten  Betrachtung  die  Erzeu- 
genden der  Systeme  g  und  l  vertauscht  haben  würde.  Es  gilt  folglich 
der  Satz: 

14,  ^^SämmÜiche  Erzeugenden  des  einen  Systems  iverden  von 
den  Erzeugenden  des  siveiten  Systems  in  projeetivischen  PunJctreiken 
gescJinitten.'^ 

Diesem  Satze  steht  reciprok  ein  Satz  gegenüber,  welcher,  im 
Grunde  genommen ,  den  Ausgangspunkt  aller  vorhergehenden  Unter- 
suchungen bildete.     Derselbe  lautet: 

15,  y^Bie  Ebenenhüsehel ,  welche  su  Achsen  die  Erzeugenden  des 
einen  Systems  (g)  haben,  und  die  Erzeugenden  des  anderen  Systems 
(?)  enthalten j  sind  sämmtlich  zu  einander  projectivisch.  In  besagten 
Ebenenbüscheln  entsprechen  sich  solche  Ebenen,  ivelche  eine  und  die- 
selbe Erzeugende  l  enthalten,'''' 

§.  23. 

Nachdem  bekanntlich  die  Berührungsebene  einer  krummen  Fläche 
in  einem  ihrer  Punkte  die  Tangenten  aller  auf  der  Fläche  liegendeu, 
durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Curven  enthält,  und  anderer- 
seits eine  auf  einer  Fläche  liegende  Gerade  in  jedem  ihrer  Punkte  als 
Tangente  der  Fläche  betrachtet  werden  muss,  so  folgt  insbesondere 
für  das  Hyperboloid  unmittelbar  der  Satz: 

16,  „Die  BeriXhrungsebene  eines  windschiefen  Hyperboloides  in 
einem  PunMe  desselben  ist  jene  Ebene,  welche  die  durch  den  Beruh" 
rungspunM  gehenden  Erzeugenden  beider  Systeme  enthält,'' 

Ist  demnach  ein  Hyperboloid  durch  drei  Leitgeraden  ^^  g^  und 
^3  gegeben  und  ist  ?,   eine  beliebige   Erzeugende,    so    wird    man   die 
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einem  Punkte  p  von  l^  entsprechende  Beruh rungsebene  B  con- 
struieren,  indem  man  znnächst  noch  zwei  andere  Erzeugenden  l^  und 
(.j  des  Systemes  l  ermittelt,  hierauf  die  Gerade  g'  bestimmt,  welche 
durch  p  geht  und  l^,  l^  schneidet,  mithin  also  die  durch  p  gehende, 
zum  System  g^,  g^,  g.^  gehörige  Erzeugende  darstellt  und  sodann  durch 
/,   und  g'  eine  Ebene  legt. 

§.  24. 

Besagte  Construction  lässt  sich  jedoch  noch  vereinfachen,  wenn 
man  von  einem  Satze  ausgeht,  welcher  für  die  Theorie  der  wind- 
schiefen Flächen  überhaupt  von  größter  Wichtigkeit  ist  und  nunmehr 
in  Nachstehendem  für  das  windschiefe  Hyperboloid  entwickelt 
werden  soll. 

Nehmen  wir  behufs  des  zu  liefernden  Nachweises  an,  dass  g^ 
und  g.^  zwei  beliebige  Erzeugenden  eines  windschiefen  Hyperboloides 
repräsentieren,  und  dass  ?,,  /^,  l^  und  l^,.,  beliebige  Erzeugenden  des 
anderen  Systemes,  welche  g^  und  gn,  (nach  Satz  14)  in  zwei  projecti- 
vischen  Punktreihen  a^,  5,,  c^,  d^,,.  und  a^,  ho,  c^,  d,,.  . .  treffen, 
darstellen. 

Das  Ebenenbüschel,  welches  die  Erzeugende  g^  zur  Achse  hat 
und  sämmtliche  Erzeugenden  ?j,  l^,  l^,  l^,..  enthält,  schneidet  die 
Erzeugende  g^  in  derselben  Punktreihe  a^/bn,  Co,  dn . . , ,  w^elche  Z,,  l^. 
?3,  l^.  , ,  auf  ^2  bestimmen.  Das  Ebenenbüschel  giilik^li-  -  -)  i^l 
sonach  perspectivisch  zu  der  Punktreihe  a^,  K,  c^^do..,  und  mit- 
hin auch  projectivisch  zur  Punktreihe  a^,  h^,  c,,  d^... 

Nachdem  aber  die  Ebenen  [g^^l^)^  (^^  Q »  (^n^a)?  (^i?^*)---  ^^^'^ 
Büschels  g^  unmittelbar  die  Berührungsebenen  des  Hyperboloides  in 
den  Punkten  a^,  ?>^,  c^,  d^.,.  der  Erzeugenden  g^  darstellen,  so  ergibt 
sich  der  Satz: 

17.  ^Das  Büschel  der  Berühnmgsehenen  eines  Hyperboloides  in 
den  PtinMen  einer  und  derselben  Erzeugenden  ist  projeetlviseh  zu  der 
Beihe  der  betreffenden  Berührimgspimkte. " 

§•  25. 

Gestützt  auf  den  vorstehenden  Satz  lässt  sich  sofort  ein  zweiter 
ableiten. 

Berücksichtigt  man  nämlich ,  dass  zwei  projectivische 
Grundgebilde  stets  stetig  sind,  d.  h.  dass  jedem  Elemente 
des  einen  ein  bestimmtes  Element  des  anderen  entspricht,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  jeder  durch  eine  Erzeugende  eines  Hyperboloides  gehen- 
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den  Ebene  (nach  obigem  Satze)  ein  bestimmter  Punkt  auf  dieser  Er- 
zeugenden entspricht.     Daher  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

18.  ^Jedc  Ebene  ^  ivelche  durch  eine  geradlinige  Erzeugende 
eines  Hyperboloides  geht,  berührt  letzteres  in  einem  gewissen  Funläe 
dieser  Erzeugenden. " 

§.   26. 

Der  Satz  17)  erlaubt  uns,  die  Berührungsebene  eines 
windschiefen  Hyperboloides  in  einem  auf  dieser  Fläche  gege- 
benen Punkte  in  höchst  einfacher  Weise  zu  construieren. 

Die  drei  Leitlinien  eines  Hyperboloides  seien  durch  ^^^i,  g^"^^^  und 
</3^^  (Taf.  I,  Fig.  5)  bestimmt. 

um  einen  Punkt  auf  der  genannten  Fläche  zu  finden,  bestimmen 
wir  zunächst  eine  Erzeugende  Z|,  d.  i.  eine  Gerade,  welche  g^,  g^,  g,^ 
schneidet,  einfach  dadurch,  dass  man  durch  g^  eine  beliebige  Ebene 
B^^B\  legt,  deren  Schnittpunkte  a,^  und  a^  mit  g^  und  g^  ermittelt 
und  durch  eine  Gerade  ll^  verbindet,  welche  g^  in  einem  Punkte  a^ 
treflen  wird. 

Nehmen  wir  auf  l^^  einen  beliebigen  Punkt  p  an,  so  stellt  dieser 
bereits  einen  Punkt  des  Hyperboloides  dar. 

Soll  in  dem  Punkte  p  die  Berührungsebene  des  Hyperboloides 
construiert  werden,  so  ist  bloß  zu  erwägen,  dass  auf  der  Erzeugenden 
?Jy  bereits  drei  Punkte  a^,  a^y  a^  und  überdies  die  diesen  Punkten 
entsprechenden  Berührungsebenen  (^^,^),  (g^,l)  und  (gg.,1)  bekannt  sind. 
Die  Bildflächtracen  B\,  B\,  JB^ij  dieser  Ebenen  werden  selbstver- 
ständlich durch  die  Verbindungsgeraden  ödy,  öd^,  dd,^  dargestellt. 

Nach  Satz  17)  wird  es  sich  nun  darum  handeln,  in  dem  Büschel 
l  diejenige  Ebene  zu  ermitteln,  welche  mit  den  drei  Ebenen  B^,  B^ 
und  B^  dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  der  Punkt  20  mit  den 
drei  Punkten  a^,  a^  und  a^  bildet. 

Die  Bildflächtrace  Bl  der  zu  suchenden  Ebene  wird  daher  auch 
in  dem  Strahlenbüschel  d  mit  i)*^,  B^^,  B^ö  einen  Vierstrahl  reprä- 
sentieren, welcher  dasselbe  Doppelverhältnis  besitzt,  wie  die  vier  Punkte 
Py  %,  a^  und  «3  und  demnach,  nach  der  uns  bereits  geläufigen  „Me- 
thode der  Vervollständigung  projectivischer  Grundgebilde"  leicht  ge- 
funden werden  kann. 

Zieht  man  durch  cp  eine  Parallele  B^  zu  JS?,  so  erhält  man 
durch  BiBv  die  gesuchte  Berühruugsebene  sofort  dargestellt. 


25 


?.  27. 


Da  (nach  Satz  18)  jede  Ebene,  welche  durch  eine  Erzeugende 
eines  Hyperboloides  gelegt  wird,  eine  Berührungsebene  des  letzteren 
repräsentiert,  so  ist  einleuchtend,  dass  der  Kegel,  welcher  aus  einena 
Punkte  P  außerhalb  der  Fläche  dieser  letzteren  umschrieben  ist,  von 
jenen  Ebenen  eingehüllt  wird,  welche  durch  den  Punkt  F  und  die 
einzelnen  Erzeugenden  des  Hyperboloides  geführt  werden  können. 

Denkt  man  sich  nun  das  Hyperboloid  durch  die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  a^,  a,^\  \,  h]  q,  c^  zweier  projectivischer 
Punktreihen  auf  zwei  sich  kreuzenden  Trägern  g^  und  g^  erzeugt,  so 
erhellt  sofort,  dass  der  dem  Hyperboloide  aus  einem  Punkte  P  außer- 
halb desselben  umschriebene  Kegel  von  jenen  Ebenen  eingehüllt  wird, 
welche  durch  den  Punkt  P  und  die  Erzeugenden,  mithin  durch  je 
zwei  entsprechende  Punkte  %  und  a^,  &,  und  ^2,  q  und  c^  der  Reihen 
g^  und  g^  gehen. 

Besagte  Ebenen  enthalten  sonach  auch  entsprechende  Strahlen 
a^P  und  a„Po;  b^P  und  KP;  c^  P  und  c„P. . .  jener  beiden  Strahlen- 
büschel P  (aj  &i  Cj . . .)  und  P  {a^Kc^i . . .).  welche  aus  dem  Punkte  P 
die  Punktreihen  a^\c^. . .   und  acy\c,j,,.,   projicieren. 

Nachdem  aber,  wie  bekannt,  die  Ebenen,  welche  entsprechende 
Strahlen  zweier  projectivischen  Strahlenbüschel  in  verschiedenen  Ebenen 
jedoch  mit  gemeinschaftlichem  Scheitel,  verbinden,  einen  Kegel  zwei- 
ten Grades  umhüllen,  so  folgt  der  Satz: 

19,  „Per  aus  einem  Punkte  außerhalb  einem  tvindschiefen  Hyper- 
boloide umsehriebene  Kegel  ist  vom  zweiten  Grade,'''' 

Diesem  Satze  steht  der  folgende  Satz  dual  gegenüber: 

20.  y^Der  Durchsehnitt  einer  Ebene  mit  einem  tvindschiefen 
Hyperboloide  ist  stets  ein  Kegelschnitt.^' 

In  dem  Falle,  als  die  schneidende  Ebene  die  Fläche  berührt, 
degeneriert  dieser  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade,  und  zwar 
wie  bereits  nachgewiesen  wurde,  in  die  zwei  durch  den  Berührungs- 
punkt gehenden  Erzeugenden  beider  Systeme. 

§.  28. 
Dass  der  einem  Hyperboloide  aus  einem  Punkte  außerhalb  um- 
schriebene Kegel  vom  zweiten  Grade  sei  und  der  ebene  Schnitt 
eines  Hyperboloides  immer  ein  Kegelschnitt  ist,  kann  auch  direct 
aus  dem  Umstände  gefolgert  werden,  dass  die  Fläche  selbst  vom 
zweiten  Grade  ist,  also  mit  jeder  Geraden  des  Raumes  zwei  Punkte 
gemein  hat,  und  dass  durch  jede  Gerade  zwei  Tangentialebenen 
gelegt  werden  können. 
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Nachdem  das  Hyperboloid  durch  gerade  Linien  erzeugt  wird  und 
jede  gerade  Linie  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt  besitzt,  so 
folgt,  dass  das  Hyperboloid  von  der  unendlich  fernen  Ebene  in 
einer  reellen  Ciirve,  welche  nach  dem  vorstehenden  Satze  ein  Kegel- 
schnitt sein  muss,  geschnitten  wird. 

Es  kann  selbstverständlich  der  Fall  eintreten,  dass  dieser  Kegel- 
schnitt in  unendlicher  Entfernung  ein  eigentlicher  Kegelschnitt 
ist,  oder  aber,  dass  derselbe  in  zwei  Gerade  zerfällt,  d.  h.  dass 
die  unendlich  ferne  Ebene  die  Fläche  berührt  und  somit 
gleichzeitig  mit  derselben  zwei  Erzeugende  verschiedener  Systeme 
gemein  hat. 

In  diesem  letzteren  Falle  wird  das  windschiefe  Hyperbo- 
loid insbesondere  ein  „hyperbolisches  Paraboloid"  genannt. 

Diesem  Specialfalle  wollen  wir  aber  dermalen,  da  derselbe  in 
der  Folge  einer  eingehenden  Besprechung  unterzogen  werden  wird, 
keine  weitere  Aufmerksamkeit  zuwenden. 

§.  29. 

Es  wurde  bereits  gezeigt ,  dass  jedes  windschiefe  Hyperboloid 
von  der  unendlich  fernen  Ebene  in  einem  reellen  und 
eigentlichen  Kegelschnitte  geschnitten  wird. 

Denkt  man  sich  nun  zu  jeder  einzelnen  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  durch  irgend  einen  festen  Punkt  S  eine  Pa- 
rallele gezogen,  so  werden  alle  diese  Parallelen  einen  Kegel  er- 
zeugen, welcher  durch  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  des  Hyper- 
boloides geht  und  mithin  ein  Kegel  zweiten  Grades  sein  wird. 

Diese  Eigenschaft  kann  übrigens  auch  direct  nachgewiesen  werden, 
wenn  man  sich  das  windschiefe  Hyperboloid  durch  zwei  projecti- 
vische  Ebenenenbüschel  mit  sich  nicht  schneidenden 
Achsen  g^  und  ^^  erzeugt  denkt. 

Nimmt  man  nämlich  parallel  zu  ^^  und  ^^  ^^^i  ^^^^  ^^  einem 
Punkte  P  schneidenden  Geraden  y^  und  7^  an  und  denkt  man  sich 
durch  y^  und  y^  Ebenen  gelegt,  welche  zu  je  zwei  entsprechenden 
Ebenen  der  Büschel  ^^  und  ^^  parallel  laufen,  so  erhält  man  zwei 
neue  Ebenenbüschel  mit  den  Achsen  y^  und  7,^,  welche  gleichfalls 
zu  einander  proj  ectivisch  sind. 

Die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  dieser  Büschel  y^  und 
y^  erzeugen,  wie  wir  bereits  wissen,  einen  Kegel  zweiten  Grades, 
dessen  Scheitel  der  den  beiden  Achsen  y^  und  yc^  gemeinschaftliche 
Punkt  S  ist. 
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Andererseits  ist  aber,  der  Voraussetzung  gemäß,  ein  beliebiges 
Paar  entsprechender  Ebenen  der  Büschel  y^  und  ^^  parallel  zu  einem 
Paare  entsprechender  Ebenen  der  ßüscliel  g^  und  g^'^,  es  wird  mithin 
auch  jede  Erzeugende  des  Kegels  S  parallel  zu  einer  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  sein  müssen. 

Nachdem  wir  einen  Kegel,  dessen  Erzeugenden  zu  den  Erzeugen- 
den einer  windschiefen  Fläche  parallel  sind,  einen  „Richtungs- 
kegel" der  windschiefen  Fläche  nennen,  so  kann  das  Ergebnis 
der  eben  angestellten  Betrachtungen  in  einem  aus  dem  Satze  20)  her- 
vorgehenden Specialsatze  ausgesprochen  werden : 

21.  ^Der  BicMungskegel  eines  ^vindscl^iefen  Hyperholoides  ist 
ein  Kegel  siveiten  Grades,'''' 

Dieser  Satz  ist  namentlich  bei  der  central-proj  ectivischen 
Darstellung  eines  Hyperboloides  von  Wichtigkeit. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Scheitel  des  Eichtungskegels  eines 
central-projectivisch  darzustellenden  Hyperboloides  mit  dem  Projec- 
tionscentrum  zusammenfallend,  so  wird  der  Schnitt  dieses 
Richtungskegels  mit  der  Bildebene  offenbar  den  geometrischen 
Ort  der  Fluchtpunkte  aller  Erzeugenden  des  Hyperbo- 
loides, oder  kurz  gesagt,  die  „Fluchtcurve"  des  Hyperboloides 
darstellen. 

Dem  obigen  Satze  zufolge  ist  die  Fluchtcurve  eines  wind- 
schiefen Hyperboloides  stets  ein  Kegelschnitt. 

§.  30. 

Durch  jeden  Punkt  eines  Hyperboloides  gehen  immer  zwei  Er- 
zeugenden, welche  verschiedenen  Systemen  angehören. 

Durch  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Hyperboloides  werden 
demgemäß  auch  zwei,  verschiedenen  Systemen  angehörige  Erzeugenden 
gehen,  oder  mit  anderen  Worten:  jeder  Erzeugenden  eines 
Hyperboloides  entspricht  im  anderen  Systeme  eine  zu 
ihr  parallele  Erzeugende. 

Dies  kann  auch  folgendermaßen  direct  klar  gelegt  werden. 

Ist  g^  eine  beliebige  Erzeugende  des  Hyperboloides,  so  haben 
wir  bloß  zu  untersuchen,  ob  eine  Erzeugende  im  anderen  Systeme 
existiere,  welche  zu  g^  parallel  ist. 

Behufs  dieser  Untersuchung  nehmen  wir  noch  eine  zweite  dem 
Systeme  g  angehörende  Erzeugende  g^  an. 

Nach  Satz  14)  bestimmen  die  Erzeugenden  Z, ,  lo^  h---  ^^^ 
zweiten  Systemes  auf  g^  und  g^  zwei  projectivische  Punktreiheu  a\, 
a\,  a\,,.  und  a-^,  a\y,  a^^.  .  .     Dem  unendlich  fernen  Punkte 


a\  der  Eeihe  auf  ^^  entspricht  sodann  auf  der  Reihe  g^  ein  Punkt 
a\,  welcher,  da  die  beiden  Eeihen  nicht  ähnlich  sind,  in  endlicher 
Entfernung  liegen  muss.  Die  Verbindungslinie  a\  a\t  ist  sodann 
offenbar  die  zu  g^  parallele  Erzeugende  der  Schar  Z,,  l^,  l^, . .  Hier- 
aus folgt  der  Satz: 

22  a.  ^ Jeder  Erzeugenden    des    einen  Systemes   entspricht   eine 
parallele  Erzeugende  im  siveiten  Systeme'^ 
oder: 

22h.  y^Bie  Erzeugenden  heider  Systeme  sind  paarweise  parallel, 

§.  31. 

Diejenige  Ebene,  welche  durch  zwei  parallele  Erzeugenden  eines 
Hyperboloides  geht,  berührt  die  genannte  Fläche  in  dem  gemein- 
schaftlichen unendlich  fernen  Punkte  dieser  Erzeugen- 
den. Jede  solche  Ebene  wird  eine  „asymptotische  Ebene"  des 
Hyperboloides  genannt. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Berührungsebene  einer  krummen 
Fläche  alle  Curven  berührt,  welche  auf  der  Fläche  durch  den  Be- 
rührungspunkt gezogen  werden  können,  so  folgt,  dass  die  asympto- 
tische Ebene  einer  Erzeugenden  g  des  Hyperboloides, 
d.  h.  diejenige  Ebene,  welche  das  Hyperboloid  in  dem  unendlich  fernen 
Punkte  Ug  dieser  Erzeugenden  berührt,  außer  dieser  Erzeugenden  g 
und  der  ihr  parallelen  Erzeugenden  l  des  zweiten  Systems  auch  die 
Tangeute  tu  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  des  Hyper- 
boloides im  Punkte  Ug  enthält. 

Erwägt  man  ferner,  dass  der  Eichtungskegel  des  Hyperbo- 
loides den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  des  letzteren  enthält, 
dass  also  die  Tangente  tu  auch  eine  unendlich  ferne  Tangente 
des  ßichtungskegels  ist,  so  findet  man  sofort,  dass  jede  Be- 
rührungsebene des  Richtungskegels  zu  einer  asymptotischen  Ebene  des 
Hyperboloides  parallel  ist. 

Selbstverständlich  wird  besagte  Berührebene  zu  der  asympto- 
tischen Ebene  jener  Erzeugenden  des  Hyperboloides  parallel  sein, 
welche  zu  der  betreffenden  Berührungserzeugenden  des  Richtungskegels 
parallel  läuft.  Mithin  besteht  der  Satz: 

23.  ,^I)ie  asymptotischen  Ebenen  eines  windschiefen  Hyperho- 
loides  sind  parallel  zu  den  Berührungsehenen  des  Bichtungslcegels, 
u.  z.  ist  die  asympdotische  Ehene,  ivelehe  einer  Erzeugenden  des  Hy- 
perboloides entspricht,  stets  parallel  zu  derjenigen  Ehene ,  welche 
den  Kegel  längs  der  zur  genannten  Erzeugenden  parallelen  Geraden 
herührt.'^ 
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2.  Aufgabe.  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durcli  drei  gerade 
Leitlinien  gX^  9X^  9^1  gegeben;  es  ist  eine  Erzeugende  der  Fläche, 
nnd  hierauf  deren  asymptotische  Ebene  zu  ermitteln." 

Um  eine  Erzeugende  ^  (Taf.  I,  Fig.  6)  des  Hyperboloides  zu 
erhalten,  legen  wir  durch  die  Leitgerade  g^  eine  beliebige  Hilfsebene 
e,  66,  bestimmen  deren  Schnittpunkte  ^2  ^^^^  <^3  ^^^  ^^^  h^ii- 
geraden  g^  und  g^,  und  verbinden  diese  Schnittpunkte  durch  eine  Gerade  l. 

Der  Fluchtpunkt  (p  dieser  Erzeugenden  ist  ein  Punkt  der  Flucht- 
curve  des  Hyperboloides.  Ein  Gleiches  gilt  von  den  Fluchtpunkten 
i\,  Vo  und  v^  der  gegebenen  Leitgeraden  g^y  g2  und  g^. 

Die  asymptotische  Ebene  der  Erzeugenden  ?^>  enthält  selbst- 
verständlich die  Tangente  t^p  des  dem  Hyperboloid  angehörigen  unend- 
lich fernen  Kegelschnittes  im  Punkte  cp. 

Es  ist  daher  einleuchtend,  dass  die  Centralprojection  dieser 
Tangente  t^p,  d.  h.  die  Fluchttrace  A^  der  zu  suchenden  asympto- 
tischen Ebene,  die  Tangente  des  Fluchtkegelschnittes  im  Punkte  (p 
sein  müsse. 

Nachdem  bereits  vier  Punkte  v^,  V2j  v^  und  q)  des  Fluchtkegel- 
schnittes bekannt  sind,  so  wird  man  behufs  Bestimmung  des  letzteren, 
noch  einen  fünften  Punkt  q)-^  desselben  zu  construieren  haben.  Am 
einfachsten  ergibt  sich  besagter  Punkt,  wenn  man  noch  eine  zweite 
Erzeugende  l^  und  deren  Fluchtpunkt  q^  ermittelt. 

Führt  man  hierauf  an  den  durch  die  fünf  Punkte  v^^  v^,  v^,  cp  und^^ 
bestimmten  Fluchtkegelschnitt,  vermittelst  der  bekannten  aus 
dem  Paskal'schen  Satze  folgenden  Construction  im  Punkte  cp  die 
Tangente  Av,  so  wird  diese  die  Fluchttrace  der  zu  suchenden 
asymptotischen  Ebene  repräsentieren.  Die  Bildflächtrace  derselben 
ist   die  Gerade  A^^  welche  durch  d  parallel  zu  Av  gezogen  wird. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  Construction,  wenn  man  die  asymp- 
totische Ebene  eines  durch  drei  Leitlinien  g^,  g^  und  g^  (Taf.  I,  Fig.  7) 
gegebenen  windschiefen  Hyperboloides,  für  eine  dieser  drei  Leit- 
linien, etwa  für  g-^,  zu  ermitteln  hätte. 

Es  ist  nämlich  in  diesem  Falle  sehr  leicht,  die  zu  g^  parallele 
Erzeugende  V^^  des  zweiten  Systems  zu  bestimmen.  Letztere  ist  offen- 
bar diejenige  Gerade,  welche  g^  und  g^  schneidet  und  zu  g-^  parallel 
läuft,  sich  somit  als  die  Schnittgerade  der  durch  ^2  beziehungsweise 
^3  zu  ^1  parallel  gelegten  Ebenen  e^  und  63  ergibt. 

Die  Ebene  JLö  A^,  welche  man  durch  g^  und  die  gefundene 
Erzeugende  V^^  des  zweiten  Systems  legt,  ist,  wie  unmittelbar  aus  der 
Definition  folgt,  bereits  die  verlangte  asymptotische  Ebene. 
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§.  33. 
Verschiedene  Erzeugungsarten  des  windschiefen  Hyperboloides. 

Aus  den  beiden  fundamentalen  Erzeugungsweisen  des  windschiefen 
Hyperboloides : 

a)  als  Erzeugnis  der  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  zweier 
projetivischen  Ebenenbüschel  mit  sich  nicht  schneidenden  Achsen,  und 

b)  als  Erzeugnis  der  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
zweier  projectivischenPunktreihen^ auf  zwei  sich  nicht  schneidenden  Trä- 
gern, können  nunmehr  anderweitige  Erzeugungsweisen  gefolgert  werden, 
von  welchen,  an  dieser  Stelle,  etliche  entwickelt  werden  sollen. 

Nachdem  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  einer  Ebene 
mit  sämmtlichen  Erzeugenden  eines  windschiefen  Hyperboloides,  d.  i.  der 
ebene  Schnitt  dieser  Fläche,  ein  Kegelschnitt  ist,  so  kann  man  zu- 
nächst die  Frage  aufwerfen,  ob  ein  Kegelschnitt  Z,  und  zwei  den- 
selben schneidende,  aber  nicht  in  seiner  Ebene  liegende  Geraden  g^ 
und  ^.^  als  die  drei  Leitlinien  für  ein  windschiefes  Hyperboloid 
betrachtet  werden  können. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  a  des  Kegelschnittes  K 
angenommen,  so  wird  man  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Erzeu- 
gende l  der  windschiefen  Fläche  (^^  ^^  ^)i  ^^s  den  Schnitt  der  beiden 
durch  a  und  g^  beziehungsweise  g^^  gelegten  Ebenen  erhalten. 

Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g^  und  g^  mit  dem 
Leitkegelschnitte  iL,  mit  s^  und  s^,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene 
des  Leitkegelschnittes  von  den  beiden  Ebenen  (g^^  a)  und  (^o,  ci)  in 
den  Geraden  s^  a  und  s^^  a  geschnitten  werde. 

Verändert  der  Punkt  a  seine  Lage  auf  dem  Kegelschnitte  K,  so 
beschreiben  die  Geraden  s,  a  und  s^a  zwei  projectivische  (den 
Kegelschnitt  K  erzeugende)  Strahlenbüschel  und  folglich  die 
Ebenen  (^j,  a)  und  [g^^  a)  zwei  projectivische  Ebenenbüschel 
mit  den  Achsen  ^^  und  (/g- 

Nachdem  einerseits  die  Schnittgerade  entsprechender  Ebenen 
dieser  beiden  Büschel  g^  und  g^,  sowohl  den  Kegelschnitt  Z",  als  auch 
die  Geraden  g^  und  g^  trifft,  und  andererseits  das  Erzeugnis  zweier 
projectivischen  Ebenenbüschel  mit  zwei  sich  kreuzenden  Achsen 
^,  und  ^2,  ein  windschiefes  Hyperboloid  ist,  so  folgt  auf  Grund  der 
angestellten  Betrachtungen  der  Satz: 

24,  ^Die  lüindschiefe  Fläche,  deren  Leitlinien  ein  Kegelschnitt 
und  ^wei  sich  gegenseitig  nicht  schneidende  Geraden  sind,  von  welchen 
jedoch  jede  den  Kegelschnitt  in  je  einem  Punkte  trifft,  ist  ein  wind- 
schiefes Hyperboloid, " 


31 

Der  vorstehende  Satz  gestattet  insoferne  eine  Specialisierung,  als 
man  den  Kegelschnitt  ^  in  unendlicher  Entfernung  annehmen, 
denselben  also  durch  einen  Eichtungskegel  vertreten  voraussetzen  kanu. 
An  die  Stelle  der  beiden  den  Kegelschnitt  schneidenden  Geraden 
treten  sodann  zwei  Gerade,  welche  den  unendlich  fernen  Kegel- 
schnitt schneiden,  also  zu  zwei  Erzeugenden  des  Eichtungskegels 
parallel  laufen.  Es  ergibt  sich  somit  der  Specialsatz: 

25a),  „Die  Geraden,  ivelehe  ßu  den  Erzeugenden  eines  Kegels 
zweiten  Grades  parallel  sind,  und  zwei  feste  Geraden^  deren  jede  zu 
einer  Erzeugenden  des  Kegels  parallel  läuft,  schneiden,  sind  sämmt- 
lieh  Erzeugende  eines  windschiefen  Hyperboloides,''^ 

Oder  mit  anderen  Worten : 

25h).  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  seinen  Ilieh' 
tungskegel  und  durch  zwei  seiner  Erzeugenden,  ivelche  nothwendig  zu 
zwei  Erzeugenden  des  BichtungsJcegels  parallel  sein  und  dem  nämlichen 
Systeme  angehören  müssen,  vollständig  bestimmt. ^^ 

§.  34. 

Wendet  man  vorstehenden  Satz  auf  die  Darstellung  eines 
windschiefen  Hyperboloides  in  centraler  Projection  an,  wobei  das 
Projectionscentrum  als  Scheitel  des  Richtungskegels,  und  die  Flucht- 
curve  als  Leitlinie  dieses  Eichtungskegels  anzunehmen  ist,  so  lässt 
sich  unmittelbar  der  folgende  Satz  feststellen: 

26.  j^In  centraler  Projection  ist  ein  tvindschiefes  Hyperboloid 
durch  die  Angabe  des  Fluchthegelschnittes  und  der  Centralprojectionen 
zweier  Erzeugenden  (FlucldpunJu  und  Durchstoßpunkt  der  letzteren) 
vollkommen  bestimmt.  Die  Fluchtpunhte  dieser  Erzeugenden  müssen 
nothwendig  auf  dem  Fluchthegelsclrmtte  liegen.' ' 

§.  35. 

Die  zweite  der  vorangeführten  fundamentalen  Erzeuguugsarten 
des  Hyperboloides  bietet  die  Veranlassung  sowohl,  als  auch  die  noth- 
wendigen  Behelfe  zur  Entwicklung    der    folgenden    Erzeugungsweisen. 

Es  stelle  S  (Taf.  I,  Fig.  8)  den  Scheitel  und  K  den  ebenen 
Schnitt  eines  Kegels  zweiten  Grades  dar,  ferner  seien  g^  und  g^  zwei 
nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegende  Tangenten  des  ober- 
wähnten Kegels ;  es  ist  die  windschiefe  Fläche  zu  untersuchen, 
welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  entsteht,  die 
stets  die  beiden  festen  Tangenten  g^  und  g^  schneidet 
und  nebstbei  den  Kegel  (S,  K)  berührt. 

Irgend  eine  Erzeugende  l  dieser  Fläche  ergibt  sich  durch  fol- 
gende  Construction.    Man    legt   an    den  Kegel  {S,  K)   eine  beliebige 
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Berührungsebene  e;  dieselbe  schneidet  die  festen  Tangenten  g^  und  g^j, 
beziehungsweise  in  den  Punkten  a^  und  a^.  Die  Verbindungsgerade 
a,  a^  oder  l  dieser  Punkte  liegt  sodann  offenbar  ihrer  ganzen  Länge 
nach  in  der  Berllhrungsebene  e,  ist  daher  eine  Tangente  des  Kegels 
(/S,  K)  und  mithin  auch  eine  Erzeugende  der  ßegelfläche. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  den  Kegelscheitel  8  und  durch 
die  Gerade  g^  resp.  g^  die  beiden  Tangentialebenen  T^  und  T^  des 
Kegels  gelegt,  so  schneiden  diese  die  Ebene  E  des  Kegelschnittes  K 
in  zwei  Tangenten  t^  und  ^o  von  K.  Ebenso  schneidet  die  Berührungs- 
ebene e  die  Ebene  E  in  einer  Tangente  x  des  Kegelschnittes  K. 

Ferner  wird  die  Ebene  e  die  beiden  Berührungsebenen  T,  und 
Tg  in  zwei  Geraden  treffen,  von  welchen  die  erstere  die  drei  Punkte 
S,  %,  oji,  die  zweite  dagegen  die  drei  Punkte  S,  a^^  a^  enthält  und 
beziehungsweise  a^  und  cc^  die  Schnittpunkte  von  x  mit  t^  und  t^^  dar- 
stellen. 

Ändert  die  Berührungsebene  e  ihre  Lage,  so  wird  sich  auch  die 
Tangente  x  längs  des  Kegelschnittes  K  fortbewegen  und  werden  deren 
Schnittpunkte  a^  und  a^  mit  den  beiden  festen  Tangenten  t^  und  t^ 
zwei  projectivische  Reihen  beschreiben. 

In  gleicher  Weise  werden  auch  von  den  beiden  Punkten  a, 
und  üoy  als  Projectionen  der  Punkte  a^  und  a,^  vom  Kegelscheitel  S 
aus  auf  ^1  und  ^3,  zwei  projectivische  Punktreihen  beschrieben 
werden. 

Die  Verbindungsgerade  l  zweier  entsprechenden  Punkte  a^  und 
«2  dieser  beiden  Punktreihen  erzeugt  daher  ein  windschiefes  Hyper- 
boloid.    Man  erhält  hiernach  den  -Satz ; 

27.  ,j Bewegt  sieh  eine  Gerade  derart,  dass  sie  in  jeder  Lage 
einen  gegebenen  Kegel  zweiten  Grades  berührt  und  überdies  ^ivei  feste 
sich  nicht  schneidende  Tangenten  dieses  Kegels  trifft  ^  so  erzeugt  die- 
selbe ein  ivindschiefes  Hyperboloid,^ 

§.  36. 

Dem  soeben  aufgestellten  Satze  kann  noch  eine  andere  Fassung 
gegeben  werden. 

Setzen  wir  diesbezüglich  die  Ebene  E  des  Kegelschnittes  K  als 
Bildebene  und  den  Kegelscheitel  8  als  Projectionscentrum 
voraus. 

Die  Geraden  t^  und  t^  sind  sodann  die  Projectionen  zweier  Er- 
zeugenden (oder  Leitgeraden)  des  Hyperboloides ;  die  Geraden  r... 
dagegen  die  Projectionen  der  Erzeugenden  l  des  zweiten  Systemes. 
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Jede  Berührungsebene  e  des  Kegels  (S,  K)  enthält  eine  Erzeu- 
gende des  Hyperboloides  und  repräsentiert  demgemäß  auch  eine  Be- 
rührungsebene des  letzteren. 

Der  Kegel  (/S,  K)  ist  demnach  dem  Hyperpoloide  umschrieben 
und  dessen  Schnitt  K  mit  der  Bildebene  wird  somit  für  8  als  Pro- 
jectionscentrum  die  Contour  des  Hyperboloides  darstellen. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  sobald  das  Projectionscentrum  ;S^  und 
der  Kegelschnitt  K  bekannt  sind,  auch  der  Kegel  (/S,  K)  vollkommen 
bestimmt  sei;  dass  ferner  die  Geraden  g^  und  g^  räumlich  gegeben 
erscheinen,  falls  ihre  Projectionen  ^,  und  to  mit  den  bezüglichen 
Durchstoß-  und  Fluchtpunkten  angenommen  werden.  Selbstverständlich 
müssen  die  Projectionen  t^  und  t,^  Tangenten  des  Kegelschnittes  ^sein. 

Nachdem  durch  g^,  g,^  und  {S,  K)  das  Hyperboloid  vollkommen 
bestimmt  ist,  folgt  der  Satz: 

28.  j^Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  in  centraler  Projection 
vollkommen  bestimmt,  sobald  die  Contour  desselben  auf  der  Bildebene 
(ein  Kegelschnitt)  und  zwei  Erzeugende  desselben  gegeben  sind.  Die 
Projectionen  der  letzteren  müssen  nothivendig  Tangenten  des  Contour- 
Icegelschnittes  sein,'-'' 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass  der  Satz  27)  seine  volle  Giltig- 
keit  beibehält,  wenn  man  für  den  Kegel  {S,  K)  einen  Cylinder 
substituiert.  Hiernach  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass  der  vorstehende 
Satz  keine  Einschränkung  erfährt,  wenn  das  Projectionscentrum 
in  unendliche  Ferne  rückt,  d.  i.  wenn  an  die  Stelle  der  Central- 
projection  die  Parallelprojection  tritt. 

§.37. 

Zwei  sich  kreuzende  Geraden  g^  und  g^  im  Ptaume,  welche  die 
Achsen  zweier  Ebenenbüschel  repräsentieren  sollen,  liegen  als  ge- 
geben vor. 

Bevor  wir  noch  den  Zweck  dieser  Bestimmungsstücke  näher 
kennzeichnen  und  die  mit  denselben  anzustellenden  Untersuchungen 
präcisieren,  wollen  wir  uns  gleich  von  vornherein  gewisse  Annahmen 
erlauben,  welche  zur  Übersichtlichkeit  und  bequemeren  Darstellung 
der  nachher  auszuführenden  Operationen  nicht  unwesentlich  beitragen 
dürften. 

Wählen  wir  also  zunächst  die  Projectionsebene  E  derart,  dass 
dieselbe  zu  einer  der  gegebenen  Geraden,  etwa  zu  g^  senkrecht  stehe. 
Die  orthogonale  Projection  der  Geraden  g^  auf  diese  Ebene  er- 
scheint sodann  als  Punkt,  welcher  offenbar  gleichzeitig  den  Durch- 
schnitt %  von  g^  mit  der  Projectionsebene  E  darstellt. 

Pesckk»,  Darstellende  u.  projective  G-eometrie.  III.  3 
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Die  Projection  der  zweiten  Geraden  g^  auf  die  nämliche  Ebene 
möge,  da  sich  diesbezüglich  kein  Irrthum  einschleichen  kann,  gleich- 
falls mit  ^2  l)ezeichnet  werden,  während  wir  den  Durchstoßpunkt  der 
Geraden  g^  mit  der  Projectionsebene  E,  s^  nennen  wollen. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  und  Vorbereitungen  wollen 
wir  jene  windschiefe  Fläche  näher  untersuchen,  welche 
sich  als  Ort  der  Schnittgeraden  solcher  Ebenen  der  bei- 
den obangeführten  Büschel  g^  und  g^  (Taf.  II,  Fig.  9)  er- 
geben, die  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Denken  wir  uns  durch  s^  eine  beliebige  Gerade  a^  gezogen,  so 
kann  diese  selbstverständlich  auch  als  die  Bildflächtrace  einer  durch 
^1  gehenden  Ebene,  als  welche  wir  a^  thatsächlich  auffassen  wollen, 
betrachtet  werden. 

Auf  die  letztangedeutete  Ebene  fällen  wir  eine  durch  die  Gerade 
g,^  gehende  senkrechte  Ebene.  Die  Bildflächtrace  a^  dieser  Ebene  muss 
einerseits  durch  den  Punkt  s^  gehen  und  andererseits  senkrecht  zu  a^ 
sein,  da  die  Ebene  {g^,  a^  bildflächprojicierend  ist.  Der  Schnittpunkt 
a  der  beiden  Tracen  a^  und  a^  liegt  daher  auf  der  Peripherie  des 
über  SjSo  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  K. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  beiden  Ebenenbüschel  {g^^  a^) 
und  {go^  c^o),  welche  derart  auf  einander  bezogen  sind,  dass  je  zwei 
entsprechende  Ebenen  derselben  auf  einander  senkrecht  stehen,  die 
Bildebene  in  zwei  Strahlenbüscheln  a^  und  a,^  schneiden  werden, 
welche  einen  Kreis  K  erzeugen  und  folglich  projectivisch  sind. 

Es  sind  demzufolge  auch  die  beiden  Ebenenbüschel  {g^,  ß:,l  und 
(^2'  ^2)  projectivisch  und  die  Schnittlinien  entsprechender,  d.  i.  auf  ein- 
ander senkrecht  stehender  Ebenen  der  beiden  Büschel,  erzeugen  ein 
windschiefes   Hyperboloid. 

Suchen  wir  weiters  den  Schnitt  dieses  Hyperboloides  mit  der 
Bildebene,  so  finden  wir  unmittelbar,  dass  derselbe  direct  durch  den 
vorgenannten  Kreis  K  bestimmt  werde.  Denn  der  Punkt  a  gehört 
als  Schnitt  der  Bildflächtracen  a^  und  a^  zweier  entsprechender  Ebenen 
der  beiden  Büschel  g^  und  g^  einer  Erzeugenden  des  Hyperboloides, 
als  auch  der  Bildebene  an  und  ist  somit  ein  Punkt  der  Schnitt- 
curve. 

Erwägen  wir  ferner,  dass  als  Bildebene  eine  beliebige  zur  Ge- 
raden g^  senkrechte  Ebene  gewählt  wurde  und  beachten  wir  endlich, 
dass  man  in  Bezug  auf  die  Gerade  ^^^  die  nämliche  Untersuchung  an- 
stellen und  durchführen  könne,  wie  mit  der  Geraden  g^^  so  ergibt  sich 
der  Satz: 
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29.  „Der  geometrische  Ort  der  SchniUgeraden  siveier  Ebenen, 
welche  durch  Bivei  feste,  sich  kreuzende  Geraden  gehen  und  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  ist  ein  ivindschiefes  Hyperboloid.  Jede  Ebene, 
welche  auf  der  einen  oder  auf  der  anderen  der  beiden  festen  Geraden 
senkrecht  steht,  schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise.'-'' 

§.  38. 

Denken  wir  uns  wieder  zwei  sich  kreuzende  Geraden  g^ 
und  g^  im  Kaume,  überdies  aber  einen  festen  Punkt  G  gegeben 
und  construieren  wir  einen  rechten  Winkel,  dessen  Scheitel  der  feste 
Punkt  G  ist  und  dessen  Schenkel  die  Geraden  g^  und  g^^  in  zwei 
Punkten  a^  resp.  a^  schneiden  mögen. 

Binden  vorgegebenen  Bedingungen  entsprechender  rechter  Winkel 
kann  folgendermaßen  leicht  bestimmt  werden. 

Den  einen  Schenkel  desselben  können  wir  offenbar  beliebig  an- 
nehmen. Letzteres  kennzeichnen  wir  dadurch,  dass  wir  unmittelbar 
irgend  einen  Punkt  a,  von  g^  mit  G  verbinden.  Nachdem  aber  der 
zweite  Schenkel  Ga^  auf  Ga^  senkrecht  stehen  soll,  muss  er  in  der 
Ebene  A  liegen,  welche  durch  C  senkrecht  zu  Ga^  geführt  wird. 
Derselbe  ergibt  sich  daher  als  Yerbindungsgerade  des  Punktes  G  mit 
jenem  Punkte  ^5,  in  welchem  die  Ebene  A  die  Gerade  g^  trifft. 

Schreitet  der  Punkt  a^  auf  der  Geraden  g^  fort,  so  findet  man 
leicht,  dass  die  Ebene  A  ein  zur  Eeihe  a^  projectivisches  Ebenenbüschel 
A  beschreibt  und  daher  auch  die  Gerade  g^  in  einer  zur  Eeihe  a^ 
projectivischen  Eeihe  0^2  schneidet. 

Denken  wir  uns  im  Punkte  G  auf  die  Ebene  E,  welche  durch 
den  Punkt  G  und  die  Gerade  g^  bestimmt  ist,  eine  senkrechte  Gerade 
^  gezogen,  so  ist  klar,  dass  jede  Ebene  A,  welche  durch  G  senkrecht 
auf  eine  in  E  liegende  Gerade  Ca,  geführt  wird,  die  Gerade  ^  ent- 
halten müsse.  Ferner  wird  der  Schnitt  der  Ebene  A  mit  der  Ebene 
E  eine  durch  G  gehende,  zu  Ga^  senkrechte  Gerade  sein. 

Bewegt  sich  daher  der  Punkt  a,  auf  g^  fort,  so  beschreibt  der 
Strahl  Ca,  ein  zur  Eeihe  a^  .  ,  .  perspectivisches  Strahlen- 
büschel, und  die  zu  Ga^  senkrechte  Schnittgerade  der  Ebenen  A 
und  E  ein  zum  Büschel  (7(a, ...),  also  auch  zur  Eeihe  a^  pro- 
jectivisches  Strahlenbüschel. 

Nachdem  aber  dieses  Strahlenhüschd  der  Schnitt  des  Ebenen- 
büschels <0  ( J. .  .  . )  mit  der  Ebene  E  ist ,  so  ist  auch  das  von  der 
Ebene  A  beschriebene  Ebenenbüschel  und  mithin  auch  die  Puüktreihe 
^2,  welche  sich  als  Schnitt  dieses  Ebenenbüschels  mit  der  Geraden  g^ 
ergibt,  zur  Eeihe  a^  projectivisch. 
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Man  sieht  also,  dass,  wenn  sich  ein  rechter  Winkel  a^Ga^  um 
seinen  Scheitel  C  derart  dreht,  dass  seine  beiden  Schenkel  zwei  feste 
sich  kreuzende  Geraden  ^^  und  ^2  ^^  zwei  Punkten  %  be- 
ziehungsweise ^2  schneiden,  diese  Punkte  auf^^  und  ^2  zwei  pro- 
jectivische  Punktreihen  beschreiben. 

Die  Verbindungslinien  l  entsprechender  Punkte  %  und  ag  dieser 
Keihen  erzeugen  bekanntlich  ein  Hyperboloid. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  G  als  Projectionscentrum,  so 
kann  das  Ergebnis  der  eben  angestellten  Betrachtung  in  folgendem 
Satze  ausgesprochen  werden: 

30.  „Die  Verbindimgsgeraden  solcher  Punlctepaare  auf  swei 
festen  sich  nicht  schneidenden  Geraden ,  ivelche  von  einem  festen 
Punlde  (Projectionscentrum)  aus  unter  rechtem  WinJcel  gesehen  wer- 
den,  heschreihen  ein  windschiefes  Hyperboloid,^' 

§.  39. 

5.  Aufgabe/ Zw^i  projectivische  Ebenenbüschel  sind  durch  drei 
Paare  entsprechender  Ebenen  gegeben;  dieselben  sind  in  eine  der- 
artige gegenseitige  Lage  zu  bringen,  dass  entsprechende  Ebenen  auf 
einander  senkrecht  stehen. 

Behufs  Vereinfachung  der  durchzuführenden  Constructionen 
nehmen  wir  an,  dass  die  beiden  Ebenenbüschel  g^  und  g„  durch  zwei 
zu  ihren  Achsen  senkrechte  Schnitte,  d.  i.  durch  zwei  Strahlenbüschel 
(Dreistrahlen)  gegeben  seien.  Die  Letzteren  wählen  wir  in  beliebiger 
gegenseitiger  Lage  in  der  horizontalen  Projectionsebene.  Die  projec- 
tivische Beziehung  der  beiden  Ebenenbüschel,  also  auch  der  sie  ver- 
tretenden Strahlenbüschel  S^  und  Äg  (Taf.  II,  Fig.  10a  u.  lOfc),  möge 
durch  die  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  %  und  a^;  b^  und  ^2; 
Ci  und  C2  festgestellt  sein. 

Denken  wir  uns  nun  durch  irgend  einen  Punkt  S  der  horizon- 
talen Projectionsebene  zu  a^,  b^  und  Oj  die  drei  senkrechten  Strahlen 
ßj,  /3j  und  y^  geführt,  so  wird,  wie  sich  im  Verlaufe  unserer  Bespre- 
chung herausstellen  wird,  die  gestellte  Aufgabe  auf  jene  „durch  die 
drei  Strahlen  Sicc^ßiy^)  ein  Ebenenbüschel  derart  zu 
legen,  dass  dessen  senkrechter  Schnitt  mit  dem  Strahlen- 
büschel Sc^  (a^b^c^)  congruent  ist",  zurückgeführt  erscheinen. 

Denken  wir  uns  diesbezüglich  a^^,  b^  und  c«  (Taf.  II,  Fig.  10  a) 
durch  eine  beliebige  Gerade  r  in  den  Punkten  Ä,  B  und  G  geschnitten, 
beschreiben  über  J.jB.  beziehungsweise  BG^  als  Sehnen,  die  Kreise 
\  und  ^2)    welche  beziehungsweise  die  Winkel   (a^,  ß^  und  {ß^i  Vi) 
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fassen,  und  verbinden  den  Schnittpunkt  6  dieser  Kreise  durch  die 
drei  Strahlen  «',  /3',  /  mit  den  Punkten  A,  B  und  C,  so  werden 
diese  selbstverständlich  einen  zu  dem  Dreistrahle  aßy  congruenten 
Dreistrahl  bilden. 

Construieren  wir  nun  den  Kreis  l^,  welcher  durch  S^  und  a  geht, 
und  seinen  Mittelpunkt  auf  r  hat ,  so  schneidet  derselbe  die  genannte 
Gerade  r  in  den  beiden  Punkten  M  und  N.  Die  Strahlen  m,^  und  n^, 
beziehungsweise  ii'  und  v' ,  welche  die  Punkte  M  und  N  mit  den 
Scheiteln  s^,  resp.  a  verbinden,  sind  die  einander  entsprechen- 
den Eechtwinkelstrahlen  in  den  beiden  perspectivischen 
Büscheln  S^  (a^^Cc^)  und  a  {a' ß' y'). 

Es  ist  offenbar  gleichgiltig,  ob  man  die  Dreistrahlen  S^  {ao\c^ 
und  6(a'ßy)  oder  die  Dreistrahlen  /Sg  (a2W^2^2)  ™d  ^{a'ii'v')  in 
eine  solche  gegenseitige  Lage  bringt,  dass  S^  {a^  m^  n^)  der  senkrechte 
und  6{a'^'v')  überhaupt  ein  Schnitt  eines  und  desselben  Ebenen- 
büschels werde. 

Um  das  Angedeutete  zu  erreichen,  bringen  wir  den  Dreistrahl 
6{a'ii'v')  in  eine  solche  Lage  ^^(aV^'O.  dass  6  mit  /So,  und  die 
Strahlen  /li''  und  ^'"  beziehungsweise  mit  m^  und  n.,  zusammenfallen. 
Der  Strahl  a'  mag  dabei  in  die  Lage  a''  und  jener  /3'  in  die  Lage  /3" 
gelangen. 

Drehen  wir  nun  die  Ebene  des  Dreistrahles  ASo(ß^'>"^")  so  lange 
um  Mo,  bis  6^2  die  orthogonale  Projection  von  a''  wird.  Letzteres  wird 
durch '^ die  Drehung  eines  Punktes  Sq  von  a"  in  der  zu  m«  senkrechten 
Ebene  B  bewerkstelligt.  Die  Ebene  des  gedrehten  Strahlenbüschels 
schließt  mit  dem  zur  Bildebene  senkrechten  Projectionsstrahle  den 
Winkel  cp  ein  und  besitzt,  der  Construction  gemäß,  die  Gerade  nio^  als 
Bildäächtrace. 

Das  bildflächprojicierende  Ebenenbüschel  Soia^Kc^) 
und  das  gedrehte  Strahlenbüschel  sind  somit  in  die  oberwähnte 
perspectivische  Lage  gebracht. 

Überträgt  man  endlich  die  Gerade  B  nach  jR,  (Taf.  II,  Fig.  10  5) 
derart ,  dass  B^  mit  a^  und  ß^  die  nämliche  relative  Lage  wie  B  mit 
a''  und  ß''  besitzt,  so  wird  durch  diese  bereits  die  Richtung  der  ortho- 
gonalen Projection  der  Achse  g^  des  gesuchten  Ebenenbüschels  Ä  (a,  ft  y^) 
dargestellt.  Die  Achse  g^  selbst  hat  zur  Projection  eine  zu  B^  paral- 
lele durch  S  gehende  Gerade  und  schließt  mit  der  Projectionsebene 
den  Winkel  (p  ein. 

Das  Ebenenbüschel  g^  (cCißiTi)  ist  somit  von  der  Beschaffenheit, 
dass  es  dem  bildflächprojicierenden  Strahlenbüschel  Soi^ohCo)  con- 
gruent  ist,  und  dass  drei  seiner  Ebenen  {g<^ja^),  {g»,  ß^)  und  {g^,y^ 
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auf  den  entsprechenden  Ebenen  (^i,<^i),  (ö'p&i),  (^i,  c^)  des  ihnen  projec- 
tivischen  Ebenenbüschels  g^  (a^h^c^)  senkrecht  stehen. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  sämmtlichen  entspre- 
chenden Ebenen  der  beiden  Ebenenbüschel  zu  einander  senkrecht  sind, 
und  dass  somit  allen  Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprochen  sei. 

§.  40. 

Mittelpunkt,    Durchmesser  und  Durchmesserebene    eines    windschiefen 

Hyperboloides.  Asymptotenkegel  etc. 

Die  drei  Leitgeraden  für  ein  windschiefes  Hyperboloid  seien  durch 
(/p  g^  und  ^3  (Taf.  II,  Fig.  11)  dargestellt. 

Bestimmen  wir  zunächst  jene  drei  Erzeugenden  l^ ,  1-2  und  ^3, 
welche  beziehungsweise  zu  g^^  g^  und  g^  parallel  sind  und  die  Leit- 
linien ^2  und  ^3  in  A  und  B ,  ^3  und  g^  in  C  und  D,  g^  und  g^  in 
E  und  F  schneiden. 

Legt  man  durch  Jl^C,  BGB,  GBE,  BEF,  EFA  und  FAB 
sechs  Ebenen,  welche  offenbar  paarweise  parallel  sind,  so  bestimmen 
dieselben  ein  schiefwinkliges  Parallelopiped ,  in  welchem  die  Erzeu- 
genden g^,  go,  ^3  und  ?,,  Z„,  Z3  sechs  Kanten  vorstellen. 

Die  Punkte  A  ucd  B ,  B  und  E,  C  und  F  sind  Gegenecken 
dieses  Parallelopipedes.  Die  übrigen  Schnitte  der  sechs  Ebenen  liefern 
noch  ein  viertes  Paar  von  Gegenecken  G  und  JJ,  welches  wir  jedoch 
nicht  berücksichtigen. 

Die  Diagonalen  AB,  BE  und  GF  schneiden  sich  bekanntlich 
in  einem  und  demselben  Punkte  1/,  dem  Mittelpunkte  des 
Parallelopipedes. 

Man  sieht  sofort,  dass  die  drei  Geraden  ?j,  ?„,  l^  gegen  die  drei 
Geraden  g^,  g^^  g^  centrisch- symmetrisch  liegen  in  Bezug  auf 
Jf  als  Symmetriecentrum. 

Bringen  wir  daher  irgend  ein  geometrisches  Gebilde  in  eine 
gewisse  Lagenbeziehung  zu  ^j ,  g^  und  g^,  so  wird  demselben  ein 
congruentes,  centrisch-symmetrisches  Gebilde  entsprechen, 
welches  zu  l^ ,  Zq  ^^^  h  dieselbe  Lagenbeziehung  wie  das  erstere  zu 
^j,  g^  und  ^3  haben  wird. 

Denken  wir  uns  speciell  eine  Erzeugende  l^  des  Hyperboloides 
9i9q93  construiert,  welche  die  Geraden  ^^  g^  und  g^  beziehungsweise 
in  m^,  n^  und  p^  treffen  möge. 

Die  Geraden  üf  m, ,  Mn^  und  Mp^  schneiden  die  Geraden  ?i, 
?2  und  Z3  beziehungsweise  in  den  Punkten  m^,  n^  und  p^^  und  da  der 
Punkt  M  von  4en  Geraden  g^  und  l^ ,  g^  und  ?„  und  g^  und  ^3  gleich 
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weit  entfernt  ist,  so  wird  auch  ilim,  =  Mm^;  Mn^  =  M7i„ 
und  Mp^  —  Mpg,  sein. 

Dieses  Ergebnis  zusammengehalten  mit  dem  Umstände,  dass  die 
drei  Verbindungslinien  m^ ilfm^ ,  n^Mn^  und p^Mp^  in  einer  und  der- 
selben Ebene  {M,  ZJ  liegen,  führt  zu  dem  unmittelbaren  Schlüsse, 
dass  die  drei  Punkte  m^,  n^  und  p^^  in  einer  und  derselben  Geraden  g^ 
liegen,  welche  zu  der  Geraden  Z^  parallel  ist,  und  eine  zu  System  (g) 
gehörende  Erzeugende  des  Hyperboloides  darstelle. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein  Paar  paralleler  Erzeugenden 
verschiedener  Systeme  (g)  und  (l)  von  der  Eigenschaft,  dass  ihre  Ebene 
(welche  einer  früher  gegebenen  Definition  zufolge  eine  asymptotische 
Ebene  des  Hyperboloides  ist),  durch  einen  festen  Punkt  M  geht,  und 
dass  die  ein  solches  Paar  bildenden  Erzeugenden  vom  Punkte  M  gleich 
weit  entfernt  sind.  Da  aber  l^  als  eine  ganz  beliebige  Erzeugende  des 
Hyperboloides  willkürlich  angenommen  wurde ,  so  gilt  das  Gleiche 
überhaupt  von  allen  Paaren  paralleler  Erzeugenden  des 
Hyperboloides. 

Stellen  wir  uns  nun  insbesondere  vor,  die  Erzeugende  l^  sei  so 
gewählt  worden ,  dass  sie  durch  einen  Punkt  P^  des  Hyperboloides  gehe* 

Verbindet  man  P^  mit  M^  so  triift  diese  Gerade  das  Hyper- 
boloid zum  zweitenmale  in  einem  Punkte  Pq,  welcher,  wie  einleuch- 
tend ist,  auf  der  zu  l^  parallelen  Erzeugenden  g^  des  zweiten  Systems 
liegt,  und  von  M  ebenso  weit  wie  P^  entfernt  ist.  Mit  Eücksicht  auf 
die  beliebige  Wahl  des  Punktes  P^  auf  der  Fräche  des  Hyperboloides 
geht  sonach  hervor,  dass  der  Punkt  M  die  Eigenschaft  besitze,  jede 
durch  ihn  gehende  Sehne  des  Hyperboloides  in  zwei 
gleiche  Theile  zu  theilen  und  mithin  ein  Mittelpunkt  der 
Fläche  sei.     Es  besteht  daher  der  Satz: 

31.  ,^Das  windschiefe  Hyperboloid  hesitd  einen  Mittelpunkt, 
ivelcher  stets  reell  ist.^^ 


Im  Vorhergehenden  wurde  sichergestellt,  dass  die  „asympto- 
tischen Ebenen"  des  Hyperboloides,  d.  h.  jene  Ebenen,  welche  je 
zwei  parallele  Erzeugenden  der  Fläche  enthalten,  und  die  letztere  in 
dem  gemeinschaftlichen  unendlich  fernen  Punkte  jener  Erzeugenden 
berühren,  sämmtlich  durch  den  Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides  gehen. 

Wir  wissen  aber  auch  (Satz  19),  dass  alle  Ebenen,  welche  durch 
einen  festen  Punkt  —  hier  M  —  gehen  und  die  Erzeugenden  eines 
Hyperboloides  enthalten,  einen  Kegel  zweiten  Grades  umhüllen, 


40 

welcher  der  Fläche   aus  jenem   Punkte  M  als    Scheitel  'umschrieben 
ist.  Diese  einfache  Betrachtung  führt  somit  unmittelbar  zu  dem  Satze: 

32.  j^Der  aus  dem  MittelpunMe  eines  Hyperboloides  als  Scheitel 
dem  leideren  umschriehene  Kegel  zweiten  Grades  wird  von  sämmt- 
lichen  asymptotischen  Ebenen  des  Hyperboloides  berührt  und  der  Kegel 
selbst  berührt  das  Hyperboloid  längs  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes. 
Dieser  besondere  Kegel  zweiten  Grades  heißt  der  Äsymptotenhegel  des 
Hyperboloides.  Seine  Erzeugenden  sind  zu  jenen  des  Hyperboloides 
parallel.'^ 

§.  42. 

Mit  Zuhilfenahme  des  Asymptotenkegels  wird  gleichzeitig 
das  Urtheil,  ob  ein  ebener  Schnitt  des  Hyperboloides  eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,   wesentlich  erleichtert. 

Sei  e  eine  beliebige  das  Hyperboloid  schneidende  Ebene,  welche 
das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnite  H  und  den  Asymptotenkegel 
in  einem  Kegelschnitte  a  schneiden  möge. 

Da  der  Asymptotenkegel  und  das  Hyperboloid  den- 
selben unendlich  fernen  Kegelschnitt  gemein  haben,  folgt 
unmittelbar,  dass  auch  die  beiden  Kegelschnitte  2  und  6  die- 
selben unendlich  fernen  Punkte  besitzen. 

Wird  daher  der  Asymptotenkegel  von  einer  Ebene  nach  einer 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  geschnitten,  so  schneidet  dieselbe  Ebene 
auch  das  Hyperboloid  in  einer  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel. 

§.  43. 

Um  zu  einem  weiteren  sehr  wichtigen  Satze  zu  gelangen,  stellen 
wir  folgende  Betrachtung  an. 

Wenn  man  durch  den  Punkt  M  (Taf.  H,  Fig.  11)  parallel  zu 
g^  und  l^  eine  Gerade  Mn  zieht,  so  stellt  diese  Gerade  —  die  von 
^4  und  l^  gleich  weit  absteht  —  offenbar  die  Berührungserzeu- 
gende des  Asymptotenkegels  mit  der  Ebene  {g^.l^  vor.  Denn 
sie  verbindet  den  Scheitel  M  dieses  Kegels  mit  dem  (unendlich  fernen) 
Berührungspunkte  der  Ebene  {g^,  Q. 

Denken  wir  uns  weiters  den  Asymptoteukegel  und  das  Hyper- 
boloid gleichzeitig  von  einer  Ebene  e  geschnitten  und  als  Eesultat  die 
Kegelschnitte  a  und  U  erhalten.  Seien  ferner  %  und  ag  die  Schnitt- 
punkte der  Erzeugenden  g^  und  l^  mit  der  Ebene  e,  also  zwei  Punkte 
des  Kegelschnittes  U. 

Die  Verbindungsgerade  %  ag  repräsentiert  die  Schnittgerade  der 
Ebene  e  mit  der  asymptotischen  Ebene  {g^ ,  l^) ,  berührt  daher  den 
Asymptotenkegel  und  mithin  auch  den  Kegelschnitt  <?  in  dem  Punkte  c, 
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in  welchem  sie  von  der  Berührungserzeugenden  M[i  des  Asymptoten- 
kegels getroffen  wird«  Hierbei  ist  selbstversändlich  a^c==:a2C.  Das 
Gleiche  gilt  von  allen  anderen  asymptotischen  Ebenen  ihi9&)y  (h^ffe)  "* 

Die  beiden  Kegelschnitte  2J  und  0  stehen  somit,  wie  den  gepflo- 
genen Erörterungen  zu  entnehmen  ist,  in  einer  eigenthümlichen  Be- 
ziehung zu  einander,  die  wir  nachstehend  kurz  skizzieren  wollen. 

Die  Tangenten  des  Kegelschnittes  6  sind  nämlich  gleichzeitig 
Sehnen  des  Kegelschnittes  U,  welche  durch  den  jeweilig  zugehörigen 
Berührungspunkt  von  ö  halbiert  werden. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  2J  und  6  (Taf.  II,  Fig.  12)  zwei 
Kegelschnitte,  welche  die  vorbezeichneten  Eigenschaften  besitzen  und 
sei  (^1^2  eine  Sehne  des  Kegelschnittes  2J,  welche  gleichzeitig  den 
Kegelschnitt  6  in  c  berührt. 

Denken  wir  uns  an  den  Kegelschnitt  6  die  zu  «1^3  parallele 
Tangente  a\a^2  gezogen,  so  wird  auch  der  Berührungspunkt  c'  die 
Sehne  a^'ag'  halbieren.  Der  Durchmesser  cc'  des  Kegelschnittes  6  ist 
somit  gleichzeitig  auch  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  2^,  da  er 
die  Mittelpunkte  zweier  parallelen  Sehnen  a^  «2  und  a\  a'g  verbindet. 
Dasselbe,  was  aber  von  den  Sehnen  a^  a«  und  a',  a',^  gilt,  hat  offenbar 
auch  für  jede  andere  Sehnenrichtuug  seine  volle  Giltigkeit.  Hier- 
aus ist  zu  ersehen,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  2J  und  a  alle 
Durchmesser  gemein  haben,  also  auch  den  nämlichen 
Mittelpunkt  0  besitzen. 

Ziehen  wir  durch  den  Punkt  0  eine  Parallele  hh^  zu  a^a2  und 
a\a\,  so  stellt  diese  Parallele  den  conjugierten  Durchmesser  zum 
Durchmesser  c&  sowohl  in  dem  Kegelschnitte  27,  als  auch  in  dem 
Kegelschnitte  (?  vor;  es  werden  folglich  zwei  conjugierte  Durch- 
messer des  Kegelschnittes  27,  gleichzeitig  auch  conju- 
gierte Durchmesser  des  Kegelschnittes  <5  sein. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  dieser  Untersuchungen  zusammen,  so 
finden  wir,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  27  und  6  concentrisch- 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  27  und 
<9,  in  welchen  eine  beliebige  Ebene  ein  Hyperboloid  und  dessen  Asymp- 
totenkegel schneidet,  die  erste  oben  angeführte  Eigenschaft,  also  auch 
die  aus  derselben  abgeleitete  letzt  ausgesprochene  Eigenthümlichkeit 
zeigen,  so  ergibt  sich  der  nachstehende  wichtige  Satz,  welcher  die 
Quelle  einer  ganzen  Eeihe  anderer  gleich  wichtiger  Sätze  bildet: 

83.  y^Eine  beliebige  Ebene  schneidet  ein  ivindschiefes  Hyperboloid 
und  dessen  Asymptotenhegel  in  swei  concentrischen  ähnlichen  und 
ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten.^ 
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§.  44. 

Es  ist  bereits  bekannt,  dass  ein  Kegel  zweiten  Grades  durch 
parallele  Ebenen  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegeneu  Kegelschnitten 
getroffen  wird,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  und  derselben  durch  den 
Kegelscheitel  gehenden  Geraden  (d.  i.  dem,  der  Schar  jener  schnei- 
denden, untereinander  parallelen  Ebenen  conjugierten  Durchmesser) 
liegen. 

Wendet  man  diesen  bekannten  Satz  auf  den  Asymptoten- 
kegel eines  windschiefen  Hyperboloides  an,  und  zieht  man 
hierbei  gleichzeitig  den  Satz,  dass  eine  Ebene  das  Hyperboloid  und 
dessen  Asymptotenkegel  stets  in  concentrischen  ähnlichen  und  ähnlich 
gelegenen  Kegelschnitten  schneidet,  in  Betracht,  so  ergeben  sieh  un- 
mittelbar die  beiden  folgenden  Sätze: 

3i.  ^Ein  ivindschiefes  Hyperboloid  ivird  von  parallelen  Ebenen 
in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  geschnitten,'''' 

Und  ebenso  der  Satz: 

35.  ^Die  Mittelpimläe  der  Kegelschnitte,  in  ivelchen  parallele 
Ebenen  ein  ivindschiefes  Hyperboloid  schneiden^  liegen  auf  einer  und 
derselben  durch  den  Mittelpunht  des  Hypjerboloides  gehenden  Geraden. 
Diese  Gerade  stellt  in  dem  ÄsymptotenJcegel  den  su  den  parallelen 
schneidenden  Ebenen  conjugierten  Durchmesser  vor,'' 

Da  man  eine  Gerade ,  welche  durch  den  Mittelpunkt  einer 
krummen  Fläche  geht,  einen  Durchmesser  dieser  Fläche  nennt,  so 
kann  der  vorstehende  Satz  auch  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

36,  ^.,Die  MittelpunMe  paralleler  auf  dem  windschiefen  Hyper- 
boloide liegender  Kegelschnitte  sind  auf  einem  Durchmesser  der 
Fläche  gelegen,'-' 

Einen  Durchmesser,  welcher  die  Mittelpunkte  der  in  parallelen 
Ebenen  liegenden  Kegelschnitte  eines  windschiefen  Hyperboloides 
enthält,  wollen  wir  den  „zu  der  Schar  dieser  Parallelebenen 
conjugierten  Durchmesser  des  Hyperboloides"  nennen. 

Diejenige  Ebene  der  Parallelschar,  welche  gleichzeitig 
durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  geht,  die  also  das 
Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  trifft,  dessen  Durchmesser  sämmt- 
lich  auch  Durchmesser  des  Hyperboloides  sind,  wollen  wir  die  zu  dem 
vorbezeichneten  Durchmesser  „conjugierte  Durchmesserebene** 
heißen. 

Der  Grund  für  diese  Bezeichnung  wird  sich  in  der  Folge  leicht 
finden. 
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Sobald  man  im  allgemeinen  eine  „Durchmesserebene''  des 
Hyperboloides  als  eine  solche  Ebene  auffasst,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  desselben  geht,  gelangt  man  direct  zu  dem  Satze: 

57.  j^Jede  Durchmesser  ebene  schneidet  das  ivindschiefe  Hyperholoid 

in  einem  Kegelschnitte^  dessen  Mittelpunld  der  Mittelpiinld  des  Hyper- 

holoides  ist."" 

§.  45. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  h  irgend  eine  beliebige  Gerade,  welche 
ein  windschiefes  Hyperboloid  in  den  Punkten  a^  und  «gr^^^  ^symp- 
totenkegel  dagegen  in  den  Punkten  &,   und  \  treffen  möge. 

Denken  wir  uns  ferner  durch  h  eine  Ebene  e  willkürlich  gelegt, 
so  schneidet  diese  das  Hyperboloid  sowohl,  als  dessen  Asymptotenkegel 
in  zwei  Kegelschnitten  U  und  a,  welche  (infolge  des  Satzes  33}  con- 
centrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind.  Der  Kegelschnitt  Z" 
trifft  die  Gerade  h  in  a^  und  a^  und  der  Kegelschuitt  a  in  b^  und  b^. 

Da  aber  bekanntlich  jene  Stücke  einer  Geraden,  welche  zwischen 
zwei  derartigen  Kegelschnitten  liegen,  einander  gleich  sind,  so  ist 
auch  diesfalls  a,  &,  =  a^b^  und  man  hat  den  Satz: 

38,  j^Die  Stüclvc  einer  beliebigen  Geraden  des  Piaumes  zwischen 
einem  windschiefen  Hyperboloide  und  dessen  Asymptoten! ^eg et  sind  ein- 
ander gleich,''^ 

§.  46. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  gelangt  man  weiters  direct  zu  dem 
Schlüsse,  dass  der  Mittelpunkt  m  der  Sehne  a^^b^  mit  dem  Mittel- 
punkte m  der  Sehne  b^b^  zusammenfalle. 

Bekanntlich  liegen  die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines 
Kegels  zweiten  Grades  auf  einer  durch  den  Kegelscheitel  gehenden 
Ebene  und  zwar  auf  der  zu  der  Sehnenrichtung  conjugierten 
Durchmesserebene  des  Kegels. 

Es  werden  daher  (infolge  des  Satzes  38)  auch  die  Mittelpunkte 
paralleler  Sehnen  des  Hyperboloides  auf  der  zu  der  Sehnen- 
richtung conjugierten  Durchmesserebene  des  Asympto- 
tenkegels, oder  nach  der  früher  eingeführten  Bezeichnung,  auf  der 
der  Sehnenrichtung  conjugierten  Durchmesserebene  des  Hyperboloides 
liegen.     Hiernach  besteht  der  Satz: 

39.  ,^Die  Mittelpunläe  paralleler  Sehnen  eines  tvindschiefen 
Hyperboloides  liegen  auf  der  der  Sehnenrichtung  conjugierten  Durch- 
messerebene  des  Hyperboloides,^ 

§.  47. 
Eine  Tangente    einer   krummen  Fläche   kann,    wie    wir   wissen, 
stets  als  Grenzlage  einer  Sehne  (Secante)  aufgefasst  werden,  wenn  die 
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beiden  Schnittpunkte  der  letzteren  in  einen  zusammenfallen,  d.  i. 
im  jeweiligen  Berührungspunkte  vereinigt  erscheinen.  Es  tritt  somit 
in  diesem  Falle  an  die  Stelle  des  Mittelpunktes  der  Sehne  der  vor- 
erwähnte Berührungspunkt. 

Denkt  man  sich  nun  eine  Schar  paralleler  Sehnen  eines 
windschiefen  Hyperboloides  mit  Einschluss  der  zugehörigen 
parallelen  Tangenten,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  dass 
die  Berührungspunkte  aller  dieser  Tangenten  ebenfalls  auf  der 
zu  der  Sehüenrichtung  conjugierten  Durchmesserebene  des  Hyperbo- 
loides liegen,  oder  dass  der  Ort  dieser  Berührungspunkte  jener 
Kegelschnitt  sei,  in  welchem  die  genannte  Durchmesserebene  das 
Hyperboloid  schneidet.   Daher  der  Satz: 

40.  ^Die  Tangenten  eines  tvindschiefen  Hyperboloides,  ivelche  m 
einer  leliebigen  Geraden  parallel  sind,  bilden  einen  Cylinder  Biveiten 
Grades,  Die  entsprechende  Berührungscurve  ist  jener  Kegelschnitt,  in 
ivelchem  die  zu  der  Tangentenrichtiing  conjugierte  Durchmesserebene 
des  Hyperboloides  das  letztere  schneidet.  Die  Achse  des  Cylinder s  geht 
durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides.''^ 

§.  48. 

Nachdem  die  Contour  einer  krummen  Fläche  auf  der  Projections- 
ebene  für  eine  bestimmte  Eichtung  des  projicierenden  Strahles  die 
Schnittcurve  der  Projectionsebene  mit  jenem  Cylinder  ist,  welcher  der 
Fläche  parallel  zu  der  Eichtung  des  projicierenden  Strahles  umschrieben 
werden  kann,  so  wird  dem  eben  aufgestellten  Satze  auch  die  folgende 
Fassung  gegeben  werden  können: 

41.  ^.^Die  Contour  eines  tvindschiefen  Hyperboloides  auf  einer 
Ebene  für  irgend  eine  Eichtung  parallel  projici  er  ender  Strahlen  ist 
ein  Kegelschnitt,  dessen  MittelpunU  die  Projection  des  Mittelpunläes 
des  Hyperboloides  ist.''^ 

§■  49. 

Da  ein  Durchmesser  und  die  ihm  conjugierte  Durchmesserebene 
des  Asymptotenkegels  gleichzeitig  auch  (der  angenommenen  Be- 
zeichnung zufolge)  einen  Durchmesser  und  die  ihm  conjugierte  Durch- 
messerebene des  Hyperboloides  darstellt,  so  folgt  der  Satz: 

42.  y^Ein  windschiefes  Hyperboloid  besitzt  unendlich  viele  Paare 
conjugierter  Durchmesser  und  Diirchmesserebenen'^ 

aus  dem  gleichlautenden  bekannten  Satze  für  einen    beliebigen  Kegel 
zweiten  Grades. 
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§.  50. 

Ohne  jedwede  Schwierigkeit  ergeben  sich  nunmehr  auch  nach- 
stehende Sätze : 

iS.  ^Ein  windschiefes  Hyperboloid  hesitd  unendlich  viele  Grup- 
pen von  drei  conjugierten Durchmessern;  je  0wei  solcher  drei  conjugierter 
Durchmesser  bestimmen  die  dem  drittelt  conjugierte  Diametralebene 
und  sind  conjugierte  Durchmesser  des  in  dieser  Diametralebene  lie- 
genden Kegelschnittes  des  Hyperboloides,^ 

44.  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  besitzt  drei  Hauptachsen  und 
drei  Haupt  ebenen  ^  d,  i.  drei  ivechselseitig  auf  einander  senhrecht  stehende 
conjugierte  Durchmesser  und  die  drei  durch  die  Paare  derselben  be- 
stimmten Ebenol,  Diese  Ebenen  sind  Ebenen  orthogonaler  Symmetrie 
für  das  Hyperboloid.'^ 

Da  die  Achsen-  oder  Hauptebenen  des  Hyperboloides 
gleichzeitig  Hauptebenen  des  Asymtotenkegels  sind,  und  die 
zu  denselben  parallelen  Ebenen  den  Asymptotenkegel  bekanntlich  in 
zwei  Scharen  von  Hyperbeln  und  einer  Schar  von  Ellipsen 
schneiden,  so  folgt  (mit  Rücksicht  auf  Satz  33),  dass  von  den  drei 
in  den  Hauptebenen  liegenden  Kegelschnitten  des  Hyper- 
boloides zwei  derselben  Hyperbeln  sind,  während  der  Dritte  eine  Ellipse 
ist^  welche  man  als  die  „Kehlellipse"  des  Hyperboloides  zu 
bezeichnen  pflegt. 

§.  51. 

Untersuchen  wir  nun,  durch  welche  Curve  der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte des  Hyperboloids  mit  allen  durch  einen 
festen  Punkt  S  im  Räume  gelegten  Berührungsebenen 
dargestellt  werde. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  wieder  an,  es  sei  das  Hyperbo- 
loid durch  drei  gerade  Leitlinien  g^,  ^2  ^^d  g^  gegeben. 

Die  drei  Ebenen,  welche  durch  den  festen  Punkt  S  und  die  drei 
Geraden  g^,  ^2  ^^^  ^3  S^^^S^  werden  können,  sind  Berührungsebenen 
des  Hyperboloides  und  gleichzeitig  auch  Berührungsebenen  des  dem 
Hyperboloide  aus  dem  Punkte  S  umschriebenen  Kegels. 

Die  Ebene  (/S,  g^)  schneidet  die  Geraden  ^2  ^^^^  9^  ^^  zwei  Punkten 
«2  und  6^3,  deren  Verbindungsgerade  l^  bereits  die  in  der  Ebene  {S,g^) 
liegende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  darstellt.  Die  beiden  Erzeu- 
genden g-^  und  ?i  treffen  sich  in  einem  Punkte  a^,  welcher  den  Be- 
rührungspunkt des  Hyperboloides  mit  der  Ebene  (ä,  g^)  repräsentiert. 
In  analoger  Weise  erhält  man  die  Erzeugenden  ?2  ^^^  \  des  zweiten 
Systems,  welche   in  den  Ebenen  {S,  ^2)  ^iid  {S,  g^  liegen.    Dieselben 
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schneiden  die  Geraden ^^  beziehungsweise  ^3  in  den  Punkten  &2  und  Cg, 
in  welchen  das  Hyperboloid  von  den  Ebenen  (/^,  ^2)  ^^^  {S^  g^)  be- 
rührt wird. 

Die  Punkte  %,  &2  ^^^  ^3  sind  sonach  drei  Punkte  der  Beruh - 
rungscurve  des  Hyperboloides  und  des  demselben  aus  dem  Punkte  >S* 
umschriebenen  Kegels,  während  (/S,  g^),  (S,  g^  und  {S,  g^  die  gemein- 
schaftlichen Berührungsebenen  beider  Flächen  in  diesen  drei  Punkten 
bestimmen. 

Denken  wir  uns  nun  durch  a^,  &2  ^^^  C3  eine  Ebene  E  gelegt, 
welche  die  Berührungsebenen  (ä,  g^^  {S^  g^)  und  (ä,  g^)  in  den  drei  be- 
ziehungsweise durch  a^,  feg?  <^3  gehenden  Geraden  ^^  to  und  2^3  schneidet, 
so  ist  einleuchtend,  dass  das  Hyperboloid  von  dieser  Ebene  E  in  einem 
Kegelschnitte  K  getroffen  wird,  welcher  durch  die  drei  Punkte  a^,  h^ 
und  C3  und  die  Tangenten  t^^  t^  und  t^  iu  diesen  Punkten  vollkom- 
men bestimmt  ist.  Die  Ebene  E  schneidet  aber  auch  den  aus  dem 
Punkte  S  umschriebenen  Kegel  nach  einem  Kegelschnitte,  welcher 
offenbar  durch  die  nämlichen  Stücke  a^,  \,  c^  und  t^,  to,  t^  bestimmt 
wird,  und  folglich  mit  dem  ersteren  identisch  sein  muss. 

Man  erkennt  sofort,  dass  dieser  vorerwähnte  Kegelschnitt  K 
den  Ort  der  Berührungspunkte  darstellen  müsse.  Denn  ist  x 
ein  beliebiger  Punkt  dieses  Kegelschnittes,  so  ist  einleuchtend,  dass 
die  durch  denselben  gehende  Kegelerzeugende  Sx  das  Hyperboloid 
nicht  in  einem  von  x  verschiedenen  Punkte  berühren  könne, 
weil,  wenn  dies  überhaupt  denkbar  wäre,  dieselbe  drei  Punkte  mit  dem 
Hyperboloide  gemein  haben,  folglich  eine  Erzeugende  desselben  reprä- 
sentieren müsste.  Letzteres  ist  aber  ganz  unmöglich,  da  immer  min- 
destens ein  Punkt  —  S  —  derselben  bekannt  ist,  welcher,  der  Vor- 
aussetzung gemäß,  dem  Hyperboloide  nicht  angehört.  Daher  der  Satz: 

45.  „Die  Berühnmgscurve  eines  ivindschiefen  Hyperboloides  mit 
einem  demselben  ans  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  timschriebenen 
Kegel,  ist  ein  Kegelsehnitt,''^ 

§.  52. 

Der  vorstehende  Satz  kann  ebenso  leicht  auch  in  umgekehrter 
Fassung  nachgewiesen  werden. 

Denken  wir  uns  das  Hyperboloid  durch  eine  Ebene  E  in  einem 
Kegelschnitte  K  getroffen  und  nehmen  wir  drei  Punkte  a^,  b^  und 
C3  auf  diesem  Kegelschnitte  beliebig  an.  Construieren  wir  ferner  die 
zugehörigen  Berührungsebenen  T^,  T^  und  T3  des  Hyperboloides  in 
den  betreffenden  Punkten  a^,  6„  und  Cg. 
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Die  besagten  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  S. 
Nach  dem  vorhergehenden  Satze  45)  ist  die  Berührungs  curve  des 
vom  Punkte  S  dem  Hyperboloid  umschriebenen  Kegels  ein  Kegelschnitt, 
welchem  offenbar  die  Punkte  a^,  h^  und  c^  angehören  und  daher  mit 
dem  Kegelschnitte  K,  in  welchem  die  durch  a^,  \^  c^  gehende  Ebene 
E  das  Hyperboloid  schneidet,  identisch  ist.  Letzteres  sagt  aber 
nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Tangentialebenen  des  Hyper- 
boloides in  allen  Punkten  eines  beliebigen  auf  demselben  liegenden 
Kegelschnittes,  durch  den  nämlichen  Punkt  S  im  Eaume  gehen;  es 
gilt  daher  der  Satz: 

46.  ^Die  Tangenüalehenen  eines  tvindschiefen  Hyperboloides  in 
den  PunMen  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes  gehen  sämmtlich  durch 
einen  und  denselben  Ptmläy  umhilllen  also  einen  Kegel  ^iveiten 
Grades/' 

§.  03. 

Ist  S  der  Scheitel  eines  dem  windschiefen  Hyperboloide  um- 
schriebenen Kegels,  K  der  zugehörige  Berührungskegelschnitt,  M  der 
Mittelpunkt  des  Hj-perboloides  und  denken  wir  uns  durch  die  Gerade 
SM  eine  beliebige  Ebene  e  gelegt,  so  wird  dieselbe  das  Hyperboloid 
in  einem  Kegelschnitte  %,  den  Kegel  (ä,  K)  selbst  aber  in  zwei  Er- 
zeugenden t^  und  t^  schneiden,  welche  nothwendig  Tangenten  des 
Kegelschnittes  %  in  jenen  beiden  Punkten  a^  nnd  a»  sein  müssen,  in 
welchen  die  Ebene  e  den  Kegelschnitt  K  trifft.  Die  Gerade  a^a^  ist 
offenbar  die  Schnittgerade  der  Ebene  e  mit  der  Ebene  des  Berührungs- 
kegelschnittes K. 

Nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
folgt,  dass  die  Gerade  SM  die  Sehne  a^a^  in  dem  Punkte  o,  in  welchem 
die  letztere  von  SM  getroffen  wird,  halbiert. 

Drehen  wir  die  Ebene  e  um  die  Gerade  SM,  so  wird  dieselbe 
die  Ebene  des  Kegelschnittes  K  immer  in  einer  Sehne  schneiden,  welche 
durch  den  festen  Punkt  o  (Schnittpunkt  der  Geraden  S3I  mit  der 
Ebene  des  Berührungskegelschnittes  K)  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt 
wird.  Es  ist  hiernach  o  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K. 
Wir  gelangen  somit  zu  dem  Satze: 

47  a)  ^Die  VerbindMngsgerade  eines  beliebigen  PimJctes  im  Baume 
mit  dem  MiUelpunlde  eines  windschiefen  Hyperboloides  enthält  gleich- 
zeitig auch  den  Mittelpunld  jenes  Kegelschnittes,  in  ivelchem  das  Hyper- 
holoid  von  dem  aus  dem  oben  genannten  PunMe  umschriebenen  Kegel 
berührt  wird,^^ 

Oder  nach  den  früher  aufgestellten  Definitionen: 
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47 &)  „Ber  nach  einem  beliebigen  Fiinläe  des  Baumes  gehende 
Durchmesser  eines  Hyperboloides  ist  conjugiert  su  der  Ebene  des 
jenem  Punkte  entsprechenden  JBerührungsJcegelschnittes,'^ 

§.  54. 

Parallele  Schnitte  eines  Hyperboloides,  sowie  auch  eines  Kegels 
zweiten  Grades  sind,  wie  wir  wissen,  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Kegelschnitte,  die  in  jedem  der  beiden  Fälle  ihre  Mittel- 
punkte auf  dem  der  schneidenden  Parallelebenenschar  con- 
jugierten  Durchmesser  haben. 

Ist  nun  wieder  S  der  Scheitel  eines  dem  windschiefen  Hyper- 
boloide umschriebenen  Kegels^  K  der  Berührungskegelschnitt,  o  dessen 
Mittelpunkt,  M  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  und  denken  wir 
uns  sowohl  das  Hyperboloid  als  auch  den  Berührungskegel  durch  eine, 
zur  Ebene  des.  Berührungskegelschnittes  K  parallele  Ebene  in  den 
Kegelschnitten  U  und  6  geschnitten,  so  folgt,  dass,  weil  diese  beiden 
letztgenannten  Kegelschnitte  dem  Berührungskegelschnitte  K  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  sind,  dieselben  auch  unter  einander  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  sein  müssen.  Da  ferner  die  Gerade  SM  den  zur 
Ebene  des  Berührungskegelschnittes  conjugierten  Durchmesser,  sowohl 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  als  auch  in  Bezug  auf  den  Kegel 
darstellt,  so  folgt,  dass  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  U 
und  0  mit  dem  Schnittpunkte  ihrer  Ebene  und  der  Geraden  SM  zu- 
sammenfallen.    Hiernach  folgt  der  Satz  : 

48.  ,^Ist  einem  tvindschiefen  Hyperboloide  ein  Kegel  umschrieben, 
so  schneiden  jene  Ebenen,  welche  zu  der  Ebene  des  Berührungsicegel- 
Schnittes  parallel  sind,  das  Hyperboloid  und  den  Kegel  in  eoncen- 
irischen  ähnlichen  und  äJinlich  gelegenen  Kegelschnitten,'-'' 

§.  55. 
Besondere  Erzeugungsarten  für  ein  windschiefes  Hyperboloid. 

Es  sind  ein  Punkt  p^  zwei  sich  nicht  schneidende  Geraden  g-^ 
und  ^2  ußd  ebenso  zwei  andere,  sich  gleichfalls  nicht  schneidende  Ge- 
raden ?j  und  ?2  derart  gegeben,  dass  l^  und  l^  sowohl  von  g^  als  auch 
von  g„  getroffen  werden.  Die  vier  Geraden  ^p  g^,  \  und  l^  bilden 
somit  ein  windschiefes  Vierseit  im  Eaume. 

Die  Geraden  g^  und  ^^  sollen  Erzeugende  des  einen  Systems  und 
/^i,  ?2  Erzeugende  des  zweiten  Systems  eines  windschiefen  Hyperboloides 
repräsentieren;  der  Punkt  p  soll  ein  Punkt  der  Fläche  sein.  Mit 
Zugrundelegung  dieser  Bestimmungsstücke  ist  das  Hyperboloid  zu  con- 
struieren. 
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Durch  den  Punkt  p  geht  offenbar  eine  Erzeugende  des  Systems 
g,  als  auch  eine  Erzeugende  des  Systems  L 

Betrachtet  man  zwei  der  Geraden,  etwa  g^  und  g^^  die  einem 
und  demselben  Systeme  angehören,  als  Achsen  zweier  projecti vischen, 
das  Hyperboloid  erzeugenden  Ebenenbüschel,  so  erhält  man  zwei  Paare 
entsprechender  Ebenen  dieser  Büschel  in  {g^,  ?J,  (^o,  l\)  und  {g^,  y, 
(^2,  ^2).  Ein  drittes  Paar  entsprechender  Ebenen  {g^,  p)  und  {g^,  p) 
geht  durch  den  Punkt  p^  nachdem  dieser,  als  Punkt  der  Fläche,  einer 
Erzeugenden  des  Systems  l  angehören  muss. 

Durch  diese  drei  Paare  entsprechender  Ebenen  ist  die  projecti- 
vische  Beziehung  der  beiden  Ebenenbüschel  g^  und  g^  vollständig 
festgestellt,  so,  dass  man  beliebig  viele  Paare  entsprechender  Ebenen, 
also  auch  beliebig  viele  Erzeugenden  des  Hyperboloides  ermitteln  kann. 

§.  56. 

4.  Aufgabe.  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  ein  wind- 
scMefes  Vierseit  (^,  g^  \  l^)  und  einen  Punkt  p  gegeben ;  es  ist  die 
Berülirungsebene  des  Hyperboloides  in  dem  Punkte  p  zu  con- 
struieren. 

Durch  jeden  Punkt  eines  windschiefen  Hyperboloides  gehen  stets 
zwei  Erzeugende,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören. 

Um  die  durch  p  gehende  Erzeugende  des  Systems  l  zu  erhalten, 
berücksichtige  man,  dass  dieselbe  die  beiden  Erzeugenden  g^  und  g„ 
des  anderen  Systems  schneiden,  sich  daher  als  Schnittgerade  Ir^  der 
Ebenen  {p^  g^)  und  {p,  go)  ergeben  müsse.  * 

In  gleicher  Weise  wird  sich  die  durch  den  Punkt  p  gehende  Er- 
zeugende ^3,  als  Schnitt  der  Ebenen  (i?,  ?,)  und  {p,l^)  leicht  ermitteln 
lassen.  Die  gesuchte  Berührungsebene  ist  sodann  durch  g^  und  l^ 
vollkommen  bestimmt. 

§.  57. 

Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  zwei  demselben  Systeme 
angehörige  Erzeugenden  ?,,  lo  und  durch  drei  seiner  Punkte  p^^  p^ 
und  i>3  vollkommen  bestimmt. 

Denn  die  Geraden  g^,  g^  und  ^3,  welche  durch  ^,,  p,^  und  ^3 
gehen  und  deren  jede  die  beiden  gegebenen  Erzeugenden  l^  und  Z« 
schneidet,  repräsentieren  bereits  drei  Erzeugende  der  zweiten  Schar 
und  kann  sonach  mit  Zuhilfenahme  derselben  „als  Leitgeraden"  das 
Hyperboloid  auf  bereits  bekannte  Weise  construiert  werden. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  4 
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§.  58. 

Ein  windscMefes  Hyperboloid  ist  durch  vier  seiner  Punkte  p^^ 
Po,  Psy  i?4  und  durcli  zwei  sich  schneidende  (Jeraden  l  und  g,  als 
Erzeugende  verschiedener  Systeme,  vollkommen  bestimmt. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  drei  von  den  vier  gegebenen 
Punkten,  beispielsweise  durch  i?, ,  p^  und  p^,  eine  Ebene  e  gelegt,  so 
schneidet  diese  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  X,  von  welchem 
fünf  Punkte,  d.  i.  die  drei  Punkte  p^^  p^^  p^  und  die  Durchstoßpunkte 
a  und  6  der  beiden  Erzeugenden  l  und  g  mit  der  Ebene  e  bekannt 
sind.    Der  Kegelschnitt  ist  somit  vollständig  bestimmt. 

Die  Erzeugende  g^^  welche  durch  den  vierten  gleichfalls  gege- 
benen Punkt  p^  geht,  muss  die  Erzeugende  l  sowohl,  als  auch  den 
Kegelschnitt  K  treffen. 

Wird  daher  der  Schnitt  a  der  Ebene  e  mit  der  Ebene  {lp^)j 
welcher  sich  als  eine  durch  a  gehende  Gerade  ergibt,  aufgesucht^  so 
trifft  diese  den  durch  die  Punkte  a,  h^p^,  p^  und  p^  gegebenen  Kegel- 
schnitt K  das  zweitemal  iu  einem  Punkte  c 

Letztgenannter  Punkt  c  kann  aus  den  beiden  projectivischen 
Strahlenbüscheln  a(p^pap.^, . .)  und  b(p^pQp^, . ,)  auf  bekannte  Weise 
linear  construiert  werden  und  wird  mit  p^  verbunden  eine  Erzeugende 
g^  des  Hyperboloides  liefern. 

Betrachtet  man  nun  g  und  g^  als  Achsen  der  erzeugenden 
projectivischen  E  b  e  n  en  b  ü  s  c  h  el,  so  können  aus  den  drei 
Paaren  entsprechender  Ebenen  gp^,  g^p^;  gp,^,  9\P<i\  9P3y  ffiPs  be- 
liebig viele  Paare  solcher  Ebenen,  also  auch  beliebig  viele  Erzeugen- 
den des  Hyperboloides  construiert  werden. 

Sehr  interessant  ist  die  Construction  in  dem  nachstehenden  Falle. 

§.  59, 

Ein  v^indschiefes  Hyperboloid  ist  durch  eine  Erzeugende  g  und 
durch  sechs  Punkte  p^,  p^,  p^y  p^y  p^  und  Pq  vollkommen  bestimmt. 

Ermitteln  wir  zunächst  die  dem  Systeme  g  angehörende  Er- 
zeugende ^1,  welche  durch  den  Punkt  p^  geht.  Die  genannte,  resp. 
zu  suchende  Gerade  muss,  wie  selbstverständlich,  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  die,  fünf  Ebenen  (g,,  p,),  (g^,  jp„),  (g^,  ^3),  (g^,  p^)  und 
idi^  Pb)y  welche  diese  mit  den  fünf  Punkten  Pi  ^  .  .  p,^  bestimmt,  pro- 
jectivisch  seien  mit  den  fünf  Ebenen  [g,  p^),  {g,  p^),  (g,  p^) ,  {g,  p^), 
{9i  P^  5  welche  durch  die  gegebene  Gerade  g  mit  denselben  Punkten 
i)^  .  .  .  pr,  festgestellt  sind. 
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Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Transversalebene  e 
an,  welche  die  Achse  g  in  einem  Punkte  s  und  die  fünf  Ebenen 
(9)  Pi)'  •  '(9i  Pö)  i^  einem  Fünfstrahle  s  {7ti7t27t^7C^7t^)  schneidet.  Die- 
selbe Ebene  e  schneidet  die  fünf  Verbindungsgeraden  Pq^j^^  .  ,  .  p^p^^ 
in  den  Punkten  a^,  «g^  ^3^  ^4  ^^^  ^^5- 

Lässt  sich  nun  in  der  Ebene  e  ein  Punkt  x  so  bestimmen,  dass 
derselbe  im  Zusammenhange  mit  den  Punkten  %  .  .  .  a^  einen  Fünf- 
strahl X  {a^ a^)  bildet,  welcher  zu  dem  Fünfstrahle  s  {tz^ 7t^) 

projectivisch  ist,  so  wird  die  Yerbindungsgerade  ^1  der  Punkte  x  und 
pQ  die  gesuchte  Gerade  darstellen.  Denn  die  fünf  Ebenen,  welche 
durch  xPq  geführt  werden  können  und  die  Strahlen  xa^, . ,  ,xa^  ent- 
halten, sind  einerseits  projectivisch  mit  den  fünf  Ebenen  {g,  Pi)-..{g^  p^), 
und  andererseits  enthalten  sie  auch  die  fünf  Geraden  PqPv  -  -  »PeP^^ 
also  auch  die  fünf  gegebenen  Punkte  p^^ p^. 

Die  gestellte  Aufgabe  erscheint  somit  zurückgeführt  auf  die  „in 
einer  Ebene  {e)  einen  Punkt  x  (Taf.  II,  Fig.  13a  und  136)  zu 
finden,  welcher  fünf  in  dieser  Ebene  gegebene  Punkte 
ai,  a^,  a^j  ^4?%  durch  einen  Fünfstrahl  so  projiciert,  dass 
derselbe  einem  gegebenen  Fünfstrahle  s  (7t-i^,..7t^)  projec- 
tivisch ist". 

Dieser  Punkt  kann  ein-deutig  als  Schnittpunkt  zweier  Kegel- 
schnitte,   die  durch  dieselben  drei  Punkte  gehen,  construiert  werden. 

Wir  verbinden  den  Punkt  a-^  mit  ^2,  a,^  und  a^,  und  bestimmen 
einen  durch  %  gehenden  Strahl  t'  derart,  dass  er  mit  den  drei  Strahlen 
6*1^2,  cti%y  <^i<^4  einen  Vierstrahl  a^{Va2a^a^)  bildet,  welcher  mit 
dem  gegebenen  Vierstrahle  s  {'JC^^2^3^4)  projectivisch  ist. 

Durch  die  vier  Punkte  %,  «2,  6*3,  «4  und  durch  die  Gerade  t\ 
als  Tangente  in  a^,  ist  ein  Kegelschnitt  K^  bestimmt.  Jeder  Punkt 
dieses  Kegelschnittes  hat  die  Eigenschaft,  dass  er  die  vier  Punkte  a^ , 
üo,  (^3,  a^  durch  einen  Vierstrahl  projiciert,  welcher  mit  dem  Vier- 
strahle a^(t^a(^a^a^)  ,  also  auch  mit  dem  Vierstrahle  s  (7t^7t,,7t^7tjj 
projectivisch  ist,  d.  h.  mit  anderen  Worten :  Der  Kegelschnitt  X' 
ist  der  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte  |',  welche  die  vier 
Punkte  a,,  0^2,  0^3,  a^  durch  Vierstrahlen  ^^  (a^ao%a^)  so  projicieren, 
dass  sie  zu  dem  gegebenen  Vierstrahle  siTt^Ttr^jr^jc^)  projectivisch  sind. 

Bestimmen  wir  ferner  zu  den  drei  Strahlen  a^  a^ ,  a^a^^  a^  % 
einen'  durch  a^  gehenden  Strahl  V^  derart,  dass  er  mit  denselben  einen 
Vierstrahl  a^  {V^  a^ar^a^)  bildet,  welcher  mit  dem  gegebenen  Vierstrahle 
s  (Tty^Tt^Tt^TC^)  projectivisch  ist. 

Die  vier  Punkte  a^,  a„^  a^,  %  und  der  Strahl  t"  als  Tangente 
im   Punkte   a^^   bestimmen   abermals   einen   Kegelschnitt  K".     Jeder 

4* 
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Punkt  I''  dieses  Kegelschnittes  hat  die  Eigenschaft,  dass  er  die  vier 
Punkte  (Xj,  ^2,  «3,  a^  durch  einen  Yierstrahl  l''  {üy^a^a^a^)  projiciert, 
welcher  mit  dem  Vierstrahle  a^  (V*  a^ar^a^) ,  also  auch  mit  dem  ge- 
gebenen Vierstrahle  s  {Tt^Tt^Tc^it^  projectivisch  ist,  oder  mit  anderen 
Worten:  Der  Kegelschnitt  X"  ist  der  geometrische  Ort  aller  jener 
Punkte  I",  welche  die  vier  Punkte  a^,  a^,  a^,  %  durch  Vierstrahlen 
l*'{a^a^a^a^)  projicieren,  die  mit  dem  gegebenen  Vierstrahle  s{7C^'7tc^7C^7Cr^) 
projectivisch  sind. 

Die  beiden  Kegelschnitte  K'  und  ^"  gehen  durch  die  drei  ge- 
gebenen Punkte  a^ ,  a^ ,  a^,  und  schneiden  sich  demgemäß  noch  in 
einem  vierten  Punkte  x,  welcher  die  Eigenschaft  der  Punkte  |'  sowohl, 
als  auch  die  Eigenschaft  der  Punkte  |"  besitzt,  welcher  also  die 
Punkte  ttj,  0^2,  a^,  a^  durch  einen  Vierstrahl  x  {a^a^^a^a^,  der  zu  dem 
gegebenen  Vierstrahle  s{7ty^7to7C^7t^  projectivisch  ist,  und  weiters  auch 
die  vier  Punkte  a^,  a^,  a^^,  a^  durch  einen  Vierstrahl  x  {a^a^a^a^), 
welcher  mit  dem  gegebenen  Vierstrahle  s  {7t^7tn,7i^%r^  projectivisch  ist, 
projiciert. 

Der  Punkt  x  wird  demnach  jener  Punkt  sein,  welcher  die  fünf 
gegebenen  Punkte  a^  .  .  .a^  durch  einen  Fünfstrahl  projiciert, 
der  mit  dem  gegebenen  Eüufstrahle  5  (^r^TTo. .  .^tt.)  projectivisch  ist. 

Der  vierte  Schnittpunkt  x  der  Kegelschnitte  Z'  und  K''  kann 
auf  folgende  Weise  linear  construiert  werden. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  a„,  w^elcher  K^  und  K''  ge- 
meinschaftlich ist,  eine  beliebige  Gerade  A  gezogen,  welche  den  Kegel- 
schnitt K'  noch  in  6'  und  den  Kegelschnitt  K''  in  ?>"  schneiden  möge, 
und  verbinden  wir  die  Punkte  6'  und  h'*  mit  irgend  einem  zweiten 
dem  K'  und  K'^  gemeinschaftlichen  Punkte,  allenfalls  mit  a^. 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  sobald  sich  der  Strahl  k  um  a^  dreht, 
derselbe  ein  Strahlenbüschel  beschreiben  wird,  zu  welchem  sowohl 
das  von  dem  Strahle  a^l\  als  auch  das  von  dem  Strahle  a^h''  be- 
schriebene Strahlenbüschel  projectivisch  sein  wird.  Die  beiden  Strahlen 
«1  &'  und  a^h'^  werden  infolge  dessen  zwei  concentrisch-projec- 
tivische  Strahlenbüschel  beschreiben. 

Betrachten  wir  nun  die  besonderen  Lagen  entsprechender  Strahlen 
dieser  beiden  Büschel. 

Gelangt  der  Strahl  k  bei  der  Drehung  in  die  Lage  a^  a, ,  so  tritt 
an  die  Stelle  von  a^b^  die  Tangente  t\  und  an  die  Stelle  von  a^h'' 
die  Tangente  j(''.  Es  sind  demnach  P  und  P'  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  vorgenannten  concentrischen  Strahlenbüschel. 

Gelangt  der  Strahl  k  in  die  Lage  a^a^,  so  entspricht  demselben 
in  beiden  Büscheln  der  Strahl  a^a^-,    dieser  Strahl    ist    somit   einer 
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der  beiden  Doppel  strahlen  der  concentrischen  Büschel.  Es  ist 
klar,  dass  der  andere  Doppelstrahl  durch  den  zu  suchenden  vierten 
Schnittpunkt  x  von  K'  und  K''  gehen  müsse. 

Bestimmen  wir  (mittelst  der  aus  dem  PascaTschen  Satze  fol- 
genden Construction)  denjenigen  Punkt  a'5,  in  welchem  der  Strahl 
a^%  den  Kegelschnitt  K*  schneidet,  so  erhalten  wir  in  a^a^  und 
aj  a\  ein  zweites  Paar  entsprechender  Strahlen  der  concentrischen 
Büschel,  deren  projectivische  Beziehung  hiermit  durch  die  beiden 
Paare  V,V'\  a^a'^,  a^a^  entsprechender  Strahlen  und  durch  den  einen 
Doppelstrahl  0^,0^3  vollkommen  festgestellt  erscheint. 

Der  zweite  Doppelstrahl  öf,  x  kann,  wie  folgt,  construiert  werden. 
Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  von  a,  a.^  zwei  willkürliche 
Geraden  r^  und  r„,  von  welchen  die  eine  das  Strahlenbüschel  a^{t^a\a^ 
in  der  Punktreihe  r',«',  0  und  das  zweite  Strahlenbüschel  a^{t'*a^a^) 
in  der  Punktreihe  t",  a*',  0  schneidet.  Diese  Punktreihen  sind  per- 
spectiv isch,  da  der  Schnittpunkt  0  ihrer  Träger  ein  sich  selbst- 
entsprechender Punkt  ist.  Das  projicierende  Centrum  für  ob- 
genannte  Punktreihen  erhält  man  in  dem  Schnittpunkte  S  der  Ver- 
bindungsstrahlen r'r"  und  a^a''. 

Jeder  durch  S  gezogene  Strahl  schneidet  die  Punktreihen  r^  und 
r^  in  zwei  einander  entsprechenden  Punkten,  welche  mit  a^  verbunden, 
zwei  entsprechende  Strahlen  der  concentrisch-projectivischen  Strahlen- 
büschel liefern.  Der  Strahl  Sa-^  insbesondere  schneidet  r^  und  rg  in 
zwei  Punkten,  welche,  mit  %  verbunden,  zwei  entsprechende,  mit  Sa^ 
zusammenfallende  Strahlen,  also  den  gesuchten  zweiten  Doppel- 
strahl der  beiden  concentrischen  Büschel  geben. 

Der  Schnittpunkt  x  des  Strahles  Sa^^  mit  einem  der  beiden 
Kegelschnitte  K^  und  -ST"  ist  der  vierte  gemeinschaftliche  Schnittpunkt 
dieser  letzteren.  Die  Construction  desselben  ist  aus  Früherem  bekannt. 

Auf  Grund  der  vorausgeschickten  Entwicklungen  ist  der  Fünf- 
strahl x{a^a^a^a^a^)  projectivisch  mit  dem  gegebenen  Fünfstrahle 

Verbindet  man  x  mit  p^^  durch  eine  Gerade  g^,  so  wird  aus 
dieser  Geraden  als  Achse,  das  Strahlenbüschel  ^  (%  .  .  .  a^)  durch  ein 
Ebenenbüschel  g^  (a^  .  .  .  a^  projiciert ,  welches  einerseits  mit  dem 
Ebenenbüschel  ^  (j?i ...  2^5)  projectivisch  ist,  und  andererseits  die  fünf 
gegebenen  Punkte  p^  -  -  -P^  projiciert. 

Durch  die  obgenannten  beiden  Ebenenbüschel  wird  ein  wind- 
schiefes Hyperboloid  erzeugt,  welches  sowohl  die  Geraden  g  und 
g^  und  somit  auch  den  Punkt  p^ ,  als  auch  die  Pimkte  p^,  p,,,  p^^  p^ 
und  p^  enthält,  und  folglich  das  verlangte  Hyperboloid  darstellt. 
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Die  vorerwähnte  Gerade  g^  ist  die  durch  den  Punkt  p^  gehende 
und  zum  System  g  gehörende  Erzeugende  des  Hyperboloides. 

§.  60. 

Schließlich  mag  noch  einer  Eigenschaft  des  windschiefen  Hyper- 
boloides Erwähnung  geschehen,  auf  welche  wir  in  der  Folge  öfters 
Veranlassung  finden  werden,  uns  zu  berufen. 

Ein  windschiefes  Hyperboloid  und  dessen  Asymp- 
totenkegel wird,  wie  dargethan,  von  einer  beliebigen  Ebene  in  ähn- 
lichen, concentrischen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  getroffen. 

Ferner  ist  auch  sichergestellt  worden,  dass  ein  Kegel  zweiten 
Grades  von  zwei  Scharen  paralleler  Ebenen,  welche  zu  der  einen 
Hauptachse  parallel  sind  und  mit  den  beiden  anderen  eine  gleiche 
Neigung  besitzen,  nach  Kreisen  geschnitten  werde. 

Übertragen  wir  diese  Eigenschaft  auf  das  windschiefe  Hyper- 
boloid,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

49,  ^^Das  tvindschiefe  Hyperboloid  ivird  von  mvei  Scharen  paral- 
leler Ebenen  nach  Kreisen  geschnitten.  Die  Ebenen  beider  Scharen 
sind  ^u  einer  Hauptachse  {und  sivar  mir  großen  Achse  der  Kehlellipse) 
parallel,  ivährend  die  Ebenen  der  einen  Schar  mit  den  beiden  anderen 
Achsen  die  nämlichen  WinJcel  einschließen,  nie  die  Ebenen  der  an- 
deren Schar  mit  denselben  Achsen.'' 


ni.    Capitel. 
Das  orthogonale  Hyperboloid. 

§.61. 

Die  Schnittgeraden  der  Paare  auf  einander  senkrecht  stehender, 
beziehungsweise  durch  zwei  sich  nicht  schneidende  Geraden  g^  und  go 
gehender  Ebenen  erzeugen,  wie  bereits  (Satz  11)  nachgewiesen  wurde, 
ein  windschiefes  Hyperboloid. 

Diese  besondere  Art  eines  windschiefen  Hyperboloides  wird  als 
„orthogonales  Hyperboloid"  bezeichnet.  Die  besagte  Fläche 
und  deren  wichtigsten  Eigenschaften  wollen  wir  nunmehr  unserem 
Studium  unterziehen. 

Wie  oben  erwähnt,  ist  auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen 
die   auf  die  vorbezeichnete  Weise  hervorgebrachte  windschiefe  Fläche 
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ein  Hyperboloid.  Auch  wurde  an  betreffender  Stelle  gezeigt,  dass  die 
beiden  Scharen  von  Kreisschnitts  ebenen  zu  den  Achsen  ^, 
und  ^2  der  beiden  erzeugenden  Ebenenbüschel  senkrecht  seien,  und 
dass  jede  Ebene,  welche  auf  der  einen  oder  der  anderen  der  beiden 
Geraden  g^  und  g^  senkrecht  steht,  g^  und  g,^  in  zwei  Punkten  a^ 
und  a,  treffe,  welche  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  de^ 
betreö'enden  Kreisschnittes  darstellen. 

Dieser  Eigenschaft  dient  nachstehende  Erzeugungsart  als  Grundlage. 

50.  y^Betvegt  sich  eine  Ebene  derart^  dass  sie  stets  su  einer  von 
^wei  sieh  kreuzenden  festen  Geraden  g^  und  ^2  senkrecht  Ueibt,  so 
erzeugt  der  in  dieser  Ebene  über  der  Verbindung sstr ecke  ihrer  Schnitt- 
punkte mit  g^  und  ^2  ^^^  Durchmesser  beschriebene  Kreis,  ein  ortho- 
gonales Hyperboloid,  Dasselbe  Hyperboloid  kann  in  gleicher  Weise 
von  Kreisen  hervorgebracht  werden,  welche  in  Ebenen  liegen ,  die  mi 
der  mveiten  Geraden  senkrecht  sind.  Die  beiden  Geraden  g^  und  g^ 
sind  Erzeugende  eines  und  desselben  Systems,''^ 

§.  62. 

Beachtet  man,  dass  in  jedem  Hyperboloide  einer  Erzeu- 
genden des  einen  Systems  eine  parallele  Erzeugende  im 
anderen  Systeme  entspricht,  so  findet  man,  dass  im  vorliegen- 
den Falle  die  Kr  eis  schnitte  des  einen  Systems  zu  zwei  gewissen 
Erzeugenden  verschiedener  Systeme  g^  und  \  senkrecht  seien,  und 
dass  ebenso  die  Kreisschnitte  der  zweiten  Schar  auf  zwei  Erzeugenden 
g^  und  ?o  verschiedener  Systeme  senkrecht  stehen.  Es  folgt  hieraus 
der  Satz: 

ül.  ^Das  orthogonale  Hyperboloid  unterscheidet  sich  von  dem 
allgemeinen  windschiefen  Hyperboloide  dadurch,  dass  jede  Schar  seiner 
Kreisschnittsebenen  auf  geivissen  sivei  Erzeugenden  verschiedener 
Systeme  senkrecht  steht, u 

§.  63. 

Denken  wir  uns  das  orthogonale  Hyperboloid  durch  zwei  Ebenen- 
büschel g^  und  ^2  ei'zeugt  und  seien  e^  und  e„ ;  e\  und  e'2 . . .  Paare 
entsprechender,  d.  h.  auf  einander  senkrecht  stehender  Ebenen  dieser 
Büschel. 

Führt  man  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  im  Eaume 
Parallele  y^  und  y,,  zu  g^  und  ^2?  sowie  durch  y^  und  y„  parallele 
Ebenen  s^  und  8^;  s\  und  f'g...  zu  den  Ebenen  e^  und  ^3;  e\  und 
^'2...,  so  wird  man  zwei  pr  oj  ec  ti  vische  Ebenenbüschel  mit 
sich  schneidenden  Achsen   y-^  und  fc^  erhalten,  in  welchen  ent- 
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sprechende  Ebenen  gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen  und  dem- 
gemäß einen  sogenannten  „orthogonalen  Kegel''  erzeugen  werden. 

Selbstverständlich  sind  die  Erzeugenden  dieses  so  entstandenen 
Kegels  wieder  parallel  zu  den  Erzeugenden  des  orthogonalen 
Hyperboloides  (^i^o)-  Bezeichneter  Kegel  ist  somit  ein  Eich- 
tungskegel  des  orthogonalen  Hyperboloides. 

Offenbar  hat  auch  dieser  Kegel  die  Eigenschaft^  von  Ebenen, 
welche  senkrecht  zu  ^j  oder  y.^  sind,  nach  Kreisen  geschnitten 
zu  werden. 

Betrachten  wir  einen  derartigen  Kegel  etwas  näher. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  die  beiden  sich  schneidenden 
Geraden  y^  und  y^  (Taf.  II,  Fig.  14)  in  der  verticalen  Projections- 
ebene  an  und  wählen  die  horizontale  Projectionsebene  senkrecht  zu  y. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Schnittcurve  des  Kegels  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  ein  Kreis  -K"',  welcher  über  der  Ver- 
bindungsgeraden Ä'i?'  der  horizontalen  Durchstoüpunkte  /S'  und  jB' 
von  yi  und    y^  als  Durchmesser  beschrieben  wird. 

Ferner  seien  g^  und  g„  zwei  gegen  die  Verticalprojectionsebene 
symmetrisch  liegende  Kegelerzeugende,  deren  Fußpunkte  auf  dem 
Kreise  durch  x\  und  x^c^  dargestellt  sind.  Die  beiden  Erzeugenden 
g^,  g^  haben  diesfalls  eine  und  dieselbe  Verticalprojection. 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Erzeugenden  g^  und  g^^  und  durch 
zwei  andere  Erzeugenden  ga,  gb  dieses  Kegels,  deren  Fußpunkte  auf 
dem  Kreise  K'  die  Punkte  a'  und  6'  sein  mögen,  die  Ebenen  {gi.ga) 
oder  e\e\,  {g^.gh)  oder  e\e\;  [g^,  ga)  oder  e%e^h  und  {g2,gi)  oder 
e\e\  gelegt,  welche  die  Grundlinie  AZ  beziehungsweise  in  m,  n, 
mi  und  %  treffen  mögen,  so  sind  (nach  dem  Satze  von  Desargues) 
S\  jR';  m,  m^]  n,  n^  drei  conjugierte  Punktepaare  einer  In- 
volution. Infolge  dessen  bilden  auch  die  Verticaltracen  e\^  e*„; 
e%,  e\  mit  y^  und  y^  drei  conjugierte  Strahlenpaare  einer 
Involution. 

Denken  wir  uns  weiters  zu  g  (Verticalprojection  der  beiden  durch 
ijc^  und  X(^  gehenden  Erzeugenden)  eine  Senkrechte  N^  gezogen,  so 
kann  diese  als  die  Verticaltrace  einer  Ebene  betrachtet  werden,  welche 
einerseits  auf  der  Erzeugenden  g^  senkrecht  steht  und  andererseits  als 
Verticaltrace  einer  zweiten  Ebene  angesehen  werden,  welche  zu  der 
Erzeugenden  g^  normal  geführt  ist.  Diese  Gerade  wird  von  der  vor- 
genannten Strahleninvolution  in  drei  Paaren  conjugierter  Punkte 
0,  Q]  ft,  fti*,  V,  v^  einer  Punktinvolution  geschnitten. 

Vermittelst  der  Geraden  N^  wird  es  nun  leicht  möglich  sein, 
die -wahre  Größe   jenes  Winkels  zu  ermitteln,  welchen  die  Ebenen 
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{9i^9a)  und  (gi^gb)  bilden,  als  auch  jenen  Winkel  festzustellen,  welchen 
die  Ebenen  {go,ga)  und  {gq,gb)  einschließen. 

Berücksichtigen  wir,  dass  die  Ebenen  (^j,  g^)  und  (j/^,  g^)  auf 
einander  senkrecht  stehen  (der  Kegel  ist  ein  orthogonaler),  so  kann 
man  den  umgelegten  Scheitel  P^  des  Neigungswinkels  des  ersten 
Paares  direct  construieren.  Derselbe  liegt  nämlich  in  dem  über  oq 
als  Durchmesser  construierten  Kreise  k  und  wird  somit  die  wahre 
Größe  jenes  Neigungswinkels  durch  ^lF^v  dargestellt. 

In  gleicher  Weise  stehen  aber  auch  die  Ebenen  (y,,  g^)  und  {y^^  ^2) 
auf  einander  senkrecht;  es  wird  daher  der  umgelegte  Scheitel  des 
Neigungswinkels  der  Ebenen  {g^,  ga)  und  {g^,  g^)  wieder  auf  dem  Kreise 
X  liegen.  Denken  wir  uns  denselben  nach  P^'  umgelegt  (P^  und  P^' 
liegen  symmetrisch  gegen  oq),  so  wird  der  gesuchte  Neigungswinkel 
in  wahrer  Größe  durch  ^iF^'v  repräsentiert  erscheinen. 

Wir  finden  somit,  dass  die  Schenkel  der  beiden  Neigungswinkel 
IiJPqV  und  fijP^'i/,  infolge  der  Involution  ^iv,  ftji/j,  öq  ein  dem 
Kreise  z  eingeschriebenes  Vier  seit  bilden  und  dass  sich  demgemäß 
diese  beiden  Winkel  zu  2P  ergänzen,  oder  mit  Rücksicht  auf  ihre 
Bedeutung  als  Neigungswinkel  obiger  Ebenenpaare,  einander  gleich  sind. 

Nachdem  die  Erzeugenden  ga  und  gb  willkürlich  gewählt  wurden 
und  von  den  Erzeugenden  gi,g<i  bloß  vorausgesetzt  worden  ist,  dass 
sie  gegen  die  Ebene  (^^1,2^2)  symmetrisch  liegen,  so  folgt,  dass  jener 
Winkel,  welchen  die  Ebenen,  die  durch  eine  Erzeugende  g^  eines 
orthogonalen  Kegels  und  durch  zwei  andere  Erzeugende  ga  und  gb 
gelegt  werden,  dem  Winkel  gleich  sei,  welchen  die  Ebenen  einschließen, 
die  durch  die  nämlichen  Erzeugenden  ga  und  g^  und  die  der  Erzeu- 
genden g^  in  Bezug  auf  die  Ebene  (^^,  y^)  symmetrische  Erzeugende 
92  gßlögt  werden,  oder  mit  anderen  Worten: 

52.  „Ein  orthogonaler  Kegel  hann  auf  tmendlich  viele  Arten 
durch  ^wei  congruente  Ehenenbüschel  erzeugt  werden;  die  Achsen  dieser 
Ebenenhüschel  sind  Erzeugende,  welche  symmetrisch  gegen  die  Ebene 
(7v7o)   liegen.^ 

Dieser  Satz  lässt  sich  infolge  der  Parallelität  der  erzeugenden 
Ebenenbüschel  direct  auf  das  orthogonale  Hyperboloid  über- 
tragen und  wird  in  diesem  Falle  lauten: 

53.  j^Ein  orthogonales  Hyperboloid  kann  auf  unmhUg  viele 
Arten  durch  zwei  projectimsch  -  congruente  Ebenenbüschel  erzeugt 
werden.'^ 

Oder,  wenn  die  Erzeugungsart  desselben  berücksichtigt  wird: 

54.  ^^Zivei  projectivisch-congruente  Ebenenbüschel  erzeugen  immer 
ein  orthogonales  Hyperboloid.^^ 
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§.  64. 

Sind  ö,  und  o^  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Achsen  ^^  und 
g^  (zweier  erzeugenden  Ebenenbüschel,  deren  entsprechende  Ebenen 
auf  einander  senkrecht  stehen)  und  legt  man  durch  o^  und  g^  bezie- 
hungsweise durch  O2  und  ^,  die  Ebenen  io^^g^)  und  {p^,g^)^  d.  i.  Ebenen, 
welche  je  durch  die  eine  Achse  parallel  zu  der  anderen  geführt  werden; 
construiert  man  ferner  durch  g^  und  g^  die  zu  diesen  Ebenen  senk- 
rechten Ebenen,  so  schneiden  sich  dieselben  in  dem  kürzesten  Ab- 
stände {m^m.^  der  beiden  Achsen  g^  und  (/g.  Die  Erzeugenden  o^rn^ 
und  öom, ,  welche  beziehungsweise  zu  g^  und  ^^  parallel  sind,  müssen 
sodann  offenbar  zwei  besondere  Erzeugende  des  orthogonalen  Hyper- 
boloides repräsentieren.  Selbstverständlich  wird  der  kürzeste  Abstand 
dieser  letztgenannten  Erzeugenden,  die  wir  kurz  ?,  und  l^  nennen 
wollen,  auch  gleich  m^  m„  sein. 

Führen  wir  nun  irgend  eine  Ebene  a  rechtwinklig  zum  Strahle 
g^,  so  ist  dieselbe  auch  rechtwinklig  zu  Z, . 

Besagte  Ebene  wird  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise,  die  vier 
Strahlen  (/^  ^o,  l^  und  ?„  dagegen  in  vier  Punkten  ;p^,  ^^;  ^, ,  q^ 
schneiden. 

Da  p^Pn  einen  Durchmesser  dieses  Kreises  darstellt,  ferner  die 
Ebene  {g^,  l^)  der  Ebene  (1^^  g^)  parallel  ist  und  s  zu  beiden  Ebenen 
senkrecht  steht,  so  schneidet  s  beide  in  parallelen  Geraden;  es  sind 
folglich  auch  die  Sehnen  p-^^q^  und  ^3^3  ™  obigen  Kreise  parallel, 
daher  also  ^, ^3  gleichfalls  ein  Durchmesser  des  Kreises. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  man  an  Stelle  der  gegebenen  Strahlen 
g^  und  g^,  welche  als  Achsen  zweier  projectivischen  Ebenenbüschel, 
deren  entsprechende  Ebenen  zu  einander  senkrecht  stehen,  angenommen 
wurden,  auch  die  beiden  mit  jenen  Achsen  parallelen  Erzeugenden  l^ 
und  ?2  des  zweiten  Systems  hätte  annehmen  können,  um  in  gleicher 
Weise  das  orthogonale  Hyperboloid  zu  construieren.  Die  sich  aus 
der  angestellten  Betrachtung  ergebende  Folgerung  lautet  somit: 

55.  „JSm  tind  dasselbe  orthogonale  Hyperboloid  Jcann  auf  swei 
verschiedene  Arten  durch  je  0ivei  projectivische  Ebenenbüschel ,  deren 
entsprechende  Ebenen  mi  einander  senlvvecht  sind^  erzeugt  tverden.  Die 
Achsen  der  beiden  Ebenenbüschel  sind  zwei  zu  den  beiden  Kreis- 
schnitten senh'echte  Erzeugenden  der  einen  Begelschar^  oder  die  diesen 
parallelen  Erzeugenden  der  zweiten  Scharf'' 
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IV.   Capitel. 
Der  gleichseitige  Kegel. 

§.  65. 

Bevor  wir  darauf  übergehen,  eine  zweite  besondere  Art  des  wind- 
schiefen Hyperboloides  zu  untersuchen,  dürfte  es  zweckniäßig,  ja  noth- 
wendig  erscheinen,  die  Eigenschaften  eines  besonderen  Kegels 
zweiten  Grades,  welcher  nait  dem  zu  besprechenden  Hyperboloide 
in  enger  Verbindung  steht,  näher  kennen  zu  lernen. 

Jeder  beliebige  'Kegel  zweiten  Grades  kann  durch  Ebenen  ver- 
schiedener Stellung,  nach  gleichseitigen  Hyperbeln  geschnitten 
werden. 

Denken  wir  uns  nämlich  zu  dem  gegebenen  Kegel  den  reci- 
proken  Kegel,  d.i.  jenen  Kegel  construiert,  dessen  Tangentialebenen 
durch  den  Scheitel  des  ersteren  gehen  und  auf  den  Erzeugenden 
desselben  senkrecht  stehen. 

Liegt  der  Eeciprokalkegel  zum  Theile  oder  ganz  in  dem 
Kaume  des  gegebenen  Kegels,  so  schneidet  eine  gewisse  Partie  oder 
es  schneiden  beziehungsweise  alle  seine  Tangentialebenen  den  gegebenen 
Kegel  in  reellen  Erzeugenden. 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  s  eine  beliebige  Erzeugende  des  gege- 
benen Kegels  zweiten  Grades  und  die  derselben  entsprechende  Tan- 
gentialebene des  Keciprokalkegels  schneide  den  ersteren  in  den  Erzeu- 
genden r^  und  ^2-  Dieser  Annahme  entsprechend,  sind  s  und  r^,  sowie 
auch  5  und  rg  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Erzeugenden  des 
gegebenen  Kegels.  Jede,  zu  einer  der  Ebene  (s,r^)  oder  (s,  rg)  parallele 
Ebene,  schneidet  den  Kegel  nach  einer  Kegelschnittslinie,  deren  Asymp- 
totenrichtungen jene  von  s  und  r^  beziehungsweise  von  s  und  rg  sind 
und  folglich  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein  muss. 

Wählt  man  eine  andere  Erzeugende  s,  so  werden  sich  in  gleicher 
Weise  auch  zwei  andere  Stellungen  von  Ebenen  ergeben,  deren  Schnitte 
mit  dem  besagten  Kegel  wieder  gleichseitige  Hyperbeln  sein  müssen. 

Im  allgemeinen  wird  es  keine  Ebene  des  Keciprokalkegels  geben, 
welche  den  gegebenen  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  r^  und  rg  schneidet, 
die  selbst  wieder  auf  einander  senkrecht  stehen.  Im  Gegentheile  ist 
jener  Fall,  in  welchem  ein  Kegel  drei  wechselseitig  auf  ein- 
ander senkrecht  stehende  Erzeugenden  besitzt,  als  „be- 
sonderer Fall"  hervorzuheben  und  wird  ein  Kegel,  welchem  diese 
Eigenthümlichkeit  zukömmt  oder  ein  Kegel  von  dieser  besonderen 
Eigenschaft  ein  „gleichseitiger  Kegel"  genannt. 
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§.  66. 

Stellen  wir  uns  vor,  ein  Kegel  zweiten  Grades  besitze  drei 
gegenseitig  auf  einander  senkrecht  stehende  Erzeugenden  Sa,  Sa^,  ä^- 

Jede  Ebene,  welche  auf  einer  dieser  drei  Erzeugenden,  etwa 
auf  Sa  senkrecht  steht,  ist  parallel  zu  den  beiden  anderen  Sa^  und 
Saj,  schneidet  daher  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
fl,  deren  Asymptoten  zu  Sa^  und  Sa2  parallel  sind. 

Die  Ebene  dieser  Hyperbel  denken  wir  uns  unmittelbar  als  Pro- 
jectionsebene  angenommen. 

Der  Punkt  a  (Taf.  II,  Fig.  15),  in  welchem  diese  Ebene  die  Er- 
zeugende Sa  schneidet,  ist  einerseits  ein  Punkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel  H  und  andererseits  die  orthogonale  Projection  S'  des  Kegel- 
scheitels. Die  orthogonalen  Projectionen  der  beiden  anderen  Erzeugen- 
den Sa^^  und  Sa2  gehen,  der  Voraussetzung  gemäß,  durch  S'  und 
sind  parallel  zu  den  Asymptoten  Ä^  und  A2  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel H.  Den  Abstand  des  Kegelscheitels  S  von  seiner  Projection 
wollen  wir  mit  h  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Hyperbel  H  mit 
S'  verbunden,  so  stellt  die  besagte  Gerade  xS'  die  orthogonale  Pro- 
jection irgend  einer  Kegelerzeugenden  dar.  Fällen  wir  weiters  durch 
den  Kegelscheitel  S  eine  Ebene  e  senkrecht  auf  diese  Erzeugende  Sx^ 
so  wird  die  Bildflächtrace  eb  dieser  Ebene  als  eine  Gerade  erscheinen, 
die  senkrecht  zu  der  Projection  S'x  steht.  Letztere  trifft  die  eh  in 
einem  Punkte  a,  für  welchen  bekanntlich 

QcS\  S'x  =  Ä^ 
ist.  Der  Punkt  a  fällt  stets  außerhalb  der  Strecke  Sx^  und  trifft 
infolge  dessen  die  Trace  ei,  die  Hyperbel  immer  in  zwei  reellen 
Punkten  y  und  0,  welche  mit  S'  verbunden,  die  Projectionen  S^y  und 
S^0  jener  Erzeugenden  repräsentieren,  in  welchen  der  gleichseitige 
Kegel  (/S,  H)  von  der  Ebene  e  geschnitten  wird. 

Zeichnen  wir  das  Dreieck  xy0,  so  folgt  aus  einem  bekannten 
Satze  der  Kegelschnittstheorie,  dass  der  Höhenschnittpunkt 
dieses  Dreieckes  stets  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  sein  müsse. 
Dieser  Höhenschnittpunkt  kann  aber  offenbar,  da  S^x  auf  y^ 
senkrecht  steht,  kein  anderer  als  der  Punkt  /S'  selbst  sein. 

Hieraus  folgt  aber  weiters,  dass  auch  die  Verbindungsgerade  S' 2/ 
senkrecht  zu  X0  und  die  Gerade  S^0  normal  zu  xy  stehen  müsse. 
Ferner  ist  auch  klar,  dass  die  Erzeugende  S^y  des  Kegels  (S,  H) 
einerseits  in  der  zu  S^x  senkrechten  Ebene  Syj^,  andererseits,  wegen 
S^y  normal  zu  X0,  in  einer  auf  der  Ebene  8x0   senkrechten   Ebene 
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(in  der  durch  ihre  Projection  S^y  gehenden  bildfläch-projicierenden 
Ebene)  liege.  Es  wird  daher  die  Erzeugende  Sy  auch  auf  dem 
Schnitte  Ss  dieser  Ebenen  SyB  und  Sxz  senkrecht  stehen.  Infolge 
dieser  Betrachtungen  sind  somit  die  Erzeugenden  Sy  und  Sb  nicht 
nur  senkrecht  zur  Erzeugenden  Sx,  sondern  auch  senkrecht  unter 
einander. 

Da  der  Punkt  x  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  willkürlich 
angenommen  wurde,  so  gelangen  wir  auf  Grund  der  gemachten  Vor- 
aussetzungen zu  dem  Schlüsse,  dass  es  in  dem  gleichseitigen  Kegel 
{S,  H)  unendlich  viele  Gruppen  von  drei  wechselseitig  auf  einander 
stehenden  Erzeugenden  gebe,  und  dass  diese  die  nämlichen  Eigen- 
schaften wie  die  ursprünglichen  drei  Erzeugenden  Sa^^  Süa^  Sa  be- 
sitzen. 

Es  ergeben  sich  daher  die  Sätze: 

56,  y^Besit^t  ein  Kegel  ^iveiten  Grades  ein  Tripel  iveeliselseitig 
auf  einander  senkrecht  stehender  Erzeugenden^  so  Jcommen  demselben 
unendlich  viele  derartige  Tripel  bu.'-'' 

67,  ,,Jede  Ebene,  welche  auf  einer  Erzeugenden  eines  gleich- 
seitigen Kegels  senJcrecht  steht^  schneidet  diesen  Kegel  in  einer  gleich- 
seitigen  Hyperbel  und  die  genannte  Erzeugende  in  einem  Punkte, 
welcher  der  Höhendurchsehnitt  aller  Dreiecke  ist^  die  von  den  Schnitt- 
punkten der  Hyperbel  mit  den  Tripeln  rechtwinkliger  Erzeugenden 
gebildet  werden,^ 

§.  67. 

Sind  Sx^,  Sy^,  Sz^  und  Sx^,  Sy^,  Sz^  zwei  der  vorgenannten 
Tripel,  so  kann  man  durch  fünf  dieser  Strahlen,  beispielsweise  durch 
/So^i,  Sy^,  S^i,  Sx^  und  Syo,  eine  Kegelfläche  zweiten  Grades  legen. 
Nachdem  aber  drei  dieser  Strahlen,  etwa  Sx^^  Sy^  und  S^^  ein  recht- 
winkliges Tripel  bilden,  so  ist  der  Kegel  nothwendig  ein  gleichseitiger 
und  muss  dieser  daher  auch  den  mit  den  beiden  übrigen  Kegelerzeu- 
genden Sx^  und  Sy2  ein  Tripel  bildenden  Strahl  Sz^  enthalten.  Hier- 
aus ergibt  sich  unmittelbar  der  Satz: 

58,  ,.Ztvei  Tripel  auf  einander  senkrecht  stehender  und  von 
einem  und  demselben  Ftinkte  ausgehender  Strahlen  liegen  immer  auf 
einem  gleichseitigen  Kegel."" 

§.  68. 

Eine  Eigenschaft  des  gleichseitigen  Kegels,  welche  eine  voll- 
kommene Analogie    desselben  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  in  der 
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Geometrie  der  Ebene  erkenuen  lässt,  kann  nunmehr  leicht,  wie  folgt, 
entwickelt  werden. 

Sind  Sx^^Sx^  und  Sx^iTdii,  II,  Fig.  16)  drei  beliebige  von  einem  Punkte 
S  im  Eaume  ausgehende  und  nicht  in  einerlei  Ebene  liegende  Strahlen, 
so  ist  bekannt,  dass  sich  die  drei  Ebenen,  welche  durch  Sx^,  Sx^  und  8x^ 
beziehungsweise  senkrecht  zu  den  Ebenen  Sx^x^^  Sx^x^  und  Sx^x^ 
gelegt  werden,  in  einer  und  derselben  durch  S  gehenden  Geraden  Sli^ 
dem  sogenannten  Höhenstrahle  des  Dreikantes  S(x-^Xc^x^, 
schneiden,  und  dass  jeder  der  vier  Strahlen  Sx^^  Sx,^^  Sx^,  Sli  als 
Höhenstrahl  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreikantes  be- 
trachtet werden  kann. 

Wählen  wir  nun  als  Projectionsebene  eine  Ebene  in  solcher  Lage, 
dass  sie  auf  einem  der  vier  Strahlen,  etwa  auf  hS  senkrecht  stehe, 
und  seien  x^^  Xo  und  x^  (Taf.  II,  Fig.  16)  die  Durchstoßpunkte  der  drei 
übrigen  Strahlen;  sei  ferner  /S'  die  Projection  des  Punktes  ä,  also  auch 
des  Strahles  hS  und  sind  mithin  ä'cc,,  S'^2  ^^nd  S^x^  die  Projectionen 
der  übrigen  drei  Strahlen,  so  besteht  zwischen  den  vier  Punkten  S\x^, 
Xq  und  Q?3  die  nachstehende  einfache  Beziehung. 

Da  der  Strahl  Sh  projicierend  ist,  so  sind  es  auch  die  Ebenen 
Shx^,  Shxo  und  Shx^-^  nachdem  ferner,  der  Voraussetzung  gemäß, 
die  Ebenenpaare  Slix^  und  Sx.j,  x^]  Slix^^  und  Sx^  x^ ;  ShXr^  und  Sxi  x^ 
rechtwinklig  sind,  so  ist  S'x^  senkrecht  auf  sc,  cc^;  S'x^  senkrecht  auf 
a?3.Ti  und  S^a;^  senkrecht  auf  {r2CC3,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  S^  ist 
der  Höhenschnittpunkt  des  Dreieckes  x^x^x^. 

Durch  die  vier  Punkte  S\  x^^  x^,  x^  kann  somit  ein  Büschel  von 
gleichseitigen  Hyperbeln  gelegt  werden,  und  jede  dieser  gleichseitigen 
Hyperbeln  wird  mit  dem  Punkte  S,  da  die  eine  Erzeugende  Sh  zur 
Hyperbelebene  senkrecht  steht,  einen  gleichseitigen  Kegel  be- 
stimmen. Sx^,  Sxo  und  Sx^  sind  sodann  ebenfalls  Erzeugende  des 
Kegels.  Hiernach  ergeben  sich  die  Sätze: 

59  a).  ^,Der  Höhenstrahl  des  jeiveilig  von  drei  beliebigen  Er- 
zeugenden eines  gleichseitigen  Kegels  gebildeten  DreiJcants^  ist  selbst 
eine  Erzeugende  des  Kegels''^ 

oder: 

59  b),  j^  Jeder  Kegel  ziveiten  Grades,  ivelcher  durch  ein  beliebiges 
DreiJcant  und  dessen  Höhenstrahl  gelegt  iverden  kann,  ist  ein  gleich- 
seitiger Kegel.  ^^ 

und: 

59  c).  ^Sämmtliche  gleichseitige  Kegel,  ivelche  durch  ein  beliebiges 
DreiJcant  gelegt  werden,  schneiden  sich  noch  in  einem  vierten  festen 
Strahle,  u,  ziv.  dem  Höhenstrahle  des  DreiJcants.'' 


63 

§.  69. 

Die  vorstehende  Untersuchung  führt  in  ihrem  weitern  Verlaufe 
zu  einem  besonderen  Tetraeder,  welches  mit  dem  gleichseitigen 
Kegel  in  Zusammenhang  gebracht  werden  kann. 

Ein  solches  Tetraeder  wird  erhalten,  wenn  ein  beliebiges  Dreikant 
d  (ahc)  (Taf.  II,  Fig.  17)  durch  eine  Ebene,  welche  zum  Höhenstrahle  dh 
desselben  senkrecht  steht,  nach  dem  Dreiecke  ahc  geschnitten  wird. 
Der  Punkt  h,  in  welchem  besagte  Ebene  den  Höhenstrahl  dh  trifft, 
ist,  wie  aus  dem  Vorhergegangenen  klar  geworden,  der  Höhenpunkt 
des  Dreiekes  ahc. 

Da  die  Ebene  dah  sowohl  senkrecht  auf  der  Ebene  dhc,  als 
auch  senkrecht  auf  der  Ebene  ahc  steht,  so  ist  sie  auch  normal 
zu  der  Schnittgeraden  hc  dieser  Ebenen.  Selbstverständlich  ist  somit 
hc  auch  senkrecht  zu  jeder  in  der  Ebene  dali  liegenden  Geraden, 
insbesondere  also  auch  senkrecht  zu  da^  d.  h.  die  beiden  Gegen- 
kanten hc  und  da  des  Tetraeders  ahcd  sind  zu  einander 
rechtwinklig.  Die  gleiche  Betrachtung  fortgesetzt,  lehrt,  dass  in 
übereinstimmender  Weise  auch  die  beiden  anderen  Paare  von  Gegen- 
kanten, d.  i,  ah  und  de;  ac  und  dh  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
Es  gilt  daher  der  Satz: 

60.  „Sind  bei  einem  Tetraeder  ^wei  Paare  von  Gegenhanten 
recMtvinMig^  so  gilt  das  Gleiche  auch  hezüglich  des   dritten  Paares.^^ 

§♦  70. 

Die  Ebene  dah  (Taf.  II,  Fig.  17)  schneidet  die  zu  ihr  senkrechte 
Ebene  dhc  in  einer  Geraden  da^,  welche  normal  zu  hc  steht. 

Fällt  man  von  a  ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  dhc^  so  muss 
der  Fußpunkt  a  desselben  in  der  Geraden  da^  liegen.  Ferner  treffen 
sich  die  beiden  Tetraederhöhen  dh  und  aa  in  einem  Punkte  e,  welcher 
der  Höhenschnitt  des  Dreieckes  daa^  ist.  Die  Gerade  r/^ea^  niuss 
daher  gleichfalls  senkrecht  auf  da  stehen.  Besagte  Gerade  a^ea^  ist 
aber  auch  senkrecht  zu  &c,  da  sie  in  der  zu  bc  senkrechten  Ebene  dah 
liegt;  dieselbe  repräsentiert  demgemäß  den  kürzesten  Abstand 
der  Gegenkanten  da  und  hc. 

In  gleicher  Weise  wird  gezeigt,  dass  auch  die  Tetraederhöhen 
aus  den  Punkten  h  und  c  die  Tetraederhöhe  dh  schneiden  müssen,  und 
dass  durch  die  betreflfenden  Schnittpunkte  auch  die  kürzesten  Abstände 
der  Gegenkanten  dh  und  ac  beziehungsweise  der  Gegenkanten  ab  und 
de  gehen  müssen. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  Ebene  {a^a^,  hc)  auf  der 
Geraden  da^  mithin  auf  den  Ebenen  dah  und  dac  senkrecht  steht, 
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so  ist  es  einleuchtend,  dass  diese  Ebene  auch  die  Tetraederhöhen  aus 
den  Punkten  h  und  c  enthalten  müsse.  Nachdem  aber  diese  Höhen 
die  Höhe  dh  treffen,  so  können  besagte  Höhen  nur  diejenigen  Geraden 
sein,  welche  sich  als  die  Verbindungslinien  der  Punkte  b  und  c  mit 
dem  Punkte  e,  in  welchem  die  Ebene  (a^a^,  he)  die  Höhe  dk  schneidet, 
ergeben.  Hieraus  folgen  die  Sätze: 

61.  j^Ist  ein  Tetraeder  so  beschaffen,  dass  ßwei  Paare  von  Gegen- 
Jcanten  und  mithin  aueh  das  dritte  Paar  rechtwinMig  sind^  so  besitzt 
dasselbe  nachstehende  Eigenschaften: 

a)  Die  Tetraederhöhen  schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte, 
durch  ivelchen  auch  die  drei  Geraden  gehen^  welche  die  Jcür^esten  Ab- 
stände der  drei  Paare  von  Gegenkanten  enthalten, 

b)  Die  Fußpunkte  der  Höhen  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten- 
flächen sind  die  Höhenxmnkte  der  in  den  letzteren  liegenden  Dreiecke. 

e)  Die  fünf  Punkte  a,  b,  c,  d  und  e  liegen  derart  im  Baume, 
dass  jeder  von  ihnen  der  Höhenschnittpunkt  des  von  den  vier  anderen 
gebildeten  Tetraeders  ist. 

d)  Die  vier  Höhen  des  Tetraeders  liegen  so,  dass  jede  derselben 
den  Höhenstrahl  des  von  den  anderen  gebildeten  Dreikants  vorstellt. 
Die  vier  Höhen  liegen  somit  immer  auf   einem   gleichseitigen  Kegel. "" 

Da  endlich  in  einem  jeden  Dreiecke  die  Rechtecke,  welche  über 
den  Höhenabschnitten  als  Seiten  gebildet  werden,  den  gleichen 
Inhalt  haben,  so  ergibt  sich  als  directe  Folgerung: 

e)  Die  vier  Höhen  des  Tetraeders  und  die  drei  kürzesten  Ab- 
stände der  Gegenkanten  iverden  von  dem  Höhenpunkte  des  Tetraeders 
in  je  0wei  Theile  so  getheilt,  dass  die  Bechtecke  über  diesen  Abschnitten 
als  Seiten  sämmtlich  den  nämlichen  Inhalt  besitzen, '^ 


V.  Capitel. 
Das  gleichseitige  Hyperboloid. 

§.  71. 

Ein  windschiefes  Hyperboloid,  dessen  Asymptoten- 
kegel ein  gleichseitiger  Kegel  ist,  heißt  ein  „gleichseitiges 
Hyperboloid". 

Es  bedarf  diesfalls  wohl  keiner  besonderen  Auseinandersetzung, 
um  den  Nachweis  zu  erbringen,  dass   dessen   charakteristische  Eigen- 
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Schäften  der  Wesenheit  nach  zum  größten  Theile  mit  jenen  des  zu- 
gehörigen Kegels  übereinstimmen,  und  daher  direct  aus  diesem  her- 
geleitet werden  können. 

Da  die  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  zu  jenen  des  Hyperbo- 
loides parallel  sind,   so  folgt  unmittelbar  aus  Satz  56)  der  folgende: 

62.  j^Sind  drei  Erzeugende  eines  Hyperboloides.^  welche  einer 
JRegelschar  angehören,  tvechselseitig  auf  einander  senkrecht ,  so  gibt 
es  in  der  einen  wie  in  der  anderen  üegelschar  unendlich  viele  der- 
artige Tripel  rechttvinJdiger  Erzeugenden,  Das  Hyperboloid  ist  somit 
ein  gleichseitiges,^^ 

Mit  Kücksicht  auf  den  Satz  33),  dass  eine  Ebene  den  Asymp- 
totenkegel und  das  Hyperboloid  in  ähnlichen  Kegelschnitten  schneidet, 
und  andererseits  mit  Beachtung  des  Satzes  57),  dass  jede  Ebene,  welche 
auf  einer  Erzeugenden  eines  gleichseitigen  Kegels  senkrecht  steht, 
denselben  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  schneidet,  ergibt  sich  der  Satz : 

63.  ^Schneidet  eine  Ebene,  ivelche  zu  einer  Erzeugenden  eines 
Hyperboloides  senhrecht  ist,  dasselbe  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
so  schneidet  überhaupt  jede  Ebene,  welche  zu  einer  Erzeugenden  senk- 
recht steht,  das  Hyperboloid  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel."- 

§.  72. 

Setzen  wir  nun  voraus,  es  seien  g^,  g^,  und  g^  (Taf.  III,  Fig.  18) 
drei  zu  derselben  Eegelschar  gehörende,  wechselseitig  auf  einander 
senkrecht  stehende  Erzeugenden  eines  gleichseitigen  Hyperboloides; 
seien  ferner  Zj,  Z«  und  l^  die  ihnen  beziehungsweise  parallelen  Erzeu- 
genden der  zweiten  Eegelschar. 

Die  genannten  sechs  Geraden  bilden  ein  windschiefes  rechtwink- 
liges Sechsseit  abcdefa,  welches  zu  einem  rechtwinkligen  Parallele- 
piped  ergänzt  werden  kann,  dessen  Mittelpunkt  M  gleichzeitig  der 
Mittelpunkt  des  Hyperpoloides  ist. 

Diesem  Sechsseit  oder  beziehungsweise  Parallelepiped  lässt  sich 
eine  Kugel  K  umschreiben,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  M 
des  Hyperboloides  zusammenfällt. 

Denken  wir  uns  ferner  ein  zweites  windschiefes  rechtwinkliges 
Sechsseit  a^  b^  c,  d^  e^  f^  a^  des  Hyperboloides,  welches  von  den  be- 
treffenden Erzeugenden  g^',  go\  9^\  und  li^l^jl^  in  derselben  Weise 
wie  das  vorherige  gebildet  wird. 

Diesem  zweiten  Sechsseit  lässt  sich  wieder  eine  Kugel  K^  um- 
schreiben, welcher  gleichfalls  der  Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides 
als  Centrum  zukömmt. 

Peschka,  Darstellenäe  u.  projective  Geometrie.  III.  5 
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Betrachten  wir  die  Geraden  g^,  g^^  ?/  und  I2.  Diese  bestim- 
men in  ihren  Schnittpunkten  tv^  x^  v/,  s  Ecken  eines  Tetraeders, 
von  welchem  die  vorgenannten  Geraden  zwei  Paare  von  Gegenkanten 
repräsentieren.  Der  gemachten'  Voraussetzung  nach  sind  aber  diese 
Gegenkanten  auf  einander  wechselseitig  senkrecht,  daher  das  Tetraeder 
ein  solches  ist,  von  welchem  die  Sätze  60)  und  61)  gelten. 

Nachdem  die  Gerade  l^  auf  g^  und  g^  senkrecht  steht,  so  be- 
stimmt dieselbe  den  kürzesten  Abstand  hc  dieser  Geraden  und  ent- 
hält folglich  auch  den  Höhenpunkt  p  des  Tetraeders  ivxyz. 

Desgleichen  repräsentiert  die  Gerade  ^3'  oder  e,  f^  den  kürzesten 
Abstand  von  ?/  und  l^%  enthält  mithin  (nach  Satz  ßla)  ebenfalls 
den  Höhepunkt  des  Tetraeders  ivxys\  es  wird  sonach  der  Schnitt- 
punkt j)  von  g^  und  l^  jenen  Höhenpunkt  darstellen.  Nach  Satz  61  e) 

ist  aber: 

ph.pc  =  p(\  .pf^  =  X'. 

Nachdem  aber  die  Punkte  h  und  c  der  Kugel  K,  jene  e^  und  /\  da- 
gegen der  Kugel  K^  angehören,  so  sagt  dieses  Ergebnis  nichts  anderes 
aus,  als:  die  beiden  concentrischen  Kugeln /l  und -ST,  haben  für  den 
Punkt  p  die  gleiche  Potenz  tc^.  Letzteres  ist  aber,  wie  wir  wissen,  nur 
dann  möglich,  wenn  beide  Kugelnd  und  7tj  in  eine  zusammenfallen. 
Nachdem  aber  die  beiden  Sechsseite  auf  dem  Hyperboloide  be- 
liebig gewählt  wurden,  so  folgt  der  Satz: 

64.  ^^Die  EcJqmnJcte  sämmtlicher  auf  einem  gleichseitigen  Hyper- 
boloide liegenden  reclihvinJdigen  ivindscliiefen  Sechsseite  befinden  sich 
auf  einer  getvissen  mit  dem  Hyperboloide  concentrischen  Kugel,^^ 

Auf  dieser  Kugel  liegen  aber  auch  diejenigen  Punkte,  welche  die 
sämmtlichen   Sechsseite    zu   rechtwinkligen  Parallelepipeden   ergänzen. 

Untersuchen  wir  nun,  was  die  bezeichneten  Punkte  für  eine  Be- 
deutung haben. 

Das  Sechsseit  ahcdcfa  wird  durch  die  beiden  Punkte  m  und  n 
zum  Parallelöpiped  ergänzt;  m  ist  der  Schnittpunkt  dreier  zu  einan- 
der rechtwinkliger  Berührungsebenen  (gi,l^)^  {g^^  li)  und  (^3,  y  des 
Hyperboloides,  ebenso  ist  der  Punkt  n  der  Durchschnitt  der  recht- 
winkligen Berührungsebenen  (//i,  ?2)?  {ffo,  Is)  und  (^3,  1^).  Das  Gleiche 
gilt  von  den  Punktepaaren,  welche  die  übrigen  Sechsseite  zu  Parallele- 
pipeden ergänzen.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

65.  ^^Die  Kugel,  ivelche  die  Ecli punkte  edler  ivindscMefen  recht- 
winhligen  Sechsseite  des  gleichseitigen  Hyperholoides  enthält ^  enthält 
auch  die  DurchschnittspunMe  je  dreier  auf  einander  senhrecht  stehen- 
der Berührungsehenen  des  gleichseitigen  Hyperboloides.'''' 
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Sei  ah  cd  ein  beliebiges  Tetraeder;  seien  ferner  ha,  h,  h  und 
Jid  (Taf.  III,  Fig.  19)  die  vier  Höhen  desselben,  d.  h.  die  Normalen 
von  den  vier  Punkten  a,  5,  c  und  d  auf  die  bezüglichen  Gegenseiten. 
Die  Ebenen  dieser  Gegenseiten  hcd^  cda,  dal,  alc  wollen  wir  kurz 
€c,  ß,  y,  d  nennen.  Die  Fußpunkte  der  Höhen  auf  den  obgenannten 
Ebenen  seien  a^^  l^,  c^  und  d^. 

Die  Ebenen  (ahh^)  und  {accj  schneiden  sich  in  einer  Geraden  la, 
welche  durch  den  Punkt  a  geht,  also  die  Höhe  ha  trifft.  Die  nämliche 
Gerade  wird  aber  auch,  weil  sie  in  den  beiden  Ebenen  (ahhj  und 
(acc^),  welche  die  Höhen  hb  und  hc  enthalten,  liegt,  die  letztgenannten 
Höhen  h  und  hc  treffen.  Es  lässt  sich  aber  nachweisen,  dass  die 
Gerade  la  auch  der  vierten  Höhe  hd  begegnen  müsse.  Die  Ebene 
(ahh^)  enthält  nämlich  die  Höhe  h,  ist  daher  senkrecht  zur  Seiten- 
ebene ß]  ebenso  ist  die  Ebene  (acc^)  senkrecht  zur  Seitenebene  y. 
Die  Schnittgerade  L  der  beiden  Ebenen  (abh^)  und  (acc^)  ist  daher 
der  Höhenstrahl  des  Dreikantes  a{bcd),  welcher  sich  bekannt- 
lich auch  in  der  durch  ad  senkrecht  zur  Ebene  d  gelegten  Ebene 
add^  vorfindet.  Letztere  Ebene  enthält  aber  auch  die  Höhe  A^;  es 
wird  dieselbe  demgemäß  von  la  in  einem  Punkte  getroffen  werden 
müssen. 

Ebenso  kann  man  noch  drei  weitere,  beziehungsweise  durch  h, 
c  und  d  gehende  Geraden  h,  Ic  und  Id  finden,  deren  jede  die  vier 
Tetraederhöhen  schneidet. 

Werden  aber  vier  sich  kreuzende  Geraden  von  mehr  als  zwei 
Geraden  geschnitten,  so  werden  diese  überhaupt  von  unendlich  vielen 
Geraden  getroffen  und  gehören  dieselben ,  wie  bereits  bekannt,  einem 
Hyperboloide  an.  Diese  Ergebnisse  zusammengesetzt,  liefernden  Satz: 

66.  j^Die  vier  Höhen  eines  allgemeinen  Tetraeders  sind  stets  Er- 
zeugende  desselben  Systems  eines  ivindsehiefen  Hyperboloides.  Dieselben 
besitzen  also  eine  hyperboloidische  Lagc.'^ 

§.  74. 

Legt  man  durch  die  Höhe  h  eine  Ebene  e  parallel  zur  Höhe  Ä«, 
so  steht  diese  sowohl  senkrecht  auf  der  Seitenebene  /3,  als  auch  auf 
der  Seitenebene  a,  hiermit  also  senkrecht  zum  gegenseitigen  Schnitte 
{a,  ß)j  oder  senkrecht  zur  Tetraederkante  cd.  Die  Trace  besagter 
Ebene  auf  der  Ebene  a  ist  daher  die  durch  &  gehende  Höhe  des  Drei- 
eckes hcd. 
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Führt  man  ferner  durch  die  Höhe  lic  eine  Ebene  e,  parallel  zur 
Höhe  ha.  so  wird  deren  Trace  auf  der  Ebene  a,  wie  auf  die  vorher 
besprochene  Art  nachgewiesen  werden  kann,  die  durch  c  gehende  Höhe 
des  Dreieckes  hcd  sein.  Die  beiden  Ebenen  e  und  e^^  schneiden  sich 
mithin  in  einer  Geraden,  welche  durch  den  Höhenpunkt  des  Dreieckes 
hcd  geht  und  zur  Ebene  desselben  senkrecht  steht,  daher  nichts 
anderes  als  die  zur  Höhe  ha  parallele  Erzeugende  des  zweiten  Systems 
des  Hyperboloides  (hahohchd)  darstellt.  Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

67.  ,^Errichtet  man  in  den  HöhenpunMen  der  Seitendreiecke 
eines  allgemeinen  Tetraeders  Senkrechte  zu  den  Ebenen  dieser  Drei- 
ecke, so  repräsentieren  dieselben  die  0u  den  Tetraederhöhen  parallelen 
Erzeugenden  der  zweiten  Regel  schar  in  jenem  Hyperboloide  ,  ^velches 
durch  diese  Höhen  bestimmt  ist,^ 

§.  75. 

Betrachten  wir  den  Schnitt  des  Hyperboloides  mit  der  Seiten- 
ebene a.  Die  Schnittcurve  wird  durch  die  drei  Punkte  b,  c  und  d, 
(weil  diese  den  Erzeugenden  h,  hc  und  ha  angehören),  sowie  auch 
durch  den  Höhenschnitt  des  Dreieckes  bcd  gehen,  nachdem  dieser  einer 
Erzeugenden  des  zweiten  Systems  angehört.  Besagte  Schnitttcurve 
muss  daher  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein.  Berücksichtigt  man  aber 
weiters,  dass  die  Ebene  a  zu  einer  Erzeugenden  ha  senkrecht  ist,  so 
folgt,  dass  auch  das  Hyperboloid  ein  gleichseitiges  sei.  Es  gilt  somit 
der  Satz: 

68.  j^Die  vier  Höhen  eines  allgemeinen  Tetraeders  sind  Erzeu- 
gende derselben  Regelschar  eines  gleichseitigen  Hyperboloides  ,  tind 
die  in  den  HöhenpunMen  der  Seitenfläche  auf  die  letztere  errichteten 
Normalen  sind  die  zu  den  ersteren  parallelen  Erzeugenden  der  zweiten 
Begelschar. " 

§.  76. 

Da  ein  windschiefes  Hyperboloid  durch  drei  Leitgeraden  fest- 
gestellt ist,  so  folgt,  dass  im  vorliegenden  Falle  drei  Höhen  eines 
allgemeinen  Tetraeders  stets  ein  gleichseitiges  Hyper- 
boloid bestimmen    werden. 

Man  kann  aber  ebenso  leicht  zeigen,  dass  auch  umgekehrt  drei 
Erzeugenden  derselben  Schar  eines  gleichseitigen  Hyper- 
boloides, stets  als  drei  Höhen  eines  Tetraeders  aufgefasst 
werden  können. 

Sind  nämlich  ha^  hb^  K  drei  Erzeugenden  eines  Systems  des 
gleichseitigen  Hyperboloides,   und  schneiden  wir  dasselbe    durch  eine 
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zu  ha   senkrechte  Ebene  a,    so   ist  die  Schnittcurve   eine  gleich- 
seitige Hyperbel. 

Nennen  wir  den  Punkt,  in  welchem  die  zu  ha  parallele  Erzeu- 
gende des  anderen  Systems  die  Ebene  a  schneidet,  a,,  so  muss  (nach 
Satz  68)  der  letztgenannte  Punkt  a,  der  Höhenpunkt  des  in  der  Ebene  a 
liegenden  Tetraederdreieckes  Icd  sein.  Zwei  Eckpunkte  1)  und  c,  d.  s. 
die  Schnittpunkte  von  a  mit  den  Erzeugenden  h^  und  hc  desselben, 
sind  somit  bekannt,  und  wird  folglich  der  dritte  Eckpunkt  d  an- 
standslos bestimmt  werden  können. 

Um  das  Tetraeder  zu  construieren,  hat  man  nunmehr  behufs  Be- 
stimmung der  Seitenebene  ß,  bloß  durch  ac  eine  senkrechte  Ebene  zur 
Höhe  7^6,  und  durch  ad  behufs  Bestimmung  der  Seitenebene  y,  eine 
zur  Höhe  hc  senkrechte  Ebene  zu  legen.  Der  Höhenstrahl  des  von 
den  Ebenen  a^  ß,  y  gebildeten  Dreikantes  ist  sodann  die  vierte  Höhe  h^, 
während  die  ihr  entsprechende  Seitenebene  des  Tetraeders  jene  durch 
Ic  senkrecht  zu  ha  gelegte  Ebene  ö  sein  wird.    Daher  der  Satz: 

69.  ^JDrei  beliebige  Erseiigendeii  der  selten  Eegelschar  eines 
gleichseitigen  Hyperloloides  können  stets  als  drei  Höhen  eines  Tetra- 
eders 'betrachtet  iverden,'-^ 

§.  77. 

Das  Tetraeder  selbst  ist  jedoch ,  wie  aus  den  bisherigen  dies- 
bezüglichen Erörterungen  hervorgeht,  durch  die  vorher  bezeichneten 
Bestimmungsstücke  noch  nicht  unzweideutig  festgestellt,  da  die  Seiten- 
ebene a  wohl  zur  Höhe  ha  senkrecht  gelegt,  sonst  aber  ganz  beliebig 
angenommen  wurde. 

Es  kann  somit  die  Frage  aufgeworfen  werden,  wann  oder  unter 
welchen  Bedingungen  sind  drei  sich  kreuzende  Geraden,  Erzeugende 
eines  gleichseitigen  Hyperboloides,  oder,  was  dasselbe  ist,  wann  stellen 
drei  sich  nicht  schneidende  Geraden   die  Höhen  eines  Tetraeders  dar. 

Nehmen  wir  zum  Zwecke  des  zu  liefernden  Nachweises  zwei 
sich  kreuzende  Geraden  hi  und  hc  an;  a  sei  irgend  ein  beliebiger 
Punkt  im  Eaume. 

Der  letztgenannte  Punkt  a  kann  jederzeit  als  Eckpunkt  eines 
Tetraeders  betrachtet  werden,  dessen  Höhen  7?ö  und  hc  sind.  Die 
Seitenebenen  ß  und  y  ergeben  sich  unmittelbar  als  jene  Ebenen,  welche 
durch  a  senkrecht  zu  h  und  hc  geführt  werden  können.  Diese  beiden 
Ebenen  schneiden  sich  in  der  Kante  ad,  deren  zweiter  Eckpunkt  d 
jedoch  bisher  nicht  bekannt  ist. 
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Die  Ebene  ß  enthält  das  Tetraederdreieck  acd-^  es  ergibt  sich 
daher  der  Punkt  c  als  Schnittpunkt  der  Ebene  ß  mit  der  Geraden  Tic. 
Ebenso  findet  man  den  Punkt  h  als  Schnitt  der  Ebene  y  mit  der  Ge- 
raden Ä&.  Hierdurch  ist  aber  bereits  das  Dreieck  ahc^  also  auch  die 
Ebene  d  bestimmt.  Die  Höhe  hd  muss  die  bereits  oben  ermittelte  Tetra- 
ederkante ad  treffen. 

Die  Tefcraederebene  a  geht  durch  die  feste  Gerade  &c,  und  da 
die  Höhe  ha  auf  ihr  senkrecht  stehen  muss,  so  wird  sie  nothwendig 
in  der  durch  a  senkrecht  zu  hc  gelegten  Ebene  liegen,  kann  aber  in 
dieser  willkürlich  durch  den  Punkt  a  gezogen  werden. 

Die  Gerade  ad  wird  nun  von  der  durch  hc  senkrecht  zu  fe«  ge- 
legten Tetraederebene  a  in  d  geschnitten,  womit  die  vierte  Ecke,  also 
auch  die  vierte  Höhe  des  Tetraeders  festgestellt  erscheint. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

70,  ^Sind  zivei  sich  nicht  schneidende  Geraden  hi  und  hc  als 
Höhen  eines  Tetraeders  gegeben,  und  ist  von  einer  dritten  Höhe  ha 
hloß  der  dem  Tetraeder  angehörige  EcJcpunJct  heJcannt,  so  ist  diese 
Höhe  ha  auf  jene  Ehene  heschränM,  ^velche  durch  a  zu  der  Gera- 
den l)c  normal  gelegt  ivird.  Hierbei  bedeuten  h  und  c  die  Schnitt^ 
punMe  der  Höhen  hb  und  hc  mit  den  Ebenen  y  und  ß,  ivelclie  durch 
a  beziehungsweise  senkrecht  zu  hc  und  h^  gelegt  tverden.^ 

§.  78. 

Es  unterliegt  nunmehr  auch  keiner  besonderen  Schwierigkeit,  den 
Mittelpunkt  des  gleichseitigen  Hyperboloides  zu  finden,  welches  die 
vier  Höhen  eines  Tetraeders    als  Erzeugende  einer  Kegelschar  enthält. 

Den  bezeichneten  Mittelpunkt  findet  man  mit  Zuhilfenahme  der 
zu  den  letzterwähnten  Erzeugenden  parallelen  Erzeugenden  des  zweiten 
Systems. 

Sei  ab  cd  (Taf.  III,  Fig.  20)  das  gegebene  Tetraeder,  aa'  die 
dem  Punkte  a  entsprechende  Höhe,  also  eine  Erzeugende  des  gleich- 
seitigen Hyperboloides.  Die  zu  aa^  parallele  Erzeugende  des  zweiten 
Systems  ist,  wie  bereits  nachgewiesen  wurde,  jene  Gerade,  welche  durch 
den  Höhenpunkt  a-^  des  Dreieckes  bcd  auf  die  Ebene  des  letzteren 
senkrecht  geführt  wird. 

Weiter  ist  bekannt,  dass  sich  der  Mittelpunkt  M  eines  Hyperbo- 
loides, von  welchem  zwei  zu  einander  parallele  Erzeugenden  bekannt 
sind,  auf  jener  Geraden  vorfindet,  welche  in  der  Ebene  dieser  Erzeu- 
genden liegt  und  den  Abstand  derselben  halbiert. 
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Im  vorliegenden  Falle  wird  besagte  Gerade  offenbar  erbalten, 
wenn  man  durcb  den  Mittelpunkt  «2  der  Strecke  aa^  eine  Senkrechte 
zur  Ebene  hcd  führt. 

Diese  Gerade  bat  eine  besondere  Eigenschaft.  Denken  wir  uns 
nämlich  durch  «2  ^i^^  Ebene  parallel  zu  hcd  gelegt,  so  schneidet 
diese  das  Dreikant  a(pcd)  in  einem  Dreiecke  m^mg^g,  welches  be- 
kanntlich dem  Dreiecke  hcd  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Der 
Höhenpunkt  desselben  wird  mithin  der  Punkt  «2  sein.  Da  a2  der 
Mittelpunkt  der  Strecke  ac^j  ist,  so  sind  die  Punkte  m^,  m^  und  m^ 
die  Mittelpunkte  der  Kanten  a&,  ac  und  ad. 

In  ähnlicher  Weise  könnte  man  von  den  drei  übrigen  Seiten- 
ebenen ausgehen  und  würde  in  voller  Übereinstimmung  mit  Obigem 
drei  andere  Geraden  finden,  welche  ebenfalls  den  Mittelpunkt  des 
Hyperboloides  enthalten. 

Halbiert  man  die  sämmtlichen  Kanten  des  Tetraeders  durch  die 
Punkte  m^..,mQ,  und  legt  durch  die  Punkte  m^m^m^^  m^m^m^ 
m^m^m^  und  m^m^mQ  Ebenen,  so  werden  diese  ein  Tedraeder  a'h'c^d^ 
bestimmen,  welches  mit  dem  ursprünglichen  ah  cd  congruent  ist.  Die 
Punkte  m^,..mQ  werden  gleichfalls  die  Halbierungspunkte  der  Kanten 
desselben  darstellen  und  die  Kanten  des  Tetraeders  a^h^&cV  werden 
zu  jenen  von  ah  cd  parallel  laufen.  Endlich  schneidet  jede  Kante  des 
Tetraeders  a'h'c'd^  die  zu  ihrer  Gegenkante  parallele  Kante  des 
zweiten  Tetraeders  ah  cd. 

Errichtet  man  andererseits  in  den  Höhenpunkten  «3^  ß^^  T^^  ^2 
der  in  den  Ebenen  des  Tetraeders  a'h^c/d'  liegenden  Dreiecken 
m^m^m^;  m^m^mQ^  m^m^m^  und  m^m^m^  Senkrechte  zu  diesen 
Ebenen,  so  schneiden  sich  diese,  der  früheren  Betrachtung  gemäß,  in 
einem  und  demselben  Punkte  i¥,  dem  Mittelpunkte  des  gleich- 
seitigen Hyperboloides. 

Der  Punkt  M  ist  aber  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  der  dem 
Tetraeder  a'h^&d^  umschriebenen  Kugel.  Denn  der  Höhenpunkt  a^ 
des  Dreieckes  m^m2m^  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt^  zugleich 
der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  h^c^d^  umschriebenen  Kreises  und 
die  Senkrechte  in  «2  ^^^  die  Ebene  des  Dreieckes  h'c'd'  enthält  so- 
dann noth wendig  auch  den  Mittelpunkt  der  durch  a'h' cUV  gehenden 
Kugelfläche. 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  der  Mittelpunkt  der  dem 
Tetraeder  a'h'&  d'  umschriebenen  Kugel  als  Schnitt  jener  Ebenen,  welche 
durch  die  Mittelpunkte  m^.,.m^  der  Kanten  des  Tetraeders  a^h'c'd* 
senkrecht  zu  den  betreffenden  Kanten  geführt  werden,   erhalten  wird 
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und  dass  diese  Ebenen  auch  senkrecht  stehen  auf  den  den  Punkten 
%...^^6  gegenüber  liegenden  Kanten  des  ursprünglichen  Tetraeders, 
so  findet  man  den  Satz: 

71,  „Die  Ehenen,  tvelche  durch  die  Mittelpunkte  der  Kanten 
eines  Tetraeders  normal  m  den  betreffenden  Gegenlcanten  gelegt 
tverden,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  PunUe^  dem  Mittel- 
punUe  des  gleichseitigen  Hyperboloides,  ivelches  durch  die  Tetraeder- 
höhen  bestimmt  ist.^^ 

§.  79. 

Die  beiden  Tetraeder  abcd  und  a'b*&d'  sind  centrisch  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  einen  Punkt  S,  in  welchem  sich  die  Geraden 
aa'  bb\  cd,  dd'  schneiden.  Durch  diesen  Punkt  gehen  aber  offenbar 
auch  die  Geraden  m^m^,  ^2^g  und  m^m^,  d.  i.  die  Verbindungsgeraden 
der  Mittelpunkte  der  Gegenkanten  des  Tetraeders  abcd  sowohl,  als 
auch  der  des  Tetraeders  a'b'c'd'.  Dieser  Punkt  8  ist  sonach  für 
beide  Tetraeder  der  „Schwerpunkt". 

Die  Mittelpunkte  M  und  M'  der  den  beiden  Tetraedern  a'b'&d' 
und  abcd  umschriebenen  Kugeln  sind  in  Bezug  auf  S  symmetrisch 
und  nachdem  M,  als  Mittelpunkt  des  gleichseitigen  Hyperboloides  er- 
kannt wurde,  folgt  der  Satz: 

72.  „Jn  einem  beliebigen  Tetraeder  liegen  der  Mittelxmnld  der 
umschriebenen  Kugeln^  der  Mittelpunlä  des  durch  die  Höhen  bestimmten 
gleichseitigen  Hyperboloides  und  der  Schiver^nmU  des  Tetraeders  auf 
einer  und  derselben  Geraden.  Letzterer  halbiert  die  Strecke  zwiscJien 
den  beiden  ersteren.'^ 


VI.  Capitel. 
Das  hyperbolische  Paraboloid. 

§•  80. 

Das  windschiefe  Hyperboloid  definierten  wir,  als  Ort  jener  Ge- 
raden, welche  in  jeder  Lage  drei  sich  nicht  schneidende,  feste 
Geraden,  die  „Leitlinien  des  Hyperboloides"  treffen. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  eine  der  Leitgeraden  in  unend- 
liche Entfernung  fällt,  d.  h.  unterwerfen  wir  die  erzeugende  Ge- 
rade der  Bedingung,  dass  sie  in  all  ihren  Lagen  zwei  sich  kreuzende 
Leitgeraden  schneidet  und  zu  einer  Ebene  (deren  unendlich  ferne 
Gerade  eben  die  dritte  Leitgerade  repräsentiert),  stets  parallel  bleibt, 
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so  artet  das  Hyperboloid  in  eine  Fläche  aus,  welche  den  Namen 
^hyperbolisches  Paraboloid"  oder  „windschiefes  Parabo- 
loid"  führt. 

Die  feste  Ebene,  welche  die  dritte  im  Unendlichen  liegende 
Leitgerade  vertritt,  wird  eine  „ßichtungs ebene"  oder  „Richt- 
^bene"  des  Paraboloides  genannt. 

Die  beiden  im  Endlichen  liegenden  Leitgeraden  g^  und  g^  werden 
von  Ebenen  e^,  ^2...,  welche  zur  Eichtebene  B  parallel  sind,  also 
dem  durch  die  unendlich  ferne  Leitgerade  gu  als  Achse  bestimmten 
Parallelebenenbüschel  angehören,  in  Punktreihen  a^ag...  und 
*i^2«  •  •  geschnitten,  welche,  da  sie  zu  dem  genannten  Parallel- 
ebenenbüschel perspectivisch  sind,  unter  einander  projec- 
tivisch  sein  müssen. 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  a^  und  ?>i,  %  und 
&2, . . .  sind,  nachdem  dieselben  parallel  zu  jB  sind.  Erzeugende  des 
Paraboloides. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  Verbindungslinie  der  unendlich 
fernen  Punkte  der  Leitgeraden  g-^  und  g^^  als  eine  Gerade  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene,  auch  die  Gerade  gu  treffen  muss  und  mithin  eine 
Erzeugende  lu  des  Paraboloides  darstellt,  so  erkennt  man,  dass  sich 
die  unendlich  fernen  Punkte  von  g-^  und  ^2  ^^  den  beiden  projectivi- 
schen  Punktreihen  entsprechen,  dass  also  diese  Reihen  insbesondere 
ähnlich  sind.     Es  folgt  demnach  der  Satz: 

73a.  „Die  Erzeugenden  eines  hyperbolischen  Paraboloides  iestim- 
men  auf  den  beiden  Leitgeraden  zwei  ähnliche  PimMreilien.^^ 

§.  81. 

Es  kann  nun  ebenso  die  umgekehrte  Frage  aufgeworfen  werden, 
ob  nicht  überhaupt  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
zweier  ähnlichen  Reihen  auf  zwei  sich  nicht  schneidenden  Trä- 
gern, Erzeugende  eines  Paraboloides  sind. 

Zwei  ähnliche  Punktreihen  sind,  wie  wir  bereits  wissen,  durch 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte  %  und  a^ ;  a2  und  0^2  vollkommen 
bestimmt,  indem  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Träger  g^  und  ^2 
ebenfalls  ein  Paar  entsprechender  Punkte  repräsentieren. 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Verbindungsgerade  a^a^  oder  ?i 
eine  Ebene  e^  parallel  zur  Verbindungsgeraden  a2CC2  oder  I2  gelegt 
und  ebenso  durch  I2  eine  Ebene  e?2  parallel  zu  l-^  geführt.  Diese 
Ebenen  sind  selbstverständlich  unter  einander  parallel,  schneiden  sich 
demgemäß  in  einer  unendlich  fernen  Geraden  ^„. 
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Betrachten  wir  g^^  ^2  ^^d  gu  als  die  Leitgeraden  für  ein 
Paraboloid,  so  bestimmen  (nach  dem  vorhergehenden  Satze)  die  Erzeu- 
genden l. . .  des  Paraboloides  auf  ^^  und  ^2  zwei  ähnliche  Punktreihen. 
Nachdem  aber,  der  Construction  gemäß,  die  Punkte  %  und  a'^;  «2  und 
CC2  entsprechende  Punkte  dieser  Eeihen  sind,  so  folgt,  dass  diese 
Eeihen  mit  den  ursprünglich  auf  ^^  und  ^2  gegebenen  ähnlichen 
Punktreihen  identisch  sind. 

Es  ergibt  sich  demzufolge  der  Satz; 

73h,  ^Die  Verhindiingsgeraden  entsprechender  Funläe  .zweier  ahn- 
licher  PtmMreiJien  auf  sich  kreuzenden  Trägern  sind  zu  einer  und 
derselben  Ebene  parallel  und  daher  Erzeugende  eines  lüjperbolischen 
Paraboloides,^' 

§.  82. 

Sind  auf  zwei  sich  kreuzenden  Trägern  g^  und  ^2  zwei  ähnliche 
Punktreihen  a-fi^e^,..  und  a2?>2^2---  gegeben,  so  kann  das  Paraboloid, 
dessen  Erzeugenden  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
dieser  Eeihen  sind,  auch  folgendermaßen  erzeugt  werden. 

Denken  wir  uns  die  Eeihe  a^b^c^...  auf  g^  durch  ein  Ebenen- 
büschel ^2  (%^i<^i- •  •)»  dessen  Achse  die  Gerade  ^2  ist  und  ebenso 
die  Punktreihe  a2&2<^2---  durch  ein  Ebenenbüschel  ^1  (ri2?>2^2- •  •)? 
dessen  Achse  die  Gerade  g^  ist,  projiciert. 

Diese  beiden  Ebenenbüschel  sind  projectivisch,  indem  sie 
zwei  ähnliche  Punktreihen  projicieren;  besitzen  aber  eine  be- 
sondere Lage. 

Die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  %  und  1(2  von  ^^  und  g^ 
entsprechen  einander ;  es  sind  daher  auch  die  beiden  Ebenen  (^2>  %) 
und  (^1,  U2)  entsprechende  Ebenen  der  Büschel  ^2  ^^^^^  9v  ßeide 
Ebenen  enthalten  aber  die  unendlich  ferne  Gerade  u^U2  und  sind 
somit  parallel. 

Weiters  ist  unschwer  einzusehen,  dass  je  zwei  entsprechende 
Ebenen,  wie  beispielsweise  die  Ebenen  (g^.a^)  und  (go,a^),  sich  in  einer 
Erzeugenden  des  Paraboloides  schneiden.  Denn  jede  dieser  Ebenen 
enthält  die  beiden  Punkte  %  und  ^2  und  demgemäß  auch  die  Ver- 
bindungsgerade derselben.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

74.  ^.^Zwei projectivisclte  Ebenenbüschel  mit  sich  nicht  sei ineiden- 
den  Achsen  erzeugen  ein  hyperbolisches  Paraboloid ,  sobald  sie  ein 
Paar  paralleler  entsprechender  Ebenen  besitzen,'-'' 

§.  83, 
Berücksichtigt  man,  dass  eine  beliebige  Gerade  h  von  den  beiden 
projectivischen    Ebenenbüscheln    g^    und    g^    in    zwei    projectivischen 
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Punktreihen  geschnitten  wird,  und  dass  diese  letzteren  zwei  Doppel- 
punkte besitzen,  so  ist  auch  klar,  dass,  da  es  hiermit  auf  einer  belie- 
bigen Geraden  zwei  Punkte  (reell  oder  imaginär)  gibt,  'durch  deren 
jeden  zwei  entsprechende  Ebenen  der  erzeugenden  Ebenenbüschel,  also 
eine  Erzeugende  des  Paraboloides  geht,  auch  der  nach- 
stehende Satz  seine  Geltung  habe. 

75.  y^Das  hyperholisclie  Paraholoid  ivircl  von  einer  heliehigen 
Geraden  in  sivei  {reellen^  oder  imaginären)  PiinJcten  geschnitten;  das- 
selbe ist  also  eine  Fläche  zweiten  Grades."' 

§■  84. 

Da  das  hyperbolische  Paraboloid  durch  projectivische  Ebenen- 
büschel erzeugt  werden  kann,  so  lässt  sich  in  derselben  Weise,  wie 
beim  windschiefen  Hyperboloid  nachweisen ,  dass  obbesagte  Fläche 
zwei  Systeme  von  Erzeugenden  solcher  Beschaffenheit  besitze, 
dass  jede  Erzeugende  des  einen  Systems  von  jeder  Erzeu- 
genden des  anderen  Systems  geschnitten  werde,  dass 
hingegen  zwei  Erzeugende,  die  d  e  m  s  el  b  e  n  Systeme  an- 
gehören, niemals  zum  Schnitte  gelangen. 

Selbstverständlich  gibt  es  auch  in  der  unendlich  fernen 
Ebene,  wie  oben  bereits  gezeigt  wurde,  gleichfalls  zwei  Erzeu- 
genden gti  und  lui    welche  verschiedenen  Systemen   angehören. 

Sämmtliche  Erzeugenden  l  treffen  die  Erzeugende  ^„  des  anderen 
Systems,  und  sämmtliche  Erzeugende  g  begegnen  der  Erzeugenden  lu 
der  zweiten  Schar.  Es  werden  somit  alle  Erzeugenden  g  zu  den 
Ebenen,  deren  Stellung  lu  ist,  und  ebenso  sämmtliche  Erzeugenden  l 
zu  den  Ebenen,  deren  Stellung  gu  ist,  parallel  sein.  Demnach  gilt 
folgerichtig  der  Satz: 

76.  ^^Das  liyperholische  Paraholoid  besitzt  zwei  Systeme  gerad- 
liniger Erzeugenden ;  die  Erzeugenden  jedes  der  beiden  Systeme  sind 
zu  einer  bestimmten  Ebene,  der.  Blchtebene  des  Systems,  parcdlel.'^ 

Nachdem  parallele  Ebenen  alle  Geraden,  welche  diese  schneiden^ 
in  Abschnitte  von  gleichen  Verhältnissen  theilen,  oder  mit  anderen 
Worten,  auf  allen  Geraden,  welche  zu  den  Ebenen  nicht  parallel  sind, 
ähnliche  Punktreihen  bestimmen ,  so  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem 
vorstehenden  Satze  der  folgende: 

77.  ^Die  Erzeugenden  des  einen  Systems  tverden  von  jenen  des 
anderen  Systems  in  ähnlichen  Punktreihen  geschnitten,'-' 

§.  85. 
Jede  Ebene,    welche   durch  eine  Erzeugende   des  einen  Systems 
geht,   wird   das  windschiefe  Paraboloid   noch  in  einer  zweiten  Erzen- 
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genden,  die  jedoch  dem  anderen  Systeme  angehören  muss,  schneiden. 
Eine  solche  Ebene  berührt  das  Paraboloid  in  dem  Schnittpunkte  der 
beiden  Erzeugenden,  die  sie  enthält. 

Die  asymptotischen  Ebenen,  d.  h.  jene  Ebenen,  welche 
das  hyperbolische  Paraboloid  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
seiner  Erzeugenden  berühren,  sind,  wie  ohne  jedwelche  Schwierig- 
keit dargethan  werden  kann,  die  Ebenen  der  Parallelbüschel  mit 
den  Achsen  g^^  und  lu.  Die  asymptotische  Ebene  einer  beliebigen  Ej-- 
zeugenden  ga  ist  nämlich  jene,  welche  durch  die  genannte  Erzeugende 
geht,  und  die  Erzeugende  des  anderen  Systems,  d.  i.  die  Gerade  la, 
welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  Ua  geführt  werden  kann, 
enthält.     Mithin  besteht  der  Satz  : 

78,  y^Bei  einem  liypertolischen  Paraholoide  artet  der  Asymptoten- 
hegel  in  zivei  Parcdlelehenenbüscliel  mtSy  deren  Achsen  die  unendlich 
fernen  Erzeugenden  heider  Systeme  sind,^ 

Die  unendlich  ferne  Ebene  enthält  selbst  zwei  Erzeugende  gu 
und  In  der  beiden  Systeme,  berührt  folglich  das  Paraboloid  in  dem 
Schnittpunkte  U  dieser  beiden  Geraden.    Hiermit  gilt  der  Satz: 

79,  j^Das  hyperljolische  Faraboloid  ivird  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  in  jenem  PunMe  berührt ,  in  tvelchem  sich  die  unend- 
lich fernen  Erzeugenden  schneiden,  d.  i.  in  dem  unendlich  fernen 
Punlde  der  Schnittgerciden  der  beiden  Bichtebenen,^ 

§.  86. 

Eine  „besondere  Berührungs  ebene"  des  hyperbolischen 
Paraboloides ,  deren  Bestimmung  von  Wichtigkeit  ist,  wollen  wir  in 
nachstehender  Weise  festzustellen  suchen. 

Die  betreffenden  Kichtebenen  für  die  Erzeugenden  des  Systems  g 
und  des  Systems  l  seien  beziehungsweise  B^  und  Bi.  Denken  wir 
uns  auf  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen  Bg  und  Bi  eine  senk- 
rechte Ebene  e  geführt,  welche  B^  in  ys  und  Bi  in  A^^  schneiden  möge. 

Bestimmen  wir  nun  jene  Erzeugende  gs  des  Paraboloides,  welche 
parallel  zu  ys  ist,  sowie  auch  jene  Erzeugende  ?s,  welche  zu  Xs  pa- 
rallel läuft,  so  werden  sich  diese  beiden  Erzeugenden  in  einem  Punkte 
A  schneiden,  welcher  der  „Scheitel"  des  Paraboloides  ge- 
nannt wird. 

Zieht  man  durch  A  eine  Parallele  A  U  zu  der  Schnittgeraden 
der  beiden  Kichtebenen ,  so  geht  dieselbe  offenbar  durch  den  vorher 
genannten  Berührungspunkt  ü  des  Paraboloides  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene;  ferner  wird  besa^rte  Gerade  senkrecht  sein  auf  der  Be- 
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rührungsebene  (gs^h)  im  Scheitel  des  Paraboloides,  Die  Gerade  Äü 
pflegt  man  die  „Achse"  des  Paraboloides  zu  nennen. 

Weiters  ist  der  Schnitt  des  Paraboloides  mit  einer  Ebene  stets 
ein  Kegelschnitt,  da,  wie  nachgewiesen  wurde,  die  Fläche  vom 
zweiten  Grade  ist. 

Dass  diesfalls  der  ebene  Schnitt  keine  Ellipse  sein  kann,  ist 
von  selbst  einleuchtend,  da  der  Ort  der  unendlich  fernen  Punkte  aller 
Erzeugenden  des  Paraboloides  aus  zwei  reellen  Geraden  „den  un- 
endlich fernen  Erzeugenden  gu  und  Z^"  besteht. 

Die  schneidende  Ebene  hat  mit  jeder  dieser  Geraden  einen 
reellen  Punkt  gemein,  d.  h.  die  Schnittcurve  besitzt  zwei 
reelle  unendlich  ferne  Punkte;  ist  daher  eine  Hyperbel. 

Hat  speciell  die  schneidende  Ebene  eine  solche  Lage,  dass  sie 
den  Schnittpunkt  ü  der  beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  gu  und 
lu  enthält,  ist  dieselbe  also  parallel  zur  Achse  des  Paraboloides, 
so  fallen  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  der  Schnittcurve  mit 
dem  Punkte  ü  zusammen. 

Da  weiters  die  unendlich  ferne  Ebene  das  Paraboloid  in  dem 
Punkte  U  berührt,  so  ist  deren  Schnitt  mit  der  schneidenden  Ebene, 
d.  i.  die  unendlich  ferne  Gerade  der  letzteren,  eine  Tangente  der 
Schnittcurve  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  ü  derselben.  Hieraus 
folgt,  dass  unter  obiger  Voraussetzung  die  Schnittcurve  eine  Pa- 
rabel sei. 

Endlich  kann  eine  Ebene,  welche  durch  eine  Erzeugende 
des  Paraboloides  geht,  die  Fläche  nur  noch  in  einer  zweiten 
Erzeugenden  schneiden,  welche  selbstverständlich  dem  anderen 
Systeme  angehört. 

Eine  solche  Ebene,  welche  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Er- 
zeugenden das  Paraboloid  berührt,  schneidet  dasselbe  nach  einem,  in 
zwei  Gerade  (die  genannten  Erzeugenden)  ausgearteten  Kegel- 
schnitt.    Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

60.  ,^Der  ebene  Schnitt  des  hyperbolischen  Paraboloides  ist  im 
allgemeinen  eine  Hyperbel^  deren  Asymptoten  0u  den  Tracen  der  beiden 
Richtebenen  auf  der  schneidenden  Ebene  parallel  sind.  Ist  jedoch 
die  schneidende  Ebene  parallel  0ur  Achse  des  Paraboloides ,  so  ist 
die  Schnittcurve  eine  Parabel.  Endlich  kann  der  Schnitt  des  Para- 
boloides mit  einer  Ebene  auch  in  0wei  Gerade  dann  ausarten,  wenn 
die  schneidende  Ebene  gleichzeitig  eine  Berührungsebene  der  Fläche  ist.^ 

§.  87. 
Berücksichtigt   man ,    dass    die  Achse   einer  Parabel    eine  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt  derselben  gehende  Gerade  ist,    und    dass 


sämmtliche  auf  dem  Paraboloide  liegenden  Parabeln  dieselben  unend- 
lich fernen  Punkte  U  besitzen,  so  ergibt  sich  sofort: 

81.  „Die  Achsen  aller  auf  einem  liyperholisclien  Paraholoide 
liegenden  Parabeln  sind  parallel  0ur  Aclise  des  Paraholoides.^^ 

§.  88. 

Jede  durch  die  Achse  des  hyperbolischen  Paraboloides  gehende 
Ebene  schneidet  die  genannte  Fläche  in  einer  Parabel,  deren  Achse 
die  Achse  des  Paraboloides  ist» 

Denn  die  Schnittcur^e  geht  durch  den  Scheitel  A  des  Parabo- 
loides ;  die  Tangente  der  Parabel  in  diesem  Punkte  Ay  ist  der  Schnitt 
der  Berührungsebene  (^s,  h)  mit  der  schneidenden  Ebene,  also  eine  zur 
Geraden  A  ü  senkrechte  Gerade. 

Die  Gerade  A  U  aber,  welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
U  der  Parabel  geht  und  die  Parabel  noch  in  einem  zweiten  Punkte  A^ 
„dem  Scheitel'*  unter  rechtem  Winkel  trifft,  stellt  offenbar  die  Achse 
der  Parabel   dar.     Demnach  ergibt  sich  der  Satz: 

82.  y^Die  Aclise  eines  liyperholisclien  Paraholoides  ist  auch  die 
Aclise  für  alle  Parabeln  auf  dem  Paraholoide^  deren  Ebenen  dnrch 
sie  gehen .^^ 

§.  89. 

Auf  einem  windschiefen  Hyperboloide  existiert  zu  jeder  Er- 
zeugenden eine  parallele  Erzeugende  im  anderen 
Systeme. 

Auf  einem  hyperbolischen  Paraboloide  hingegen  gibt  es  kein 
einziges  Paar  paralleler  Geraden. 

Gesetzt,  es  wären  gi  und  h  zwei  parallele  Erzeugende,  welche 
selbstverständlich  verschiedenen  Systemen  angehören  müssten. 

Ist  ga  irgend  eine  beliebige  anderweitige  Erzeugende,  so  bestim- 
men die  Erzeugenden  l  auf  g^  und  ga  ähnliche  Punktreihen,  welchen, 
als  entsprechende  Punkte,  auch  die  Schnittpunkte  von  gi  und  ga  mit 
li  angehören  müssten. 

Der  erste  dieser  beiden  Schnittpunkte  liegt  aber,  der  Voraus- 
setzung nach;  in  unendlicher  Ferne,  der  zweite  hingegen  in  endlicher 
Entfernung;  es  würde  daher  in  zwei  ähnlichen  Keihen  dem  unendlich 
fernen  Punkte  der  einen  ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  der  an- 
deren entsprechen,  was  undenkbar  ist-,  hiernach  folgt  der  Satz: 

83.  „J-uf  einem  Injperbolisclien  Paraholoide  gibt  es  hein  Paar 
paralleler  Geraden. '^ 
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§.  90. 

Der  einem  hyperbolischen  Paraboloide  aus  einem  Punkte  P  des 
Eanmes  umschriebene  Kegel  wird  von  jenen  Berührungsebenen,  die 
durch  den  Punkt  P  gehen^  d.  i.  von  jenen  Ebenen,  welche  durch  P 
und  durch  die  einzelnen  Erzeugenden  des  Paraboloides  führen,  umhüllt. 

Denkt  man  sich  nun  das  Paraboloid  durch  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  zweier  ähnlichen  Puuktreihen  a^h^c^. . ,  und 
a2&2^'2--«  auf  zwei  sich  nicht  schneidenden  Trägern  g-^  und  ^2 
erzeugt,  so  werden  jene  Ebenen  den  Berührungskegel  umhüllen, 
welche  durch  den  Punkt  P  und  je  zwei  entsprechende  Punkte  a^  und 
0-2,  ?>i  und  1)2.,.  der  beiden  Keihen  g^  und  ^2  gehen,  oder  mit  an- 
deren Worten:  jene  Ebenen,  welche  entsprechende  Strahlen  zweier 
projectivischen  Strahlenbüschel  P(ai&iCi...)  und  P(a2?>2<^2- •  •)  ver- 
binden, den  Punkt  P  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben  und 
zu  den  beiden  ähnlichen  Keihen  a^h^c^..,  und  aJjoC^,,.  perspec- 
tivisch  sind. 

Dieser  Kegel  ist  somit  vom  zweiten  Grade.  Demnach  folgt 
der  Satz: 

84.  y^Der  einem  hyperholiscJien  Paraholoide  ans  einem  Punkte 
des  Picmmes  nmseliriebene  Kegel  ist  vom  .^weiten  Grade.'' 

Oder^  mit  Kücksicht  auf  die  Darstellung  des  hyperbolischen 
Paraboloides  in  centraler  Projection: 

85.  ^.,Die  Contour  eines  Jiyperholisehen  Paraholoicles  in  central- 
projectiviselier  Darstellung  ist  ein  Kegelselinitt.u 

§.  91. 

Liegt  der  Punkt  P  speciell  in  unendlicher  Entfernung, 
so  übergeht  der  dem  Paraboloide  umschriebene  Kegel  in  einen  um- 
schriebenen Cylinder.  Die  unendlich  ferne  Ebene  berührt  bekanntlich 
das  Paraboloid,  und  da  dieselbe  auch  den  Punkt  P  enthält,  so  berührt 
sie  auch  den  aus  P  dem  Paraboloide  umschriebenen  Cylinder,  welcher 
demgemäß  ein  parabolischer  Cylinder  sein  muss.  Es  ergibt 
sich  daher  der  Satz : 

86.  j^Der  einem  hyperholiselien  Paraholoide  iimsclirii^ene  Cylin- 
der ist^  welehes  aueli  die  BieMung  der  Cylindererzengenden  sein  möge, 
stets  ein  paraholischer.'' 

Oder  für  die  Darstellung  in  der  Parallelprojection : 

87.  „Die  Contour  eines  liyperloliseheyi  Paraboloides  hei  parallel- 
projeetivi scher  Darstellung  ist  immer  eine  Parabel,'' 
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§.  92. 

Berührt  eine  Gerade  eine  Fläche  zweiten  Grades,  so  kann  die 
besagte  Gerade,  außer  den  beiden  im  Berührungspunkte 
vereinigten  Punkten,  mit  der  riäche  keinen  weiteren  Punkt 
gemein  haben. 

Weiß  man  daher,  dass  eine  Gerade  die  Tangente  einer  Fläche  zweiten 
Grades  ist  und  kennt  man  einen  Punkt,  den  dieselbe  mit  der  Fläche 
gemein  hat,  so  kann  der  bezeichnete  Punkt  kein  anderer,  als  der 
Berührungspunkt  selbst  sein. 

Gestützt  auf  diesen  Umstand,  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Denken  wir  uns  dem  hyperbolischen  Paraboloide  aus  einem 
Punkte  P  des  Eaumes  einen  Kegel  K  umschrieben  und  seien  i>i,  B^ 
und  1?3  drei  Berührungsebenen  des  Kegels  K,  mithin  also  auch  Be- 
rührungsebenen des  Paraboloides,  in  den  Punkten  %,  a^  und  a^. 

Der  Kegel  K  wird  sodann,  auf  Grund  der  gemachten  Voraus- 
setzungen, von  diesen  Ebenen  längs  den  Erzeugenden  Pa^,  Fa^  und  Pa^ 
berührt.  Legen  wir  durch  %,  a„  und  a^  eine  Ebene  e,  so  wird  diese 
das  Paraboloid  in  einem  Kegelschnitte  treffen,  welcher  durch  die  drei 
Punkte  (^1,  «2,  0^3  geht  und  in  denselben  jene  drei  Geraden  t^,  4,  t^ 
berühren,  in  welchen  die  Ebene  e  die  Berührungsebenen  Pi,  P„',  P3 
schneidet. 

Selbstverständlich  schneidet  besagte  Ebene  auch  den  Kegel  K 
in  einem  Kegelschnitte,  der  gleichfalls  durch  a^,  a^^  a^  geht  und  die 
Geraden  t^,  t^  und  ^3  berührt. 

Diese  beiden  Kegelschnitte  sind  somit  identisch  und  reprä- 
sentieren, den  Auseinandersetzungen  zufolge,  die  Berührungscurve  des 
Kegels  K  mit  dem  Paraboloide.     Hiernach  der  Satz: 

88.  y^Die  Berühnmgscurve  des  liyperholisclien  Paraboloides  mit 
einem  demselben  umschriebenen  Kegel  ist  immer  eine  ebene  Curve  und 
0Wär  eine  Hyperbel.'^ 

Liegt  der  Kegelscheitel  in  unendlicher  Entfernung,  über- 
geht also  der  umschriebene  Kegel  in  einen  umschriebenen  Cylinder, 
so  kann  die  auf  diesem  parabolischen  Cylinder  (Satz  86)  liegende 
Berührungscurve  nur  eine  Parabel  sein.  Wir  gelangen  daher  zu  dem 
Satze : 

89.  „Die  Berührungscurve  eines  hyperbolischen  Paraboloides  mit 
einem  demselben  umschriebenen  Cylinder  ist  eine  Parabel.^'' 

§.  93. 

Denkt  man  sich  umgekehrt,  das  Paraboloid  durch  eine  Ebene  e 
nach  einem  Kegelschnitt  27  geschnitten  und  construiert  man  in  allen 


81 

Punkten  dieses  Kegelschnittes  die  dem  Paraboloide  entsprechenden 
Berührungsebenen,  so  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  dieselben 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  also  einen  Kegel  um- 
hüllen. 

Nehmen  wir  nämlich  auf  dem  Kegelschnitte  U  drei  Punkte  a^^ 
a^  und  a^  beliebig  an  und  construieren  die  drei  zugehörigen  ßerüh- 
rungsebenen  B^.B.^^  und  B^  des  Paraboloides,  so  schneiden  sich  diese 
nothwendig  in  einem  Punkte  P,  welcher  (nach  Satz  88)  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  der  aus  demselben,  dem  Paraboloide  umschriebene 
Kegel,  das  letztere  in  den  Punkten  des  durch  a^^  a^  und  a^  gehenden 
ebenen  Schnittes,  d.  i.  längs  des  Kegelschnittes  H  berührt. 

Hiemit  ist  gleichzeitig  auch  nachgewiesen,  dass  alle  Berührungs- 
ebenen des  Paraboloides  in  den  Punkten  von  'ZI  durch  den  nämlichen 
Punkt  P  gehen  müssen.    Daher  besteht  der  Satz: 

90,  j^Die  Berühr ungseienen  eines  hyperboUscJien  Paraboloides 
in  den  PunMen  eines  ebenen  Schnittes  umhüllen  einen  Kegel  0iveiten 
Grades.'- 

§.  94. 

Ist  die  schneidende  Ebene  e  speciell  parallel  zur  Achse  des 
Paraboloides,  ist  also  der  Kegelschnitt  2  eine  Parabel,  so  kann 
man  zwei  beliebige  Punkte  a^  und  a^  derselben  annehmen  und  die 
diesen  Punkten  entsprechenden  Berührungsebenen  B^  und  B^  des  Para- 
boloides construieren. 

Besagte  Berühiungsebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  s.. 
Betrachtet  man  die  so  gefundene  Gerade  s  als  Richtung  der  Erzeu- 
genden eines  dem  Paraboloide  umschriebenen  Cylinders,  so  wird  dieser 
letztere  (nach  Satz  89)  das  Paraboloid  längs  einer  Parabel  berühren,. 
welche  durch  die  beiden  Punkte  a^  und  a^  geht  und  keine  andere 
sein  kann,  als  die  Parabel  2J  selbst,  in  welcher  die  Ebene  e  das  Para- 
boloid schneidet.  Denn  durch  die  beiden  Punkte  a^  und  a,^  kann  nur 
eine  einzige  zur  Achse  des  Paraboloides  parallele  Ebene,, 
also  auch  nur  eine  einzige  Parabel  gelegt  werden. 

Es  folgt  daher  der  Satz : 

9L  j^Bie  Berührungsebenen  eines  hyperbolischen  Paraboloides  in 
den  Punlcten  einer  auf  dem  leideren  liegenden  Parabel  umhüllen 
einen  parabolischen  Cylinder.^ 

§.  95. 
Die  Asymptoten  eines  ebenen  S^ehnittes  des  hyperbolischen  Para- 
boloides sind,  wie  wir  bereits  wissen,  parallel  zu  den  Geraden  y  und  L, 

Poschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  6 
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in  welchen  die  schneidende  Ebene  die  beiden  Richtebenen  Rg  und  lii 
schneidet. 

Bestimmt  man  nämlich  die  Erzeugenden  g  und  l  der  beiden 
Systeme,  welche  zu  den  Geraden  y  und  7.  parallel  sind,  so  stellen 
diese  zwei  Erzeugenden  des  Paraboloides  vor,  welche  zur  schneidenden 
Ebene  E  parallel  sind  und  deren  unendlich  ferne  Punkte  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Schnittcurve  darstellen. 

Um  die  Tangenten  der  letzteren  in  diesen  Punkten  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  die  betreifenden  Tangentialebenen  des  Paraboloides  in 
denselben  Punkten  bestimmt,  d.  h.  die  asymptotischen  Ebenen  der  beiden 
Erzeugenden  g  und  l  aufgesucht.  Besagte  Ebenen  sind  selbstverständ- 
lich die  durch  g  und  l  beziehungsweise  parallel  zu  Bg  und  Bi  ge- 
liihrten  Ebenen  Bg  und  Bi, 

Die  beiden  Ebenen  Bg  und  Bi  schneiden  sich  unter  einander  in 
einer  zur  Achse  des  Paraboloides  parallelen  Geraden  5,  während  der 
Schnitt  derselben  mit  der  schneidenden  Ebene  e  in  den  Asymptoten 
.4j  und  A^  der  Schnittcurve  erfolgen  wird.  Der  Begegnungspunkt  m 
der  beiden  letzteren  ist  offenbar  der  Schnittpunkt  der  Geraden  s  mit 
der  Ebene  e.  Derselbe  wird  sonach  den  Mittelpunkt  der  Schnitt- 
hyperbel repräsentieren . 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Ebenen  Bg  und  I?/,  sowie  die  Ge- 
raden g^  l  und  s  dieselben  bleiben,  wenn  man  für  die  Ebene  e  eine 
andere  zu  ihr  parallele  Ebene  e'  substituiert,  so  ergibt  sich  unmittel- 
bar, dass  die  Mittelpunkte  m  aller  parallelen  Schnitte  eines  Parabo- 
loides auf  einer  und  derselben  Geraden  s  liegen,  und  dass  deren 
Asymptoten,  als  Schnitte  der  Parallelschar  schneidender  Ebenen  mit 
zwei  festen  Ebenen  Bg  und  JB/,  sämmtlich  unter  einander  parallel 
seien.  Nachdem  aber  alle  Hyperbeln,  welche  parallele  Asymptoten 
besitzen,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  so  folgt  der  Satz: 

92.  „  Wird  ein  hyperbolisches  Paraholoid  durch  eine  Schar 
paralleler  Ebenen  geschnitten^  so  sind  die  Schmttciirven  ähnlich  und 
ähnlich  gelegene  Hyperbeln^  deren  Mittclpimlde  sämmtlich  auf  einer 
zm  Achse  des  Paraboloides  parallelen  Geraden  liegen,''^ 

Die  letztgenannte  Gerade  nennt  man  den  zu  der  Schar  paral- 
leler schneidender  Ebenen  „conjugierten  Durchmesser"  des 
hyperbolischen  Paraboloides. 

§.  96. 

Setzen  wir  nun  voraus,  ein  System  paralleler  Geraden  Äj,  h,2, 
//.j...  schneide  ein  hyperbolisches  Paraboloid  in  den  Punktepaaren 
a^h^]  a^b,^]  a^b^,,,.    Durch  diese  Geraden  ä,,  h^.,.  denken  wir  uns 
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parallele  Ebenen  e,,  e^,  e^,  . .  gelegt.  Die  letzteren  werden  die  Fläche 
in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Hyperbeln  schneiden,  deren  Mittel- 
punkte Oj,  Ö2,  Ö3. . .  auf  einer  festen  Geraden  s  liegen  und  deren  jede 
^ine  Sehne  a^h^^  a^^, . .  besitzt. 

Denkt  man  sich  ferner  die  Mittelpunkte  m^,  m^.  . .  von  a^l^^ 
^2 62 . . .  mit  den  entsprechenden  Mittelpunkten  0, ,  0^, , ,  der  Hyber- 
beln  verbunden,  so  erhält  man  Durchmesser  dieser  letzteren,  welche 
«der  Eichtung  der  Sehnenschar  0^,  ?>,,  ao\. . .  conjugiert  sind.  Nach- 
dem aber  die  sämmtlichen  Hyperbeln  ähnlich  liegend  sind,  so  müssen 
diese  Durchmesser  o^m^,  0(^mg,. , .  unter  einander  parallel  sein  und  da 
die  letzteren  sammt  und  sonders  die  Gerade  s  schneiden,  so  liegen  sie 
auch  alle  in  einer  und  derselben  Ebene.  Hiernach  ergibt  sich 
der   Satz : 

93.  ,jDie  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  hyperholisehen 
Paraholoides  liegen  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  zur  Achse 
des  Paraboloides  parallel  ist,^^ 

Die  letztgenannte  Ebene  wird  die  der .  Parallelsehnenschar  „con- 
jugierte  Durchmesserebene"  genannt. 

§.  97. 
Verschiedene  Erzeugungsarten  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

a)  Denken  wir  uns  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  g^  und  g^^ 
von  denen  das  eine,  etwa  gu,  ein  Parallelebenenbüschel,  dessen  Achse 
gu  somit  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  sei. 

Entsprechende  Ebenen  vorbezeichneter  Büschel  schneiden  sich 
(nach  Satz  11)  in  den  Erzeugenden  einer  windschiefen  Fläche  zweiten 
Grades,  für  welche  g^  und  g^  Leitgeraden  sind. 

Der  unendlich  fernen  Ebene,  als  [einer  Ebene  des  Büschels  gu^ 
entspricht  im  Büschel  g^  eine  bestimmte  Ebene,  deren  Schnitt  mit 
der  ersteren  eine  unendlich  ferne  Erzeugende  der  Fläche  liefert. 

Die  letztbezeichnete  Fläche  besitzt  daher  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  zwei  Geraden,  ist  sonach  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Mithin: 

94.  ^Zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  wovon  das  eine  ein 
Farallelebenenbüschel  ist,  erzeugen,  sobald  ihre  Achsen  keinen  Funkt 
gemein  hahen^  ein  hyperbolisches  Paraboloid.^ 

§.  98. 

b)  Setzen  wir  voraus^;  es  seien  drei  Geraden  g^^  g^  und  g^  als 
Leitgeraden  für  eine  windschiefe  Fläche  derart  gegeben,  dass  alle  drei 
zu  einer  und  derselben  Ebene  e  parallel  sind. 

6* 
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Bei  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  von  gr^,  g^^  g^  erzeugen  die 
Geraden,  welche  g^,  g^,  g^  schneiden,  wie  wir  bereits  wissen,  ein 
Hyperboloid. 

Unter  der  Voraussetzung  aber,  dass  die  Geraden  g^,  g^,  g^  zu 
einer  Ebene  e  parallel  sind,  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  lu 
dieser  Ebene  selbst  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides  und  dieses 
degeneriert  somit  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Hieraus  folgt  der  Satz,  resp.  die  Erzeugungsweise  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides : 

95.  n^rei  gerade  Linien y  welche,  ohne  sich  zu  schneiden ,  m 
einer  und  derselben  Ebene  parallel  sind,  sind  immer  Leitgeraden  für 
ein  hyperbolisches  Paraboloid. ^^ 

§.  99. 

c)  Ein  ebenes  Strahlenbüschel  S  und  eine  zu  diesem  Büschel 
projectivische  Punktreihe  g  sei  im  Kaunie  derart  gegeben,  dass  der 
Träger  g  der  Punktreihe  zur  Ebene  des  Strahlenbüschels  S  nicht 
parallel  läuft. 

Zieht  man  durch  jeden  Punkt  der  Keihe  g  eine  Parallele  zu 
dem  entsprechenden  Strahle  des  Büschels,  so  erzeugen  diese  Ge- 
raden eine  windschiefe  Fläche,  welche,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  sein  wird. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  die  Punkte  a,  &,  c...  der  Reihe 
g  Ebenen  parallel  zur  Ebene  des  Strahlenbüschels  S  gelegt,  so  bilden 
dieselben  ein  Parallelebenenbüschel  ^  welches  zu  der  Punktreihe 
g(abc,.,)  perspectivisch  und  mithin  zu  dem  Strahlenbüschel  S(aßy,..} 
projectivisch  ist. 

Legen  wir  ferner  durch  die  Gerade  g  Ebenen  parallel  zu  den 
Strahlen  des  gegebenen  Büschels  S{aßy...),  so  entsteht  ein  Ebenen- 
büschel g  («ij^i^i. . .),  welches  mit  dem  Strahlenbüschel  S  {aßy. .  ,)y 
also  auch  mit  dem  früher  genannten  Parallelebenenbüschel  projecti- 
visch  ist. 

Betrachten  wir  nun  zwei  einander  entsprechende  Ebenen  der 
beiden  Büschel,  beispielsweise  die  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  a 
der  Reihe  g  (ab  c  .  .  ,)  parallel  zur  Ebene  des  Strahlenbüschels 
S  (aßy...)  geführt  wurde  und  jene  Ebene,  welche  durch  g  parallel 
zum  Strahle  Sa  des  Büschel  8 {aßy,..)  gelegt  worden  ist,  so  findet 
man,  dass  die  Schnittgerade  dieser  beiden  Ebenen  einerseits  durch  den 
Punkt  a  geht  und  andererseits  zum  Strahle  Sa  des  Büschels  S  parallel 
läuft,  mithin  eine  Erzeugende  der  vorgenannten  windschiefen  Fläche 
sein  wird. 
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Besagte  Fläche  kann  daher  auch  aufgefasst  werden  als  der  Ort 
der  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  eiuesEbenen- 
büschels  und  eines  zu  demselben  projectivischen  Paral- 
lelebenenböschels.  Diese  Fläche  ist  aber  (nach  Satz  94)  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  und  es  folgt  mithin  der  Satz: 

96.  y^Die  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  einer  Reihe  parallel 
j^u  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  {dessen 
Ebene  nicht  parallel  zu  dem  Träger  der  'Reihe  ist)  gesogen  tverden^ 
bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid.^' 


VII  Capitel. 
Das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid. 

§.  100. 

Wenn  die  beiden  Richtebenen  Rg  und  Ri  eines  hyperbolischen 
Paraboloides  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  nennt  man  das  infolge 
dieser  besonderen  gegenseitigen  Lage  der  ßichtebene  entstehende  wind- 
schiefe Paraboloid,  ein  „gleichseitig  -  hyperbolisches  Para- 
boloid^ 

Wir  wollen  nun  die  Bedingung  feststellen,  unter  welcher  zwei 
projectivisch  -  ähnliche  Punktreihen  ein  solches  Paraboloid  erzeugen 
können. 

Seien  g^  und  g^  zwei  sich  kreuzende  Geraden,  welche  als  Träger 
zweier  projectivisch-ähnlicher  Punktreihen  dienen  mögen. 

Ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid  durch  zwei  Leitgeraden  g^  und 
g^  und  eine  Richtebene  Ri  gegeben,  so  kann,  wie  bereits  bekannt, 
jederzeit  eine  Erzeugende  l  gefunden  werden,  welche  zu  einer  beliebig 
in  der  Richtebene  jB;  liegenden  oder  parallel  zu  Ri  gewählten  Geraden 
parallel  läuft.] 

Soll  das  Paraboloid  g^y  ^2  ^i^  gleichseitiges  sein,  d.  h.  sollen  die 
beiden  Richtebenen  Rg  und  Ri  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  muss 
es  unter  den  Erzeugenden  ?,  d.  h.  unter  jenen  Geraden,  welche  g^  und 
gg  schneiden  und  parallel  zu  Ri  geführt  sind,  eine  geben,  welche  zur 
Richtebene  Rgy  die  ihrerseits  parallel  zu  g^  und  g^  ist,  senkrecht 
steht.  Hiernach  muss  die  Gerade,  welche  zu  g^  und  ^2  normal  steht 
und  den  kürzesten  Abstand  von  ^^  und  ^3  repräsentiert,  eine  Er- 
zeugende des  Paraboloides  sein.     Es  folgt  daher  der  Satz: 
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97,  ^Damit  nvei  projectivisch- ähnliche  PunJdreihen  ein  gleich- 
seitig-hyperbolisches Paraboloid  erzeugen,  ist  es  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  sich  auf  denselben  die  FußpunJcte  des  kürzesten  Ab- 
standes  als  Elemente  der  beiden  Ueihen  entsprechen}'' 

Oder  mit  anderen  Worten: 

98,  j^In  einem  gleichseitig-hyperbolischen  Paraholoide,  welches 
zwei  Gerade  g^  und  g^  als  Leitlinien  besitzt,  ist  die  Linie  des  Icilr- 
zesten  Äbstandes  von  g^  und  g^  eine  Erzeugende}^ 

§.  101. 

Hieraus  kann  unschwer  noch  ein  weiterer  Satz  gefolgert  werden. 

l^Tennen  wir  nämlich  Is  die  Erzeugende  des  Paraboloides,  welche 
den  kürzesten  Abstand  von  g^  und  gr^  darstellt  und  somit  auf  der  zu 
g^  und  g^  parallelen  Richtebene  Bg  senkrecht  steht,  so  ist  einleuchtend^ 
dass  dieselbe  zu  allen  Geraden  dieser  Ebene,  also  auch  zu  allen  Erzeu- 
genden des  Systems  g  normal  sein  wird. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  wenn  von  zwei  Geraden  l^  und  l^ 
ausgegangen  wird,  dass  die  Gerade  gs,  welche  den  kürzesten  Abstand 
von  ?i  und  l^  darstellt,  alle  Erzeugenden  des  Systems  l  rechtwinklig 
schneidet.' 

Mithin  besteht  der  Satz: 

99,  „Ein  gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid  enthält  in  jeder 
Erzeugendenschar  eine  Gerade,  welche  die  sämmtlichen  Geraden  der 
anderen  Schar  rechtwinJdig  schneidet." 

§.  102. 

Sind  zwei  sich  kreuzende  Geraden  g^  und  g^  gegeben  und  fällt 
man  von  den  Punkten  a,  b,  c,  der  einen  Geraden,  etwa  g^^,  Senk- 
rechte auf  die  andere,  d.  i.  auf  g^,  so  bilden  diese  Perpendikel  ein 
gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid.  Denn  nimmt  man  an,  es  seien 
?i  und  ?2  zwei  dieser  Perpendikel,  so  repräsentiert  g^^  den  kürzesten 
Abstand  von  Z,  und  l^.  Da  'aber  die  Gerade  l  sämmtlich  zu  einer 
Ebene  —  der  auf  ^^  senkrechten  Ebene  —  parallel  sind,  so  ist  obige 
Behauptung  gerechtfertigt  und  wir  gelangen  zu  dem  Satze: 

100,  ^8ind  zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  gegeben^ 
und  man  fällt  von  den  Punkten  der  einen^  Perpendikel  auf  die  andere, 
so  ist  der  Ort  dieser  Perpendikel  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Para- 
boloid.^ 
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§.  103. 

Sind  drei  Geraden  g^^  g,^  und  ^3  derart  gegeben,  dass  sie  alle 
die  nämliche  Gerade  l  rechtwinklig  schneiden  und  betrachtet  man  die- 
selben als  Leitgeraden  einer  windschiefen  Fläche,  so  findet  man  sofort, 
dass  diese  letztere,  da  die  drei  Leitgeraden  g^^  g^  und  g^  zu  einer  und 
derselben  Ebene  —  der  auf  l  senkrecht  stehenden  Ebene  —  parallel 
sind,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sei. 

Weiters  ist  aber  die  Gerade  l  eine  Erzeugende,  welche  auf  den 
drei  Erzeugenden  des  anderen  Systems  g  senkrecht  steht,  woraus  folgt, 
dass  das  so  entstandene  hyperbolische  Paraboloid  ein  „gleichseitiges" 
ist.   Demnach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

101,  ^Drei  Geraden,  tvelche  eine  und  dieselbe  Gerade  reeht- 
ivinMig  schneiden^  sich  aber  gegenseitig  nicht  begegnen^  sind  stets 
Leitgeraden  eines  gleichseitig-hyperbolischen  Paraboloiäes,^ 

§.  104. 

Auf  Grund  des  Satzes  94)  kann  behauptet  werden,  dass  die 
Schnittgeraden  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  g  mit  den  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  eines  projectivischen  Parallelebenenbüschels  gu  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  erzeugen. 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  dass  die  Achse  g  des  ersteren 
Ebenenbüschels,  als  auch  dessen  Ebenen,  auf  den  Ebenen  des  Parallel- 
büschels senkrecht  stehen. 

Dies  vorausgesetzt,  stehen  auch  sämmtliche  Erzeugenden,  da  diese 
in  den  Ebenen  des  Parallelbüschels  liegen,  zu  der  Geraden  g  senk- 
recht. Die  unmittelbare  Folge  hievon  ist,  dass  unter  diesen  Vorbedin- 
gungen das  Paraboloid  ein  gleichseitiges  sein  müsse.  Mithin  der  Sat/  : 

102.  „Der  Ort  der  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  zweier 
projectivischer  Ebenenbüschels  wovon  das  eine  ein  Parallelebenen- 
büschel  ist,  dessen  Ebenen  /^u  der  Achse  des  zweiten  senkrecht  sind, 
ist  ein  gleichseitig -hyperbolisches  Paraboloid.^ 

§.  105. 

Der  Ort  der  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  einer  geraden 
Eeihe  parallel  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  dieser  Reihe  pro- 
jectivischen Strahlenbüschels  sind,  ist  (nach  Satz  96)  ein  hyperbolisches 
Paraboloid.  Setzt  man  überdies  fest,  dass  der  Träger  der  Reihe  zu 
der  Ebene  des  Strahlenbüschels  senkrecht  stehe,  so  werden  auf  dem- 
selben auch  alle  Strahlen  des  Büschels  und  infolge  dessen  die  zu  ihnen 


parallelen  Erzeugenden  des  Pavaboloides  senkrecht  stehea.    Das  Para- 
boloid  ist  somit  ein  gleichseitiges.     Dies  gibt  den  Satz: 

103,  ^^ Zieht  man  durcJi  die  Punkte  einer  lleihe  parallele  Gera- 
den zu  den  ihnen  entspreehenden  Stralilen  eines  projectivischen 
Strahlenlü seheis ,  dessen  Ebene  zu  dem  Träger  der  Reihe  senJcrecht 
ist^  so  bilden  diese  Parallelen  ein  (jleiehseitig-hyperbolisches  Para- 
boloid. " 

§.  106. 

Es  wurde  im  Vorhergegangenen  der  Satz  nachgewiesen,  dass 
zwei  projectivische  Ebenenbüschel  mit  sich  kreuzenden  Achsen  dann 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  erzeugen ,  wenn  es  ein  Paar  ent- 
sprechender und  zugleich  zu  einander  paralleler  Ebenen  in  den- 
selben gibt. 

Untersuchen  wir  nun,  welche  Bedingung  die  beiden  Ebenenbüschel 
noch  erfüllen  müssen,  wenn  das  Paraboloid  ein  gleichseitiges  sein  soll. 

Sind  g^  und  g^  zwei  Erzeugende  eines  gleichseitig-hyperbolischen 
Paraholoides ,  so  wird  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  beider  eine 
Erzeugende  Is  des  zweiten  Systems  sein. 

Denken  wir  uns  die  Geraden  g^  und  g^  als  Achsen  zweier  das 
Paraboloid  erzeugenden  projectivischen  Ebenenbüschel,  so  werden  sich 
in  denselben  solche  Ebenen  entsprechen,  welche  eine  und  dieselbe  Er- 
zeugende des  Sj^stemes  l  enthalten. 

Für's  erste  entsprechen  einander  jene  Ebenen  e^  und  e^,  welche 
durch  g^  parallel  zu  g»  und  durch  g^^  parallel  zu  g^  gelegt  werden, 
da  sich  dieselben  in  der  Verbindungsgeraden  der  unendlich  fernen 
Punkte  von  g-^  und  ^o,  d.  h.  in  der  unendlich  fernen  Erzeugenden  des 
Systems  l  schneiden. 

Weiters  sind  aber  auch  die  Ebenen  der  beiden  Büschel  g^  und 
go ,  welche  durch  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  Is  gehen ,  ent- 
sprechende Ebenen. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  Ebenen  e^  und  [g^,  Is)  des 
Büschels  g^  auf  einander  senkrecht  sind,  und  ebenso  die  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  e,^  und  (^2'  ^s)  ^^^  Büschels  ^2  zu  einander  normal 
stehen,  so  ergibt  sich,  dass  von  den  entsprechenden  zwei  Paaren  recht- 
winkliger Ebenen  der  beiden  Büschel  das  eine  Paar  parallel  ist, 
während  sich  das  andere  in  jener  Erzeugenden  schneidet,  welche  zu 
den  Achsen  der  beiden  Büschel,  als  Erzeugenden  des  zweiten  Systems, 
so.nkrecht  ist.     Es  folgt  mithin  der  Satz: 

104.  y^Udben  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  eine  derartige 
L(ige  im  Baume,   dass  sich  deren  Achsen  nicht  schneiden ,   und  dass 
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das  eine  der  beiden  Paare  entsprechender  rechtwinkliger  Ebenen 
der  beiden^  Büschel  parallel  ist,  so  erzeugen  die  Schnittgeraden  ent- 
sprechender Ebenen  dieser  Büschel  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Pa- 
raboloid;  die  Ebenen  des  ^iveiten  Paares  der  rechtivinkligen  Ebenen 
schneiden  sich  in  derjenigen  Erzeugenden^  su  welcher  die  Erzeugenden 
des  zweiten  Systems,  wozu  auch  die  Büschelachsen  gehören,  senkrecht 
stehen.'^ 

Als  Vorbereitung  zu  weiteren  Untersuchungen  wollen  wir  jetzt 
einige  geometrische  Orte  untersuchen,  welche  sich  als  wind- 
schiefe Flächen  zweiten  Grades  herausstellen. 

§.  107. 

5.  Aufgabe.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  im 
Räume,  deren  Abstände  von  zwei  festen,  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 

Die  beiden  gegebenen  Geraden  seien  h^  und  /^.^  (Taf.  III,  Fig.  21). 
Durch  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  m^m^  dieser  Geraden  führen 
wir  eine  Ebene  V  senkrecht  zu  h^  und  eine  Ebene  H  senkrecht  zu  \. 
Diese  beiden  Ebenen,  welche  irgend  einen  Winkel  mit  einander 
einschließen  mögen,  betrachten  wir  als  zwei  Ebenen  orthogonaler 
Projection. 

Die  Gerade  h^  projiciert  sich  sodann  auf  die  Ebene  V  als  ein  in 
die  Grundlinie  G  fallender  Punkt  m^ ;  ihre  orthogonale  Projection  auf 
die  Ebene  H  ist  die  durch  m^  gehende  zur  Grundlinie  senkrechte 
Gerade  h\.  In  gleicher  Weise  ist  die  orthogonale  Projection  der 
zweiten  Geraden  h^  auf  die  Ebene  H  der  Punkt  m^  in  der  Grund- 
linie; die  Projection  h^  auf  die  Ebene  V  geht  durch  m^,  und  ist 
senkrecht  zur  Grundlinie. 

Der  Kürze  halber  wollen  wir  die  beiden  Ebenen  V  und  H  so- 
wohl, als  auch  die  betreffenden  Projectionen  einfach  verticale  und 
horizontale  Projectionsebenen,  beziehungsweise  verticale  und  horizon- 
tale Projectionen  nennen,  obwohl  V  und  JGT,  wie  ausdrücklich  hervor- 
gehoben, keinen  rechten  Winkel  einschließen. 

Nach  dieser  angenommenen  Bezeichnung  ist  somit  h^  oder  (rn^,h\) 
eine  vertical-projicierende  und  {m^^h^  oder  h^  eine  horizontal-projicie- 
rende  Gerade. 

Sind  nun  p  und  p*  beziehungsweise  die  verticale  und  horizontale 
Projection  eines  Punktes  im  ßaume  und  ziehen  wir  pm^,  so  repräsen- 
tiert diese  Gerade  die  verticalen  Projectionen  aller  durch  {p,  jp') 
gehenden  und  die  Gerade  (mj,  h\)  schneidenden  Geraden,    also   auch 
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derjenigen  Geraden,  welche  den  Abstand  des  Punktes  (p,  p')  von  der 
Geraden  \  misst.  Nachdem  aber  die  letztere  Gerade  li^  vertical-pro- 
jicierend  ist,  so  wird  jener  Abstand  parallel  zur  verticalen  Projections- 
ebene  sein  und  die  Strecke  j>mi  mithin  bereits  dessen  wahre  Länge 
darstellen. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  die  Strecke  p'^Q  die  wahre 
Größe  des  Abstandes  des  Punktes  (p,  p')  von  der  Geraden  \  reprä- 
sentiert. 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  den  geometrischen  Ort 
aller  Punkte  XPi  P')  ^^^  Raumes  zu  finden,  deren  Abstände 
von  den  beiden  festen  Geraden  Ji^  und  K  in  einem  constanteu 
Verhältnisse  h  stehen,  d.  h.  den  Ort  aller  jeuer  Punkte  festzu- 
stellen, für  welche 

ist. 

Behufs  Erreichung  des  vorgegebenen  Zweckes  wird  es  noch  noth- 
wendig  sein,  einige  vorbereitende  Constructionen  voranzuschicken. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  man  die  Strecke  myMo  innerlich 
und  äußerlich  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  h  durch  die  betref- 
fenden Punkte  a  und  ß  theilt,  und  über  aß  als  Durchmesser,  ein 
Kreis  G  verzeichnet  wird,  diesem  letzteren  die  Eigenschaft  zukömmt, 
dass  das  Verhältnis  der  Abstände  eines  jeden  seiner  Punkte  a  von 
den  Punkten  m^  und  m^  jenem  gegebenen  Verhältnisse  Je  gleich  sei. 
Ist  demnach  a  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreises  (7,  so  wird  stets,  d.i. 
für  alle  Punkte  desselben: 

sein. 

Denken  wir  uns  nun  im  Punkte  a  die  verticale  und  horizontale 
Projection  eines  Eaumpunktes  vereinigt,  so  wird  offenbar  auch  dieser 
Punkt  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  angehören. 

Wir  wissen  aber,  dass  ein  Punkt,  dessen  verticale  und  horizon- 
tale Projection  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  nothwendig  ein 
Punkt  einer  derjenigen  beiden  Ebenen  sei,  welche  den  Winkel  zwischen 
den  Projectionsebenen  halbieren. 

Nennen  wir  diese  Ebene  H,  so  ergibt  sich,  dass  jene  Ellipse  E 
in  der  Ebene  H,  deren  beide  Projectionen  mit  dem  Kreise  C  zusammen- 
fallen, also  diejenige  Ellipse,  in  welcher  der  über  G  errichtete  ver- 
tical-  oder  horizontal-projicierende  Cylinder  von  der  Ebene  jff  geschnitten 
wird,  dem  geometrischen  Orte  angehöre. 
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Denken  wir  uns  ferner  zu  dem  Punkte  a  (Taf.  III^  Fig.  22)  den 
in  Bezug  auf  die  Grundlinie  symmetrischen  Punkt  a'  des  Kreises  G 
bestimmt,  so  folgt,  weil  a'm«  =  am^^  ist,  auch 

sein  müsse;  es  wird  sonach  jener  Punkt,  dessen  Projectionen  a  und  a' 
sind,  ebenfalls  ein  Punkt  des  geometrischen  Ortes  sein. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  Projectionen  a  und  a'  dieses 
Punktes  von  der  Grundlinie  gleich  weit  abstehen,  dass  also  der  Punkt 
selbst  in  der  zweiten  Winkelhalbierenden  Ebene  H^  der  Pro- 
jectionsebenen  liegen  müsse,  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass 
der  Kreis  G  die  Projectionen  einer  in  H^  liegenden  Ellipse  E^  dar- 
stelle, welche  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  gleichfalls  angehört. 

Aus  dieser  einfachen  Erörterung  ist  zu  ersehen,  dass  der  ver~ 
tical-  oder  horizontal-projicierende  Cylinder  durch  den  Kreis  G  von 
den  beiden  Winkelhalbierenden  (also  zu  einander  rechtwinkligen) 
Ebenen  der  Projectionsebenen  in  zwei  Ellipsen  £^  und  iJj  geschnitten 
wird,  welche  dem  gesuchten  geometrischen  Orte   angehören. 

Diese  beiden  Ellipsen  berechtigen,  wie  aus  Nachstehendem  klar 
werden  wird,  zu  der  Folgerung,  dass  der  geometrische  Ortau& 
zwei  Systemen  gerader  Linien  bestehe. 

Denken  wir  uns  zum  Behufe  der  Erläuterung  des  Gesagten  durch 
den  Punkt  a  (Taf.  III,  Fig.  21)  die  beiden  Geraden  pa  und  p'a 
beziehungsweise  zu  am^  und  am^  senkrecht  geführt  und  betrachten 
wir  dieselben  als  die  betreffende  verticale  und  horizontale  Projection 
einer  und  derselben  durch  (a,  a*)  gehenden  Geraden. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  irgend  einen  beliebigen  Punkt 
(Pi  P^)  an,  so  werden,  weil  w,  ?%  und  pp^'j  m^a  und  pa-,  m^a  und 
p' a  Paare  rechtwinkliger  Geraden  sind,  die  Dreiecke  pap'  und  m^am^ 
ähnlich  sein  und  infolge  dessen] 

pa  :  am^  ^=z p' a  :  am^. 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  auch  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
pam^  und  ^'am^  ähnlich  sind,  dass  also 

pm^  :  p' m^  =  am^  \  am^=zli 
ist.  Die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  {p,p')  der  Geraden  {ap^  a'p') 
von  den  beiden  Geraden  \  und  ha  stehen  demnach  in  dem  bestimmten 
Constanten  Verhältnisse  ä,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die  Gerade 
(ajp,  ap')  selbst  ein  Theil  des  geometrischen  Ortes  ist. 

Selbstverständlich  gilt  das  Gleiche  von  allen  in  derselben  Weise 
construierten  Geraden. 
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Hieraus  ist  aber  weiters  zu  ersehen,  dass  der  geometrische  Ort 
diejenige  windschiefe  Fläche  sein  werde,  welche  von  allen  diesen 
Geraden  gebildet  wird. 

Dass  die  Fläche  in  der  That  windschief  ist,  wird  bewiesen  sein, 
wenn  man  zu  zeigen  vermag,  dass  kein  Paar  solcher  Geraden 
«ich  schneiden  könne. 

Zuna  Behufe  dieses  Nachweises  zeichnen  wii  eine  zweite  gleich- 
wertige Gerade  (bq^hq')^  welche  von  dem  Punkte  t  des  Kreises  (7  aus- 
geht.  Hierbei  ist,  sowie  vorher,  hq  senkrecht  zu  m^l  und  hq'  normal 
zu  Im^,  Die  beiden  Geraden  ap  und  hq  mögen  sich  in  einem  Punkte 
^  und  die  Geraden  ap'  und  &g'  in  x*  schneiden.  Lägen  x  und  x'  in 
einer  und  derselben  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden,  so  würden 
sich  die  beiden  Geraden  {ap^  ap')  und  (bq^  Iq*)  in  dem  Punkte  {x^x') 
schneiden.  Dass  dies  aber  nicht  stattfinden  könne,  geht  aus  folgender 
Betrachtung  hervor.  Gesetzt,  xx'  wäre  wirklich  senkrecht  zur  Grund- 
linie, so  würde  infolge  der  ähnlichen  Dreiecke  xax'  und  m^am^  die 
Proportion 

xa  \  am^  =.  xx'  :  mj  m^ 

und  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  xbx^  und  m^hm^  die  Pro- 
portion : 

xh  :hm^  =z  xx'  :  m,  m^ 

bestehen.     Aus  diesen   Proportionen    würde    sodann  die  nachstehende 

folgen : 

xa  :  am^  =  xh  :hm^, 

4.  h.  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke    xam^    und   xhm^   müssten 

ähnlich  und,  da  sie  die  Hypotenuse  xm^  gemein  haben,  überdies  auch 

<3ongruent  sein.     Hieraus  würde  sich  aber  ergeben,  dass: 

xa  =:  xh  und   am^  =  hm^    sei. 

Die  erste  Gleichung  würde  verlangen,  dass  x^  also  auch  x'  in 
der  Grundlinie  liege,  die  zweite  dagegen,  dass  die  beliebigen  Punkte 
4jb  und  l  von  n\  gleich  weit  entfernt  seien,  was  offenbar  unmöglich  ist. 

Das  zweite  System  der  Geraden,  welche  den  geometrischen 
Ort  erfüllen,  erhalten  wir  vermittelst  der  in  der  Halbierebene  H^ 
liegenden  Ellipse  E^. 

Ist  aa'  (Taf.  III,  Fig.  22)  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Ellipse 
und  ziehen  wir  ap  senkrecht  zu  am^  und  a'p*  senkrecht  zu  a'm^, 
€0  lässt  sich  nachweisen,  dass  jeder  Punkt  {p,  p')  der  Geraden 
(ap,  a^p')  dem  geometrischen  Orte  angehöre. 

Denken  wir  uns  nämlich  ap"  senkrecht  zu  am^  gezögen,  so  ist 
j)"m„  z=zp'm^.     Im  vorigen  Falle  wurde  aber  nachgewiesen,  dass 
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pm^  :  j^'^m^  ^=  Je 
ist;  es  ist  demgemäß  nun  auch 

d.h.  der  beliebige  auf  (pa,  p^a')  angenommene  Punkt  (p^p'),  mithin 
also  auch  die  Gerade  (pa^  p^a^)  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung,  gehört 
dem  geometrischen  Orte  an. 

Das  Gleiche  gilt  nunmehr  von  allen  anderen  Geraden,  welche  in 
derselben  Weise,  wie  eben  besprochen,  construiert  werden  können. 

Der  geometrische  Ort  ist  daher  durch  ein  zweites 
System  von  geraden  Linien  erfüllt. 

Auch  dieses  System  von  Geraden  bildet  eine  windschiefe 
Fläche,  da  leicht  gezeigt  werden  kann,  dass  sich  auch  diesfalls  zwei 
beliebige  Geraden  {ap^a'p')  und  (hq^l^q)  nie  schneiden  können. 
Denn  würden  dieselben  einen  Punkt  (x^x')  gemein  haben,  so  müssten 
sich  auch  die  in  Bezug  auf  die  Grundlinie  zu  a'p'  und  &'g'  symme- 
trischen Geraden  ap^^  und  &g''  in  einem  Punkte  x"  schneiden  und 
müsste  der  letztere  eine  zu  x'  symmetrische  Lage  haben,  also  auf  {x^x') 
liegen.  Dass  dies  jedoch  nicht  vorkommen  könne,  wurde  bereits  im. 
vorhergehenden  Falle  nachgewiesen. 

Es  erübrigt  demnach  nur  noch,  nachzuweisen,  dass  die  beiden 
Systeme  von  Geraden  einer  und  derselben  windschiefen  Fläche  an- 
gehören. 

Dies  wird  unmittelbar  einleuchten,  wenn  der  Nachweis  erbracht 
ist,  dass  jede  beliebige  Gerade  der  ersten  Schar  von 
jeder  beliebigen  Geraden  der  zweiten  Schar  geschnit- 
ten wird. 

Denken  wir  uns  demnach  durch  den  Punkt  (a,  a')  (Taf.  III,  Fig.  23) 
eine  Gerade  der  ersten  Schar,  und  durch  den  Punkt  (&,  &')  eine  Gerade 
der  zweiten  Schar  gezogen.  Die  verticalen  Projectionen  dieser  Geraden 
mögen  sich  in  n  und  die  horizontalen  Projectionen  in  ^'  treffen.  E^ 
kann  nun  gezeigt  werden,  dass  nn'  zur  Grundlinie  senkrecht  sei. 
Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  sondern  wäre  allenfalls  nxy  die 
durch  n  zur  Grundlinie  geführte  Senkrechte,  so  müsste,  da  (n,  x)  ein 
Punkt  der  Geraden  (an,  an')  ist, 

nm^  :  xm^  =  k, 
und  in  gleicher  Weise  auch 

nm^  :  ym^  =  k 
sein;    es  müsste  also   xm^^=  ym^    werden,    was   nur  dann  möglieb 
wäre,  wenn  x  und  y  zusammenfallen,  d.  i.  durch  den  Schnittpunkt  n^ 
von  an*  und  6'w'  repräsentiert  würden. 


Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  mithin  eine  wind- 
schiefe Fläche,  welche  durch  zwei  Systeme  von  Geraden 
erzeugt  wird. 

Als  Schnitt  der  so  erzeugten  Fläche  mit  den  beiden  Halbier- 
ebenen J?  und  Si  ergeben  sich  Ellipsen.  Hieraus  folgt,  dass  der 
unter  den  vorher  festgestellten  Bedingungen  ermittelte  geometrische 
Ort  ein  windschiefes  Hyperboloid  sei. 

Da  die  Gerade  m^m^^  welche  die  kürzeste  Distanz  der  Geraden 
h^  und  \  vorstellt,  den  Kreis  C,  also  auch  die  beiden  Ellipsen  in  a 
und  ß  rechtwinklig  trifft,  so  ist  dieselbe  eine  Normale  des  Hyper- 
boloides in  den  beiden  Punkten  a  und  /3,  d.  h.  die  Gerade  aß  ist 
eine  Hauptachse  des  Hyperboloides.  Es  folgt  demnach  der 
Satz  : 

105.  „Der  geometrische  Ort  der  Funkte^  deren  Abstände  von 
swei  festen  sich  kreuzenden  Geraden  in  constantem  Verhältnisse 
stehen,  ist  ein  windschiefes  Hyperboloid.^ 

Anschließend  an  den  vorstehenden  Satz  kann  nunmehr  eine 
ganze  Eeihe  weiterer  Sätze,  die  sich  auf  ebenso  einfache  Weise ,  wie 
der  vorhergegangene  ableiten  lassen,  festgestellt  werden. 

§.  108. 

Der  geometrische  Ort  der  Punkte,  welche  von  zwei  sich  nicht 
schneidenden  Geraden  h^  und  h,,  gewisse  Abstände  besitzen,  die  in 
einem  Constanten  Verhältnisse  k  zu  einander  stehen,  kann  auch  folgen- 
dermaßen ermittelt  werden. 

Man  denke  sich  die  eine  der  beiden  Geraden,  etwa  h^,  als  Achse 
eines  geraden  Kreiscylinders ,  dessen  Kreisschnitt  einen  beliebigen 
Eadius  r^  haben  möge.  Construieren  wir  ferner  einen  zweiten  geraden 
Kreiscylinder,  dessen  Achse  die  Gerade  /^g  ist,  und  dessen  Kreisschnitt 
einen  Eadius  rg  besitzt.  Der  letztgenannte  Halbmesser  rg  stehe  mit 
dem  ersteren  r^  in  dem  constanten  Verhältnisse:  r^  :  rg  =  k. 

Diese  beiden  Cylinder  werden  sich  selbstverständlich  in  einer 
Eaumcurve  vierter  Ordnung  schneiden,  und  jeder  Punkt 
dieser  Eaumcurve  wird,  gemäß  der  angedeuteten  Construction ,  von 
der  Geraden  h^  den  Abstand  r^  und  von  der  Geraden  ^2  dagegen  den 
Abstand  rg  besitzen.  Nachdem  aber  diese  beiden  Abstände  in  dem  ge- 
gebenen constanten  Verhältnisse  k  stehen,  so  wird  auch  jeder  Punkt 
der  genannten  Eaumcurve  ein  Punkt  des  verlangten  geometrischen 
Ortes  sein. 
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Lässt  man  nun  r^  alle  Werte  stetig  durchlaufen  und  hiermit 
gleichzeitig  /k.^g,  also  auch  rg  sich  stetig  verändern,  so  wird  man 
unendlich  viele  Paare  solcher  Kreiscylinder  erhalten,  deren  gegen- 
seitige Schnitte  das  Hyperboloid  erzeugen  werden.  Wir  gelangen  dem- 
nach zu  dem  Satze: 

106,  y^Sind  zwei  sich  nicht  schneidende  Geraden  als  Achsen 
zweier  Scharen  gerader  Kreiscylinder  gegeben,  und  lässt  man  solche 
Cylinder  einander  entsprechen,  deren  Kreisschnittsradien  in  einem 
Constanten  Verhältnisse  stehen,  so  erzeugt  die  Schnittcurve  vierter  Ord- 
nung entsprechender  Cylinder  ein  windschiefes  Hyperboloid.''^ 

Da  der  ebene  Schnitt  eines  Hyperboloides  ein  Kegelschnitt  ist, 
so  ergibt  sich  aus  dem  Satze  105)  unmittelbar  der  nachstehende  : 

107,  j^In  einer  Ebene  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte^ 
tvelche  von  zwei  diese  Ebene  schneidenden  Geraden  Abstände  be- 
sitzen, die  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  ein  Kegelschnitt,^^ 

§.  109. 

Untersuchen  wir  noch  den  besonderen  Fall,  in  welchem  das  vor- 
genannte Verhältnis  ä;  =  1  wird,  in  welchem  also  die  Punkte  von 
den  beiden  sich  kreuzenden  Geraden  h^  und  /^g  gleiche 
Abstände  besitzen. 

Wie  vorher,  denken  wir  auch  hier  die  Linie  m^m2  (Taf.  III, 
Fig.  24)  des  kürzesten  Abstandes  der  beiden  Geraden  h^  und  //g  als 
Grundlinie  G  angenommen,  und  führen  durch  dieselbe  die  beiden  Pro- 
jectionsebenen  beziehungsweise  senkrecht  zu  h^  und  Äg,  wobei  wir 
abermals,  um  kurz  zu  sprechen,  die  eine  als  verticale,  die  andere  als 
horizontale  Projectionsebene  bezeichnen  wollen. 

Ziehen  wir  nun  die  Gerade  l,  welche  zur  Grundlinie  G  senkrecht 
steht  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Strecke  m^m^  geht. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  einen  beliebigen  Punkt  an,  und 
betrachten  wir  denselben  als  die  vereinigte  verticale  und  horizontale 
Projection  a  und  a'  eines  Punktest  im  Kaume,  so  ist   am^=z  a'm^* 

Nachdem  aber  die  Gerade  h^  in  m^  verticalprojicierend,  und  die 
Gerade  h^  in  m^  horizontalprojicierend  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass 
am^  und  a'm^  die  wahren  Größen  der  Abstände  des  Punktes 
ia,  a')  von  den  Geraden  h^  und  h^  darstellen. 

Da  weiters  der  Punkt  (a,  a')  in  einer  Ebene  H  liegt,  welche 
den  Winkel  zwischen  den  Projectionsebenen  halbiert,  so  ergibt  sich, 
dass  der  Schnitt  der  Ebene  H  mit  der  durch  l  senkrecht  zur  Grund- 
linie G  geführten  Ebene  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  angehöre. 
Wir  wollen  diese  Gerade  mit  (?,  l')  bezeichnen. 
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Ziehen  wir  ferner  die  Gerade^  durch  a  senkrecht  zu  am^,  sowie 
die  Gerade  g'  seokrecht  zu  a'm^  durch  a',  und  betrachten  wir  g  und 
^'  beziehungsweise  als  die  verticale  und  horizontale  Projection  einer 
Geraden  im  Eaume,  so  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  dieselbe  gleich- 
falls dem  gesuchten  geometrischen  Orte  angehöre. 

Sind  nämlich  p  und  p^  die  Projectionen  eines  Punktes  dies(  r 
Geraden  f^,  ^')»  so  findet  man  infolge  der  auftretenden  gleichen  Winkel, 
dass  die  Dreiecke  apm^  und  a^p^m^  ähnlich  sind.  Besagte  Dreiecke 
besitzen  aber  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Seiten,  d.  i.  am^  und 
a'm^]  es  sind  daher  auch  die  Seiten  pm^  und  p^m^  einander  gleich, 
d.  h.  der  auf  (g,  /y')  willkärlich  gewählte  Punkt  (p,  p')  hat  von  den 
Geraden  /?i  und  \  gleiche  Abstände. 

Der  Geraden  {g,g')  kömmt  aber  noch  eine  weitere  Eigenschaft  zu. 
Zieht  man  nämlich  ari  senkrecht  zu  l,  also  parallel  zur  Grundlinie  G, 
so  schließen  g  und  ^'  mit  ari^  also  auch  mit  der  Grundlinie  ö,  weil 
die  beziehungsweise  auf  g  und  g'  senkrecht  stehenden  Geraden  am^ 
und  a'm.j  mit  l  gleiche  Winkel  bilden,  gleiche  Winkel  ein. 

Wir  wissen  aber,  dass  eine  Gerade,  deren  Projectionen  gegen  die 
Grundlinie  gleich  geneigt  sind,  zu  einer  derjenigen  Ebenen  parallel 
sein  müsse,  welche  den  Winkel  zwischen  den  Projectionsebenen  hal- 
bieren. Im  vorliegenden  Falle  ist  es  die  Winkelhalbierende  Ebene  H,, 
welche  zu  der  früher  genannten  Ebene  E  senkrecht  steht. 

Da  jedem  Punkte  (a,  a')  eine  Gerade  {g,  g')  entspricht,  so  folgt, 
dass  der  gesuchte  geometrische  Ort  durch  eine  Schar  von 
Geraden  erfüllt  wird,  welche  die  Gerade  (Z,  ?')  schneiden,  und  zu 
der  Winkelhalbierenden  Ebene  i/^  der  Projectionsebenen  parallel  sind. 
Dieselben  werden  sohin  folgerichtig  eine  windschiefe  Fläche  bil- 
den. Windschief  deshalb,  weil  die  Gerade  (?, J')  znH^  nicht  parallel 
ist,  und  auch  keine  zwei  Geraden  der  Schar  unter  einander 
parallel  sein  können. 

Es  existiert  aber  noch  eine  zweite  Schar  von  Geraden, 
welche   dem  nämlichen  geometrischen  Orte  angehören. 

Nehmen  wir  nämlich  auf  l  (Taf.  III,  Fig.  25)  zwei  Punkte  a  und 
a'  an ,  welche  gegen  die  Grundlinie  G  symmetrisch  liegen,  und  be- 
trachten wir  dieselben  als  die  bezügliche  verticale  und  horizontale 
Projection  eines  Punktes  J.  im  Eaume,  so  folgt  aus  am^  — a'^g,  dass 
der  Punkt  (a,  a')  von  den  Geraden  h^  und  h^  ebenfalls  gleichweit  ab- 
stehe. Nachdem  aber  ein  Punkt,  dessen  Projectionen  von  der  Grund- 
linie gleichweit  entfernt  sind,  in  der  den  Winkel  der  Projections- 
ebenen halbierenden  Ebene  H^  liegt,  so  folgt,  dass  die  Schnittgerade 


97 

(.9v  9\)  dieser  Ebene  JTj  mit  der  durch  l  senkrecht  zur  Grundlinie  G 
gelegten  Ebene  dem  geometrischen  Orte  angehöre. 

Denken  wir  uns  ferner  die  Gerade  l  durch  a  senkrecht  zu  am^ 
und  die  Gerade  Z'  durch  a'  senkrecht  zu  a'mg  gezogen,  und  betrachten 
wir  ^  und  A'  als  Projectionen  einer  Geraden  im  Eaume,  so  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  auch  diese  Gerade  {l,  X')  eine  Gerade  des  geome- 
trischen Ortes  darstelle. 

Ist  nämlich  (p,p^)  ein  beliebiger  Punkt  von  (A,  /L'),  so  sind  die 
Dreiecke  apnii  und  a^p^m^  congruent,  da  sie  zwei  gleiche  Seiten  am, 
und  a'm'2  besitzen,  und  die  entsprechenden  drei  Winkel  gleich  haben. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  auch  m^p  =  m^p*  ist,  dass  also  jeder  be- 
liebige Punkt  von  (A,  V)  dem  geometrischen  Orte  angehöre.  Dasselbe 
gilt  selbstverständlich  von  allen  Geraden,  welche  auf  dieselbe  Weise 
wie  (A,  X')  construiert  werden. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  am^  und  a^m^,  also  auch  die 
auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Geraden  X  und  V  stets  untereinander 
parallel  sind,  so  folgt,  da  Gerade,  deren  Projectionen  untereinander 
parallel  sind,  zu  einer  der  Winkelhalbierebenen  parallel  laufen,  dass  der 
geometrische  Ort  auch  durch  eine  gewisse  Schar  von  Geraden  erfüllt 
werde,  welche  die  Gerade  [g-^^  g\)  schneiden,  und  zur  Winkelhalbierebene 
Hl  parallel  sind.  Selbstverständlich  erzeugt  diese  Schar  von  Geraden, 
sowie  jene  der  ersteren  eine  windschiefe  Fläche. 

Es  ist  jedoch  leicht  nachzuweisen,  dass  diese  beiden  windschiefen 

Flächen    zusammenfallen,    d.   h.    da^s  jede    Gerade    (X,  X')    der 

einen  Schar    von    allen  Geraden  (g^  g')  der    anderen  Schar 
geschnitten  wird. 

Es  wird  offenbar  genügen,  zu  zeigen,  dass  irgend  eine  beliebige 
Gerade  (g,  g^)  von  einer  beliebigen  Geraden  {X,  A')  in  einem  Punkte 
getroffen  werde. 

Sei  X  (Taf.  III,  Fig.  26)  der  Schnittpunkt  der  verticalen  Projec- 
tionen g  und  X\  x*  der  Schnittpunkt  der  horizontalen  Projectionen  g^ 
und  V. 

Es  genügt,  diesfalls  zu  zeigen,  dass  die  Gerade  xx*  senkrecht 
zur  Grundlinie  stehe.  Wäre  letzteres  nicht  der  Fall,  sondern  wäre 
allenfalls  x' x^x^  diese  Senkrechte  (geführt  durch  den  Punkt  x') ,  so 
müsste  nach  Früherem,  indem  (^rj,^')  einen  Punkt  der  Geraden  {g^g*) 
und  (r^g,  ri?0  einen  Punkt  der  Geraden  (A,^')  repräsentiert,  x'm^  ^zx^m^ 
und  x'm2  =  Xz^n^,  also  auch^  x^nii  =  x^m^    sein. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  IIT.  7 
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OfiFenbar  wird  diese  Gleichung  nur  dann  stattfinden  können,  wenn 
Xi  und  ^2  mit  dem  Schnittpunkte  x  von  g  und  l  zusammenfallen, 
oder  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Geraden  (g,g^)  und  (1,1*)  stets 
einen  Punkt  (xx^)  gemein  haben. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  beiden  Scharen  von  Geraden  g  und 
X  einer  und  derselben  windschiefen  Fläche  angehören,  und  dass,  nach- 
dem die  Geraden  der  beiden  Scharen  beziehungsweise  zu  den  Ebenen 
Hl  und  H  parallel  sind,  der  nachstehende  Satz  als  bewiesen  angesehen 
werden  kann. 

108.  j^Ber  geometrische  Ort  aller  Funkte^  welche  von  zwei  sich 
nicht  schneidenden  Geraden  gleich  weit  abstehen^  ist  ein  gleichseitiges 
hyperbolisches  Paraboloid,  Als  Bichtebenen  dieses  Paraboloides  Jcönnen 
jene  zwei  Ebenen  betrachtet  werden,  welche  durch  die  Linie  des  Jcür- 
zesten  Abstandes  der  gegebenen  Geraden  gehen,  und  gegen  letztere 
gleich  geneigt  sind.^ 

Das  vorstehende  Paraboloid  wird  das  „äquidistante  Para- 
boloid" der  beiden  gegebenen  sich  kreuzenden  Geraden  genannt. 

§•  llö- 

Mit  Zuhilfenahme  des  vorstehenden  Satzes  und  der  anderweitigen 
Erzeugungsweisen  des  geometrischen  Ortes  werden  nun  anstandslos 
weitere  Sätze  abgeleitet  werden  können. 

Betrachtet  man  beispielsweise  die  beiden  gegebenen  Geraden  h^ 
und  ^2  ^Is  Achsen  zweier  geraden  Kreiscylinder  mit  glei- 
chen Kreisschnittsradien,  so  werden  sich  dieselben  in  einer 
Raumcurve  vierter  Ordnung  schneiden,  deren  jeder  Punkt  von  \  und 
h^  gleich  weit  entfernt  ist.  Ändert  man  die  Größe  der  genannten 
Radien,  so  wird  die  obige  Raumcurve  das  äquidistante  Para- 
boloid der  beiden  Geraden  \  und  K  erzeugen.  Es  gilt  daher  der  Satz: 

109.  ^^Sind  zwei  sich  kreuzende  Geraden  als  Achsen  zweier 
Systeme  von  geraden  Kreiscylindern  gegeben^  und  lässt  man  in  diesen 
Systemen  solche  Cylinder  einander  entsprechen,  deren  Kreisschnitte 
gleiche  Radien  besitzen^  so  erzeugt  die  Durchschnittscurve  vierter 
Ordnung  entsprechender  Cylinder  ein  gl  ei  chseiti  g  es  hyper- 
bolisches [Paraboloid.^ 

§.  111. 

Es  ist  ferner  einleuchtend,  dass  ein  Punkt,  der  von  zwei  belie- 
bigen Geraden  im  Räume  gleich  weit  absteht,  als  Mittelpunkt  einer 
Kugel  betrachtet  werden  kann,  welche  die  beiden  gegebenen  Geraden 
berührt,  und  deren  Radius  jenen  Abständen  gleich  ist. 


99 

Es  kanü  sonach  direct  der  folgende  Satz  aufgestellt  werden: 
HO,    y^Ber  Ort  des  MittelpunJctes   einer  {veränderlichen)  Kugel, 
welche  in  jeder  Lage  0wei  feste  sich  nicht  schneidende  Geraden  be- 
rührt, ist  ein  gleichseitig  -hyperbolisches  Paraboloid,^^ 

§.  112. 

Nachdem  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  einem  hyperbolischen 
Paraboloide  im  allgemeinen  „eine  Hyperbel",  in  dem  Falle  aber,  wenn 
die  schneidende  Ebene  parallel  zur  Achse  (oder  parallel  zum  gegen- 
seitigen Schnitte  der  beiden  ßichtebenen)  liegt,  eine  Parabel  ist,  so 
folgt  aus  dem  Satze  108)  unmittelbar  der  folgende: 

111,  j,Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  einer  Ebene,  welche 
von  0wei  sich  nicht  schneidenden  Geraden  [gleiche  Abstände  besit^en^ 
ist  im  allgemeinen  eine  Hyperbel ;  im  besonderen  aber ,  und  0war 
dann,  wenn  die  oben  genannte  Ebene  eine  zu  der  Geraden  des  kürze- 
sten  Abstandes  jener  zwei  festen  Geraden  parallele  Lage  annim^nt 
wird  der  besagte  geometrische  Ort  eine  Parabel  sein,'''' 


Vni.  Gapitel. 
Das  windschiefe  oder  einmanteligsiRotationshypdrboioid. 

§•  113. 

Früher  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  jedem  windschiefen 
Hyperboloide  ein  Asymptotenkegel  entspricht,  und  dass  eine  Ebene 
das  Hyperboloid  und  den  Asymptotenkegel  in  concentrischen ,  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  schneidet,  sowie  auch, 
dass  drei  beliebige  conjugierte  Durchmesser  des  Asymptotenkegels 
gleichzeitig  conjugierte  Durchmesser  des  Hyperboloides  sind.  ■ 

Hierauf  gestützt,  wurde  festgestellt,  dass  das  Hyperboloid  durch 
zwei  Parallelscharen  von  Ebenen,  welche  mit  der  einen  Achsenebene 
gleiche  Winkel  bilden,  nach  Kreisen  geschnitten  werde,  und  dass  diese 
Parallelscharen  von  Ebenen  keine  anderen  als  die  Kreisschnittsebenen 
des  Asymptotenkegels  seien. 

Nehmen  wir  nun  au ,  dass  die  beiden  Kreisebenen  des  Asymp- 
totenkegels in  eine  zusammenfallen.  Selbstverständlich  stimmen  dann 
beide  mit  derjenigen  Hauptebene  überein,  gegen  welche  dieselben  im 
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„allgemeiDen  Falle**  gleichgeneigt  wären;    es  übergeht  somit   der 
Asymptotenkegel  in  einen  geraden  Kreiskegel. 

Unter  solchen  Verhältnissen  werden  auch  die  beiden  Scharen  von 
Kreisschnittsebenen  coincidieren,  und  das  Hyperboloid  wird  durch 
Ebenen,  welche  zu  der  einen  Hauptachse  senkrecht  stehen,  in  Kreisen 
geschnitten  werden. 

Denken  wir  uns  (Z,  Z')  (Taf.  IV,  Fig.  27)  als  die  vorgenannte 
Hauptachse  und  (^,  g*)  als  irgend  eine  beliebige  Erzeugende  des  Hyper- 
boloides, so  ist  sofort  klar,  dass  durch  diese  Bestimmungsstücke  das 
bezeichnete  besondere  Hyperboloid  vollkommen  bestimmt  sei. 

Legen  wir  nämlich  irgend  eine  beliebige  zur  Achse  (Z,  Z)  senk- 
rechte Ebene  ^1  (dieselbe  wird,  da  {Z^  Z)  horizontalprojicierend  an- 
genommen oder  durch  Transformation  in  die  bezeichnete  Lage  über- 
führt wurde,  parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene  sein),  so 
schneidet  dieselbe  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise  {K^,  K'^,  welcher 
vollkommen  bestimmt  ist.  Denn  der  Mittelpunkt  desselben  ist  der 
Schnittpunkt  (o^,  o\)  der  Ebene  e^  mit  der  Achse  (Z,  Z'),  und  ein 
Punkt  seiner  Peripherie  ergibt  sich  im  Schnitte  (<^i,a'i)  der  Ebene  e^ 
mit  der  Erzeugenden  (g,  g'). 

Lässt  man  die  Ebene  e^  ihre  Lage  in  der  Weise  verändern,  dass 
sie  stets  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  bleibt,  so  wird  der 
seiner  Größe  nach  sich  ändernde  Kreis  (X^,  K\)  eine  Fläche  erzeugen, 
von  welcher  sich  nachweisen  lässt,  dass  dieselbe  ein  Hyperboloid  sei. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Gerade  (^,  g^)  um  die  Achse  {Z^Z), 
um  irgend  einen  beliebigen  Winkel  tp  gedreht,  und  nennen  wir  die 
Gerade  {g,  g')  in  ihrer  neuen  Lage,  d.  i.  in  ihrer  Lage  nach  erfolgter 
Drehung  (y,y').  Der  Punkt  (ö^i,ö^'i)  hat  bei  der  Drehung  einen  Bogen 
a\a\  beschrieben,  welcher  dem  Kreise  {K^K^y  also  der  vorgenannten 
Fläche  angehört.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  jedem  anderen  Punkte 
(a^f  cb'^  beziehungsweise  («g,  «'2)  ^^^  Geraden  g  oder  y. 

Die  gedrehte  Gerade  liegt  somit  ihrer  ganzen  Länge  nach  auf 
der  von  dem  Kreise  K^  erzeugten  Fläche,  oder  mit  anderen  Worten: 
die  nämliche  Fläche  kann  auch  in  der  Weise  erzeugt  gedacht  werden, 
dass  sich  die  Gerade  (^,  g')  um  die  Achse  (Z,  Z)  dreht. 

Soll  aber  die  so  hervorgebrachte  Fläche  ein  Hyperboloid  sein,  so 
muss  dieselbe  außer  der  Schar  der  Geraden  {g,  g') ,  (y,  /)  .  .  .  noch 
eine  zweite  Schar  von  Geraden  enthalten,  deren  jede  von  allen  Ge- 
raden der  ersten  Schar  geschnitten  wird. 

.    Dass  dieser  Forderung    thatsächlich    entsprochen   werde,    davon 
möge  nachstehende  Betrachtung  uns  die  Überzeugung  verschaffen. 
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Sei  {Z,  Z')  (Taf.  IV,  Fig.  28),  gleichbedeutend  mit  der  vorher- 
gehenden Annahme,  die  als  Drehungsachse  angenommene  feste  Gerade, 
ferner  sei  {g^  g')  irgend  eine  Erzeugende  der  Fläche,  welche  wir  durch 
Drehung  um  {Z,  Z')  in  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele 
Lage  {g^,  ^, ')  bringen.  In  dieser  Lage  wird,  dem  Vorhergegangenen 
zufolge,   die  Gerade  gleichfalls  der  fraglichen  Fläche  angehören. 

Betrachten  wir  nun  eine  zweite  Gerade  (?i,?i'),  deren  horizontale 
Projection  l\  mit  g\  zusammenfällt  und  deren  verticale  Projection  l^ 
symmetrisch  zu  g^  in  Bezug  auf  Z  als  Symmetrieachse  liegt,  so  wird 
man  ohne  weiteres  darzuthun  vermögen,  dass  diese  Gerade  (?i,  ?'i) 
der  genannten  Fläche  angehöre. 

Denn  eine  beliebige  horizontale,  d.  i.  zu  {Z,  Z)  normale  Ebene  e^ 
schneidet,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  die  Fläche  in  einem  Kreise  (i^, -BT/). 
Der  letztere  trifft  die  Gerade  {g^,  g*^  in  einem  Punkte  (a^,  a'j)  und 
infolge  der  symmetrischen  Lage  von  g^  und  ?i  gegen  Z ^  auch  die 
Gerade  (?i,  ?/)  in  einem  ähnlich  gelegenen  Punkte  («p  «j'). 

Dasselbe  aber,  was  von  dem  beliebig  gewählten  Kreise  (JSTjjZi') 
gilt,  wird  offenbar  auch  von  jedem  anderen  Kreise  (Zg,  K^)  der  Fläche 
behauptet  werden  können,  und  es  ist  somit  einleuchtend,  dass  sämmt- 
liche   Punkte   der   Geraden  (Zj,  V^,  also  die  genannte  Gerade   selbst 
auf  der  Fläche  liege. 

Sobald  dies  aber  der  Fall,  kann  die  nämliche  Fläche  auch  durch 
die  Drehung  der  Geraden  (Zi,Z'i)  um  die  Achse  {Z,Z')  erzeugt  werden. 

Die  Gerade  (liJ'i)  gehört  selbstverständlich  nicht  zu  der  Schar 
der  Geraden  {giyg\),  sondern  entspricht  der  zweiten  Schar  oder  dem 
zweiten  Systeme  der  die  vorliegende  windschiefe  Fläche  erzeugenden 
Geraden.  Die  bezeichnete  Gerade  (Z^,  l\)  hat  aber  mit  einer  dieser 
letztgenannten  Erzeugenden  {g^  gi)  der  Fläche  einen  Punkt  gemein, 
da  die  beiden  Geraden  (liJ\)  und  {g^.gi)  gegen  einander  geneigt  sind 
und  in  einer  und  derselben  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Ebene  liegen. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Gerade  {l^,l\)  in  der 
eben  eingenommenen  Lage,  sowie  in  jeder  anderen  Lage,  welche  die 
besagte  Erzeugende  bei  der  Drehung  um  Z  annehmen  kann,  von 
sämmtlichen  Geraden  der  Schar  g  geschnitten  wird. 

Die  Fläche  besitzt  daher  zwei  Systeme  geradliniger  Erzeugenden 
von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  Gerade  des  einen  Systems 
von  allen  Geraden  des  anderen  Systems  geschnitten  wird. 

Eine  so  gebildete  Fläche  kann,  auf  Grund  der  in  kurzen  Um- 
rissen augedeuteten  Entstehungsweise  derselben,  offenbar  nur  ein 
Hyperboloid    sein.     Wählt    man   drei   beliebige  Geraden  der  einen 
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Schar,  so  sind  auch  sämmtliche  Geraden  der  anderen  Schar,  da  diese 
die  ersteren  schneiden  müssen,  und  demnach  die  Fläche  selbst  voll- 
kommen bestimmt.     Daher  der  Satz: 

112.  „Eifie  Gerade,  welche  sich  um  eine  zweite,  die  erstere  nicht 
schneidende  Gerade  dreht,  erzeugt  ein  windschiefes  Hyperboloid.^' 

Letzteres  Hyperboloid  wird  der  Erzeugungsweise  entsprechend, 
das  ^windschiefe  Eotationshyp  erboloid"  genannt. 


IX.  Capitel. 

Darstellung  des  allgemeinen  Hyperboloides  in  verschiedenen  Pro- 
jectionsarten  und  Lösung  einiger  dasselbe  betrefenden  Aufgaben. 

;§.  114. 

Bisher  haben  wir  bloß  die  allgemeinste  Darstellungsweise  eines 
windschiefen  Hyperboloides  hervorgehoben  und  hierbei  in  den  Vorder- 
grund gestellt,  dass  man  behufs  Erzeugung  desselben  drei  sich  gegen- 
seitig nicht  schneidende  Geraden  als  Leitlinien  anzunehmen,  bezie- 
hungsweise durch  ihre  Projectionen  festzustellen  und  sodann  einzelne 
Lagen  von  Erzeugenden,  nach  vorher  ausgesprochenen  Grundsätzen,  zu 
construieren  habe. 

Nachdem  aber  durch  das  bereits  Vorausgeschickte  die  Eigen- 
schaften des  Hyperboloides  erörtert,  klar  gelegt  und  somit  bekannt 
sind,  wird  es  keinerlei  Schwierigkeit  unterliegen,  dasselbe  auch  auf 
andere  als  die  bisher  besprochene  und  für  gewisse  Zwecke  einfachere 
und  vortheilhaftere  Weise  darzustellen. 

Eine  der  am  häufigsten  vorkommenden  Darstellungsweisen  ist  an 
die  Annahme  geknüpft,  dass  die  eine  Hauptebene  des  Hyper- 
boloides, gewöhnlich  die  Ebene  der  Kehlellipse,  parallel  zur 
horizontalen  und  eine  zweite  Hauptebene  parallel  zur  verticalen  Prö- 
jectionsebene  sei. 

Liegen  die  Bestimmungsstücke  nicht  unmittelbar  in  der  hier  an- 
gedeuteten oder  in  anderweitig  festgestellten  Weise  vor,  so  kann  selbst- 
verständlich durch  entsprechende  ^Transformation"  den  jeweilig  ge- 
stellten Bedingungen  anstandslos  Genüge  geleistet  werden. 

Setzen  wir  also  voraus,  es  sei  e  (Taf.  IV,  Fig.  29)  die  Ebene 
der  Kehlellipse  E.     Diese  letztere  wird,  als  parallel  zur   horizontalen 
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Projectionsebene    angenommen,    in  |der  horizontalen  Projection  E^,  in 
wahrer  Größe  dargestellt  erscheinen. 

Die  Tangentialebenen  des  Hyperboloides  in  den  Punkten 
des  Kehlkreises  umhüllen  einen  zu  der  Ebene  e  senkrechten 
Cylinder;  dieselben  sind  somit  im  vorliegenden  Falle  horizontal-pro- 
jicierend. 

Da  aber  jede  Tangentialebene  des  Hyperboloides  zwei  Erzeu- 
genden des  letzteren  enthält,  welche  verschiedenen  Systemen  an- 
gehören und  sich  im  Berührungspunkte  dieser  Ebene  schneiden,  so 
gelangen  wir  ''zu  dem"* Schlüsse,  dass  die  horizontalen  Projectionen 
sämmtlicher  Erzeugenden  des  Hyperboloides  Tangenten  an  die  hori- 
zontale Projection  der  Kehlellipse  sind.; 

Behalten  wir  dieses  Ergebnis  im  Auge,  so  werden  wir  weiter 
leicht  festzustellen  vermögen,  dass  ein  windschiefes  Hyperboloid  auch 
dadurch  vollkommen  unzweideutig  bestimmt  werden  könne, 
dass  man  dessen  Kehlellipse  {E,E')  und  einen  Punkt  {a,a') 
der  Fläche  angibt. 

Auf  Grund  dieser  Bestimmungsstücke  ist  man  sofort  im  Stande 
die  beiden  Erzeugenden  g  und  ?zu  finden,  welche  durch  den  betref- 
fenden Punkt  (a,  a')  gehen. 

Die  horizontalen  Projectionen  g*  und  V  derselben  sind  nämlich 
die  von  a'  aus  an  die  horizontale  Projection  E'  der  Kehlellipse  ge- 
zogenen Tangenten. 

Die  besagten  Tangenten  berühren  die  Kehleilipse  in  den  Punkten 
m*  und  w'.  Dies  sind  zugleich  die  Horizontalprojectionen  jener  beiden 
Punkte  (m,m')  und  (a^,^^'),  in  welchen  die  gesuchten  Erzeugenden  die 
Kehlellipse  {E,  E')  treffen.  Die  Yerticalprojectionen  g  und  l  ergeben 
sich  unmittelbar  als  ^die  Verbindungsgeraden  der  bezüglichen  Punkte 
m  und  a,  n  und  a. 

Es  unterliegt  nunmehr  auch  keiner  Schwierigkeit,  beliebig  viele 
Erzeugenden  des  Hyperboloides  zu  construieren. 

Soll  beispielsweise  eine  Erzeugende  {\,l\)  ermittelt  werden,  so 
wird  es  genügen,  auf  (g^g')  irgend  einen  beliebigen  Punkt  (p,  p^)  an- 
zunehmen, durch  p'  die  zweite  Tangente  l\  an  die  horizontale  Projec- 
tion jB'  der  Kehlellipse  zu  führen,  um  so  direct  die  horizontale  Pro- 
jection der  verlangten  Erzeugenden  zu  erhalten.  Bestimmt  man  ferner 
die  verticale  Projection  r  des  betreffenden  Berührungspunktes  r',  so 
ist,  wie  früher,  durch  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  p  und  r  die 
Verticalprojection  ?,  der  gesuchten  Erzeugenden  dargestellt. 

Hätte  man  eine  Erzeugende  des  Systems  g  zu  ermitteln,  so  wird 
bloß  zu  berücksichtigen  sein,    dass   dieselbe   die  Erzeugende    (?,  ?)    iii 
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irgend  einem  Punkte  treiFen  müsse.  Nimmt  man  diesen  Punkt  auf 
(l,  V)  beliebig  an  und  construiert  man  die  durch  denselben  gehende 
Erzeugende  in  der  nämlichen  Weise,  wie  vorher  die  Erzeugende  l^ 
durch  den  Punkt  {p,p^),  so  ist  der  gestellten  Forderung  Genüge  ge- 
schehen.    Diese  Betrachtung  liefert  somit  den  Satz: 

113.  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  vollkommen  bestimmt^ 
sobald  die  Kehlellipse  und  ein  FunM  der  Fläche  gegeben  ist.'''' 

Ebenso  einfach  und  leicht  werden  wir  auch  zur  Kenntnis  des 
Schnittes  des  Hyperboloides  mit  der  horizontalen  Projectionsebene 
gelangen. 

Nachgewiesen  wurde  bereits,  dass  parallele  ebene  Schnitte  des 
Hyperboloides  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind,  deren 
Mittelpunkte  auf  dem  der  Schar  paralleler  schneidender  Ebenen  con- 
jugierten  Durchmesser  liegen. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  daher  der  Schnitt  des  Hyperboloides 
mit  der  horizontalen  Projectionsebene  eine  Ellipse  sein,  welche  mit 
der  Kehlellipse  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Nachdem  der  zur  Ebene  der  Kehlellipse  (£",  E*)  conjugierte 
Durchmesser  des  Hyperboloides  die  horizontal-projicierende  Hauptachse 
{Z^Z')  ist,  so  folgt,  dass  die  Horizontalspur  des  Hyperboloides  und 
die  horizontale  Projection  i?'  der  Kehlellipse  concentrisch,  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen  sein  müssen. 

Um  diese  Horizontalspur  K  des  Hyperboloides  constructiv  fest- 
zustellen, wird  es  genügen,  einen  Punkt  derselben  zu  kennen.  Als 
solchen  kann  man  direct  den  horizontalen  Durchstoß  punkt  J'  einer 
beliebigen  Erzeugenden  {g,  g^)  wählen. 

Sind  nämlich  (1'2')  und  (3'4')  die  Hauptachsen  der  Kehlellipse 
und  schneidet  die  Gerade  0'^'  die  Kehlellipse  in  d\  so  hat  man  bloß 
durch  J'  parallele  Geraden  zu  (J'l',  d'2',  d^'3',  (^'4'  zu  ziehen,  um  im 
Schnitte  dieser  mit  V2*  und  3' 4'  die  Achsenendpunkte  /',  //',  ///', 
IV*  der  Horizontalspur  K  zu  erhalten. 

Soll  zu  dem  durch  die  Kehlellipse  und  die  Erzeugende  {g,  g^) 
gegebenen  Hyperboloide  der  Asymptotenkegel  construiert  werden, 
so  wird  man  sich,  um  der  gestellten  Forderung  mit  Bequemlichkeit 
entsprechen  zu  können,  bloß  der  Eigenschaften  des  letzteren  zu  erin- 
nern haben. 

In  dieser  Beziehung  fanden  wir  bereits,  dass  der  Scheitel  des 
Asymptotenkegels  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides,  also 
auch  der  Mittelpunkt  der  Kehlellipse  sei,  dass  die  Erzeugenden  des- 
selben parallel  laufen  zu  den  Erzeugenden  des  Hyperboloides  und  dass 
irgend  eine  Ebene  das   Hyperboloid    uud    den   Asymptotenkegel    stets 
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in  concentrischen ,  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten 
schneidet. 

Zieht  man  demnach  durch  dßn  Mittelpunkt  {0,0')  der  Kehlellipse 
eine  Parallele  (7,/)  zu  der  Erzeugenden  igjg')  des  Hyperboloides,  so 
wird  diese  bereits  eine  Erzeugende  des  Asymptotenkegels 
darstellen. 

Die  Horizontalspur  Ka  des  Asymptotenkegels  wird  sodann  eine 
Ellipse  sein,  welche  einerseits  durch  die  Horizontalspur  li'  von  {y,  y') 
geht  und  andererseits  mit  E'  concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
ist.  Die  Hauptachsen  dieser  Ellipse  Ka  können  auf  dieselbe  Weise,  wie 
früher  jene  der  Ellipse  jST,  bestimmt  werden. 

Man  kann  jedoch  diesbezüglich  noch  kürzer  verfahren  und  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  indem  man  den  Endpunkt  der  einen  Achse  sofort 
direet  fesstellt. 

Zieht  man  nämlich  an  die  Kehlellipse  jB'  eine  Tangente  L*  pa- 
rallel zur  Achse  1'2'  derselben  oder  parallel  zur  Grundlinie,  so  stellt 
diese  die  Horizontalprojection  einer  Erzeugenden  vor,  deren  Vertical- 
projection  L  vermittelst  {g^g')  auf  die  vorher  angegebene  Weise  con- 
struiert  werden  kann. 

Die  zu  (L,i')  durch  [0,0')  parallel  gezogene  Gerade  iX^V)  ist 
sodann  eine  Erzeugende  des  Asymptotenkegels  {0,  Ka)  und 
nachdem  besagte  Erzeugende  nothwendig  in  der  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene  parallelen  Achsenebene  liegt ,  ist  deren  horizontaler 
Durchstoßpunkt  ri\  ein  Punkt  von  V2\  also  ein  Achsenendpunkt 
von  Ka* 

Die  übrigen  drei  Achsenendpunkte  lassen  sich  (durch  ähnliche 
Dreiecke)  aus  {riiti^  leicht  ableiten. 

Die  Contour  des  Hyperboloides  auf  der  verticalen  Pro- 
jectionsebene  ist  der  Durchschnitt  der  letzteren  mit  dem  dem  Hyper- 
boloide umschriebenen  v er tical-proji Gierenden  Cyl Inder, 
oder  mit  anderen  Worten,  ist  die  verticale  Projection  der 
Berührungscurve  dieses  Cylinders. 

Nachdem  aber  die  Erzeugenden  des  obgenannten  Cylinders  parallel 
zu  der  Hauptachse  (3  4,  3' 4')  des  Hyperboloides  sind,  so  ist  dessen 
Berührungscurve  der  Schnitt  des  Hyperboloides  mit  der  der  Achse 
(3  4,  3' 4')  conjugierten  Hauptebene  {Z,  12)  oder  £a. 

Diese  Ebene  Sh  schneidet  den  Asymptotenkegel  in  den  beiden 
Erzeugenden  (Oi^i,  O'i^'i)  und  (Otj.^,  OS^'g). 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  der  Asymptotenkegel  (0,  Ka) 
das  Hyperboloid  längs  des  in  unendlicher  Entfernung  liegenden  Kegel- 
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Schnittes  berührt,  so  ergibt  sich,  dass  die  beiden  Geraden  (Or}i,0'Yi\) 
und  {Orjo,  O^rj^^)  die  Asymptoten  der  Schnittcurve  repräsentieren, 
welche  demgemäß  eine  Hyperbel  (JB^J?')  ist. 

Die  reelle  Hauptachse  dieser  Hyperbel  ist,  was  wohl  nicht 
erst  eines  Beweises  bedarf,  die  Hauptachse  (12,  1'2')  des  Hyperbo- 
loides. Die  Hjperbel  {H^H)  liegt  in  einer  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallelen  Ebene  Sh  und  ihre  verticale  Projection  //,  die  durch 
Oi^,,  Or]^  und  12  gegeben  ist,  erscheint  daher  in    wahrer  Größe. 

§.  115. 

6.  Aufgabe,  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  die  Kehl- 
ellipse und  den  Asymptotenkegel  gegeben ;  ein  beliebiger  ebener 
Schnitt  des  Hyperboloides  ist  durch  ein  Paar  conjugierter  Durch- 
messer darzustellen. 

Die  Kehlellipse  E  sei  durch  ihre  Achsen  (12,  3  4)  (Taf.  IV, 
Fig.  30)  in  der  horizontalen  Ebene  s  gegeben. 

Der  Mittelpunkt  derselben,  welcher  gleichzeitig  Scheitel  des 
Asymptotenkegels  ist,  sei  (0,  0').  Die  Trace  des  Asymptotenkegels 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene  ist  ein  mit  der  horizontalen 
Projection  der  Kehlellipse  concentrischer,  ähnlicher  und  ähnlich  gele- 
gener Kegelschnitt,  welcher  gleichfalls  durch  seine  Achsen  {III,  III IV) 
gegeben  vorliege. 

Durch  Angabe  dieser  Stücke  ist  das  Hyperboloid  vollständig  be- 
stimmt und  kann  somit  der  Schnitt  desselben  mit  einer  Ebene  EvEu 
construiert  werden. 

Zunächst  wollen  wir  untersuchen  und  feststellen,  welche  der 
Kegelschnittslinien  diesfalls  die  fragliche  Schnittcurve  sein  wird. 

Legen  wir  zu  diesem  Zwecke  durch  den  Scheitel  (0,  0')  des  Asymp- 
totenkegels eine  Ebene  e^eh  parallel  zu  der  gegebenen  Ebene  EvEh* 
Im  vorliegenden  Falle  schneidet  die  Ebene  e^eh  den  Asymptotenkegel 
in  keinen  reellen  Erzeugenden  (da  ihre  Horizontalspur  en  an  dem 
Kegelschnitte  III III IV  vorübergeht);  es  gibt  daher  auch  auf  dem 
Hyperboloide  keine  Erzeugende^  welche  zu  der  schneidenden  Ebene 
parallel  ist.    Die  Schnittcurve  ist  somit  eine  Ellipse. 

Nachdem  das  Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel  von  einer 
Ebene  in  concentrischen,  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  getroffen 
wird,  werden  wir  zunächst  den  Schnitt  der  Ebene  EvEh  mit  dem 
Asymptotenkegel  ermitteln  und  sodann  aus  diesem  die  zu  bestimmende 
Schnittcurve  ableiten. 

Wir  führen  zu  diesem  Behufe  an  die  Horizontalspur  Ka  oder 
T II III IV^    parallel  zu  Eh  die  beiden    möglichen   Tangenten   und 
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bestimmen  den  ihnen  conjngieiten  Durchmesser.  Letzteres  wird  am 
einfachsten  in  folgender  Weise  geschehen  können. 

Man  betrachtet  die  Ellipse  Ka  als  affin  entsprechend  dem  über 
J'  ir  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  Ka^.  Der  Achse  ///'  IV* 
der  Ellipse  entspricht  sodann  der  Kreisdurchmesser  IIIqIVq,  Zieht 
man  durch  JP  die  Gerade  iF'^  parallel  zu  Eh,  so  entspricht  der- 
selben affin  die  Gerade  IV^J, 

Der  auf  IVqJ  senkrechte  Kreisdurchmesser  a^ß^  trifft  den  Kreis 
Ka^  in  den  Punkten  a^  und  /3„,  in  welchen  die  Kreistangenten  parallel 
zu  iFjjz/  sind.  Diesen  Punkten  entsprechen  affin  die  Ellipsenpunkte 
«'  und  /8'.  In  den  letztgenannten  Punkten  haben  selbstverständlich 
die  Ellipsentangenten  eine  zu  IV^^^  oder  was  dasselbe  ist,  eine  zu 
Eh  parallele  Richtung.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Gerade  a'|3'  den 
der  Richtung  Eh  conjugierten  Durchmesser  der  Ellipse  Ka  darstelle. 

Construiert  man  weiters  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Er- 
zeugenden des  Asymptotenkegels  (Oa^  0' a')  und  (0/3,  O'jö'),  so  sind 
die  horizontalen  Tracen  der  ihnen  entsprechenden  Berührebenen  des 
Kegels  parallel  zu  Eh*  Diese  Berührebenen  werden  also  von  der 
Ebene  E^Eh  in  zwei  zu  Eh,  also  auch  unter  einander  parallelen  Tan- 
genten jener  Ellipse  geschnitten,  welche  dem  Asymptotenkegel  und 
der  Ebene  Er,Eh  gemeinsam  ist.  Die  Berührungspunkte  sind  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  Oa  und  Oß  mit  der  Ebene  E^Eh  und 
die  Verbindungsgerade  derselben  stellt  einen  Durchmesser  der  genannten 
Ellipse  dar. 

Fm  besagten  Durchmesser  zu  erhalten,  legen  wir  durch  die 
beiden  Erzeugenden  Oa  und  Oß  die  horizontalprojicierende  Ebene  ä^. 
Dieselbe  schneidet  die  Ebene  e^Ch  in  der  durch  (0,  0')  gehenden  Ge- 
raden (^,  (?')  und  die  Ebene  EvEi^,  als  parallel  zu  e^Ch,  injeiner  zu 
{6,6')  parallelen  Geraden  (5,s'),  welche  bereits  den  vorerwähnten  Ellip- 
sen durchmesser  'darstellt.  Die  Endpunkte  {a,  a')  und  (&,?>')  des- 
selben ergeben  sich  direct  im  Schnitte  mit  den  Erzeugenden  (Oa,  0'  a') 
und  {Oß,0'ß% 

Nachdem  die  Tangenten  der  Schnittellipse  in  den  Punkten  (a.a*) 
und  (6,  6')  parallel  zu  Eh  sind,  so  erhält  man  ohneweiters  den  dem 
Durchmesser  {al,  a'?>')  conjugierten  Durchmesser,  wenn  man  durch 
den  Mittelpunkt  {m^m')  von  (a&,  a'&')  eine  Gerade  {q,  q*)  parallel  zu 
Eh  legt.  Die  Grenzpunkte  dieser  Durchmesser  sind  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  ((>,()')  mit  dem  Asymptotenkegel,  welche,  wie  folgt,  leicht 
ermittelt  werden  können.  Die  horizontale  Trace  der  durch  {0,0')  und 
(9,()')  gehenden  Hiifsebene  ist  eine  zu  Eh  parallele  Gerade  i?a,  welche 
durch  die  Horizontalspur  fi'  der  Geraden  {Om,0'm')   geht.    Dieselbe 
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trifft  den  Kegelschnitt  Ka  in  den  beiden  Punkten  y'  und  ö\  welche 
mittelst  des  Affinkreises  K^\  leicht  erhalten  werden.  Die  beiden  Er- 
zeugenden (Oy,  0'/)  und  {Od^  O'cJ')  des  Asymptotenkegels  liegen, 
der  Construction  gemäß ,  mit  der  Geraden  {q,  q')  in  einer  und  der- 
selben Ebene ,  treffen  diese  daher  in  den  beiden  Punkten  (c,  &)  und 
(d,d')f  welche  die  Schnittpunkte  von  (q^q^)  mit  dem  Asymptotenkegel, 
also  die  Endpunkte  des  Ellipsendurchmessers  (q,  ^')   repräsentieren. 

Die  Ellipse,  in  welcher  der  Asymptotenkegel  von  der 
Ebene  JE^E^  geschnitten  wird,  ist  somit  durch  die  conjugierten 
Durchmesser  {ah^a'V)  und  {cd,&d')  dargestellt. 

Um  den  Schnitt  der  Ebene  E^E^  mit  dem  Hyper- 
boloide zu  finden,  werden  wir  bloß  zu  berücksichtigen  habeD,  dass 
die  diesfallsige  Schnittfigur  mit  der  eben  construierten  Ellipse  ähnlich 
gelegen  und  concentrisch  ist.  Zur  Bestimmung  des  verlangten  Schnittes 
wird  somit  die  Kenntnis  eines  seiner  Punkte  vollkommen  ausreichen. 

Um  jedoch  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  direct 
zu  finden,  erscheint  es  angemessener,  sogleich  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  (^,  (>')  mit  dem  Hyperboloid  aufzusuchen,  was  allenfalls 
in  nachstehender  Weise  geschehen  kann. 

Die  Gerade  (^,  ^')  ist  horizontal.  Wir  legen  daher  durch  die- 
selbe eine  horizontale  Ebene  lf„,  welche  das  vorliegende  Hyperboloid 
in  einer  Ellipse,  die  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  zur  Kehlellipse  ist, 
schneiden  wird.  Die  Achsen  der  zu  bestimmenden  Schnittellipse  sind 
demnach  leicht  construierbar.  Die  Schnittpunkte  ((7,  O)  und  (D,  D') 
dieser  Ellipse  mit  der  Geraden  (^,  (>')  können  mittelst  eines  affinen 
Kreises  direct  bestimmt  werden. 

Nachdem    die   verlangte   Schnittcurve    ähnlich,    ähnlich   gelegen 
und  concentrisch  mit  dem  Kegelschnitte  {ah, cd)  ist,  und  CD  den  mit 
cd  zusammenfallenden  Durchmesser  vorstellt,  so  ergibt  sich  der  andere 
Durchmesser  J.jB  direct  durch  die  Proportion 
Am  :  Cm  =  am  :  cm, 

§.  116. 

7.  Aufgabe.  „Der  Schnitt  eines  Rotationsliyperboloides  mit  einer 
Ebene  ist  direct  durcli  seine  Achsen  darzustellen." 

a)  Die  schneidende  Ebene  ist  zu  keiner  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  parallel;  die  Schnittcurve  wird  demgemäß  eine 
Ellipse  sein. 

Die  horizontale  Projectionsebene  nehmen  wir  wieder  senkrecht  zu 
der  Drehungsachse  {Z^Z')    (Taf.  IV,   Fig.  31)  des  Hyperboloides  an. 


109 

Das  Hyperboloid  selbst  sei  durch  den  Kehlkreis  {K,  K^)  und 
durch  die  Asymptoten  (^,,^/)  und  {A^,  Ä^')  des  verticalen  Haupt- 
schuittes  oder  des  Hauptmeridians  (Contourgeraden  des  Asymptoten- 
kegels in  der  verticalen  Projection)  gegeben.  Die  schneidende  Ebene 
E  ist  durch  ihre  Tracen  E^Eh  bestimmt.  Besagte  Ebene  schneidet, 
parallel  zu  sich  selbst  so  weit  verschoben,  bis  sie  durch  den  Mittel- 
punkt (0,  0')  des  Hyperboloides  geht,  den  Asymptotenkegel  (der  Vor- 
aussetzung nach)  nicht  in  reellen  Erzeugenden,  daher  der  gesuchte 
Schnitt  eine  Ellipse  sein  wird. 

Um  die  Achsen  dieser  Ellipse  zu  ermitteln,  denken  wir  uns 
durch  die  Achse  {Z,  Z*)  des  ümdrehungshyperboloides  eine  Ebene  H 
senkrecht  zu  der  gegebenen  Ebene  E^En  geführt.  Diese  Ebene  K, 
deren  Horizontaltrace  Ih  senkrecht  zur  Horizontaltrace  En  der  ge- 
gebenen Ebene  steht,  ist,  wie  überhaupt  jede  durch  die  Drehachse  des 
Hyperboloides  gehende  Ebene  eine  Ebene  orthogonaler  Sym- 
metrie für  das  Hyperboloid. 

Die  Schnittgerade  (s,  s')  der  Ebene  H  mit  jener  E  wird  infolge 
dessen  gleichfalls  eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie  für  die 
dem  Hyperboloide  und  der  Ebene  E^Eu  gemeinschaftliche  Curve,  d.  h. 
eine  Hauptachse  der  darzustellenden  Ellipse  sein. 

Um  die  Endpunkte  (J.,  J.')  und  (B,  B^)  derselben,  d.  h.  die 
Schnittpunkte  von  (§,5')  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln, 
stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Ziehen  wir  parallel  zur  verticalen  Projectionsebene  (richtiger 
gesagt,  parallel  zur  Grundlinie)  eine  Tangente  ^'  an  den  Kehlkreis  K^, 
und  betrachten  wir  dieselbe  als  Horizontalprojection  einer  Geraden  {g,g^)^ 
deren  vertioale  Projection  g  mit  der  Geraden  Ä^  (oder  auch  mit  -4,) 
zusammenfällt,  so  repräsentiert  bekanntlich  diese  Gerade  (g,g^)  eine 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Erzeugende  des  vorliegenden 
Hyperboloides ,  welches  nunmehr  auch  durch  Umdrehung  von  (g,  g') 
um  {Z,Z')  erzeugt  gedacht  werden  kann.  Um  die  Schnittpunkte  {A,A') 
und  {B^B')  der  Geraden  (5,5')  mit  diesem  Hyperboloide  zu  construieren, 
wird  man  vor  allem  zu  berücksichtigen  haben,  dass  die  Gerade  (s,  s'), 
da  sie  in  der  die  Drehungsachse  (Z,  Z')  enthaltenden  Ebene  H  liegt, 
die  Drehungsachse  in  einem  Punkte  {S^S')  schneidet,  und  dass  diese 
somit  bei  der  Umdrehung  um  (Z,  Z)  einen  geraden  Kreiskegel  (/S,  K^, 
ihre  Schnittpunkte  {A^A')  und  {B,B^)  mit  dem  Hyperboloide  dagegen 
zwei  Kreise,  welche  selbstverständlich  auch  dem  letzteren  angehören 
werden,  beschreiben  wird. 

Diese  beiden  Kreise  sind  vollkommen  bestimmt,  sobald  von 
jedem  irgend  ein  Punkt  bekannt  ist.   Einen  solchen  Punkt  erhält  man 
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im  Durchschnitte  des  Kegels  {S^Kq)  mit  der  Geraden  (g,g^).  Legt  man 
zu  diesem  Zwecke  durch  (S,  ä')  und  durch  (g,  g')  eine  Ebene  e ,  so 
schneidet  die  Horizontaltrace  en  derselben  die  Basis  K^o  des  Kegels 
{^S,K^)  in  zwei  Punkten  («,«')  und  (/3,  ß'),  während  die  durch  diese 
Punkte  gehenden  Kegelerzeugenden  die  Gerade  (^,  g')  in  den  beiden 
Punkten  (a,  a')  und  (&,  &')  treffen,  welche  bei  der  Drehung  um  (Z,  Z') 
jene  beiden  Kreise  beschreiben,  die  dem  Kegel  und  dem  Hyperboloid 
gemeinschaftlich  sind.  Diese  Kreise  begeguen  der  Kegelerzeugenden 
{s,s')  in  den  Punkten  {A^A*)  und  {B,B')^  in  welchen  die  letztere  das 
Hyperboloid  schneidet. 

Es  wird  demgemäß  {AB,A'B')  die  eine  Achse  der  gesuchten 
Ellipse  darstellen. 

Die  zweite  Achse  geht  durch  den  Mittelpuukt  der  Ellipse  und 
steht  auf  (s,  5')  senkrecht.  Dieselbe  ist  somit  durch  die  Gerade  {s,  s') 
repräsentiert,  welche  durch  den  Halbierungspunkt  (ikf,  M')  von  {AB,  A'B^) 
parallel  zur  Horizontaltrace  Eu  der  schneidenden  Ebene  gezogen  wird. 

Um  deren  Endpunkte  (C,C"j  und  (D,D^),  d.  i.  die  Schnittpunkte 
von  (£,  s')  mit  dem  Hyperboloide,  zu  ermitteln,  legen  wir  durch  («, «') 
eine  zur  Achse  (Z,  Z')  senkrechte,  also  zur  horizontalen  Projections- 
ebene  parallele  Ebene  P.  Letztgenannte  Ebene  schneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kreise  {K^,K^^\  welcher  in  der  horizontalen  Projection 
als  Kreis  Z'3  mit  dem  Mittelpunkte  Z*  in  wahrer  Größe  erscheint 
und  durch  den  Punkt  (a?,  x')^  in  welchem  (g^  g')  von  der  genannten 
Ebene  geschnitten  wird,  geht.  Der  Kreis  (Z3,  K'^  trifft  (a,  s')  in  den 
gesuchten  Endpunkten  (C,  C)  und  (D,  D'). 

Die  Ellipse,  welche  sich  als  Schnitt  des  Hyperboloides  mit  der 
Ebene  E^Eh  ergibt,  ist  somit  durch  ihre  Achsen  {AB.A'B')  und 
{GD.OD')  dargestellt. 

A*B'  und  C'D'  sind  auch  die  Hauptachsen  der  horizontalen  Pro- 
jection dieser  Ellipse,  während  AB  und  GB  zwei  conjugierte  Durch- 
messer der  verticalen  Projection  der  Schnittellipse  repräsentieren. 

§.  117. 

h)  Die  schneidende  Ebene  ist  parallel  zu  zwei  Erzeu- 
genden des  ümdrehungshyperboloides;  der  gegenseitige 
Schnitt  ist  demnach  eine  Hyperbel. 

Die  horizontale  Projectionsebene  setzen  wir  normal  zur  Rotations- 
achse {Z,  Z*)  (Taf.  V,'  Fig.  32)  des  Hyperboloides  voraus  und  nehmen 
weiters  an,  dass  das  Hyperboloid  durch  den  Kehlkreis  {K,K')  und  die 
verticalen  Contourerzeugenden  {A^^A')  und  {A^^  J.'^)  des  Asymptoten- 
kegels bestimmt  sei.     Die  Trace  des  Asymptotenkegels   auf  der  hori- 
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zontalen  Projectionsebene  ist  ein  Kreis  K\,  welcher  die  Verbindungs- 
gerade  der  horizontalen  Durchstoßpunkte  von  {A^^A'^  und  {A^,A*^  zum 
Durchmesser  hat. 

Die  schneidende  Ebene  E^Eu  ist,  der  Voraussetzung  gemäß, 
parallel  zu  zwei  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  und  eine  Ebene  E'yE'hy 
welche  parallel  zu  derselben  durch  den  Scheitel  (0,  0')  des  Asymp- 
totenkegels geführt  wird ,  schneidet  den  letzteren  in  zwei  reellen  Er- 
zeugenden ((?j,  a\)  und  (^2,ö'2). 

um  die  Hauptachsen  der  Schnitthyperbel  oder,  was  in 
diesem  Falle  auf  dasselbe  hinausläuft,  die  reelle  Achse  und  die  beiden 
Asymptoten  der  Schnittcurve  zu  bestimmen,  denken  wir  uns,  wie  im 
vorhergehenden  Falle,  durch  die  Achse  (Z^Z^)  des  Hyperboloides  eine 
Ebene  H  senkrecht  zur  schneidenden  Ebene  EvEh  gelegt. 

Nachdem  diese  Ebene  H  eine  Ebene  orthogonaler  Sym- 
metrie für  das  Hyperboloid  ist,  so  schneidet  dieselbe  die  zu  ihr 
senkrechte  Ebene  E^Eh  in  einer  Geraden  (s,  s'),  welche  eine  Achse 
orthogonaler  Symmetrie  für  die  der  Ebene  E  und  dem  Hyper- 
boloid gemeinsame  Curve  ist,  und  welche  somit  eine  Haupt- 
achse der  gesuchten  Hyperbel  darstellt. 

Die  Endpunkte  {A,  A')  und  {B,B')  der  letztgenannten  Achse, 
welche  keine  anderen  sind,  als  die  Schnittpunkte  von  (5,  s')  mit  dem 
Hyperboloide,  können  in  voller  Übereinstimmung  mit  der  vorher  be- 
sprochenen Bestimmungsweise  festgestellt  werden.  Man  bestimmt  näm- 
lich zunächst  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides,  am  einfachsten  eine 
Erzeugende  {g^g'),  deren  horizontale  Projection  g^  eine  zur  Grundlinie 
parallele  Tangente  an  die  Horizontalprojection  K'  des  Kehlkreises 
vorstellt  und  deren  Verticalprojection  g  mit  einer  der  beiden  Geraden 
Ay^  oder  A^  zusammenfällt. 

Der  Kreiskegel,  welchen  die  Gerade  (s,5')  bei  der  Umdrehung 
um  (Z,  Z')  beschreibt,  schneidet  die  Gerade  {g,  g')  in  zwei  Punkten 
(a,a')  und  (6,fe')>  welche  ihrerseits  bei  der  Umdrehung  um  {Z,Z)  zwei 
Kreise  erzeugen,  die  dem  genannten  Hyperboloide  gemeinschaftlich 
sind,  und  auf  welchen  demgemäß  die  zu  bestimmenden  Schnittpunkte 
(A,A')  und  (B,B')  liegen.  Halbiert  man  die  Strecke  {AB.A'B')  in 
{M^  M'),  so  erhält  man  den  Mittelpunkt  der  darzustellenden 
Hyperbel. 

Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  schneidende  Ebene  E„Eh 
parallel  ist  zu  zwei  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  welche 
ihrerseits  wieder  zu  den  beiden  Erzeugenden  (^,,  ö'j')  und  ((^g,  a^) 
des    Asymptötenkegels    (0,  K^  parallel    sind,    so    ergeben    sich    die 


112 

Asymptoten  der  Schnitthyperbel  direct  als  jene  Geraden  (U^^U^') 
und  {22^2q')j  welche  durch  (M,M'),  beziehungsweise  parallel  zu  (^tjOi) 
und  {62,  ^2)  geführt  werden.' 

§.  118. 

c)  Die  schneidende  Ebene  sei  parallel  zu  einer  Be- 
rührebene des  Asymptotenkegels;  der  Schnitt  derselben  mit 
dem  Hyperboloide  wird  folglich  eine  Parabel  sein. 

Das  Hyperboloid  sei,  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen, 
durch  die  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechte  Drehachse  (Z,  Z') 
(Taf.  V,  Fig.  33),  durch  den  Kehlkreis  (Z,  K')  und  die  beiden  Geraden 
A^,  A2  bestimmt. 

Die  schneidende  Ebene  Ej,Eh  ist  der  obigen  Bedingung  entspre- 
chend, parallel  zu  einer  Berührebene  E^Eh  des  Asymptotenkegels 
[(0,^,),  {0\K^% 

Nachdem  eine  Parabel  eine  einzige  eigentliche  Hauptachse 
besitzt,  so  kann  diese  letztere,  früheren  Erörterungen  gemäß,  keine 
andere  als  die  Schnittgerade  {s,s*)  der  Ebene  E^Eh  mit  jener  Ebene  H 
sein,  welche  durch  die  Drehachse  iZ^Z*)  des  Hyperboloides  senkrecht 
zur  Ebene  E^Eu  geführt  wird» 

Vorgenannte  Gerade  (5,  s')  ist  parallel  zur  Berührungserzeugenden 
der  Ebene  E^*Eh  mit  dem  Asymptotenkegel,  also  auch  parallel  zu 
einer  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  und  kann  folglich  von  dem 
letzteren  nur  noch  in  einem,  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  (Ä,Ä') 
„dem  Scheitel  der  Schnittparabel"  begegnet  werden. 

Diesen  Punkt  4  bestimmen  wir ,  in  Übereinstimmung  mit  den 
vorhergehenden  Fällen,  vermittelst  einer  Erzeugenden  (g^g^)  des  Hyper- 
boloides und  dem  durch  Drehung  von  (s,  s')  um  {Z,Z^)  beschriebenen 
Hilfskegels. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  der  von  dem  horizontalen  Durch- 
stoßpunkte /^',  der  Hyperboloiderzeugenden  (^,  ^')  beschriebene  Kreis 
K^/  dem  Hyperboloide  angehört,  so  ergeben  sich  im  Schnitte  des- 
selben mit  der  Horizontaltrace  Eh  zwei  Punkte  (m,m')  und  {n,n^)  der 
Parabel,  welche  durch  die  genannten  Punkte,  die  Achse  (s,s')  und  den 
Scheitel  (J.,  J.')  vollständig  bestimmt  ist. 

Die  in  den  drei  eben  durchgeführten  Schnittbestimmungen  be- 
nützte Construction  zur  Ermittelung  des  Durchschnittes  des  Hyper- 
boloides mit  einer  die  Drehachse  schneidenden  Geraden  (s,s^)  (durch  Zu- 
hilfenahme eines  Hilfskegels)  kann  auch  eine  vortheilhafte  Verwen- 
dung bei  der  Lösung  von  Aufgaben  finden,  welche  der  Geometrie  der 
Ebene  angehören. 
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§.  119. 

8.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel  ist  durch  ihre  reelle  Achse  und  die 
Asymptoten  gegeben;  es  sind  die  Schnittpunkte  derselben  mit  einer 
beliebigen  Geraden  l  durch  directe  Construction  festzustellen. 

Die  reelle  Achse  der  gegebenen  Hyperbel  werde  durch  AB,  deren 
Asymptoten  durch  A^  und  A„  und  die  gegebene  Gerade  durch  l 
(Taf.  VI,  Fig.  34)  dargestellt.  ' 

Die  so  bestimmte  Hyperbel  betrachten  wir  als  Schnitt  eines 
ümdrehungshyperboloides  mit  einer  durch  die  Drehachse  desselben  (im 
vorliegenden  Falle  durch  die  imaginäre  Achse  Zdev  Hyperbel)  gehenden 
Ebene.  Letztgenannte  Ebene  wählen  wir  als  verticale  Projections- 
ebene.  Die  horizontale  Projectionsebene  setzen  wir  senkrecht  zur  Achse 
Z  voraus.  Die  Grundlinie  G  G  ist  daher  irgend  eine  zu  Z  senkrechte 
Gerade,  Der  Durchmesser  des  Kehlkreises  {K,  K')  stimmt  mit  der 
Länge  der  reellen  Achse  AB  der  gegebenen  Hyperbel  öberein.  Die  Ge- 
raden J.,  und  A^  repräsentieren  endlich  die  in  der  verticalen  Pro- 
jectionsebene liegenden  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels.  Hiermit 
ist  das  Umdrehungshyperboloid  vollkommen  bestimmt» 

Betrachtet  man  die  gegebene  Gerade  l  als  Verticalprojection  einer 
in  der  verticalen  Projectionsebene  liegenden  Geraden  (?,  V),  so  sind  deren 
Schnittpunkte  mit  dem  Hyperboloid  identisch  mit  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  gegebenen  Hyperbel,  und  können  dieselben  sonach 
folgendermaßen  construiert  werden. 

Man  bestimmt  zunächst  diejenige  Erzeugende  (^,  g')  des  Hyper- 
boloides, deren  Horizontalprojection  g'  eine  zur  Grundlinie  parallele 
Tangente  an  die  horizontale  Projection  K'  des  Kehlkreises  {K,K')  ist 
und  deren  verticale  Projection  g  mit  der  Geraden  A^^  zusammenfällt» 

Denkt  man  sich  ferner  die  Gerade  (Z,  V)  um  (Z,  Z')  derart  ge- 
dreht, dass  dieselbe  einen  Rotationskegel  {S,K^')  erzeugt,  dessen  Spur 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene  der  von  dem  horizontalen  Durch- 
stoßpunkte \  der  Geraden  {1,1')  beschriebene  Kreis  K^^  ist,  und  con- 
struiert man  die  Schnittpunkte  des  Kegels  (S,  K^')  mit  der  Geraden 
(g,  g%  indem  man  durch  die  letzteren  und  durch  den  Kegelscheitel 
(S,  Ä')  eine  Ebene  e  legt ,  deren  Horizontaltrace  ej,  den  Kreis  K^'  in 
^'  und  v'  schneidet,  so  treffen  bereits  die  diesen  Punkten  entspre- 
chenden Kegelerzeugenden  yS'^'  und  S'[v^  die  Gerade  (g,g^)  in  den  ver- 
langten Durchstoßpunkten  (m,  m^)  und  {n,  n^). 

Zeichnet  man  weiters  die  beiden  Kreise  ^/  und  Qci\  welche  die 
Punkte  {m,m')  und  {n,n^)  bei  der  Drehung  um  {Z,Z^)  beschreiben,  so 
gehören  dieselben  sowohl  dem  Hyperboloide,  als  auch  dem  vorgenannten 

Peschka,  Darstellende  u.  projectivo  Geometrie.  III.  g 
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Hilfskegel  an.  Besagte  Kreise  werden  daher  auch  die  Gerade  (?,  Z')  in 
zwei  Pnnkten  {M,M')  und  {N,N^)  treffen,  welche  gleichzeitig  auf  dem 
Hyperboloide  liegen. 

Die  verticalen  Projectionen  M  und  N  dieser  beiden  Punkte  be- 
stimmen somit  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  Geraden  l  mit  der 
gegebenen  Hyperbel. 

§.    120. 

9.  Aufgabe,  a)  Durch  eine  Grerade  sind  an  ein  Umdrehungshyper- 
boloid  die  mögliclien  Berülirebenen  zu  legen. 

6)  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einem  Um- 
drehungsbyperboloide  zu  ermitteln. 

Erste  Lösungsweise. 

Die  beiden  eben  aufgestellten  Aufgaben  können,  sobald  in  beiden 
Fällen  die  nämliche  Gerade  als  gegeben  betrachtet  wird,  durch  eine  und 
dieselbe  Construction  gleichzeitig  ihrer  Erledigung  zugeführt  werden. 

Das  Hyperboloid  sei  durch  den  Kehlkreis  {K,  K*)  (Taf.  V,  Fig.  35) 
und  den  Asymptotenkegel  [(0,Z,),  (0',X,')]  gegeben.  Die  Achse  {Z,Z*) 
des  Hyperboloides  sei,  allenfalls  durch  Transformation,  in  eine  solche 
Lage  gegen  die  Projectionsebenen  gebracht  worden,  dass  dieselbe  zur 
horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehe.  Die  Gerade  L  sei  durch 
ihre  Projectionen  (?,?')  bestimmt.  Das  erstere  der  gestellten  Probleme 
fordert  die  Construction  der  durch  (?,  V)  gehenden  Tangentialebenen 
des  Hyperboloides. 

Denkt  man  sich  die  beiden,  diesfalls  möglichen  Berührebenen 
i^i  und  jE'^  bereits  construiert  und  dem  Hyperboloide  einen  Cylinder 
umschrieben ,  dessen  Erzeugenden  zu  der  Geraden  (/,  V)  parallel  sind, 
so  werden  die  genannten  Ebenen  jB,  und  E^  auch  diesen  Cylinder 
berühren  müssen.  Die  Horizontaltracen  Ej^*  und  Ej^  der  vorbezeichneten 
Ebenen  werden  demnach  Tangenten  der  Horizontalspur  des  Cylinders 
sein.  In  erster  Linie  wird  es  sich  also  um  die  Construction  der  Hori- 
zontalspur des  dem  Hyperboloide  parallel  zu  (?,  V)  umschriebenen 
Cylinders  handeln. 

Nachdem  die  Achse  eiues  dem  Hyperboloide  umschriebenen  Cylin- 
ders einerseits  stets  durch  denMittelpunkt  (0,  0')  des  letzteren  geht  und 
andererseits  die  Horizontalspur  des  vorerwähnten  Cylinders  ein  Kegel- 
schnitt P  ist,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Horizontal-Durchstoßpunkte 
der  Cylinderachse  zusammenfällt,  so  ergibt  sich  der  Mittelpunkt  der 
Horizontalspur  P  als  horizontaler  Durchstoßpunkt  (o,  o')  jener  Geraden 
(A,  A'),  welche  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Hyperboloides  parallel 
zur  Geraden  (?,?')  gezogen  wird. 
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Da  ferner  die  Ebene,  welche  durch  diese  Gerade  (A,A')  und  durch 
die  Drehachse  {Z,Z')  geführt  werden  kann,  sowohl  eine  Symmetrieebene 
des  Hyperboloides,  als  auch  des  umschriebenen  Cylinders  ist,  so  wird 
deren  horizontale  Trace  O'o'  eine  Achse  der  Horizontalspur  P  sein, 
während  die  zweite  Achse  o'  x  derselben  durch  den  Mittelpunkt  o'  geht 
und  zu  O'o  senkrecht  steht. 

Weiters  ist  bekannt,  dass  jede  horizontal-projicierende  Ebene, 
welche  den  Kehlkreis  in  irgend  einem  Punkte  tangiert,  anch  das  Hyper- 
boloid in  dem  nämlichen  Punkte  berührt. 

Ziehen  wir  demgemäß  parallel  zu  O'o'  zwei  Tangenten  r«  und 
tß  an  die  horizontale  Projection  K'  des  Kehlkreises,  so  stellen  diese 
die  Horizontaltracen  zweier  horizontal-projicierender,  zu  der  gegebenen 
Geraden  (?,  V)  paralleler  Berührebenen  des  Hyperboloides  sowohl,  als 
auch  des  umschriebenen  Cylinders  dar.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 
die  Horizontaltracen  r«  und  Xß  der  besagten  Berührungsebenen,  Tan- 
genten der  horizontalen  Cylinderspur  P  sind. 

Nachdem  dieselben  aber  überdies  zu  der  einen  Achse  O'o'  dieses 
Kegelschnittes  P  parallel  laufen,  so  sind  deren  Berührungspunkte 
gleichzeitig  die  Endpunkte  a  und  ß  der  anderen  Achse  o' x. 

Denkt  man  sich  endlich  vom  Mittelpunkte  0'  aus,  an  die  Hori- 
zontalspur jSTj'  des  Asymptotenkegels  (0,  K^)  die  beiden  Tangenten 
<7i  und  <5o  gezogen,  so  repräsentieren  diese  die  Horizontaltracen  jener 
beiden  BerühruDgsebenen  des  Asymptotenkegels,  welche  zur  Geraden 
(?,  V)  parallel  sind. 

Nachdem  aber,  wie  bereits  bekannt,  jede  Berührebene  des 
Asymptotenkegels  auch  das  Hyperboloid  und  zwar  in  unendlicher  Ent- 
fernung berührt,  so  sind  diese  beiden  Ebenen  auch  Berühr  ebenen 
des  dem  Hyperboloide  parallel  zu  (/,?')  umschriebenen 
Cylinder.s,  und  ihre  Horizontaltracen  a^  und  a^  mithin  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  P.  Berücksichtigt  man  jedoch,  dass 
die  letzteren  durch  den  Mittelpunkt  o'  von  P  gehen,  so  gelangen  wir 
zu  der  Überzeugung,  dass  dieselben  nur  die  Asymptoten  dieses 
Kegelschnittes  sein  können. 

Wir  erhalten  daher  die  Horizontalspur  P  des  dem  Hyper- 
boloide parallel  zu  (Z,  V)  umschriebenen  Cylinders  dargestellt 
durch  die  reelle  Achse  aß  und  die  Asymptoten  6^  und  a,,. 

Jede  Tangente  dieses  Kegelschnittes  ist  die  Horizontaltrace  einer 
Berührebene  des  Cylinders,  also  auch  einer  zur  Geraden  (?,  V)  parallelen 
Berührebene  des  Hyperboloides.  Diejenigen  Tangenten  von  P  aber, 
welche  insbesondere   durch   den    horizontalen    Durchstoßpunkt 

8* 


Ji'   der    Geraden  (?,  V)  gehen,  sind  die   Horizontaltracen   der 
durch  (?,  V)  gehenden  Berührebenen  des  Hyperboloides. 

Besagte  Berührungsebenen  können  vermittelst  einer  bekannten 
elementaren  Construction   auf  nachstehende  Weise  bestimmt    werden. 

Verlängert  man  r«  bis  zum  Schnitte  co  mit  (^^  und  überträgt 
o^(n^=  o^fj^^=:  o^f^  auf  die  reelle  Achse  ox,  so  sind  /i  und  fc^  die  Brenn- 
punkte der  Spurhyperbel  P. 

Vermittelst  dieser  Brennpunkte  wird  man  nun  anstandslos  die 
die  durch  ä'  gehenden  Tangenten  E\  und  JE^h  der  Hyperbel,  d.  i. 
die  Horizontaltracen  der  gesuchten  Berührebenen  E^  und 
Eo  bestimmen. 

Zu  diesem  Behufe  hat  man  die  beiden  Kreise  ^,  und  ^n  zu  be- 
schreiben, deren  einer,  d.  i.  ^j,  den  Punkt  h'  zum  Mittelpunkte  hat 
und  durch  den  Brennpunkt  f^  geht ;  der  andere  Qo  dagegen  den  zweiten 
Brennpunkt  f^  als  Mittelpunkt  und  die  reelle  Achse  aß  zum  Halbmesser 
hat.  Diese  beiden  Kreise  q^  und  q„  schneiden  sich  diesfalls  in  zwei 
Punkten,  d.  i.  in  y  und  d.  Halbiert  man  die  Bögen  yf^  und  df^ 
durch  die  Punkte  |  und  ri,  so  sind  die  Verbinduugsgeraden  ä'^  oder 
E^h  und  krj  oder  E\  bekanntlich  die  durch  ä'  gehenden  Hyperbel- 
tangenten,  während  deren  Berührungspunkte  unmittelbar  die  Schnitt- 
punkte ft  und  V  von  beziehungsweise  E^h  mit  f^y  und  E'^h  mit 
f,ö  sind. 

Da  die  vorerwähnten  Ebenen  E^  und  J5^  durch  die  Gerade  (l,  V) 
gehen,    so   sind   ihre   Verticaltracen  E^^  und  jE\  leicht  festzustellen. 

Auf  das  zweite  der  gestellten  Probleme  übergehend,  heben  wir 
zunächst  eine  der  gefundenen  Berührebenen,  etwa  die  Ebene  E^E^h^ 
besonders  hervor. 

Jede  Berührebene  des  Hyperboloides  schließt  bekanntlich  zwei 
Erzeugende  verschiedener  Systeme  in  sich,  deren  Schnitt  im  Berüh- 
rungspunkte der  ersteren  erfolgt. 

Im  vorliegenden  Falle  kann  man  die  beiden  in  der  Berührungs- 
ebene E\E^k  liegenden  Erzeugenden  des  Hyperboloides  folgendermaßen 
bestimmen. 

Vor  allem  ermitteln  wir  die  Spur  des  Hyperboloides  auf  der 
horizontalen  Projectionsebene,  d.  i.  jenen  Kreis  K^,  welchen  der  hori- 
zontale Durchstoßpunkt  (d,  d')  irgend  einer  Erzeugenden  (g,  g')  bei  der 
Drehung  um  (Z,  Z')  beschreibt. 

Die  Horizontaltrace  E'h  schneidet  diesen  Kreis  K^  in  zwei 
Punkten  {\,\')  und  Qio,\')y  welche  bereits  die  Horizontaldurchstoß- 
punkte der  beiden  in  der  Berührebene  E\E^h  liegenden  Erzeugenden 
(g^,gi')  und  (^0,0^2')  darstellen. 
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Zieht  man  von  diesen  Punkten  h\  und  Ti'^  die  Tangenten  g\ 
und  ^'2  an  die  Horizont alprojection  K^  des  Kehlkreises  —  es  ist  stets 
leicht  festzustellen,  welches  Paar  unter  den  möglichen  vier  Tangenten 
der  Aufgabe  entspricht  —  so  erhält  man  unmittelbar  die  horizontalen 
Projectionen  der  gesuchten  Erzeugenden.  Die  verticalen  Projectionen 
g^  und  ^2  derselben  lassen  sich  aus  den  ersteren  direct  ableiten. 

Die  beiden  Erzeugenden  {g^,  g^')  und  {g^^go!)  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  (m, m'),  welcher  den  Berührungspunkt  der  Ebene 
E\E^]i  mit  dem  Hyperboloide  repräsentiert. 

In  gleicherweise  erhält  man  in  der  zweiten  Berührebene  E^E'^h 
zwei  Erzeugende  (g^,  g^*)  und  {g^,  g^)  des  Hyperboloides,  deren  Schnitt- 
punkt (^^,n')  den  Berührungspunkt  der  Ebene  i^'-^^J^^Ä  mit  dem 
Hyperboloide   darstellt. 

Bezugnehmend  auf  die  Aufgabe  &)  ist  weiters  zu  beachten,  dass 
die  Ebene  E\E\  (Taf.  V,  Fig.  35)  außer  den  Erzeugenden  g^  und 
^2  des  Hyperboloides  auch  die  gegebene  Gerade  (l,  V)  enthalte. 

Die  Punkte  {p,p^)  und  (g,  g')?  i^  welchen  die  genannten  Erzeu- 
genden die  Gerade  (?,  V)  treffen,  sind  nun  offenbar  die  Schnittpunkte 
von  (?,  V)  mit  dem  Hyperboloide. 

Desgleichen  treffen  die  in  der  Ebene  E^  liegenden  Erzeugenden 
^3  und  g^  die  Gerade  l  in  zwei  Punkten,  welche  dieser  letzteren  und 
dem  Hyperboloide  gemeinschaftlich  sind. 

Nachdem  aber  eine  Gerade  mit  einem  Hyperboloide  bloß  zwei 
Punkte  gemein  haben  kann,  so  folgt,  dass  die  Schnittpunkte 
von  l  mit  g^  und  g^,  mit  jenen  von  l  mit  g^  und  g»  übereinstimmen, 
also  ebenfalls  die  Punkte   p  und  q  sein  müssen. 

Anmerkung.  Hat  die  gegebene  Gerade  L  eine  derartige  Lage, 
dass  die  zu  ihr  durch  den  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides  gezogene 
parallele  Gerade  l  innerhalb  des  Asymptotenkegels  {O^K^)  zu  liegen 
kommt,  so  sind  durch  diese  letztere  keine  reellen  Tangentialebenen 
an  den  Asymptotenkegel  möglich.  Infolge  dessen  besitzt  auch  die 
Horizontalspur  P  des  dem  Hyperboloide  parallel  zur  gegebenen  Ge- 
raden umschriebenen  Cylinders  keine  Asymptoten.  Besagte  Hori- 
zontalspur ist  demnach  eine  Ellipse. 

Die  eine  der  Achsen  der  soeben  genannten  Ellipse  ergibt  sich 
auf  dieselbe  Weise,  wie  im  früheren  Falle  die  reelle  Achse  der  Hyperbel. 
Die  Endpunkte  der  zweiten  Achse  dagegen,  welche  der  Lage  nach 
durch  die  Horizontaltrace  jener  Ebene  gegeben  ist,  die  durch  die 
Eotationsachse  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden  gelegt  wird,  sind 
die  Horizontaldurchstoßpunkte  der  an  die  in  dieser  Ebene  liegenden 
Meridianhyperbel  parallel  zur  gegebenen  Geraden  gezogenen  Tangenten. 


118 

§.  12L 

10.  Aufgabe,  Durcli  eine  Gerade  sind  an  ein  Umdreliungsliyper- 
boloid  die  beiden  Berührebenen  zu  legen. 

Zweite  Lösungsart. 

Es  sei  (Z,  Z')  (Taf.  VI,  Fig.  36)  die  zur  horizontalen  Projections- 
ebene  senkrechte  Achse  des  Hyperboloides  und  {K,  K')  der  Kehlkreis ; 
ferner  seien  A^  und  A^  die  verticalen  Contourlinien  des  Asymptoten- 
kegels, d.  i.  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Erzeugenden 
des  letzteren,  und  schließlich  sei  (Z,  V)  die  gegebene  Gerade. 

Die  Methode,  deren  wir  uns  nun  bedienen  wollen,  besteht  in 
einer  bloßen  Specialisierung  der  allgemeinen,  für  die  Führung  von 
Tangentialebenen  durch  eine  Gerade  an  eine  beliebige  Fläche  bespro- 
chenen Constructionen. 

Ist  nämlich  F  irgend  eine  Fläche,  an  welche  durch  irgend  eine 
Gerade  l  die  möglichen  Berührebenen  gelegt  werden  sollen,  so  besteht 
das  allgemeine  Verfahren  darin,  dass  man  auf  der  Geraden  l  einen 
beliebigen  Punkt  s  annimmt,  denselben  als  Scheitel  eines  der  Fläche 
umschriebenen  Kegels  betrachtet,  und  sodann  durch  die  Gerade  l  die 
möglichen  Berührungsebenen  an  diesen  Kegel  legt.  Dieselben  werden 
gleichzeitig  auch  die  ursprüngliche  Fläche  F  berühren. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  es  sich  somit  darum  handeln,  eine 
zweckmäßige  Wahl  des  vorerwähnten  Punktes  s  auf  der  Geraden  l  zu 
treffen. 

Am  vortheilhaftesten  dünkt  es  uns,  den  Schnittpunkt  (s,s')  der 
Geraden  (Z,  V)  mit  der  Kehlkreisebene  P^,,  als  den  vorher  genannten 
Kegelscheitel  anzunehmen. 

Der  dem  Hyperboloid  aus  dem  Punkte  (5,  s')  als  Scheitel  um- 
schriebene Kegel  berührt  dasselbe,  wie  aus  früheren  theoretischen  Be- 
trachtungen hervorgeht,  in  einer  Hyperbel ,  deren  Ebene  e  senkrecht 
zur  Kehlkreisebene  steht  und  durch  die  Berührungssehne  (a'&',  ah) 
der  von  (s,  s')  aus  an  den  Kehlkreis  (K,K')  gezogenen  Tangenten  geht, 
oder  mit  anderen  Worten,  der  aus  (s,  s')  dem  Hyperboloide  umschrie- 
bene Kegel  berührt  das  Hyperboloid  in  jener  Hyperbel,  welche  sich 
als   Schnitt  des  letzteren  mit  der  Ebene  evOh  ergibt. 

Die  reelle  Achse  der  genannten  Hyperbel  ist,  wie  leicht  einzu- 
sehen, die  Strecke  a'&'.  Die  Asymptoten  derselben  sind  parallel  zu 
jenen  Erzeugenden  des  Asj^mptotenkegels ,  welche  zu  der  horizontal- 
projicierenden  Ebene  e„eh  parallel  sind. 

Nachdem  diese  Hyperbel,  welche  dem  Kegel,  dessen  Scheitel 
(a, s')  ist,  als  Leitcurve   dient,    der  durch   (AB^  ^'^0?  (0,  0')  und 


119 

(^p^'i;  ^aj-^'ö)  g^g^benen  Hyperbel  ähnlich  ist,  so  schließen  auch  die 
Asymptoten  der  ersteren  den  nämlichen  Winkel  unter  einander  ein, 
wie  die  der  letzteren,  d.  i.  wie  (A^,  J./)  und  (A^,  A^'), 

An  den  vorgCDannten  Kegel  sind  nun  durch  die  Gerade  (?,?')  die 
möglichen  Berührungsebenen  zu  legen. 

Die  Spuren  dieser  Berührungsebenen  auf  der  Ebene  e^eh  werden 
bekanntlich  jene  Tangenten  sein,  welche  von  dem  Durchstoßpunkte 
(z/,  z/)  der  Geraden  (?,?')  mit  der  Ebene  e^eh  an  die  in  der  letzteren 
liegende  Hyperbel  geführt  werden  können. 

Um  diese  Tangenten  mit  möglichster  Sicherheit  und  Leichtigkeit 
festzustellen,  legen  wir  den  Punkt  (z/,  z/')  sowohl,  als  auch  die  vorher 
genannte  Leithyperbel  um  die  Verticaltrace  e^  in  die  verticale  Pro- 
jectionsebene  um.  Der  Punkt  (z/,  z/')  gelangt  hierbei  nach  d;  die  reelle 
Achse  {ah,  a'V)  der  Hyperbel  köpimt  bei  dieser  Umlegung  nach  aß, 
und  die  gleichzeitig  umgelegten  Asymptoten  derjenigen  Hyperbel, 
welche  dem,  dem  Hyperboloide  aus  \s,  s')  umschriebenen  Kegel  als 
Leitlinie  (Berührungscurve)  dient  und  auf  dem  gegebenen  Hyperbo- 
loide liegt,  erscheinen  nach  voUführter  Drehung  durch  die  beiden  Ge- 
raden (?i  und  (72  dargestellt.  Letztere  sind  selbstverständlich  durch  den 
Halbierungspunkt  o  von  «/3,  parallel  zu  Ä^  und  A^  zu  führen. 

Ermittelt  man  nun  die  Brennpunkte  fy  und  /*„  der  so  erhaltenen 
Hyperbel,  so  kann  man  mit  Hilfe  derselben  in  voller  Übereinstimmung 
mit  der  in  der  vorher  gehenden  Lösungsweise  besprochenen  Construction 
die  durch  d  gehenden  Hyperbeltangenten  r,  und  tg,  sowie  die  ihnen 
entsprechenden  Berührpunkte  ^  und  v  feststellen. 

Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nichts  anderes  zu  thun,  als  zwei 
Kreise  zu  beschreiben,  von  welchen  der  eine  ö  zum  Mittelpunkt  hat 
und  durch  den  einen  Brennpunkt  /i  geht;  der  andere  hingegen  den 
zweiten  Brennpunkt  f^  zum  Mittelpunkte  und  die  reelle  Achse  zum 
Eadius  hat. 

Diese  beiden  Kreise  schneiden  sich  in  den  Punkten  i]  und  g. 
Halbiert  man  die  Bögen  rif^  und  gf,  durch  die  Punkte  9  und  d,  so 
sind  die  Verbindungsgeraden  ^^  =  t,  und  ^£  =  tg  bekanntlich  die 
durch  ö  gehenden  Hyperbeltangenten,  während  deren  Berührungs- 
punkte die  Schnittpunkte  ^  und  v  von  r^  und  f^ri  resp.  von  r^  und 
U  l  sind. 

Führt  man  die  letztgenannten  Punkte  in  die  Ebene  e^,  eu  nach 
{m^m*)  und  (n,  n')  zurück,  so  repi  äsentieren  dieselben  bereits  die  Be- 
rührungspunkte des  Hyperboloides  mit  den  beiden  durch  (?,  V)  gehenden 
Berührebenen. 
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Zieht  man  durch  m'  die  Tangenten  g\  und  g'^  an  den  Kehlkreis 
K',  so  stellen  diese  die  horizontalen  Projectionen  der  in  der  einen 
BerQhrungsebene  E'^  E'h  liegenden  Erzeugenden  des  Hyperboloides  dar. 

Dieselben  treffen  die  Horizontalspur  ^fiT'^  des  Hyperboloides  in 
zwei  Punkten  h\  und  h'2,  welche  mit  dem  horizontalen  Durchstoß - 
punkte  h  von  (?,  V)  in  einer  und  derselben  Geraden  —  der  Horizontal- 
trace  E'h  der  Berührebene  E'  liegen  müssen.  Die  verticale  Trace  E'^ 
ist  nun  auf  bekannte  Weise  zu  construieren. 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  zweite  Berührungsebene  JS2, 
vermittelst  jener  beiden  in  (n,  n')  sich  schneidenden  Erzeugenden  g^ 
und  g^,  welche  dieser  Ebene  E\  E^h  angehören. 

Die  Erzeugenden  g^  und  g^ ,  g^  und  g^  treffen  die  Gerade  (?,  V) 
in  den  zwei  Punkten  (p,p')  und  {q,q'),  welche  unmittelbar  die  Schnitt- 
punkte von  (?,  V)  mit  dem  Hyperboloide  darstellen. 

§.  122. 

11.  Aufgabe.  „An  ein  TJmdreliungshyperboloid  sind,  parallel  zu 
einer  gegebenen  Ebene  E,Eh,  Berührungsebenen  zu  legen." 

Das  Hyperboloid  ist  durch  den  in  einer  horizontalen  Ebene  lie- 
genden Kehlkreis  (K,K')  (Taf.  VI,  Fig.  37)  und  durch  die  zur  verti- 
kalen Projectionsebene  parallelen  Erzeugenden  Ä^  und  A»  des  Asymp- 
totenkegels (0,Zj)  bestimmt. 

Nachdem  die  fraglichen  Berührebenen  zu  der  Ebene  E^Ej,  pa- 
rallel sein  sollen,  so  müssen  dieselben  offenbar  Erzeugende  des  Hyper- 
boloides  enthalten,    welchen  eine  zu  E^Eh  parallele  Lage  entspricht. 

Legt  man  daher  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Hyperboloides 
eine  Ebene  e^Sh  parallel  zur  Ebene  E^E/,^  so  wird  diese  den  Asymp- 
totenkegel entweder  in  zwei  imaginären  oder  in  zwei  reellen  Erzeu- 
genden treffen.  Tritt  der  erstere  der  genannten  Fälle  ein,  so  wird  es 
auch  auf  dem  Hyperboloide  keine  reellen  Erzeugenden  geben,  welche 
zur  Ebene  E^Eh  parallel  sind;  es  werden  mithin  auch  die  zur  Ebene 
EvEh  parallelen  Berührebenen  des  Hyperboloides    nicht   reell  sein. 

Fassen  wir  aber  den  Fall  in's  Auge,  in  welchem  die  vorgenannte 
Ebene  e^eh  den  Asymptotenkegel  in  zwei  reellen  Erzeugenden  (Oa,  0^  a') 
und  (0/5,  0' ß')  schneidet,  so  lassen  sich  stets  Erzeugende  auf  dem 
Hyperboloide  finden,  welche  zu  {Oa^O'a')  und  {Oß.O'ß')  parallel  sind. 

Zieht  man  an  die  Horizontalprojection  X'  des  Kehlkreises  die 
Tangenten  g\  und  ^'3  parallel  zu  0'ß\  so  stellen  diese  bereits  die 
Horizontalprojectionen  der  genannten  Erzeugenden  dar.  Die  verticalen 
Projectionen^,  und  ^3  derselben,  deren  Kichtung  durch  Oß  festgestellt 
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erscheint,  bestimmt  man  einfach  vermittelst  der  entsprechenden  hori- 
zontalen Durchstoßpunkte  {\,h\)  und  (/ig,  Ä'3).  Ebenso  findet  man  die 
beiden  Erzeugenden  {g^^g'^  und  {g^,g'^)  des  Hyperboloides,  welche  zu 
der  Erzeugenden  (Oa,0'ct:')  des  Asymptotenkegels  (ß^K^)  parallel  sind. 

Die  beiden  Erzeugenden  {g^,g\)  und  {g^.g'^  gehören  verschiedenen 
Systemen  an,  müssen  sich  daher  in  einem  Punkte  {m,m')  des  Hyper- 
boloides schneiden.  Da  aber  die  beiden  genannten  Geraden  überdies 
zur  Ebene  E„Eh  parallel  sind,  so  bestimmen  dieselben  eine  Ebene 
EUE\,  welche  zu  E„Eh  parallel  ist,  und  das  Hyperboloid  im  Punkte 
(m,  m')  berührt. 

In  gleicher  Weise  ergeben  die  beiden  Erzeugenden  (^3,  ^'3)  und 
(9^9' ^  eine  zweite  zur  Ebene  jB^-E/,  parallele  Berührebene  jE/%i^\  des 
Hyperboloides,  deren  Berührungspunkt  der  Schnittpunkt  {n,  n^)  von 
(5^3' ^'3)  u^d  (^4, ^'4)  ist. 

Die  beiden  Berührungspunkte  {m,m')  und  {n,n')  liegen, 
wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  in  einer  Ebene,  welche  durch 
die  Drehachse  (^,Z')  des  Hyperboloides  senkrecht  zur 
Ebene  Er^Eu  gelegt  wird. 

Die  Horizontaltrace  dieser  Ebene  ist  die  Gerade  Hu,  welche 
durch  Z'  normal  zu  Eh  gezogen  werden  kann. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Gerade  en  ebenfalls  senkrecht  auf 
Hh  steht  und  dass  O'a' =  O'ß'  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass  O'o:' 
und  0'/3'  gegen  Hh  symmetrisch  liegen.  Das  Gleiche  gilt  selbstverständ- 
lich auch  von  den  Paaren  jener  Tangenten,  die  an  K  parallel  zu  0' a' 
und  0' ß'  geführt  werden  können;  es  sind  folglich  auch  die  Tangenten  g\ 
und  ^'2,  ebenso  wie  die  Tangenten  ^'3  und  ^'4  symmetrisch  gegen  Hu 
gelagert.  Infolge  dessen  liegen  auch  die  Schnittpunkte  m'  und  n'  dieser 
Paare  von  Tangenten  in  der  Symmetrieachse  i^T/,;  die  Punkte 
{m,m^)  und  (l^,n')  mithin  in  der  (durch  die  Drehachse  {Z,Z')  gehenden) 
horizontalprojicierenden  und  zur  Ebene  E^Eh  senkrecht  stehenden 
Ebene  H^Hh. 

Es  erübrigt  noch  die  Betrachtung  des  besonderen  Falles, 
wenn  die  durch  den  Scheitel  {0,0')  parallel  zur  Ebene 
E.r^Eh  gelegte  Ebene  e^eh  den  Asymptotenkegel  in  zwei  zu- 
sammenfallenden Erzeugenden  schneidet,  oder  mit  anderen 
Worten,  den  Asymptotenkegel  berührt. 

In  diesem  Falle  ist  bekanntlich  die  Ebene  e,eh  eine  „asymp- 
totische Ebene  des  Hyperboloides",  und  stellt  daher  als  solche 
bereits  eine  Berührungsebene  des  Hyperboloides  (mit  unendlich  fernem 
Berührungspunkte)  dar,  welche  zu  der  gegebenen  Ebene  E^Eh  pa- 
rallel ist. 
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Die  diesbezügliche  Construction  ergibt  aber  gleichzeitig,  dass 
eben  nur  diese  eine  Berührebene  möglich  ist,  oder  vielmehr, 
dass  in  ihr  die  beiden  vorher  gefundenen  Berührebenen  E\E^h  nnd 
E%E'\  zusammenfallen. 

Letzteres  geht  auch  daraus  hervor,  wenn  man  in  Erwägung  zieht, 
dass,  wie  früher  nachgewiesen  wurde,  die  Berührungspunkte  der  zu 
EvEh  parallelen  Berührebenen  in  der  durch  die  Achse  des  Hyper- 
boloides senkrecht  zu  E^Eh  geführten  Ebene  H  liegen.  Dieselben  er- 
geben sich  als  die  Berührungspunkte  derjenigen  Tangenten  an  die  in 
der  Ebene  H  liegende  Hyperbel ,  welche  zur  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  E  und  H  parallel  sind. 

Ist  jedoch  die  Ebene  E  parallel  zu  einer  Berührebene  e  des 
Asymptotenkegels,  so  ist  die  Schnittlinie  von  E  und  if  parallel  zu 
der  Berührerzeugenden  der  Ebene  e  mit  dem  Asymptoten- 
kegel. Nachdem  aber  die  letztere  eine  Asymptote  der  vorgenannten 
Hyperbel  ist ,  so  existiert  außer  derselben  keine  zu  ihr  parallele 
Tangente  der  Hyperbel,  folglich  auch  keine  zweite  zu  EvEu  pa- 
rallele Berührebene  des  Hyperboloides. 

§.  123. 

12.  Aufgabe.  „Gregeben  ist  eine  Ebene,  ein  Rotationskegel  und 
zwei  Kreise,  deren  Ebenen  zur  Kegelachse  senkrecht  stehen,  und 
deren  Mittelpunkte  auf  der  Kegelachse  liegen ;  es  ist  eine  Gerade  zu 
suchen,  welche  den  Kegel  berührt,  beide  Kreise  schneidet,  und  zur 
gegebenen  Ebene  parallel  ist." 

Setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  voraus,  die  Kegelachse  {SZ,S^Z') 
(Taf.  VI,  Fig.  38)  sei  horizontal  projicierend,  ferner  seien  (S^  S')  der 
Kegelscheitel  und  {K,K')  der  Kreis,  in  welchem  der  Kegel  die  hori- 
zontale Projectionsebene  schneidet.  Die  beiden  in  den  horizontalen 
Ebenen  e^  und  e%  gegebenen  Kreise  seien  durch  {C^,G\)  und  (Co,  C'^) 
dargestellt,  während  E^Eu  die  gegebene  Ebene  repräsentiert. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  wird  bloß  zu  berücksichtigen 
sein,  dass  die  zu  suchende  Gerade,  da  sie  den  Kegel  (a?,  K)  berühren 
soll,  in  einer  Tangentialebene  des  Kegels  liegen  müsse.  Construieren 
wir  demgemäß  zunächst  eine  Hilfsgerade,  welche  den  Kegel  {S,  K) 
berührt,  und  die  Kreise  (C,,  G\)  und  (G,,  G\)  schneidet,  zur  Ebene 
EvEh  jedoch  nicht  nothwendig  parallel  zu  sein  braucht.  Dies  wird 
am  einfachsten  dadurch  erreicht,  dass  man  von  einer  der  beiden  ver- 
tical-projicierenden  Tangentialebenen  des  Kegels,  beispielsweise  von 
der  Ebene  JBvS/j»  Gebrauch  macht.  Die  letztgenannte  Ebene  schneidet 
die  beiden  Kreise  ((7p  (7'i)und((7o,C'„)in  je  zwei  Punkten  {c^x,o('\)y{ßx^ß\) 


123 

und  (c^o'^'ß)»  (i^a'i'^'ß)»  vö^  welchen  wir  jedoch  nur  die  Punkte  {a^,a\) 
und  {cCf^,a^2)  berücksichtigen  wollen.  Die  Verbindungsgerade  {a^an^a\a^Q) 
oder  ig^  g')  hat  bereits  die  oben  geforderte  Eigenschaft ,  beide  Kreise 
(7j  und  Co,  zu  schneiden  und  den  Kegel  {S^  K)  zu  berühren. 

Wenn  wir  beachten,  dass  der  Kegel  {S,K)  ein  Kotationskegel  ist, 
und  dass  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  G^  und  G^  auf  der  Kegel- 
achse liegen,  während  gleichzeitig  ihre  Ebenen  e\  und  e^t,  zur  Kegel- 
achse senkrecht  stehen,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Gerade  {g,g'),  so- 
bald sie  um  die  Kegelachse  {SZ,S' Z*)  gedreht  wird,  in  jeder  Lage 
den  vorangeführten  Bedingungen  genügen  wird.  Bei  dieser  Drehung 
bleibt  selbstverständlich  die  relative  Lage  der  Geraden  gegen  die  Dreh- 
achse unverändert,  woraus  direct  folgt,  dass  a)  ihre  Horizontalprojec- 
tion  jenen  Kreis  K^a  umhüllt,  dessen  Mittelpunkt  Z'  ist  und  die  ur- 
sprüngliche Lage  ^'  berührt,  und  dass  h)  dieselbe  in  jeder  Lage  den 
nämlichen  Winkel  mit  der  Achse  SZ,  also  auch  mit  der  zur  Achse  SZ 
senkrechten  horizontalen  Projectionsebene  einschließt. 

Dieser  letzteren  Eigenschaft  zufolge  werden  alle  Geraden  (7,/), 
welche  zu  den  Lagen  der  gedrehten  Geraden  {g,g')  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  im  Räume  (wir  wählen  diesfalls  einen  Punkt  (ö*,  &)  in 
der  Verticaltrace  E„  der  gegebenen  Ebene)  parallel  gezogen  werden, 
einen  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  aufruhenden  Rotations- 
kegel (0,  Z"',)  umhüllen,  welcher  offenbar  durch  die  zu  der  ursprüng- 
lichen Lage  {g,g'),  durch  (0,6^),  parallel  gezogene  Erzeugende  {y^y') 
bereits  vollständig  gegeben  ist. 

Der  bezeichnete  Rotationskegel  (c>,K\)  wird  von  der  Ebene  EpEk 
nach  zwei  Erzeugenden  geschnitten,  von  welchen  (y^,y\)  die  eine  der- 
selben repräsentieren  möge. 

Zu  der  hiermit  bestimmten  Kegelerzeugenden  {y^,y\)  wird  eine 
Lage  [g^tg^')  der  gedrehten  Geraden  {g,g^)  parallel  sein.  Dieselbe  kann 
in  nachstehender  Weise  festgestellt  werden. 

Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  wissen  wir,  dass  die 
Horizontalprojection  g\  den  Kreis  K\  berühren  müsse.  Es  wird  hierbei 
leicht  zu  unterscheiden  sein,  welche  von  den  beiden  zu  y\  parallelen 
Tangenten  des  Kreises  K\  zu  wählen  sein  wird.  Ferner  schneidet  g\ 
die  Kreise  G\  und  O^  beziehungsweise  in  den  Punkten  a\  und  a'« 
deren  Verticalprojectionen  a,  und  a^  sich  unmittelbar  auf  G^  und  C^ 
ergeben.  Die  Verbindungsgerade  von  a^  und  a^  stellt  somit  die  Ver- 
ticalprojection  g^  der  Geraden  {g^,g\)  dar,  welche  nothwendig  (sobald 
von  den  beiden  Tangenten  des  Kreises  jST'o  die  richtige,  d.  i.  dies- 
falls g\^  gewählt  wurde)  zu  y^  parallel  sein  muss. 
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Die  so  erhaltene  Gerade  {gig\)  ist  einerseits  zur  Ebene  JEyEn 
parallel  und  andererseits,  als  durch  Drehung  um  SZ  aus  der  Geraden 
(g,g'),  welche  den  anderweitigen  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprach, 
hervorgegangen,  diejenige,  welche  den  gestellten  Anforderungen  Genüge 
leistet. 

§.   124. 

Sämmtliche  bisher  in  Bezug  auf  das  Umdrehungshyperboloid  ge- 
lösten Probleme  lassen  sich  direct  auf  ein  allgemeines  (drei- 
achsiges) windschiefes  Hyperboloid  übertragen,  indem  man  das 
letztere,  was  jederzeit  möglich  ist,  in  ein  ümdrehungshyper- 
boloid    transformiert. 

Sei  (Z,Z')  (Taf.  VII,  Fig.  39)  die  eine  Achse  des  Hyperboloides; 
dieselbe  möge  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehen.  Die 
beiden  anderen  Achsen  {AB^A'B')  und  {CD,  CD')  sind  sodann  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallel,  und  bestimmen  als  solche  gleich- 
zeitig die  Achsen  der  Kehlellipse  {K,K').  Die  Spur  des  Asymptoten- 
kegels auf  der  horizontalen  Projectionsebene  sei  ein  Kegelschnitt  {K^,K\), 
welcher,  wie  bekannt,  mit  {K,K')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist,  und 
dessea  Mittelpunkt  auf  der  Achse  (Z,Z')  liegen  muss.  Endlich  reprä- 
sentiere der  (aus  {K,K')  und  {K^,K^')  abgeleitete)  Kegelschnitt  {Ko^K'^) 
die  Spur  des  Hyperboloides  auf  der  horizontalen  Projectionsebene.  K\, 
ist  selbstverständlich  wieder  concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  mit  if'  sowohl,  als  auch  mii  K\, 

Um  die  vorher  aufgestellte  Behauptung  zu  rechtfertigen,  werden 
wir  die  Punkte  des  Raumes  affin  transformieren. 

Als  Affinitätsebene  nehmen  wir  jene  zur  verticalen  Projec- 
tionsebene parallele  Ebene  Eu  an,  welche  durch  die  Achsen  {Z,Z') 
und  {ÄBjÄ'B')  des  Hyperboloides  geführt  werden  kann. 

Die  Affinitätsstrahlen  sollen  zu  derselben  senkrecht,  also 
verticalprojicierend  sein. 

Weiters  möge  der  Affinitätsmodul,  d.h.  das  Verhältnis  der 
Abstände  irgend  eines  Punktes  x  und  des  aus  ihm  abgeleiteten  affinen 
Punktes  x^  von  der  Affinitätsebene  Eh  dem  Verhältnisse  der  Achsen 
CD  und  AB  gleich  sein. 

Untersuchen  wir  nun,  in  was  für  eine  Fläche  das  gegebene  drei- 
achsige windschiefe  Hyperboloid  durch  diese  affine  Transformation 
übergeht. 

Vor  allem  ist  zu  beachten,  dass  alle  Punkte,  welche  in  der  Affi- 
nitätsebene  J5  liegen,  bei  der  Transformation  ungeändert  bleiben;  es 
wird  daher  als  natürliche  Folge  die  Hyperbel,  in  welcher  die  besagte 
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Ebene  das  Hyperboloid  schneidet,  auch  der  transformierten  Fläche  an- 
gehören. 

Da  ferner  ein  Punkt  im  Baume  und  dessen  Transformation  auf 
einem  verticalprojicierenden  Strahle  liegen,  so  werden  die  verticalen 
Projectionen  aller  Punkte  mit  den  verticalen  Projectionen  der  aus 
ihnen  affin  abgeleiteten  Punkte  zusammenfallen. 

Die  horizontalen  Projectionen  dagegen  ändern  sich  in  nachstehen- 
der Weise. 

Ist  beispielsweise  m'  die  Horizontalprojection  irgend  eines  Punktes 
(mjm')und  fällen  wir  von  demselben  eine  Senkrechte  m'fi.  auf  jE/^,  so 
stellt  diese  die  wahre  Größe  des  Abstandes  des  diesbezüglichen  Punktes 
im  Baume  von  der  Affinitätsebene  dar.  Der  aus  (m,  m')  abgeleitete 
Punkt  Mq  hat  seine  horizontale  Projection  auf  der  Geraden  m'ft,  und 

zwar  muss,  der  Voraussetzung  gemäß,  das  Verhältnis  ^'^  demVerhält- 

nisse  ^yrr,  gloich  sein. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  ersichtlich,  dass  die  hori- 
zontalen Projectionen  aller  Punkte  des  Baumes  und  die  horizontalen 
Projectionen  der  aus  ihnen  abgeleiteten  Punkte  in  orthogonal 
affiner  Verwandtschaft  stehen,  wobei  die  Trace  jE/^  die  Aftinitäts- 

achse,  und  das  Verhältnis  -j^,  den  Affinitätsmodul  repräsentiert. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Gerade,  etwa  die  Erzeugende 
{g,  g')  der  windschiefen  Fläche. 

Bei  der  Transformation  bleibt  die  verticale  Projection,  den  frü- 
heren Auseinandersetzungen  gemäß,  ungeändert.  Der  horizontalen  Pro- 
jection g'   dagegen  entspricht   eine  andere  Gerade  g^,    welche  mit  g', 

in  Bezug  auf  Eu  als  Affinitätsachse  und  -jrTjt  als  x^ffinitätsmodul ,  or- 
thogonal affin  ist. 

Die  Gerade  {g,g')  übergeht  daher  durch  die  affine  Transformation 
wieder  in  eine  Gerade,  welche  durch  {g^g^^  dargestellt  erscheint. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  das  windschiefe  Hyperboloid  durch 
affine  Transformation  in  eine  andere  windschiefe  Fläche  verwandelt 
wird,  welcher  gleichfalls  zwei  Systeme  von  geradlinigen  Erzeugenden 
zukommen,  und  daher  wieder  ein  Hyperboloid  sein  muss. 

Als  weitere  Folgerung  ergibt  sich,  dass  die  Ebene  E,  welche 
eine  Symmetrieebene  für  das  erste  Hyperboloid  ist,  eine  eben  solche 
auch  für  das  abgeleitete  darstelle. 

Betrachten  wir  endlich  einen  beliebigen  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Schnitt  des  ursprünglichen 
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Hyperboloides.     Derselbe  ist  eine  Ellipse,    welche  mit  der   Kehl- 
ellipse ähnlich  ist,    deren  Achsen  Verhältnis   also    dem  Affinitätsmodul 

C  0' 

-jTQi  gleich  ist.  Besagte  Ellipse  verwandelt  sich  somit  bei  der  Trans- 
formation in  einen  Kreis. 

Das  abgeleitete  Hyperboloid  wird  sonach  von  allen  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebenen  nach  Kreisen  ge- 
schnitten. Da  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kreise  auf  der  horizontal- 
projicierenden  Geraden  {Z,  Z')  liegen,  so  folgt,  dass  dieses  Hyperboloid 
ein  Umdrehungshyperboloid  sein  müsse. 

Diese  Eigenschaft  kann  mit  Vortheil  benützt  werden ,  um  Con- 
structionen,  welche  an  einem  allgemeinen  Hyperboloide  durchgeführt 
werden  sollen,  auf  solche  eines  Umdrehungshyperboloides  zurück- 
zuführen. 

Die  Art  und  Weise,  wie  letzteres  geschehen  kann,  ist  im  allge- 
meinen folgende. 

Gesetzt,  es  wäre  mit  dem  allgemeinen  Hyperboloide  ein  anderes 
geometrisches  Gebilde  in  (nicht  metrische)  Beziehung  zu  bringen  und 
es  sollte  das  Kesultat  dieser  Beziehung  durch  Construction  zur  Geltung 
gebracht  werden. 

Diesfalls  wird  man  das  Hyperboloid  in  der  vorher  besprochenen 
Weise  affin  in  ein  Umdrehungshyperboloid  transformieren,  gleichzeitig 
aber  auch  das  andere  gegebene  geometrische  Gebilde  affin  verwandeln. 
Hierauf  construiert  man  das  oben  gedachte  Beziehungsresultat  an  dem 
abgeleiteten  Hyperboloide  und  transformiert  (im  entgegengesetzten 
Sinne)  dieses  Resultat  zurück. 

Einige  Beispiele  werden  den  hier  kurz  angedeuteten  Vorgang 
klarlegen. 

§.  125. 

13,  Aufgabe.  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  seine  drei 
Hauptachsen  gegeben;  es  ist  der  Schnitt  desselben  mit  einer  Ebene 
zu  bestimmen  und  dieser  direct  durch  irgend  ein  Paar  conjugierter 
Durchmesser  darzustellen. 

Die  drei  gegebenen  Hauptachsen  des  Hyperboloides  wollen  wir 
beziehungsweise  zu  den  betreffenden  Projectionsebenen  senkrecht  stehend 
voraussetzen,  und  zwar  möge  die  imaginäre  Achse  {FG,  F'  G')  (Taf.  VII, 
Pig,  40)  horizontalprojicierend,  die  Achse  (CD,  CD')  verticalpro- 
jicierend  und  die  Achse  (AB,  J.'D')  kreuzrissprojicierend  (parallel 
/.ur  Grundlinie  X)  sein.  Die  schneidende  Ebene  E  sei  durch  ihre 
Tracen  Ev  und  Eh  bestimmt. 
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Transformieren  wir  das  Hyperboloid  affin  in  ein  Rotationshyper- 
boloid, indem  wir  die  durch  die  Achsen  FG  und  AB  gehende,  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  e  als  Affinitätsebene,  die 
verticalprojicierenden  Geraden  als  Affinitätsstrahlen  und  das  Verhältnis 
der  Achsen  CD  und  AB  als  Affinitätsmodul  annehmen. 

Durch  diesen  Vorgang  wird  das  gegebene  Hyperboloid  in  ein 
Umdrehungshyperboloid  verwandelt,  dessen  imaginäre  Achse  {FG^F'G') 
unverändert  bleibt  und  dessen  Kehlkreis  die  Achse  {AB^  A'B')  zum 
Durchmesser  hat;  die  in  der  Haupt  ebene  e  liegenden  Erzeugenden 
des  Asymptotenkegels  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel  {AB.  FG)^ 
also,  wie'bekannt,  zwei  Geraden  A^  und  A^,  welche  zu  AG  und  AF 
parallel  sind.  Gleichzeitig  verwandelt  sich,  oder  was  dasselbe  ist, 
tibergeht  die  schneidende  Ebene  E^Eh  in  eine  zweite  Ebene  E^^  E^h, 
welche  mit  der  ersteren  Ebene  E,  deren  Schnitt  (ö',(5'')  mit  der  Affi- 
nitätsebene e  gemein  hat,  während  deren  Horizontal trace  JS"/,  mit  Eh, 

in  Bezug  auf  e,,  als  Affinitätsachse  und  -jj-^  =  ^r^,  als  Affinitäts- 
modul orthogonal  affin  ist. 

Die  Trace  E^k  wird  mithin  aus  Eh,  wie  folgt,  abgeleitet.  Der 
Punkt  z/',  in  welchem  Eh  die  Affinitätsachse  en  trifft,  bleibt  selbst- 
verständlich ungeändert.  Ferner  sind  die  beiden  durch  C  und  C^ 
parallel  zu  eu  geführten  Geraden  affin,  treffen  daher  auch  jB/,  und  j^"/^ 
in  zwei  affinen  Punkten  (>'  und  q^q,  von  welchen  der  zweite  direct 
aus  dem  ersten  abgeleitet  werden  kann.  Die  transformierte  Trace  E^h 
ergibt  sich  demgemäß  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  ^'  und  q^q. 

Die  Achsen  (afc,  ö^'o^'o)  ^^^  (cch  c'^d^)  jenes  Kegelschnittes,  in 
welchem  die  Ebene  E\E^h  das  ßotationshyperboloid  schneidet, 
können  in  voller  Übereinstimmung  mit  dem  in  Aufgabe  7)  ein- 
geschlagenen V^ege  festgestellt  werden. 

Dieser  Kegelschnitt  stellt  aber  offenbar  nichts  anderes,  als  die 
affine  Tränsformation  desjenigen  Kegelschnittes  dar,  in  welchem 
die  Ebene  E^Eh  das  ursprünglich  gegebene  Hyperboloid  schneidet. 
Es  wird  mithin  genügen,  denselben  im  entgegengesetzten  Sinne  zu- 
rückzutransformieren,  um  den  verlangten  Schnitt  zu  erhalten.  Hierbei 
ist  zu  berücksichtigen,  dass,  den  vorher  angestellten  Betrachtungen 
gemäß,  die  verticalen  Projectionen  zweier  einander  affin  entsprechen- 
der Gebilde  zusammenfallen,  dass  also  ah  und  cd  bereits  zwei  con- 
jugierte  Durchmesser  der  Verticalprojection,  also  auch  des  gesuchten 
Schnittes  darstellen  müssen. 

Nachdem  ferner  der  besagte  Kegelschnitt  in  der  Ebene  E^  Ek 
liegt,  so  lassen  sich  dessen  Horizontalprojection,    beziehungsweise   die 
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zwei  conjugierten  Durchmesser  a'6'  und  &d^  aus  der  Verticalprojection 
ah  und  cd  auf  bekannte  Weise  ableiten. 

Da  wir  aber  weiters  wissen,  dass  die  Horizontalprojectionen 
zweier  einander   affin   entsprechender  Gebilde,    auch  orthogonal  affin 

sind  in  Bezug  auf  eu  als  Affinitätsachse  und  j^,  als  Affinitätsmodul, 

so  werden  auch  a'^&'o  und  a'&',  ebenso  wie  c'^^'o  ^^^  ^'^'  ^^^^  ö^^' 
sprechend  sein  und  es  können  daher  vermöge  dieser  Eigenschaft,  a'&' 
und  cUV  auch  direct  aus  a'^^'o  und  c'^^'^  abgeleitet  werden* 

Die  Geraden  {al^  a'&')  und  {cd^&d')  repräsentieren  somit  zwei 
conjugierte  Durchmesser  des  gesuchten  Schnittes;  einer  derselben,  d.  i. 
{cd,  &W),  hat  überdies  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  pa- 
rallele Lage. 

§.  126. 

14.  Aufgabe.  Ein  windschiefes  dreiachsiges  Hyperboloid  ist 
durch  seine  drei  Hauptachsen  und  eine  Gerade  durch  ihre  Projec- 
tionen  gegeben ;  es  sind  die  durch,  diese  Gerade  gehenden  Tangential- 
ebenen des  Hyperboloides  zu  bestimmen. 

Sowie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  denken  wir  uns  die  drei 
Hauptachsen  {FE,  FE),  {AB,  A'B')  (Taf.  VH,  Fig.  41)  und 
{CD,  OB')  durch  entsprechende  Transformation  in  eine  solche  Lage 
gegen  die  Projectionsebenen  gebracht,  dass  dieselben  beziehungsweise 
zu  der  horizontalen  Projectionsebene,  der  Querriss-  oder  Kreuzriss- 
ebene und  der  verticalen  Projectionsebene  senkrecht  stehen.  Die  ge- 
gebene Gerade  sei  durch  ihre  Projectionen  l  und  V  dargestellt. 

Denkt  man  sich  durch  (Z,  V)  die  beiden  möglichen  Tangential- 
ebenen P  und  Q  des  Hyperboloides  wirklich  construiert  und  hierauf 
das  letztere  affin  in  ein  Kotationshyperboloid  transformiert,  so  über- 
geht gleichzeitig  die  Gerade  (?,  V)  durch  die  gleiche  Affinitätstrans- 
formation in  eine  andere  Gerade  l^  und  die  beiden  durch  l  gehenden 
Berührebenen  P  und  Q  des  ursprünglichen  Hyperboloides  in  die  zwei 
durch  Iq  gehenden  Berührebenen  P^  und  Qq  des  Eotationshyper- 
boloides. 

Behufs  Durchführung  des  Angedeuteten,  denken  wir  uns  das  ge- 
gebene Hyperboloid  wie  im  vorhergehenden  Falle  durch  Affinität  in 
ein  Umdrehungshyperboloid  verwandelt,  indem  wir  die  Ebene  e,  welche 
durch  die  Achsen  {AB,  A'B')  und  {FE,  F'E)  geht,  als  Affinitäts- 
ebene und  das  Verhältnis  der  Achsen  CD  und  AB  als  Affinitäts- 
modul annehmen. 

Gleichzeitig  transformieren  wir  die  gegebene  Gerade  (?,?';.  Hiebei 
bleibt   deren  Verticalprojection  l  ungeändert,    während   an  die  Stelle 
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von  V  eine  Gerade  ?'t,  tritt,  welche  mit  V,  in  Bezug  auf  ek  als  Affi- 

nitäfcsachse  und  -jrwi  =  7^~Tp  ^^^  Affinitätsmodul  orthogonal  affin  ist. 

Die  transformierte  Gerade  l^  wird  demgemäß  folgendermaßen 
erhalten.  Man  denke  sich  von  irgend  einem  Punkte  der  Geraden  (?,?'), 
beispielsweise  von  dem  horizontalen  Durchstoßpunkte  ä'  eine  Senkrechte 
h^(p   zu    eh   gezogen  und  auf   derselben  den  zu  h^  affinen  Punkt  Ji\y 

h'w  C  0' 

derart  bestimmt,  dass  yt^  =  7^-77^  wird. 

Verbindet  man  h\^  mit  dem  Punkte  z/',  in  welchem  ?'  die  Gerade 
ßfi  trifft,  so  erhält  man  die  Gerade  ?'„. 

Weiters  lege  man  nach  irgend  einer  der  vorher  besprochenen 
Methoden  durch  (J,  Vq)  die  beiden  Berührebenen  P^  P^k  und  Q^^  Q^,, 
an  das  ümdrehungshyperboloid,  bestimme  deren  Berührungs- 
punkte (p^p^^)  und  {q,q'o),  sowie  auch,  vermittelst  der  durch  diese  Punkte 
gehenden  Erzeugenden  des  Rotationshyperboloides  die  Schnittpunkte 
(s,  s'J  und  (ö*,  ö'J  des  letzteren  mit  der  Geraden  (?,  V^)  ;und  trans- 
formiere hierauf  diese  Ebenen  und  Punkte  in  die  entsprechende  Lage 
zurück.     Letzteres  kann  allenfalls  in  folgender  Weise  geschehen. 

Die  Horizontaltrace  P\  trifft  die  Affinitätsachse  ek  in  einem 
Punkte  a',  durch  welchen  Punkt  selbstverständlich  auch  die  transfor- 
mierte Trace  Fh  gehen  wird. 

Nachdem  aber  F^h  gleichzeitig  auch  durch  A'„  zu  führen  ist^ 
muss  Ph  durch  h^  gehen  und  wird  sonach  durch  die  Verbindungs- 
gerade von  «'  und  7^'  dargestellt  erscheinen.  Die  Horizontaltrace  Fu 
trifft  die  Grundlinie  X  in  einem  Punkte  y,  welcher  offenbar  auch  der 
Verticaltrace  P«,  angehört. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Ebene  P,  die  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene  parallele  Affinitätsebene  e  in  der  nämlichen  Geraden,  wie 
die  Ebene  P„  schneiden  muss,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Vertical- 
tracen  der  Ebenen  P  und  Fq  parallel  sein  müssen.  Die  Trace  P^ 
wird  somit  erhalten,  indem  man  durch  y  eine  Parallele  zu  P^  zieht. 

Der  Berührungspunkt  p^,'  wird  nach  p^  transferiert,  indem  man 
von  einem  Paare  bekannter  affiner  Punkte,  etwa  von  D'  und  D^/ 
Gebrauch  macht.  In  ganz  gleicher  Weise  kann  die  Transformation 
der  Ebene  Q^^  in  der  Ebene  Q,  deren  Berührungspunkt  (q,  ^„')  nach 
fesO  und  endlich  auch  die  Überführung  der  Schnittpunkte  (SyS^')  und 
(6,6^)  der  Geraden  {1,Iq^)  mit  dem  Rotationshyperboloide  in  die  Schnitt- 
punkte {s,s^)  und  (0,0')  von  {l,V)  mit  dem  gegebenen  dreiachsigen  Hyper- 
boloide erfolgen. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  a 
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In  analoger  Weise  lassen  sich  alle  nicht  metrischen  Pro- 
bleme, bezüglich  eines  allgemeinen  windschiefen  Hyperboloides,  auf 
solche  eines  Kotationshyperboloides  zurückführen. 

§.  127. 
Kegelsclinittsconstriictionen  mit  Hilfe  windschiefer  Hyperboloide. 

Die  Eigenschaften  des  windschiefen  Hyperboloides  lassen  sich 
unter  anderem  auch  vortheilhaft  zur  Lösung  gewisser,  der 
Geometrie  der  Ebene  angehörenden  Aufgaben  verwenden. 
Einige  Beispiele  mögen  die  Richtigkeit  des  Gesagten  bestätigen. 

15.  Aiifgale.  „Eine  Hyperbel  ist  durcli  ihre  Achsen  bestimmt. 
Zwischen  den  Ästen  derselben  sind  drei  Punkte  gegeben;  es  ist  ein 
Kegelschnitt  zu  construieren,  welcher  durch  die  drei  Punkte  gebt  und 
die  Hyperbel  in  zwei  Punkten  berührt." 

Die  Hyperbel  U  (Taf.  VILI,  Fig.  42)  ist  durch  ihre  reelle  Achse 
AB  und  die  imaginäre  Achse  CD  festgestellt;  die  drei  gegebenen 
Punkte  seien  a,  h  und  c.  Besagte  Hyperbel  wollen  wir  behufs  Lösung 
der  gestellten  Aufgabe,  als  die  Contour  eines  Rotationshyperboloides 
(bezogen  auf  die  verticaie  Projectionsebene,  welche  durch  die  Ebene  der 
Hyperbel  (Zeichnungsebene)  selbst  repräsentiert  werden  mag),  auffassen. 
Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  senkrecht  zu  der  imagi- 
nären Achse  CD  der  Hyperbel,  oder  mit  anderen  Worten,  senkrecht 
zur  Drehachse  desHj^perboloides.  Diesen  Voraussetzungen  gemäß  nehmen 
wir  als  Grundlinie  GG,  eine  beliebige,  auf  (7i)  senkrechte  Gerade  an. 

Die  Achse  AB  bestimmt  diesfalls  den  Durchmesser  des  Kehl- 
kreises {K,K'),  Die  Geraden  A^  und  A»-,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt C  der  Hyperbel,  parallel  y,\i  AG  und  AD  gezogen  werden, 
stellen  die  Asymptoten  der  Hyperbel  2J  und  gleichzeitig  die  in  der 
verticalen  Projectionsebene  liegenden  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegels dar.  Das  auf  diese  Weise  construierte  Rotationshyperböloid 
schneidet  die  verticaie  Projectionsebene  in  der  Hyperbel  U,  welch' 
letztere  zugleich  auch  die  Berühruugscurve  des  Hyperboloides  mit  dem 
demselben  umschriebenen  verticalprojicierenden  Cyliuder  repräsentiert. 

Denken  wir  uns  nun  das  Hyperboloid  durch  eine  beliebige  Ebene 
JE  geschnitten.  Diese  Ebene  E  möge  die  Hyperbel  2J  in  zwei  Punkten 
X  und  y  treffen.  Die  Schnittcurve  derselben  mit  dem  Hj^perboloide  ist 
ein  Kegelschnitt,  und  wird  das  Gleiche  auch  von  deren  verticaler  Pro- 
jection  gelten. 

Die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  den  Punkten  ^  und  y  liegen 
selbstverständlich  in  den  Berührungsebenen  des  Hyperboloides,  welche 
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in  den  nämlichen  Punkten  an  das  letztere  geführt  werden  können. 
Nachdem  aber  diese  Ebenen  verticalprojicierend  sind,  so  folgt,  dass  die 
verticalen  Projectionen  der  obgenannten  zwei  Tangenten  der  Schnitt- 
curve  in  den  Punkten  x  und  y  mit  den  Taugenten  der  Hyperbel  I] 
in  den  Punkten  x  und  y  zusammenfallen ,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  die  verticale  Projection  des  ebenen  Schnittes  die  Contourcurve  Z 
in  jenen  zwei  Punkten  berühren  müsse,  in  welchen  die  Contourcurve 
Z  von  der  schneidenden  Ebene  getroffen  wird. 

Nachdem  die  Forderung  gestellt  ist,  einen  Kegelschnitt  zu  con- 
struieren,  welcher  die  Hyperbel  Z  in  zwei  Punkten  berührt,  und  durch 
die  gegebenen  drei  Punkte  a,  h,  c  geht,  so  betrachten  wir  zu  diesem 
Zwecke  die  drei  Punkte  a,  Z>,  c  als  die  Verticalprojectionen  dreier  auf 
dem  Hyperboloid  liegender  Punkte  {a,a^)^  (?>,&')  und  (c,c').  Die  Hori- 
zontalprojectionen  a%  h'  und  &  dieser  Punkte  können  leicht  auf  nach- 
folgende Weise  ermittelt  werden. 

Um  beipielsweise  die  Horizontalprojection  a'  zu  finden,  denken 
wir  uns  durch  a  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene 
£,  gelegt.  Diese  Ebene  schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise 
(jSTj,  ^/),  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Drehachse  {CD,  OD')  liegt.  Ein 
Punkt  (a,  a^)  desselben  ergibt  sich  als  Durchstoßpunkt  der  Ebene  s^  mit 
irgend  einer  Erzeugenden  {g,g^)  des  Hyperboloides,  und  da  der  gesuchte 
Punkt  auch  auf  dem  vorerwähnten  Kreise  liegen  muss,  so  erhalten 
wir  dessen  Horizontalprojection  a'  im  Schnitte  von  K^'  mit  der  von  a 
aus  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden.  Zwischen  den  beiden 
sich  diesfalls  ergebenden  Schnittpunkten  kann,  wenn  keine  weitere  Be- 
dingung vorliegt,  beliebig  gewählt  werden;  jeder  derselben  führt  zu 
einer  Lösung  der  Aufgabe.  Die  Horizontalprojectionen  der  übrigen 
Punkte  h  und  c  können  in  gleicher  Weise  bestimmt  werden. 

Legt  man  nun  durch  die  drei  Punkte  (a,  a'),  (&,  &'),  (c,  &)  eiae 
Ebene  JE^Eh,  und  bestimmt  den  Schnitt  derselben  mit  dem  Hyper- 
boloide i{III,  riV)  und  {IIIIV,  IiriV)  sind  die  Achsen  dieses 
Schnittes],  so  repräsentiert  besagte  Schnittfigur  einen  Kegelschnitt, 
welcher  gleichfalls  durch  die  drei  eben  genannten  Punkte  (a,«'),  {h,b')^ 
{o,c')  geht. 

Die  verticale  Projection  dieses  Kegelschnittes  ist  selbst  wieder 
du  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  drei  Punkte  a,  &,  c  führt  und, 
den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  gemäß,  die  Hyperbel  Z  in 
zwei  Punkten  berührt. 

Die  Berührungspuukte  sind  jene,  in  welchen  die  schneidende 
Ebene  E,Ek  die  Hyperbel  Z  trifft.  Nach  der  diesfalls  getroffenen  An- 
ordnung   der   Projectionsebenen    sind    aber    die  bezeichneten    Punkte 
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keine  anderen,  als  die  Schnittpunkte  der  Hyperbel  ^  mit  der  Vertical- 
trace  E^,  und  können  dieselben  direct,  wie  in  Aufgabe  8)  gezeigt  wurde, 
ermittelt  werden. 

Da  einem  jeden  der  drei  Punkte  a,  i  und  c  zwei  Horizontal- 
projectionen  entsprechen,  so  lassen  sich  diese  drei  Punkte  auf  acht- 
fache Art  gruppieren ;  man  erhält  somit  acht  zur  Lösung  der  Aufgabe 
führende  Ebenen  E. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  diese  acht  Ebenen  zu  je  zwei 
symmetrisch  gegen  die  verticale  Projectionsebene  und  gegen  das  Hyper- 
boloid liegen,  dass  also  die  Schnitte  von  zwei  derartigen  Ebenen  mit  dem 
Hyperboloide  die  nämliche  Verticalprojection  besitzen,  so  ist  einleuchtend, 
dass  sich  die  Zahl  der  möglichen  Lösungen  der  vorstehenden  Aufgabe 
auf  die  Hälfte,  d.  i.  auf  „vier"  reduciert. 

Es  gibt  sonach  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  a,  b  und  c  hin- 
durchgehen und  die  Hyperbel  2*  doppelt  berühren,  wobei  allerdings 
die  Berührpunkte  auch  imaginär  sein  können.  Letzterer  Fall  tritt  dann 
ein,  wenn  E^  die  Hyperbel  ^  in  nicht  reellen  Punkten  schneidet. 

§.  128. 

16.  Aufgabe.  Gegeben  ist  eine  Hyperbel  durch  ihre  Achsen  und 
ein  Punkt  zwischen  den  Ästen  derselben;  es  ist  ein  Kreis  zu  con- 
straieren,  welcher  durch  diesen  Punkt  geht  und  die  beiden  Hyperbel- 
äste berührt. 

Wie  im  vorhergehenden  Falle  denken  wir  uns  die  Hyperbel  ÄBj 
CD  (Taf.  VIII,  Fig.  43)  als  verticale  Contour  eines  Umdrehungs- 
hyperboloides und  betrachten  den  gegebenen  Punkt  a  als  Vertical- 
projection eines  Punktes  auf  dem  besagten  Kotationshyperboloide.  Die 
Horizontalprojection  a'  dieses  Punktes  ist  leicht  zu  bestimmen. 

Es  wird  sich  nun  bloß  darum  handeln,  durch  den  Punkt  (a,a') 
eine  Ebene  E  derart  zu  legen,  dass  die  verticale  Projection  ihrer 
Schnittcurve  mit  dem  Hyperboloide  ein  Kreis  werde«  Dieser  Kreis 
wird  sodann  durch  a  gehen  und  beide  Äste  des  Hypeiboloides  berühren, 
mithin  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Um  die  Lage  der  Ebene  E  zu  finden ,  werden  wir  zunächst  zu 
beachten  haben ,  dass  ein  windschiefes  Hyperboloid  von  parallelen 
Ebenen  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  getroffen  wird. 

Denken  wir  uns  demgemäß  Pj  und  P„  als  zwei  derartige  Kegel- 
schnitte, Die  Achsen  des  einen  sind  parallel  zu  jenen  des  anderen, 
und  die  Achsen  des  einen  Kegelschnittes  stehen  in  demselben  Ver- 
hältnisse zu  einander,  wie  die  Achsen  des  zweiten  Kegelschnittes. 
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Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  orthogonalen  Projectionen 
dieser  Kegelschnitte  auf  irgend  eine  Ebene  bezogen  zwei  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sein  müssen,  indem  die  Projection  der 
parallelen  Achsen  der  ersteren,  parallele  conjugierte  Durchmesser  der 
letzteren  ergeben.  Ferner  stehen  die  Längen  dieser  conju gierten 
Durchmesser  in  beiden  Kegelschnitten  in  dem  nämlichen  Ver- 
hältnisse. Dieses  Verhältnis  ist  dem  Achsenverhältnisse  der  beiden 
Kegelschnitte  im  Eaume,  multipliciert  mit  dem  Verhältnisse  der  Cosi- 
nusse jener  Winkel,  welchen  die  Achsen  mit  der  Projectionsebene  ein- 
schließen, gleich. 

Es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

114.  j^Die  Fardllelprojectionen  paralleler  Schnitte  eines  wind- 
schiefen Hyperboloides  anf  eine  Ebene  sind  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Kegelschnitte,"' 

Die  diese  Projectionen  einhüllende  Curve  ist  selbstverständ- 
lich keine  andere,  als  die  Contour  des  Hyperboloides  auf  die 
betreffende  Projectionsebene, 

Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns,  die  gestellte  Aufgabe  in  nach- 
stehender Weise  zu  lösen. 

Wir  zeichnen  über  der  reellen  Achse  AB  der  Hyperbel  2J  als 
Durchmesser  einen  Kreis  G  und  betrachten  denselben  als  verticale 
Projection  eines  ebenen  Schnittes  des  Umdrehungshyperboloides. 

Da  der  besagte  Kreis  die  Contourhyperbel  in  A  und  B  berührt, 
so  muss  auf  Grund  der  vorausgeschickten  Erörterungen  die  schneidende 
Ebene  durch  die  Punkte  A  und  J5,  d.  i.  durch  die  Achse  AB  gehen. 
Nachdem  ferner  der  Kreis  C  die  Projection  eines  auf  dem  Hyperbo- 
loide liegenden  Kegelschnittes  darstellen  soll,  so  wird  es  genügen, 
irgend  einen  Punkt  m  auf  dem  Kreise  C  anzunehmen  und  dessen 
Horizontalprojection  m'  derart  zu  bestimmen,  dass  (m^m^)  thatsächlich 
die  Projectionen    eines  Punktes  auf  dem  Hyperboloide   repräsentiere. 

Denkt  man  sich  weiters  durch  (AB,  A'B')  und  durch  {m^m^) 
eine  Ebene  e  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Hyperboloid  nach  einem 
Kegelschnitt,  dessen  verticale  Projection  durch  m  geht  und  die  Con- 
tourhyperbel 2"  in  A  und  B  berührt.  Besagte  Kegelschnittprojection 
muss  sonach  mit  dem  Kreise  G  zusammenfallen. 

Nach  obigem  Satze  114)  wird  es  nunmehr  hinreichen,  durch  den 
gegebenen  Punkt  (a,  a')  eine  Ebene  E  parallel  zu  dieser  Ebene  e  zu 
führen. 

Um  letzteres  constructiv  durchzuführen,  denken  wir  uns  die 
Profil-  oder  Kreuzrissebene  durch  die  Achse  CD    gelegt.     Es    ergibt 
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sich  sodann  nach  bekannter  Operation  die  Profiltrace  der  Ebene  e  in 
e],  (als  Verbindungsgerade  von  0  mit  der  Profilprojectiön  m''  des 
Punktes  [m,  m').  Führt  man  nun  durch  die  Profilprojectiön  a'^  des 
Punktes  (a,a')  eine  Parallele  J?/,-  zur  Trace  e^^  so  repräsentiert  ^/^  die 
Profiltrace  der  zu  suchenden  Ebene  E. 

Die  Gerade  JSä  trifft  die  Profilachse  Z  in  einem  Punkte  z.  Selbst- 
verständlich muss  durch  diesen  Punkt  z  die  Verticaltrace  E^  der  ver- 
langten Ebene  parallel  zm  AB  geführt  werden. 

Die  Ebene  -E  schneidet  (nach  dem  früher  bewiesenen  Satze  114), 
das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  verticale  Projection 
durch  a  geht  und  mit  C  ähnlich,  folglich  selbst  wieder  ein  Kreis  ist. 
Dieser  Kreis  wird  die  Contourhyperbel  2"  in  den  zwei  Punkten  a  und 
/3  berühren,  in  welchen  die  letztere  von  der  schneidenden  Ebene  JE 
getroffen  wird. 

Der  getroffenen  Disposition  der  Projectiousebenen  zufolge,  sind 
diese  Punkte  a  and  ^  keine  anderen,  als  die  Schnittpunkte  von  IS^ 
mit  der  Hyperbel  2",  welche  auf  einfache  Weise  vermittelst  jenes 
Kreises,  in  welchem  die  horizontale  durch  'E^  gehende  Ebene  das 
Hyperboloid  schneidet,  bestimmt  werden  können. 

Der  durch  die  drei  Punkte  a,  a  und  /3  gelegte  Kreis  berührt  die 
Hyperbel  ^  m  a  und  j3,  und  genügt  daher  den  Bedingungen  der  ge- 
stellten Aufgabe. 

Bei  Bestimmung  der  Horizontalprojection  a'  des  Punktes  a  findet 
man,  dass  die  durch  a  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogene  Gerade  den 
durch  a  gehenden  Parallelkreis  außer  in  dem  Punkte  a'  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  a\  trifft.  Der  Punkt  a  kann  daher  als  die  ver- 
einigte verticale  Projection  zweier  verschiedener  auf  dem  Kotations- 
hyperboloide  liegender  Punkte  betrachtet  werden.  Diese  Punkte  liegen 
symmetrisch  gegen  die  Ebene  der  Hyperbel  2*. 

Offenbar  kann  man  sowohl  durch  den  Punkt  ia.a*),  als  auch 
durch  den  Punkt  (a,  a\ )  eine  Ebene  parallel  zu  der  Ebene  e  legen. 
Beide  Ebenen  werden  das  Hyperboloid  nach  Kegelschnitten  schneiden, 
deren  verticale  Projectionen  Kreise  sind,  welche  durch  a  gehen  und 
die  Contourhyperbel  ^  \\v  zwei  Punkten  berühren. 

Hieraus  folgt,  dass  die  gestellte  Aufgabe  zwei  Lösungen  zulässt, 
dass  es  also  zwei  verschiedene  Kreise  gebe,  welche  den  gestellten  For- 
derungen entsprechen. 

Zu  dem  nämlichen  Eesultate  gelangt  man  auch  auf 
einem  anderen  Wege.  Bei  Bestimmung  der  horizontalen  Projec- 
tion m'  tritt  nämlich  ebenfalls   eine  Zweideutigkeit  auf;    es    ergeben 
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sich  daselbst  auch  zwei  Punkte  (m,  m')  und  (m,  m',),  welche  symme- 
trisch gegen  die  Ebene  der  Hyperbel  2  liegen. 

Infolge  dessen  kann  der  Kreis  C  als  die  Projection  zweier  ver- 
schiedener Kegelschnitte  des  Hyperboloides  betrachtet  werden,  deren 
Ebenen  durch  ÄJB  gehen  und  symmetrisch  gegen  die  Ebene  der  Hy- 
perbel U  gelagert  sind.  Man  kann  daher  parallel  zu  diesen  Ebenen 
durch  den  Punkt  (a,  a')  zwei  Ebenen  legen,  deren  jede  zu  einer  an- 
deren Lösung  der  gestellten  Aufgabe  führt. 

Die  vorstehenden  Aufgaben  gestatten  die  verschiedenartigsten 
Variationen  ,  indem  man  statt  der  drei  Punkte,  durch  welche  der  die 
Hyperbel  doppelt  berührende  Kegelschnitt  zu  gehen  hat,  theilweise 
oder  durchwegs  Gerade  supponiert,  mit  welchen  derselbe  eine  Berüh- 
rung eingehen  soll.  Am  schwierigsten  ist  die  Aufgabe  dann  zu  lösen^ 
wenn  der  die  Hyperbel  doppelt  berührende  Kegelschnitt  drei  gegebene 
Geraden  zu  berühren  hat,  da  es  sich  diesfalls  darum  handeln  würde^ 
die  drei  gegebenen  Geraden  als  Verticalprojectionen  dreier  in  einer 
und  derselben  (näher  zu  ermittelnden)  Ebene  liegenden  Tangenten  des 
Hyperboloides  zu  betrachten  und  unter  dieser  Bedingung  ihre  zweiten 
Projectionen  zu  bestimmen. 

Es  ist  jedoch  leicht  möglich,  das  letztgenannte  Problem  auf  jenes 
zu  reducieren,  durch  welches  die  Forderung  gestellt  wird,  dass  der 
die  Hyperbel  doppelt  berührende  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  gehe. 

Diesen  interessanten  Fall  wollen  wir  im  Nachstehenden  durch- 
führen. 

§.  129. 

17,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Hyperbel  durch  ihre  Achsen  bestimmt^ 
ferner  sind  drei  Geraden  gegeben ;  es  soll  ein  Kegelschnitt  cönstruiert 
v^erden,  vv^elcher  diese  Greraden  in  je  einem  Punkte  und  die  Hyperbel 
selbst  in  zwei  Punkten  berührt. 

Die  gegebene  Hyperbel  27  (Taf.  7III,  Fig.  44)  sei  durch  ihre 
reelle  Achse  AB  und  die  Asymptoten  A^  und  A^  fixiert;  die  drei 
gegebenen  Geraden  seien  ?,,  l^  und  l^. 

Denken  wir  uns  zunächst  den  Kegelschnitt  K,  welcher  der  Auf- 
gabe Genüge  leistet,  bereits  cönstruiert. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  dass  der  gedachte  Kegelschnitt  die 
Hyperbel  Z  in  den  Punkten  a  und  ß  berühre,  und  dass  die  diesen 
Punkten  entsprechenden  Tangenten  ta  und  tß  sein  mögen.  Die  Ge- 
raden ?i,  ?2  und  ^3  mögen  von  K  beziehungsweise  in  den  Punkten  p^^. 
X)^  und  p^  berührt  werden. 
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Nehmen  wir  nun  noch  einen  beliebigen  anderweitigen  Kegel- 
schnitt D  an  und  betrachten  wir  denselben  als  Directrix  einer  polaren 
Eeciprocität,  so  wird,  wenn  man  die  bisherigen  Gebilde  in  Bezug  auf 
D  polar  transformiert,  Folgendes  eintreten: 

Der  Hyperbel  27  und  dem  Kegelschnitte  K  entsprechen  polar- 
reciprok  wieder  zwei  Kegelschnitte  2;'  und  K'  und  zwar  derart,  dass 
die  Polare  eines  jeden  Punktes  von  beziehungsweise  27  und  K  eine 
Tangente  des  Kegelschnittes  27'  resp.  K'  ist. 

Die  beiden  Kegelschnitte  K  und  2"  berühren  sich  aber  auf  Grund 
der  Voraussetzung  in  a  und  ß,  d.  h.  sie  haben  die  Punkte  a  und  ß 
und  die  ihnen  zugehörigen  Tangenten  f«  und  tß  gemein.  Infolge  dessen 
werden  aber  auch  die  Kegelschnitte  2'  und  K  zwei  Punkte,  sowie 
die  denselben  entsprechenden  Tangenten  gemein  haben,  oder  mit  an- 
deren Worten:  2'  und  K'  werden  sich  in  zwei  Punkten  berühren, 
welche  die  Pole  der  Tangenten  t^  und  tß  in  Bezug  auf  D  sind. 

Denn  drei  Tangenten  \^  l^  und  l^  des  Kegelschnittes  K  ent- 
sprechen als  Pole  drei  Punkte  L^,  L^  und  ig,  welche  dem  Kegel- 
schnitte K*  angehören. 

Denken  wir  uns  daher  außer  der  gegebenen  Hyperbel  2  und  den 
drei  gegebenen  Tangenten  ?,,  \  und  l^  den  vorerwähnten  Kegelschnitt 
D  als  Directrix  einer  Polarreciprocität  angenommen  und  bestimmen 
wir  die  Polarcurve  27'  zu  2  und  die  Pole  Zj,  i^,  L^  der  drei  Gera- 
den Zj,  \  und  Zg,  so  ist  die  vorige  Aufgabe  mit  jener  in  Verbindung 
gebracht,  die  darin  besteht:  „Einen  Kegelschnitt  K'  zu  construieren, 
welcher  den  Kegelschnitt  2'  in  zwei  Punkten  berührt  und  durch  die 
drei  Punkte  L,,  L^  und  Lg  geht." 

Die  Polare  des  Kegelschnittes  K'  wird  sodann  offenbar  ein  Kegel- 
schnitt K  sein,  welcher  die  Hyperbel  2  in  zwei  Punkten  berührt, 
nebstbei  aber  auch  die  drei  Geraden  7i,  \^  l^  tangiert  und  mithin  den 
gegebenen  Bedingungen  entspricht. 

Sind  wir  nun  im  Stande  die  Directrix  der  Polarreciprocität,  d.  h. 
den  Kegelschnitt  D  so  zu  wählen,  dass  die  Polarcurve  2'  der  Hyperbel 
Z!  wieder  eine  Hyperbel  wird,  so  können  wir  mit  Eücksicht  auf  die 
Aufgabe  15)  auch  die  eben  gestellte  anstandslos  lösen.  Dass  das  Gesagte 
in  der  That  leicht  möglich  sei,  wird  nachstehende  Betrachtung  recht- 
fertigen. 

Denken  wir  uns  als  Directrix  der  Eeciprocität  jenen  Kreis  C 
(Taf.  VIII,  Fig.  44)  angenommen,  welcher  mit  der  gegebenen  Hyperbel 
2  concentrisch  ist  und  durch  die  Endpunkte  Ä  und  B  der  reellen  Achse 
geht,  so  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  zeigen,  dass  die  Polarcurve 
2*'  der  Hyperbel  2   in  diesem  Falle  selbst   wieder  eine  Hyperbel  sei. 
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Der  Geraden  Ä^  (Asymptote  der  Hyperbel  U)  entspricht  als  Pol 
ein  unendlich  ferner  Punkt,  und  zwar  der  unendlich  ferne  Punkt  des 
zu  A^  senkrechten  Kreisdurchmessers  J.',,  da  A^  ein  Durchmesser  der 
Directrix  ist.  Nachdem  aber  J.,  andererseits  eine  Asymptote,  d.  i.  eine 
Tangente  der  Hyperbel  2  ist,  so  muss  ihr  Pol  —  der  eben  erwähnte 
unendlich  ferne  Punkt  von  A\  —  ein  Punkt  der  Polarcurve  y  sein. 

Aus  ganz  gleichen  Gründen  findet  man,  dass  der  unendlich  ferne 
Punkt  des  zur  Asymptote  A^^  senkrechten  Kreisdurchmessers  A\  gleich- 
falls ein  Punkt  der  Polarcurve  sein  müsse. 

Die  Polarcurve  J^' der  Hyperbel  2"  besitzt  also  zwei  unendlich 
ferne  Punkte,  ist  daher  selbst  wieder  eine  Hyperbel.  Es  erübrigt 
noch,  diese  Hyperbel  näher  zu  bestimmen. 

Der  Annahme  gemäß,  berührt  die  Hyperbel  3  die  Directrix  C 
in  den  Punkten  A  und  B,  Eine  natürliche  Folge  hievon  ist,  dass 
auch  die  Polarcurve,  d.  i.  die  Hyperbel  Z'  die  Directrix  C  in  den 
nämlichen  zwei  Punkten  A  und  B  berühren  werde. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  aber  AB  noth wendig  auch  die  reelle 
Achse  der  Polarhyperbel  3',  0  deren  Mittelpunkt  und  müssen  A\  und 
A^ci  ihre  Asymptoten  sein.  Letzteres  wird  aus  dem  Grunde  stattfinden, 
weil  diese  einerseits  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  gehen 
und  weil  andererseits,  wie  oben  gezeigt  wurde,  ihre  unendlich  fernen 
Punkte  der  Hyperbel  angehören. 

Es  lässt  sich  jedoch  auch  direct  nachweisen ,  dass  A\  und  A^^ 
die  Asymptoten  der  Polarhyperbel  2"  sind.  Da  nämlich  die  Gerade  A\ 
den  zu  J.,  senkrechten  Kreisdurchmesser  darstellt,  so  ist  diese  die 
Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  von  A^.  Nachdem  aber  der  be- 
sagte Punkt  ein  Punkt  der  Hyperbel  JS"  ist,  so  muss  A\  eine  Tangente 
der  Hyperbel  y  sein. 

Weiters  ist  bekannt,  dass  die  Tangente  eines  Kegelschnittes  mit 
dem  letzteren,  außer  dem  Berührungspunkte,  keinen  Punkt  gemein 
haben  kann.  Im  vorliegenden  Falle  wurde  aber  gefunden,  dass  die 
Gerade  A\  einerseits  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Hyperbel  Z' 
enthalte  und  andererseits  eine  Tangente  der  letzteren  sei.  Dieselbe 
kann  somit  nur  die  Tangente  in  diesem  unendlich  fernen  Punkte, 
d.  i.  eine  Asymptote  von  y  sein.  Dasselbe  gilt  von  der  Geraden  A'^^. 

Durch  die  vorgenommene  polarreciproke  Transformation  wurde 
also  die  Hyperbel  2  in  eine  zweite  Hyperbel  27'  verwandelt,  welche 
mit  der  ersteren  die  nämliche  reelle  Achse  AB  besitzt  und  deren 
Asymptoten  auf  jenen  der  ersteren  senkrecht  stehen. 

Denken  wir  uns  nun  gleichzeitig  die  Pole  Z, ,  L^  und  L^  der 
gegebenen  drei  Geraden  ?,,  lo  und  ^3  in  Bezug  auf    den  Kreis  C  er- 
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mittelt,  so  können  wir,  wie  schon  in  Aufgabe  15)  durchgeführt  wurde, 
einen  Kegelschnitt  K'  zeichnen,  welcher  durch  die  drei  Punkte  L^, 
L^  und  X3  geht  und  die  Hyperbel  H'  in  zwei  Punkten  berührt. 

Suchen  wir  endlich  die  Polarcurve  K  zu  dem  oberwähnten 
Kegelschnitt,  so  wird  diese,  den  früher  angestellten  Betrachtungen 
gemäß,  einen  Kegelschnitt  K  repräsentieren,  welcher  die  gegebene 
Hyperbel  U  in  zwei  Punkten  und  jede  der  drei  gegebenen  Geraden  Z^, 
?a  und  \  in  je  einem  Punkte  berührt,  womit  der  gestellten  Aufgabe 
vollkommen  Genüge  geleistet  ist. 

Da  die  vorausgeschickte  Hilfsaufgabe,  wie  wir  gesehen  haben, 
vier  verschiedene  Lösungen  zulässt,  so  sind  auch  hier  vier  verschiedene 
Kegelschnitte  möglich,  welche  sämmtlich  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entsprechen  werden. 

§.  130. 

18,  Aufgabe,  Eine  Hyperbel  ist  durch  ihre  reelle  Achse  AB 
und  durch  ihre  Asymptoten  bestimmt ;  ferner  sind  eine  Grerade  t  und 
zwei  Punkte  a,  l  gegeben.  Es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  construieren, 
welcher  die  Hyperbel  in  zwei  Punkten,  die  Gerade  t  in  einem  Punkte 
berührt  and  durch  die  beiden  Punkte  a,  h  geht. 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte  a  und  b  (Taf.  VIU,  Fig.  45) 
in  jenem  Eaume  zwischen  den  Hyperbelästen  liegen,  in  welchem  sich 
auch  die  Asymptoten  der  Hyperbel  vorfinden,  so  kann  die  gestellte 
Aufgabe  in  ähnlicher  Weise  wie  die  vorhergehenden,  mit  Zuhilfe- 
nahme eines  Eotationshyperboloides  gelöst  werden. 

Die  Ebene  der  Hyperbel  27  (AB,  A^,  A^)  betrachten  wir  als  verti- 
cale  Projectionsebene;  die  Hyperbel  selbst  als  Schnitt  und  gleichzeitig 
als  verticale  Contour  eines  Eotationshyperboloides.  Die  horizontale 
Projectionsebene  wählen  wir  senkrecht  zur  Drehachse  {Z,  Z*)  des  Hyper- 
boloides, als  welche  die  imaginäre  Achse  GJ)  der  Hyperbel  27  an- 
gesehen werden  kann.  Die  Grundlinie  X  ist  folglich  eine  zu  Z  senk- 
rechte Gerade. 

Das  Hyperboloid  ist  somit  dargestellt  durch  den  Kehlkreis  (K.K') 
und  durch  die  in  der  verticalen  Projectionsebene  liegenden  ümriss- 
Erzeugenden  A^  und  A^  des  Asymptotenkegels. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  besteht  nun  in  Folgendem. 

Es  wird  zunächst  eine  Ebene  aufzusuchen  sein,  welche  das  Hyper- 
boloid nach  einem  Kegelschnitte  schneidet,  dessen  verticale  Projection 
durch  die  Punkte  a  und  b  geht  und  überdies  die  Gerade  t  berührt. 

In  erster  Linie  muss  also  die  Ebene  durch  zwei  Punkte  des 
Hyperboloides    gehen,    deren   Verticalpröjectionen   a  und  b   sind. 
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Diese  Punkte  lassen  sich  aus  a  und  h  vermittelst  der  durch  dieselben 
gehenden  Kreise  des  Hyperboloides  ableiten.  Die  diesfallsigen  Hori- 
zontalprojectionen  erscheinen  sodann  durch  a'  und  &'  dargestellt. 

Die  zu  bestimmende  Ebene,  welche  durch  die  Punkte  (a,aO  und 
(6,&')  geht,  muss  aber  selbstverständlich  auch  deren  Verbindungsgerade 
(?,  V)  enthalten. 

Soll  ferner  die  zu  ermittelnde  Ebene  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitte  schneiden,  dessen  verticale  Projection  von  der  Geraden  t 
berührt  wird,  so  ist  einleuchtend,  dass  t  die  verticale  Projection  einer 
in  dieser  Ebene  liegenden  Kegelschnittstangente,  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  verticale  Projection  einer  die  Gerade  {l,V)  schneidenden  Tan- 
gente des  Hyperboloides  darstellen  müsse. 

Die  verticalen  Projectionen  l  und  t  treffen  sich  in  einem  Punkte  s. 
Dieser  Punkt  (s,  s')  auf  der  Geraden  (?,  V)  wird  mithin  derjenige  sein, 
durch  welchen  die  genannte  Tangente  zu  führen  ist. 

Demnach  ist  vor  allem  die  Aufgabe  zu  lösen: 

„Durch  den  Punkt  (.s,s')  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  eine  ge- 
gebene, durch  s  gehende  Verticalprojection  t  besitzt,  und  das  Hyper- 
boloid berührt." 

Nachdem  diese  Gerade  offenbar  in  der  verticalprojicierenden  Ebene 
£y  liegt,  deren  Verticaltrace  mit  t  zusammenfällt,  so  wird  sie  eine  der 
beiden  Tangenten  sein ,  welche  von  dem  Punkte  {s,  s')  an  den  in  der 
Ebene  f^,  liegenden  Kegelschnitt  des  Hyperboloides  geführt  werden 
können.  Es  genügt  daher,  die  horizontale  Projection  der  Schnittcurve 
der  Ebene  s^  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln,  und  an  dieselbe  von 
s'  aus  eine  Tangente  zu  ziehen,  um  durch  die  letztere  die  Horizontal- 
projection  P  der  gesuchten  Geraden  dargestellt  zu  erhalten. 

Behufs  Vollführung  des  Gesagten  verfahren  wir  folgendermaßen. 

Wir  ziehen  an  den  Kehlkreis,  oder  beziehungsweise  an  dessen 
horizontale  Projection  K'  die  beiden  Tangenten  g\  und  g'„.  Jede  dieser 
beiden  Tangenten  bildet,  wie  bekannt,  mit  jeder  der  Geraden  A^  und 
Ä„  die  Projectionen  einer  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Erzeugenden  des  Hyperboloides.  —  Es  sind  mithin  {A^,g\\  {A^,  g\), 
{A^,g^^  und  {A^,g'^  vier  Erzeugende  des  Hyperboloides,  welche  von 
der  Ebene  £„  in  den  vier  Punkten  {m^,m\)  {m^,m'o),  {n^yn'^)  {n^.n'o) 
geschnitten  werden. 

Die  horizontalen  Projectionen  m\,  m^„,  n\  und  n\^  sind  sodann 
bereits  vier  Punkte  jenes  Kegelschnittes,  welcher  die  horizontale  Pro- 
jection des  Schnittes  von  8„  mit  dem  Hyperboloide  repräsentiert.  Um 
diesen  Kegelschnitt  vollkommen  bestimmt  zu  erhalten,  denken  wir  uns 
noch  dessen  Tangente  in  einem  der  vier  Punkte,  etwa  in  n\,  ermittelt. 
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Wir  wissen  bereits,  dass  sich  die  Tangenten  in  einem  Punkte 
eines  ebenen  Schnittes  einer  krummen  Fläche  als  Schnittgerade  der 
Ebene  jenes  Schnittes  mit  der  Berührungsebene  der  Fläche  in  dem 
betreffenden  Punkte  ergibt. 

Es  wird  also  vorerst  die  Tangentialebene  des  Hyperboloides  in 
dem  Punkte  (n^yn\)  zu  construieren  sein.  Diese  enthält  die  beiden 
durch  (n^,n\)  gehenden  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  deren  horizon- 
tale Projectionen  7i\  a  und  n\  d  die  von  n^  aus  an  K^  gezogenen  Tan- 
genten sind.  Die  eine  dieser  Erzeugenden  ist  die  Gerade  (J.2,^'2),  deren 
horizontaler  Durchstoßpunkt  d  ist. 

Beschreibt  man  aus  Z^  einen  durch  d  gehenden  Kreis  K\^  so 
trifft  dieser  die  horizontale  Projection  an\a^  der  zweiten  durch  n\ 
gehenden  Erzeugenden  in  deren  horizontalem  Durchstoßpunkte  a^  so, 
dass  sich  die  Horizontaltrace  Hh  der  Berührungsebene  des  Hyper- 
boloides im  Punkte  {n^^n\)  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  a  und  d 
herausstellt.  Die  Verticaltrace  H^  kann  direct  verzeichnet  werden ;  die- 
selbe ist  bekanntlich  parallel  zu  A2 ,  da  die  Berührebene  die  zur  verti- 
calen  Projectionsebene  parallele  Erzeugende  (A^,^'„)  des  Hyperboloides 
enthält. 

Der  Schnitt  (t^,  t\)  der  Ebenen  s^  und  H^  ist  sodann  die  Tan- 
gente des  ebenen  Schnittes  f^  im  Punkte  C^p  n\). 

Die  Horizontalprojection  dieses  Schnittes  ist  somit  durch  die  vier 
Punkte  m'j,  m'«,  n\^,  n^^  und  die  Tangente  t\  in  n\  vollkommen 
bestimmt. 

An  diesen  Kegelschnitt  soll  nun  durch  den  Punkt  s'  eine  Tan- 
gente gezogen  werden» 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Punkte  m\  und  m'^,  sowie  auch  n\ 
und  n^Q  symmetrisch  gegen  die  Grundlinie  liegen,  so  wird  auch  die 
Tangente  ^'2  im  Punkte  n'^^  symmetrisch  zur  Tangente  t\  in  Bezug 
auf  die  Grundlinie  X  sein  müssen. 

Zeichnet  man  nunmehr  einen  Kreis  E^,  welcher  t\  und  f'g  in 
n\  und  n'^  berührt,  so  kann  dieser  als  collinear  mit  dem  ob- 
genannten  Kegelschnitte  betrachtet  werden.  Die  CoUineationsachse  ist 
n\  n'o ;  das  Collineationscentrum  dagegen  der  Schnittpunkt  v^  von  t\ 
und  t\.  Mittelst  dieser  Collineation  ist  es  jetzt  leicht,  auf  bereits 
bekannte  Weise  die  durch  s'  gehenden  Tangenten  des  Kegelschnittes 
(m,  ^2^^,  ^2^i)   zu  construieren. 

Gesetzt  es  sei  f  eine  dieser  beiden  Tangenten.  Dieser  Annahme 
gemäß  sind  t  und  t'  die  Projectionen  einer  Tangente  des  Hyperboloi- 
des, welche  gleichzeitig  die  Gerade  (l,V)  in  einem  Punkte  (5,s')  trifft. 
Die  durch  (?,?')  und  {t,t')  gelegte  Ebene  E^Eu  wird  nun  das  Hyper- 
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boloid  in  einem  Kegelschnitte  treffen,  welcher  durch  die  Punkte  (a,  a') 
und  (&,  6')  geht,  und  von  der  Geraden  {t,  t')  berührt  wird. 

Die  verticale  Projection  dieses  Kegelschnittes  ist  mithin  ein 
Kegelschnitt,  welcher  die  Hyperbel  doppelt  berührt,  die  Gerade  t  tan- 
giert und  durch  die  Punkte  a  und  &  geht,  somit  der  gestellten  Auf- 
gabe genügt. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Punkte  a  und  h  als  Verticalpro- 
jectionen  je  zweier  verschiedenen  Punkte  des  Hyperboloides  betrachtet 
werden  können,  und  dass  in  jedem  dieser  Fälle  auch  an  den  betreffen- 
den Kegelschnitt  in  der  Ebene  Ev  von  s'  aus  zwei  Tangenten  möglich 
sind,  so  folgt,  dass  es  2.2.2=8  verschiedene  Lagen  der  schneidenden 
Ebene  E^Eh  gibt.  Nachdem  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
kann,  diese  acht  Ebenen  gegen  die  verticale  Projectionsebene  paar- 
weise symmetrisch  sind,  ihre  Schnitte  mit  dem  Hyperboloid  daher 
paarweise  zusammenfallende  verticale  Projectionsebenen  besitzen,  so 
folgt,    dass  die  gestellte  Aufgabe  vier  verschiedene  Lösungen  zulässt. 

§.  131. 

19,  Aufgabe.  Eine  Hyperbel,  zwei  Gerade  und  ein  Punkt  sind 
gegeben;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  construieren ,  welcher  die  Hy- 
perbel In  zwei  Punkten  berührt,  die  beiden  Greraden  zu  Tangenten 
hat,  und  durch  den  obbezeichneten  Punkt  geht. 

Diese  Aufgabe  kann  unmittelbar  auf  die  vorhergehende  zurück- 
geführt werden. 

Man  lege  durch  die  reelle  Achse  der  Hyperbel  als  Durchmesser 
einen  Kreis  D,  und  betrachte  denselben  als  Directrix  einer  polaren 
ßeciprocität. 

Der  Hyperbel  entspricht  sodann  polar  eine  zweite  mit  derselben 
reellen  Achse  und  zwei  Asymptoten,  welche  auf  jenen  dei  ersteren  senk- 
recht stehen.  (Siehe  Aufgabe  17.)  Den  beiden  Geraden  \  und  l^,  ent- 
sprechen zwei  Punkte  L^  und  i^,  und  dem  gegebenen  Punkte  L  ent- 
spricht eine  Gerade  l.  Construiert  man  nun,  sowie  vorher,  einen 
Kegelschnitt  K\  welcher  die  zweite  Hyperbel  doppelt  berührt,  die 
Gerade  l  tangiert,  und  durch  die  beiden  Punkte  i,  und  L,^  geht; 
sucht  man  hierauf  die  Polarcurve  K  zu  dem  oberwähnten  Kegelschnitte, 
so  wird  diese  die  gegebene  Hyperbel  doppelt ,  die  beiden  Geraden  l^ 
und  lo  einfach  berühren,  und  schließlich  durch  den  Punkt  L  gehen, 
mithin  allen  Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen.  Selbst- 
verständlich gestattet  auch  diese  Aufgabe  wieder  vier  verschiedene 
Lösungen. 
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Nebenbei  sei  noch  bemerkt,  dass  die  vorstehende  Aufgabe  vermit- 
telst eines  windschiefen  Kotationshyperboloides  nur  dann  gelöst  werden 
kann,  wenn  die  Punkte  L^  und  L,,  (Pole  der  Geraden  Z,  und  J^)  zwi- 
schen den  Ästen  jener  Hyperbel  liegen,  welche  sich  als  Polarcurve 
der  gegebenen  Hyperbel  ergibt,  da  nur  in  diesem  Falle  L^  und  L^  als 
Projectionen  zweier  Punkte  des  Hyperboloides  betrachtet  werden  können. 

§^  132. 

20,  Aufgabe.  Gregeben  ist  eine  Hyperbel,  zwei  Punkte  und  eine 
Gerade,  welche  durch  einen  dieser  Punkte  geht.  Es  ist  ein  Kegel- 
schnitt zu  construieren,  welcher  die  Hyperbel  doppelt  berührt,  durch 
die  beiden  gegebenen  Punkte  geht  und  in  einem  derselben  von  der 
gegebenen  Geraden  berührt  wird. 

Die  gegebene  Hyperbel  2  \AB,  A^A^]  (Taf.  VIII,  Fig.  46;  be- 
trachten wir  wieder  als  den  verticalen  Schnitt  und  gleichzeitig  als  die 
verticale  Contour  eines  Umdrehungshyperboloides,  für  welches  A^  und 
Ao  die  in  der  verticalen  Projectionsebene  liegenden  Erzeugenden  des 
Asymptotenkegels  vorstellen  und  dessen  Kehlk;reis  sich  direct  in 
(Z",  K')  ergibt. 

Sind  a  und  h  die  beiden  gegebenen  Punkte,  t  die  gegebene  durch 
a  gehende  Gerade,  so  wird  es  sich  zunächst  darum  handeln,  eine 
Ebene  E  derart  zu  bestimmen,  dass  dieselbe  durch  zwei  Punkte  des 
Hyperboloides,  deren  Verticalprojectionen  a  und  h  sind,  gehe,  und 
nebstbei  eine  Tangente  des  Hyperboloides  im  Punkte  a,  deren  verti- 
cale Projection  mit  t  zusammenfällt,  enthalte. 

Sämmtliche  Tangenten  des  Hyperboloides  in  dem  Punkte  (a,  a') 
—  a'  und  5'  wurden  aus  a  und  &  auf  bekannte  Weise  abgeleitet  —  liegen 
in  der  durch  diesen  Punkt  geführten  Berührungsebene  des  Hyperboloides. 
Bestimmt  man  daher  vermittelst  der  Erzeugenden  {g,g'),  [^  =  ^.g],  den 
Kreis  K„\  in  welchem  das  Hyperboloid  die  horizontale  Projections- 
ebene schneidet  und  zieht  man  durch  a'  die  beiden  Tangenten  y/  und 
7^'  an  die  horizontale  Projection  X'  des  Kehlkreises,  so  erhalten  wir 
die  horizontalen  Projectionen  der  durch  (a,  a')  ^gehenden,  beziehungs- 
weise die  die  zugehörige  Berührebene  bestimmenden  Erzeugenden. 

Die  horizontale  Trace  Bu  dieser  Berührebene  ist  die  Verbin- 
dungslinie der  horizontalen  Durchstoßpunkte  \^  und  li,^  der  Erzeu- 
genden }^i'  und  y^%  d.  i.  die  Verbindungsgerade  jener  Punkte,  in 
welchen  7^'  und  y^    den  Kreis  K„^  schneiden. 

Nachdem  t  die  Projection  einer  Tangente  des  Hyperboloides  im 
Punkte  (a,  a'),  d.h.  die  verticale  Projection  einer  in  der  Berührebene 
B^Bu  liegenden   Geraden  darstellen   soll,   so   ergibt  sich  sofort   deren 
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horizontaler  Durchstoßpunkt  Qi,li*)  in  der  Horizontaltrace  J?/,,  und 
weiters  die  horizontale  Projection  t'  derselben,  als  Verbindungsgerade 
der  Punkte  7^'  und  a'. 

Legt  man  nun  durch  die  Gerade  {t^P)  und  den  Punkt  {h,h')  eine 
Ebene  E^Eu,  und  bestimmt  deren  Schnitt  mit  dem  Hyperboloide,  so 
erhält  man  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Punkt  (h,  h')  geht 
und  die  Gerade  {i,  t^)  im  Punkte  (a,  a')  berührt. 

Die  verticale  Projection  dieses  Kegelschnittes  berührt  die  Hyperbel 
ZI  in  zwei  Punkten,  die  Gerade  t  m  a  und  geht  durch  den  gegebenen 
Punkt  &,  entspricht  somit  den  gestellten  Bedingungen. 

Da  es  zwei  Punkte  auf  dem  Hyperboloid  gibt,  deren  verticale 
Projection  a  und  ebenso  zwei  Punkte  existieren,  deren  verticale  Pro- 
jection l  ist,  so  gibt  es  im  ganzen  vier  Ebenen  E^Eu.  Nachdem  diese 
Ebenen  jedoch  paarweise  symmetrisch  gegen  die  verticale  Projections- 
ebene  sind,  so  lässt  die  eben  gelöste  Aufgabe  nur  zwei  verschiedene 
Lösungen  zu. 

§.  133. 

21.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel,  zwei  Geraden  t  und  t^  und  auf  t 
ein  Punkt  a  sind  gegeben;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  construieren, 
welcher  die  Hyperbel  doppelt,  die  Gerade  ^^  einfach  und  endlich  die 
Gerade  t  im  Punkte  a  berührt. 

Vorstehendes  Problem  kann  auf  zweifache  Weise  mittelst  eines 
Eotationshyperboloides  gelöst  werden. 

a)  Man  transformiert  durch  polare  Reciprocität  die  gegebene 
Hyperbel  -^  in  eine  andere  y.  Den  beiden  Geraden  t  und  t^  ent- 
sprechen polar  zwei  Punkte  T  und  T^,  während  dem  in  t  liegenden 
Punkte  a  eine  Gerade  Ä^  welche  durch  den  Punkt  T  geht,  entspricht. 
Construiert  man  nun  einen  Kegelschnitt  K^,  welcher  die  Hyperbel  2"' 
doppelt  berührt,  die  Gerade  Ä  in  T  tangiert  und  durch  den  Punkt  T^ 
geht  (vorhergehende  Aufgabe),  so  wird  die  dieser  Curve  K'  polar- 
reciprok  entsprechende  Kegelschnittslinie  K  die  gestellten  Bedingungen 
erfüllen. 

h)  Man  betrachtet,  wie  in  der  vorher  gelösten  Aufgabe,  die  gegebene 
Hyperbel  als  die  verticale  Contour  des  Rotationshyperboloides  und  be- 
stimmt, wie  dort,  eine  Tangente  (t,t')  des  Hyperboloides,  welche  das- 
selbe im  Punkte  (a,a')  berührt  und  zur  verticalen  Projection  die  gegebene 
Gerade  t  hat. 

Ferner  ermittelt  man  (wie  in  Aufgabe  18)  eine  zweite  Taugente 
(f,,^i')  des  Hyperboloides,  welche  die  erstere  Tangente  {t,t')  in  einem 
Punkte  (s,s')  schneidet  und  deren  verticale  Projection  mit  der  gegebenen 
"Geraden  t^  zusammenfällt. 
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Eine  Ebene  E^Eu,  welche  durch  die  Geraden  {t^t')  und  {t^,t^*) 
gelegt  wird,  schneidet  das  Kotationshyperböloid  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  mit  den  beiden  Geraden  {t,t')  und  (^i,^/)  eine  Berührung  ein- 
geht, von  der  ersteren  aber  speciell  im  Punkte  (a,  a')  berührt  wird. 

Die  verticale  Projection  dieses  Kegelschnittes  ist  demgemäß  ein 
Kegelschnitt,  welcher  die  gegebene  Hyperbel  in  zwei  Punkten,  die 
Gerade  t  im  Punkte  a  und  endlich  auch  die  Gerade  t^  berührt,  mithin 
den  gestellten  Bedingungen  entspricht. 

Nebenbei  sei  noch  erwähnt,  dass  obige  Aufgabe  zwei  Lösungen 
zulasse. 

§.  134. 

Das  Hyperboloid  findet  auch  eine  vortheilhafte  Verwerthung  bei 
der  Lösung  von  Problemen ,  durch  welche  die  Anforderung  gestellt 
wird,  Kegelschnitte  zu  zeichnen,  welche  eine  Ellipse  oder 
einen  Kreis  doppelt  berühren,  dessen  Punkte  aber  sämmt- 
lich  außerhalb  der  gegebenen  Curve  liegen.  Einige  Bei- 
spiele mögen  auch  in  dieser  Sichtung  die  nothwendige  Erläuterung 
des  Angedeuteten  schaffen. 

22,  Aufgabe.  Gegeben  sei  ein  Kreis  K'  und  außerhalb  desselben 
drei  Punkte  a\  &'  und  c';  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  construieren 
und  durch  seine  Achsen  zu  bestimmen,  welcher  den  Kreis  in  zwei 
Punkten  berührt  und  durch  die  gegebenen  drei  Punkte  geht. 

Den  gegebenen  Kreis  K'  betrachten  wir  als  die  horizontale  Pro- 
jection des  Kehlkreises  eines  Hyperboloides. 

Um  überflüssige  Constructionen  zu  vermeiden,  denken  wir  uns 
die  Projectionsebenen  bereits  derart  transformiert,  dass  die  Projections- 
achse,  resp.  die  Grundlinie  GG  als  eine  Gerade  erscheint,  welche  zu 
der  einen  von  a*  (Taf.  IX,  Fig.  47)  aus  an  iC'  gezogenen  Tangente 
g*  parallel  läuft.  Der  Grund  dieser  Annahme  wird  sofort  klar  her- 
vortreten. Die  verticale  Projection  der  Drehungsachse  des  Hyperboloides 
ist  sodann,  der  gemachten  Voraussetzung  gemäß,  die  zu  6r  G-  normale 
Gerade  Z^  welche  durch  den  Mittelpunkt  Z'  von  K'  gezogen  werden 
kann.  Als  Kehlkreisebene  wählen  wir  eine  beliebige  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  e^.  Besagte  Ebene  &„  schneidet  die 
Drehachse  {Z,  Z')  in  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  des  Hyperboloides. 

Setzen  wir  weiters  noch  voraus,  der  Punkt  a'  gehöre  dem  Hyper- 
boloide an  und  liege  überdies  in  der  horizontalen  Projectionsebene. 
Die  verticale  Projection  a  desselben  ergibt  sich  sodann  selbstverständ- 
lich in  der  Grundlinie. 
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Die  Gerade  g'  ist  als  TaDgente  an  die  horizontale  Projection  K' 
des  Kehlkreises,  gleichzeitig  die  horizontale  Projection  einer  Erzeu- 
genden {g,  g')  des  Hyperboloides.  Da  diese  Tangente  zu  der  Grund- 
linie parallel  läuffc,  wird  die  genannte  Erzeugende  {g,g')  auch  parallel 
zur  verticalen  Projectionsebene  sein.  Die  verticale  Projection  g  dieser 
Erzeugenden  geht  aber  diesfalls  durch  die  verticale  Projection  0  des 
Mittelpunktes  des  Hyperboloides;  und  ergibt  sich  demgemäß  als  die 
Yerbindungsgerade  der  Punkte  a  und  0.  Durch  diese  Bestimmungs- 
stücke  ist  das  Umdrehungshyperboloid  vollkommen  festgestellt. 

Betrachten  wir  nun  weiters  auch  die  Punkte  &'  und  &  als  Hori- 
zontalprojectionen  von  Punkten,  welche  auf  dem  nämlichen  Hyper- 
boloide liegen  sollen,  so  wird  es  sich  bloß  um  die  diesbezügliche  Be- 
stimmung der  verticalen  Projectionen  derselben  handeln. 

Soll  beispielsweise  die  verticale  Projection  1)  des  Punktes  &'  er- 
mittelt werden,  so  denke  man  sich  aus  dem  Mittelpunkte  0'  einen 
durch  V  gehenden  Kreis  K\  gezeichnet.  Letzterer  stellt  nichts  anderes  als 
die  Horizontalprojection  jenes  Kreises  dar,  in  welchem  die  durch  den 
zu  suchenden  Punkt  (b,  &')  gelegte  horizontale  Ebene  riv  das  Hyper- 
boloid schneidet.  Dieser  Kreis  K\  trifft  die  horizontale  Projection  g' 
der  zur  Bildebene  parallelen  Erzeugenden  des  Hyperboloides  in  zwei 
Punkten  ß'  und  ß\,  wovon  wir  den  einen  j3'  als  die  Horizontalpro- 
jection jenes  Punktes  {ß,ß')  betrachten  wollen,  in  welchem  die  Erzeu- 
gende {g,g^)  von  der  Ebene  r]^  getroffen  wird.  Hierdurch  ergibt  sich 
unmittelbar  auf  g  die  Verticalprojection  ß  dieses  Punktes  und  durch 
denselben  sowohl  die  zur  Grundlinie  parallele  Trace  ri^  der  genannten 
Ebene  y]^  als  auch  zugleich  die  verticale  Projection  des  durch  Q),l)') 
gehenden  Kreises.  Die  durch  &'  zur  Grundlinie  senkrechte  Gerade 
trifft  riv  in  der  Verticalprojection  h  des  gesuchten  Punktes  (&,  &'). 

In  gleicher  Weise  bestimmt  man  zu  &  die  Verticalprojection  c 
derart,  dass  der  Punkt  (c,  &)  auf  dem  Hyperboloide  liegt. 

Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  (a,  a'),  {h,  h')  und  {c,  &)  eine 
Ebene  EvEh,  so  geht,  infolge  der  getroffenen  Annahme,  die  hori- 
zontale Trace  Eh  derselben  einerseits  durch  a'  und  andererseits  durch 
den  Durchstoßpunkt  ä'  der  Geraden  (6  c,  &'c')  mit  der  horizontalen 
Projectionsebene. 

Die  Ebene  E^Eu    schneidet    das   Hyperboloid    in  einem  Kegel- 
schnitte,   dessen  Achsen    (nach   Aufgabe   7)     direct   bestimmt  werden- 
können.   Dieser  Kegelschnitt  geht  durch  die  drei  Punkte  {a,a^),  (h,h') 
und  (c,c'),  seine  horizontale  Projection  mithin  durch  die  drei  gegebenen 
Punkte  a\  5'  und  c', 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  10 
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Es  lässt  sich  aber  unschwer  uach weisen,  dass  die  horizontale 
Projection  des  vorerwähnten  Kegelschnittes  die  Horizontalprojection  K* 
des  Kehlkreises  in  zwei  Punkten  berührt. 

Die  Ebene  E„Eh  trifft  nämlich  den  Kehlkreis  {K,  K')  in  zwei 
Punkten  {m,m')  und  {n^n'),  welche  dem  vorgenannten  Kegelschnitte 
angehören.  Die  Berührungsebenen  JB^  und  B""  des  Hyperboloides  in 
diesen  Punkten  sind,  wie  überhaupt  in  jedem  Punkte  des  Kehlkreises, 
horizontalprojicierende  Ebenen,  deren  horizontale  Tracen  £^  und  B^ 
den  Kreis  K^  in  m'  und  ^'  berühren.  Die  Schnittgeraden  dieser  Be- 
rührebenen mit  der  Ebene  E^Eu  sind  bekanntlich  die  Tangenten  des 
Schnittes  in  den  Punkten  (m,  m')  und  (n,  n') ;  es  müssen  demgemäß  die 
Geraden  B'J^  und  B'l  die  horizontale  Projection  der  Schnittcurve  in  m' 
und  n'  berühren.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  horizontale  Projection 
des  ebenen  Schnittes  (E„Eh)  den  Kreis  K'  selbst  in  den  beiden 
Punkten  m'  und  ^'  berühren  müsse  und  mithin  den  gesuchten  Kegel- 
schnitt repräsentiert. 

Da  jeder  der  Punkte  a\  &'  und  c'  die  horizontale  Projection  zweier 
symmetrisch  gegen  die  Kehlkreisebene  liegender  Punkte  darstellt,  so 
gibt  es  im  ganzen  acht  verschiedene  Lagen  der  Ebene  E^Eu^  w^elche 
aber  wieder  paarweise  symmetrisch  gegen  die  Kehlkreisebene  gelagert 
sind.  Zwei  solche  symmetrisch  gelegene  Ebenen  E^En  und  E^' Eh' 
schneiden  offenbar  das  Hyperboloid  nach  Kegelschnitten,  welche  die 
nämliche  Horizontalprojection  besitzen.  Daraus  ersieht  man,  dass  im 
ganzen  eigentlich  vier  verschiedene  Kegelschnitte  existieren,  welche 
den  gestellten  Bedingungen  Genüge  leisten. 

§.  135. 

28,  Aufgäbe,  Eine  Hyperbel  ist  zu  construieren ,  welche  einen 
gegebenen  Kreis  K'  in  zwei  Punkten  berührt,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  a'  geht,  und  deren  Asymptoten  zu  zwei  gegebenen  Geraden 
2;^  und  272  parallel  sind. 

Wir  denken  uns,  ebenso  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  ein 
Eotationshyperboloid  construiert,  für  welches  der  gegebene  Kreis  K' 
(Taf.  Vin,  Fig.  48)  die  horizontale  Projection  des  Kehlkreises  vorstellt, 
und  dessen  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Erzeugende  {g,g') 
durch  den  (in  der  Horizontalebene  liegenden)  Punkt  a'  gehen  möge. 
Die  Trace  des  Hyperboloides  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  sei 
der  durch  a'  gehende  mit  Z^'  concentrische  Kreis  K'^-^  die  Trace  des 
Asymptoteukegels  werde  durch  den  ebenfalls  mit  K'  concentrischen 
Kreis  K\  dargestellt.  Der  Zusammenhang,  in  welchem  K\  und  K*^ 
stehen,  ist  bekannt. 
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Behufs  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  wird  man  eine  Ebene  E^Eh 
zu  bestimmen  haben,  welche  das  Hyperboloid  nach  einem  Kegelschnitte 
(C,  O)  so  schneidet,  dass  dessen  Horizontalprojection  C  durch  den 
Punkt  a'  ^-eht,  und  dass  dessen  Asymptotenprojectionen  den  gegebenen 
Asymptotenrichtungen  Z^  ucd  Eo  parallel  sind. 

Eine  Ebene,  welche  durch  den  Scheitel  des  Asymptotenkegels  zu 
einer  das  Hyperboloid  schneidenden  Ebene  parallel  gelegt  wird,  schneidet, 
wie  wir  wissen,  den  Asymptotenkegel  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Erzeugenden,  welche  zu  den  (reellen  oder  imaginären)  Asymptoten  des 
ebenen  Schnittes  parallel  sind. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  aber  die  Richtungen  der  Horizontal- 
projectionen  der  Asymptoten,  also  auch  der  Horizontalprojectionen  jener 
Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  durch  2;,  und  Z^^  gegeben. 

Zieht  man  demgemäß  durch  0'  die  Geraden  O'a'  oder  6\  und 
0'/3'  oder  ö'„  beziehungsweise  parallel  zu  27,  und  27o,  so  erhält  man 
die  horizontalen  Projectionen  zweier  Erzeugenden  (<?,,(?'i)  und  ((?2,^'q) 
des  Asymptotenkegels,  deren  verticale  Projectionen  Oa  oder  6^  und 
Oß  oder  a^  mittelst  der  horizontalen  Durchstoßpunkte  («,(%')  und  (/3,/3') 
erhalten  werden  können. 

Legt  man  durch  (^,,  a\)  und  ((^o,  ^^'a)  ^^^^  Ebene  e^eu,  und  zu 
dieser  durch  den  Punkt  (a,a')  eine  parallele  Ebene  jK^i?/,,  so  wird  die 
letztere  das  ümdreüungshyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  treffen, 
welcher  durch  den  Punkt  (a,  a')  geht,  und  deren  Asymptoten  zu  den 
Kegelerzeugenden  (^,,  a\)  und  {a^,  &^)  parallel  sind. 

Die  Horizontalprojection  dieses  Kegelschnittes  berührt  somit  zwei- 
mal den  Kreis  K\  geht  durch  den  Punkt  a',  und  die  Asymptoten  des- 
selben sind  parallel  zu  o\  und  6'^^  folglich  auch  parallel  zu  Z^  und 
Z^,  Durch  diese  Horizontalprojection  wird  sonach  der  verlangte  Kegel- 
schnitt dargestellt. 

Auf  demselben  Principe  wie  die  besprochenen  Probleme  beruhend, 
kann  nunmehr  eine  ganze  Eeihe  von  Aufgaben  über  Kegelschnitte, 
welche  einen  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren,  gelöst  werden. 
Auf  diese  und  ähnliche  Aufgaben  werden  wir  gelegentlich  und  ins- 
besondere bei  Besprechung  anderer  Flächen  zweiten  Grades  zurück- 
kommen. 

Nebenbei  wollen  wir  hier  noch  erwähnen,  dass  in  den  beiden 
letzterörterten  Aufgaben  statt  des  dort  benützten  Kreises  selbstver- 
ständlich auch  eine  Ellipse  mit  der  gleichen  Berechtigung  gegeben  sein 
kann.  Dass  sodann  diese  letztere  als  Horizontalprojection  der  Kehlellipse 
eines  allgemeinen  windschiefen  Hyperboloides  zu  betrachten  sein  wird, 
braucht  wohl  kaum  besonders  bemerkt  zu  werden. 

10* 
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Es  erübrigt  jedoch  noch  zu  zeigen,  dass  das  Botationshyper- 
boloid  auch  zur  Construction  von  Kegelschnitten  verwendet 
werden  kann,  welche  eine  gegebene  Par  ab  e  1  in  zwei 
Punkten  berühren  und  nebstbei  drei  einfachen  Bedin- 
gungen Genüge  leisten. 

Bevor  wir  auf  die  Lösung  der  eben  angedeuteten  Probleme  über- 
gehen, wollen  wir  noch  Einiges  vorausschicken,  da  wir  durch  seiner- 
zeitige entsprechende  Verwendung  des  Nachstehenden  das  oben  an- 
gegebene Ziel  leichter  erreichen  werden. 

§.  136. 

24,  Aufgabe,  Ein  Rotationshyperboloid,  dessen  Drehachse  auf 
der  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  steht,  ist  gegeben;  es 
ist  die  RicMung  eines  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Strahles  zu  ermitteln,  für  vv^elchen  als  „Projectionsstrahl"  die  Con- 
tour  des  Hyperboloides  auf  -der  horizontalen  Projectionsebene  als 
gleichseitige  Hyperbel  erscheint 

Der  Kehlkreis  des  Hyperboloides  sei  (K,K')  (Taf.  IX,  Fig.  49), 
die  Drehungsachse  desselben  sei  {Z,Z*)  und  {^A^,A^  stelle  die  verticale 
Contour  des  Asymptotenkegels  dar ,  dessen  Spur  auf  der  horizontalen 
Projectionsebene  sich  als  ein  Kreis  K\  ergibt. 

Wir  wählen  vorerst  eine  beliebige,  zu  der  verticalen  Projections- 
ebene parallele  Gerade  S  als  schief  projicierenden  Strahl  und  suchen 
jene  Eigenschaften  auf,  welche  diesfalls  der  Contöur  des  Rotations- 
hyperboloides auf  der  horizontalen  Projectionsebene  für  die  Richtung  S 
der  Projectionsstrahlen  zukommen  werden. 

Die  fragliche  Contour  ist  die  Enveloppe  der  Horizontal- 
tracen  aller  Tangentialebenen  des  Hyperboloides,  welche  parallel  zu 
der  Geraden  B  an  dasselbe  gelegt  wurden. 

Jede  dieser  Horizontaltracen  berührt  die  Contour  in  jenem  Punkte, 
welcher  sich  als  die  schiefe  Projection  desjenigen  Punktes  ergibt,  in 
welchem  die  betreffende  Tangentialebene  das  Hyperboloid  berührt. 

Vor  allem  fallen  die  beiden  Berührungsebenen  Tj  und  T^  des 
Hyperboloides  auf,  welche  zur  verticalen  Projectionsebene  und  mithin 
auch  zu  dem  projicierenden  Strahle  S  parallel  sind.  Dieselben  be- 
rühren das  Hyperboloid  in  jenen  Punkten  (a,a')  und  (&,6')  des  Kehl- 
kreises {K^K')y  welche  auf  dem  zur  verticalen  Projectionsebene  senk- 
rechten Durchmesser  des  genannten  Kreises  liegen. 

Die  Horizontaltracen  Tu  und  T'^h  dieser  Tangentialebenen  sind 
demnach  die  zur  Grundlinie  GG  parallelen  Tangenten  an  die  Hori- 
zontalprojection  K*  des  Kehlkreises. 
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Dem  Obigen  zufolge  sind  die  Tracen  aber  auch  Tangenten  an 
die  horizontale  Contour  des  Hyperboloides,  u.  zw.  berühren  besagte 
Tracen  diese  Contour  in  den  Punkten  a's  und  6's,  welche  sich  als  die 
schiefen  Projectionen  der  Punkte  {a,a')  und  (&,&')  ergaben. 

Da  a*sVs  parallel  zu  a'6'  ist  und  die  Tangenten  T^^  und  T'u  in 
den  Endpunkten  a's,  h's  zu  a^h's  senkrecht  stehen,  stellt  die  bezeich- 
nete Gerade  die  reelle  Achse  der  Contour  dar.  Der  Mittelpunkt 
o's  der  Strecke  a'^fc's,  welcher  offenbar  die  schiefe  Projection  des  Mittel- 
punktes (0,  0')  des  Hyperboloides  darstellt,  ist  folglich  der  Mittel- 
^punkt  der  Contour. 

Zieht  man  von  o's  aus  die  Tangenten  J5\  und  jB^ä  an  die  Hori- 
zontalspur des  Asymptotenkegels,  so  repräsentieren  diese  Geraden  die 
Horizontaltraceu  der  zur  Geraden  S  parallelen  Berührungsebenen  des 
Asymptotenkegels,  da  jede  dieser  Ebenen  die  zu  S  parallele  Gerade 
Oos  enthält.  Nachdem  wir  aber  wissen,  dass  jede  Berührebene 
des  Asymptotenkegels  gleichzeitig  eine  asymptotische,  d.  i.  eine  im 
Unendlichen  berührende  Ebene  des  Hyperboloides  ist,  so  müssen  als 
.natürliche  Folge  die  Horizontaltraceu  B^n  nnd  B'\  dieser  Ebenen 
ebenfalls  Tangenten  der  Contour  sein  und  da  diese  überdies  durch  den 
Mittelpunkt  Os  der  Contour  gehen,  so  werden  sie  insbesondere  die 
Asymptoten  der  letzteren  darstellen. 

Der  gestellten  Aufgabe  gemäß  soll  die  Contour  des  Hyperboloides 
eine  gleichseitige  Hyperbel  sein;  es  müssen  also  die  beiden  Geraden 
(Asymptoten)  B^u  und  B'^h  wechselseitig  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Man  wird  daher,  weil  der  schief  projicierende  Strahl  S  zur  ver- 
ticalen  Projectionsebene  parallel  sein  soll,  bloß  die  beiden  Tangenten 
B^h  nnd  B'u  an  die  Horizontalspur  K\  des  Asymptotenkegels  zu  ziehen 
haben,  um  sogleich  Geraden  zu  erhalten,  welche  mit  der  Grundlinie 
den  Winkel  von  45"  einschließen  und  mithin  als  solche  auch  aufein- 
ander senkrecht  stehen. 

Diese  Tangenten  repräsentieren  bereits  die  Asymptoten  der  ge- 
suchten Contoun  Der  Schnittpunkt  o's  derselben  ist  der  Mittelpunkt 
"der  Contour  und  gleichzeitig  die  schiefe  Projection  des  Mittelpunktes 
(0,  0')  des  Hyperboloides. 

Hiernach  ergibt  sich  die  gewünschte  Richtung  des  schief 
projicierenden  Strahles  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  (0,  0') 
und  (Os,  o's). 

Um  endlich  die  reelle  Achse  der  Contourhyperbel  zu  er- 
halten ,  hat  man  den  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrechten 
Durchmesser  (a&,  a'h')  des  Kehlkreises  {K^K')  schief  nach  a's^U 
zu  projicieren,    oder,   was   gleichbedeutend   ist,    man    hat    durch 
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ö's  eine  Senkrechte  zur  Grundlinie  zu  ziehen  und  auf  derselben  von 
ö's  aus  zu  beiden  Seiten  die  Strecke  a'^o's  =  b'so's  gleich  dem  Radius 
des  Kehlkreises  aufzutragen,  um  in  a's  und  b's  bereits  die  Scheitel  der 
Contourhyperbel  zu  erhalten. 

§.  137. 

Erzeugung  eines  Rotationshyperboloides,   wenn  verschiedene  Elemente 
desselben  gegeben  sind. 

25.  Aufgabe.  Ein  Rotationshyperboloid  ist  durch  zwei  Erzeu- 
gende, welche  einem  und  demselben  Systeme  angehören  und  durch 
einen  Punkt  der  Fläche  gegeben;  es  soll  der  Mittelpunkt,  der  Kekl- 
kreis  und  der  Asymptotenkegel  bestimmt  werden. 

In  Anbetracht  der  Einfachheit  der  Lösung  der  gestellten  Auf- 
gabe dürfte  die  bloße  Angabe  derselben  auch  ohne  graphische  Durch- 
führung vollkommen  hinreichen. 

Die  beiden  Erzeugenden  seien  g^  und  g^,  der  gegebene  Punkt  sei  P. 

Nachdem  durch  jeden  Punkt  auf  einem  Hyperboloide  zwei  Erzeu- 
gende, welche  verschiedenen  Systemen  angehören,  gehen,  und  jede 
Erzeugende  des  einen  Systems  (l)  sämmtliche  Erzeugenden  des  anderen 
Systems  (g)  schneidet,  so  wird  man  unmittelbar  eine  Erzeugende  l 
finden,  wenn  man  jene  Gerade  aufsucht,  die  durch  den  Punkt  P  ge- 
führt, die  beiden  Geraden  g^  und  g^  schneidet. 

Da  weiters  das  Hyperboloid  ein  ümdrehungshyperboloid  sein  soll, 
so  müssen  dessen  sämmtliche  Erzeugenden  zu  den  Erzeugenden  eines 
Kreiskegels  parallel  sein. 

Ein  solcher  Kreiskegel  (Richtungskegel)  wird  sogleich  er- 
halten, wenn  man  irgend  einen  Punkt  S  als  den  Scheitel  desselben 
beliebig  wählt,  und  durch  S  drei  seiner  Erzeugenden  7,,  y^  und  A  als 
die  Parallelen  zu  den  Geraden  g^,  g,^  und  l  führt. 

Durch  die  drei  Erzeugenden  y^,  y^  und  A  ist  der  Kreiskegel  voll- 
kommen bestimmt.  Schneidet  man  nämlich  auf  diesen  Geraden  vom 
Punkte  S  drei  gleiche  Strecken  Sa^.,  Scc^  und  Sß  ab,  so  sind  y^,  y^ 
und  A  gegen  die  Ebene  der  drei  Punkte  «i,  a^  und  j3  gleich  geneigt, 
woraus  folgt,  dass  diese  Ebene  den  Kegel  nach  einem  Kreise  K 
schneidet,  welcher  durch  die  drei  Punkte  c^^,  a^  und  jS  geht. 
Die  Gerade  Äo,  welche  den  Scheitel  S  mit  dem  Mittelpunkte  0  des 
Kreises  K  verbindet,  ist  die  Achse  des  Kegels,  zu  welcher,  wie  bekannt, 
die  Achse  des  ümdrehungshj^perboloides  parallel  sein  muss. 


151 

Berücksichtigt  man,  dass  jeder  Kichtungskegel  eines  Hyper- 
boloides zu  dem  Asymptotenkegel  desselben  parallel  ist,  dass  also 
auch  jede  Berührungsebene  des  Eichtungskegels  zu  einer  asymp- 
totischen Ebene  des  Hyperboloides  parallel  sein  wird,  so  ergeben  sich 
folgende  weitere  Constructionen.  Construiert  man  nämlich  die  Be- 
rührungsebenen Ä\,  A'q  und  jB'  des  Eichtungskegels  (S,K)  in  den 
drei  Erzeugenden  y^,  y^  und  A,  und  führt  man  durch  die  Erzeugenden 
g^y  g^  und  l  des  Umdrehungshyperboloides  die  Parallelebenen  Ä^^  A^ 
und  B  zu  jenen  drei  Ebenen,  so  repräsentieren  diese  die  asympto- 
tischen Ebenen  der  drei  Erzeugenden  g^^  g^  und  ?,  welche  sich  in  dem 
Mittelpunkte  0  des  Umdrehungshyperboloides  schneiden  werden.  Die 
Umdrehungsachse  Z  des  letzteren  ergibt  sich  nun  direct  als  die  Pa- 
rallele durch  0  zu  der  Achse  So  des  Eichtungskegels. 

Führt  man  ferner  durch  0  eine  Ebene  e  senkrecht  zu  Z,  so  stellt 
diese  bereits  die  Kehlkreisebene  vor.  Den  Kehlkreis  selbst  erhält  man 
als  jenen  Kreis,  welcher  durch  die  Schnittpunkte  der  drei  Erzeugen- 
den ^,,  g^  und  l  mit  der  Ebene  e  gelegt  werden  kann. 

Den  Asymptotenkegel  endlich  construiert  man  als  den  Parallel- 
kegel zu  dem  Eichtungskegel  {S^  K),  sobald  als  Scheitel  des  letzteren 
der  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides  angenommen  wird. 

In  derselben  Weise  kann  auch  die  folgende,  die  Bestimmung 
eines  Umdrehungshyperboloides  betreffende  Aufgabe  gelöst  werden. 

§.  138. 

26.  Aufgabe,  Ein  Rotationshyperboloid  ist  durch  zwei  Er- 
zeugende desselben  Systems  und  eine  Berührungsebene  gegeben;  es 
ist  der  KeMkreis  und  der  Asymptotenkegel  zu  construieren. 

Sind  g^  und  ^2  die  beiden  Erzeugenden  und  T  die  Tangierungs- 
oder  Berührungsebene,  so  beachte  man  einerseits,  dass  in  jeder  Be- 
rührungsebene zwei  Erzeugende  verschiedener  Systeme  liegen,  und 
andererseits,  dass  jede  Erzeugende  des  einen  Systems  alle  Erzeugenden 
des  anderen  Systems  schneidet. 

Bestimmt  man  somit  die  Durchstoßpunkte  z/,  und  ^^  der  ge- 
gebenen Erzeugenden  g^  und  g^  mit  der  Berührebene  T,  so  stellt  die 
Verbindungsgerade  z/^  z/^  der  obgenannten  Punkte  bereits  eine  Erzeu- 
gende des  Systems  l  vor. 

Im  weiteren  bleiben  die  Operationen  zur  Ermittelung  des  Kehl- 
kreises und  des  Asymptotenkegels  genau  dieselben,  wie  diese  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe  auseinandergesetzt  wurden. 
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§.  139. 

27.  Aufgabe.  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  einen 
EicMnngskegel  und  durch  vier  Punkte  gegeben;  es  ist  die  Kehl- 
ellipse (der  Kehlkreis)  und  der  Asymptotenkegel  zu  construieren. 

Da  das  Princip  der  Lösung  von  dem  Achsenverhältnisse  des  ge- 
gebenen KichtuDgskegels  unabhängig  ist,  so  können  wir  ohne  der 
Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,  diesen  Kegel  als  geraden  Kreiskegel, 
und  mithin  das  Hyperboloid  als  ümdrehungshyperboloid  voraussetzen. 

Denken  wir  uns  die  horizontale  Projectionsebene  senkrecht  zu 
der  Achse  des  gegebenen  Kichtungskegels  gelegt ,  so  wird  sich  die 
Horizontalspur  des  letzteren  als  Kreis  (C,  (7')  (Taf.  IX,  Fig.  50)  dar- 
stellen. 

Die  verticale  Projectionsebene  legen  wir,  um  die  Constructionen 
zu  vereinfachen,  unmittelbar  durch  den  Scheitel  S  des  Kichtungskegels. 

Die  Projectionen  der  vier  gegebenen  Punkte  des  Hyperboloides 
mögen  sich,  auf  diese  beiden  Ebenen  bezogen,  in  (a, a'),  (&,&')»  (^?0^ 
(J,  cV)  ergeben. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  windschiefen 
Hyperboloides  ist,  wie  wir  bereits  nachwiesen,  eine  Ebene,  und  zwar  die 
der  Kichtung  der  genannten  Sehnen  conjugierte  Durchmesserebene.  Diese 
Sehnen  schneiden  aber  auch  den  dem  Hyperboloide  zugehörigen  Asylnp- 
totenkegel  in  je  zwei  Punkten,  u»d  der  geometrische  Ort  aller  Hal- 
bierungspunkte der  von  diesen  Punktepaaren  gebildeten  Strecken  ist 
dieselbe  vorher  angeführte  "Ebene. 

Berücksichtigt  man,  dass  jeder  Eichtungskegel  eines  Hyper- 
boloides, da  seine  Erzeugenden  zu  jenen  des  Hyperboloides  parallel 
sind,  auch  zu  dem  Asymptotenkegel  parallel  sein  muss,  der  Eich- 
tungskegel somit  stets  als  eine  Parallelverschiebung  des 
Asymptotenkegels  betrachtet  werden  kann,  so  ergeben  sich  fol- 
gende Constructionen, 

Denken  wir  uns  zwei  der  gegebenen  Punkte,  allenfalls  (6,&')  und 
(c,  c'),  durch  eine  Gerade  (6  c,  h^c')  verbunden,  und  suchen  wir  die  zu 
der  Kichtung   dieser   Geraden    conjugierte  Durchmesser  ebene. 

Den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  gemäß  geht  diese 
Ebene  einerseits  durch  Mittelpunkt  (m,m')  der  Strecke  (hc,b'&)  und 
ist  dieselbe  andererseits  zu  jener  Durchmesserebene  e'v  e\  des  Kich- 
tungskegels parallel,  welche  dem  durch  den  Kegelscheitel  S  parallel 
2U  (be,b^&)  gezogenen  Strahle  (a,  a')  conjugiert  ist. 

Die  Ebene  e'^e'h  kann,  wie  folgt,  bestimmt  werden.  Man  er- 
mittelt zunächst  die  Polare  c'/»  des  Horizontaldurchstoßpunktes  h'  des 
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Strahles  (a,  «')  in  Bezug  auf  den  Basiskreis  {C,C')  des  Richtungskegels. 
Diese  Polare  e'h  stellt  bereits  die  Horizontaltrace  der  gesuchten  Ebene  e 
dar.  Da  weiters  die  besagte  Ebene  als  eine  Durchmesserebene  des 
Kegels  durch  den  Scheitel  S  des  Kegels  gehen  muss  und  dieser  in  der 
verticalen  Projectionsebene  liegt,  so  folgt,  dass  die  Verticaltrace  e% 
durch  S  zu  führen  sei.  Legt  man  nun  durch  {m,m')  zu  der  Ebene  e'^e'/j 
eine  Parallelebene  JB/^^'ä,  so  stellt  diese  diejenige  Durchmesserebene 
des  Hyperboloides  dar,  welche  die  Halbierpunkte  der  zu  {bc^l'c')  pa- 
rallelen Sehnen  enthält. 

Denkt  man  sich  in  derselben  Weise  die  zu  der  Verbindungs- 
geraden zweier  anderer  Punkte  {a,a')  und  {d,d')  conjugierte  Durch- 
. messerebene  J5^JE\,  mit  Hilfe  der  zur  Eichtung  {ad,  a'd')  oder  (ß,ß') 
conjugierten  Durchmesserebene  e\e\  des  Richtungskegels  ermittelt, 
und  endlich  noch  eine  dritte  Ebene  E\E^k  eonstruiert,  welche  aber- 
mals zu  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  (c,c')  und  {d,d')  conjugiert 
ist,  so  ist  klar,  dass  der  Schnittpunkt  (0,  0')  dieser  drei  Ebenen  kein 
anderer  als  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  sein  kann. 

Construiert  man  nun  einen  Kegel  (0,  Z,)  parallel  zum  Rich- 
tungskegel {S,  G)  mit  (0,  0')  als  Scheitel,  so  repräsentiert  dieser  den 
Asymptotenkegel.  Die  Contourzeugeuden  desselben  sind  in  verticaler 
Projection  als  die  zu  den  Conto urerzeugenden  des  Richtungskegels 
{S,  C)  parallelen  Geraden  A^^  und  A^  dargestellt. 

Es  erübrigt  schließlich  nur  noch,  den  Kehlkreis  des  Hyper- 
boloides zu  construieren.  Hiezu  benützen  wir  einen  der  gegebenen 
vier  Punkte,  etwa  (&,&')•  Die  durch  (&,&')  gelegte,  zur  Horizontalebene 
parallele  Ebene  e^  schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise  (Z3,Z'3), 
welcher  durch  {b,h^)  geht,  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Drehachse 
des  Hyperboloides,  d.  i.  auf  der  durch  (0,  0')  gehenden  horizoutalpro- 
jicierenden  Geraden  Z  liegt. 

Da  weiters  im  Hyperboloide  Erzeugende  vorkommen,  welche  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallel  sind,  und  die  Gerade  A^  die  verti- 
cale  Projection  g  zweier  solcher  Erzeugenden  repräsentiert,  so  schneidet 
der  genannte  Kreis  {K^,K^^)  die  Gerade^,  in  einem  Punkte  ((J,ö')? 
welcher  dem  Hyperboloide,  also  auch  der  zu  suchenden  Erzeugenden 
{g,g')  angehört. 

Durch  d'  geht  die  horizontale  Projection  ^'  dieser  Erzeugenden; 
dieselbe  ist  hiedurch,  indem  sie  zur  Grundlinie  parallel  sein  muss, 
vollständig  bestimmt. 

Beschreibt  man  endlich  aus  dem  Mittelpunkte  0'  einen  Kreis  K\ 
welcher  die  Gerade  g'  in  o'  berührt,  so  ist  einleuchtend,  dass  derselbe 
nichts  anderes  als  die  Horizontalprojection  des  Kehlkreises 
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{K,K)  darstellt.    Die  Ebene  des  Kehlkreises  ist  die   zur  hori- 
zontalen Projectionsebene  durch  {0,0')  gehende  parallele  Ebene  iq^. 

Wäre  der  ßichtungskegel  ein  gerader  elliptischer 
Kegel,  so  wird  man  überall  dort,  wo  in  der  eben  besprochenen  Auf- 
gabe Kreise  gezeichnet  wurden,  concentrische,  ähnlich  gelegene 
und  zum  Hauptschnitte  des  Richtungskegels  ähnliche 
Ellipsen  zur  Construction  in  Verwendung  bringen  müssen. 

§.  141. 

28,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  drei  sich, 
kreuzende  Geraden  schneidet  und  einen  Kegel  zweiten  Grades  berührt. 

Die  drei  sich  kreuzenden  Geraden  seien  {l^,  l\),  Q^,  Vo)  und  (?3,  l^') 
(Taf.  X,  Fig.  51).  Ferner  möge  der  Kegel  durch  seinen  Scheitel  (S,  ä') 
und  seine  Horizontalspur  {K,  K*)  gegeben  sein. 

Fassen  wir  die  drei  Geraden  \,  \  und  \  als.  die  Leitgeraden 
für  ein  windschiefes  Hyperboloid  auf,  so  wird  jede  Gerade,  welche 
?j,  ?o  und  ?3  schneidet,  eine  Erzeugende  dieses  Hyperboloides  vor- 
stellen. Unter  diesen  Erzeugenden  haben  wir  nun  jene  Erzeugende 
G  zu  bestimmen,  welche  gleichzeitig  eine  Tangente  des  gegebenen 
Kegels  (Ä,  K)  repräsentiert. 

Die  Ebene,  welche  durch  diese  Erzeugende  G  und  durch  den 
Kegelscheitel  {S,S*)  gelegt  wird,  muss  demnach  eine  Tangentialebene 
des  Kegels  {S,K)  sowohl,  als  auch  eine  Tangentialebene  des  Hyper- 
boloides darstellen,  oder  mit  anderen  Worten,  die  zu  bestimmende 
Gerade  wird  eine  von  jenen  Erzeugenden  des  Hyperboloides  (l^  \  l^) 
sein  müssen,  welche  gleichzeitig  in  einer  der  vier  gemeinschaftlichen 
Berührebenen  des  Kegels  (S,  K)  und  des  aus  dem  Punkte  (S,  S'), 
dem  Hyperboloide  umschriebenen  Kegels  liegt, 

Hiemit  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  principiell  erledigt;  bezüg- 
lich der  constructiven  Durchführung  dürfte  sich  jedoch  folgende 
Form  empfehlen. 

Wir  betrachten  vorübergehend  die  horizontale  Projectionsebene 
als  Bildebene  für  ^^centrale  Projection",'und  den  Kegelscheitel  {S,8') 
als  das  gewählte  Projectionscentrum.  Auf  Grund  dieser  Voraussetzung 
ist  einleuchtend,  dass  die  Centralprojection  einer  jeden  Tangente  des 
Kegels  (iS',  K*)  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  K'  sein  müsse. 

Ferner  ist  bekannt,  dass  die  Centralprojectionen  der  beiden 
Systeme  von  Erzeugenden  eines  Hyperboloides,  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  -S  —  die  Contour  des  Hyperboloides  —  einhüllen. 
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Es  wird  sich  demnach  zunächst  um  diese  Contourbestimmung 
handeln.  Behufs  ihrer  Feststellung  construieren  wir  vorerst  die  Central- 
projectionen  l^=zd\v\]  l^=zd'^v*o  und  l^:=d'.^v'^  der  drei  Leit- 
geraden Zj,  l^  und  ^3,  indem  wir  die  Horizontaldurchstoßpunkte  d\^ 
d\,  (^'3  derselben,  sowie  auch  die  Horizontaldurchstoßpunkte  v\^  v\ 
und  v'^  ihrer  Fluchtstrahlen  ermitteln. 

Vermittelst  dieser  Centralprojectionen  kann  man  weiters  ohne 
jedwede  Schwierigkeit  die  Centralprojectionen  d^cp^  und  dgg)^  zweier 
Erzeugenden  des  Hyperboloides  finden.  Zur  Erreichung  dieses  Zweckes 
werden  wir  einfach  jene  Erzeugenden  der  genannten  Fläche  bestimmen, 
welche  in  zwei  durch  d^v.^^  beliebig  gelegten  Ebenen  e^6^  und 
e^he\  liegen. 

Die  Projectionen  ?p  Z^,  ?.^,  S^q)i  und  ö^q)^  der  fünf  auf  dem 
Hyperboloide  liegenden  Geraden  bestimmen  „als  Tangenten"  den  vor- 
genannten Kegelschnitt  2J,  welcher  aus  diesen  fünf  Tangenten  auf 
irgend  eine  der  bekannten  Arten  construiert  werden  kann. 

Ziehen  wir  nun  eine  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  beiden  Kegelschnitte  K'  und  Z,  beispielsweise  Tu  =  G,  so 
repräsentiert  dieselbe  die  Centralprojection  einer  Erzeugenden  des 
Hyperboloides,  welche  gleichzeitig  den  Kegel  {S,K^)  berührt,  also 
der  gestellten  Aufgabe  genügt. 

Die  orthogonalen  Projectionen  g  und  ^'  der  obbezeich- 
neten  Geraden  können  nunmehr  anstandslos  und  höchst  einfach  in 
nachstehender  Weise  ermittelt  werden. 

Die  Punkte  J.^,  A^  und  ^3,  in  welchen  G  die  Geraden  Lp  L^ 
und  L3  trifft,  sind  die  Centralprojectionen  jener  drei  Punkte  (ö^pö^'i), 
{a^,a'^  und  [a^,a'^,  in  welchen  {g,g')  die  drei  Leitgeraden  l^,  I2,  I3 
schneidet;  man  erhält  daher  a\y  a\  und  öt'3  im  Schnitte  von  l\^  l\ 
und  V^  mit  den  Horizontalprojectionen  ÄMp  S*  A2  und  /S'J.3  der 
diese  Punkte  J-j,  A2  und  A^  centralprojicierenden  Strahlen.  Die  Ver- 
ticalprojectionen  ö^,,  ag  und  a^  der  Schnittpunkte  können,  wie  bekannt, 
unmittelbar  aus  den  Horizontalprojectionen  a\,  a\  und  a'^  abgeleitet 
werden. 
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X.  Capitel. 
Aufgaben  und  Constructionen  über  das  hyperbolische  Paraboloid. 

§.  142. 

29.  Aufgabe.  GegebeD  sind  drei  sich  kreuzende  Geraden;  es  ist 
eine  Gerade  zu  finden,  weiche  jede  dieser  drei  Geraden  in  einem 
Punkte  schneidet,  und  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallel  ist. 

Wir  nehmen  diesfalls  die  gegebene  Ebene  unmittelbar  mit  einer 
der  Projeetionsebenen,  etwa  mit  der  horizontalen  Ebene,  zusammen- 
fallend an.  Die  drei  gegebenen  Geraden  mögen  in  Bezug  auf  diese 
und  die  an  beliebiger  Stelle  geführte  verticale  Projectionsebene  durch 
Gl,  Z',),  (^o,  ^'2)  und  (S,  S')  (Taf.  XI,  Fig.  52)  dargestellt  erscheinen. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  fordert  die  Aufgabe  die  Construction 
einer  zur  Horizontalprojectionsebene  parallelen  Geraden,  welche  mit 
jeder  der  drei  Geraden  (2,,  Z'^) ,  {l^,  V^),  {S,  S')  je  einen  Punkt 
gemein  hat. 

Fassen  wir  zu  diesem  Behufe  die  beiden  Geraden  {li,l\)  und 
(l^yl'q)  als  „Leitgeraden"  und  die  horizontale  Projectionsebene  als 
„Eichte bene"  für  ein  hyperbolisches  Paraboloid  auf.  Dieses  Para- 
boloid wird  von  der  Geraden  {S,S^)  in  zwei  Punkten  getroffen,  und 
die  durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  sind  sodann  offenbar 
die  verlangten  Geraden. 

Um  die  Durchstoßpunkte  der  Geraden  {S,  S')  mit  dem  Para- 
boloide  festzustellen,  denken  wir  uns  dieKichtung  der  Geraden 
(/S, S')  gleichzeitig  als  jene  eines  schief  projicierenden  Strahles, 
und  bestimmen  unter  dieser  Annahme  die  Contour  des  Paraboloides 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene.  Besagte  Contour  ist  bekanntlich 
(Satz  87)  eine  Parabel,  welche  von  den  schiefen  Projectionen  aller 
Erzeugenden  des  Paraboloides  umhüllt  wird. 

Nachdem  die  gegebene  Gerade  (S,S^)  zum  schief  projicierenden 
Strahle  parallel  ist,  so  erscheint  dieselbe  in  der  schiefen  Projection 
als  ein  Punkt,  der  mit  dem  Horizontaldurchstoßpuukt  {E,W)  der- 
selben identisch  ist.  Die  durch  den  Punkt  {JS,II')  an  die  Contour- 
parabel  gezogenen  Tangenten  sind  offenbar  die  schiefen  Projectionen 
jener  Erzeugenden  des  Paraboloides,  welche  die  Gerade  {S,S')  schneiden. 

Die  Contourparabel  selbst  bestimmt  man  durch  vier  Tangenten 
in  der  folgenden  höchst  einfachen  Weise.  Die  Gerade  ghy  welche  die 
Horizontaldurchstoßpunkte  {h^Ji\)  und  (Ii(^,}i'o)  der  beiden  Leitgeraden 
verbindet,  ist   eine  Erzeugende  des  Paraboloides,  und  da  dieselbe  in 
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der  horizontalen  Projectionsebene  liegt,  so  ist  sie  (als  ihre  eigene 
schiefe  Projection)  gleichzeitig  eine  Tangente  der  ContöurparabeL 

Die  vertical-projicierende  Gerade  (g^,  g\),  deren  verticale  Pro- 
jection der  Schnittpunkt  ^^  der  verticalen  Projectionen  J^  und  l^  der 
beiden  Leitgeraden  ist,  stellt  gleichfalls  eine  Erzeugende  des  Para- 
boloides  dar,  indem  dieselbe  die  beiden  Leitgeraden  in  jenen  Punkten 
(Pv  i^'i)  ^^^  (P<i^  i^'2)  schneidet,  deren  Verticalprojectionen  mit  dem 
Schnittpunkte  von  l^  und  ?2  zusammenfallen. 

Die  schiefe  Projection  g^s  dieser  Erzeugenden  ist  eine  zweite 
Tangente  der  ContöurparabeL  Auf  derselben  liegen  auch  die  schiefen 
Projectionen  p^s  und  ^%  der  den  Geraden  l^^  und  Zg  angehörigen 
Punkte  {Pi,p\)  und  (Pq,p\),  so  dass  sich  die  schiefen  Projectionen  der 
ersteren  in  den  Verbindungsgeraden  Ps  und  Z%  der  Punkte  h\  und  ^'s, 
resp.  der  Punkte  Ä'2  und  p^s  ergeben.  Diese  schiefen  Projectionen 
Ps  und  l^s  sind  zwei  weitere  Tangenten  der  vorerwähnten  Parabel. 

Durch  die  vier  Tangenten  ^a,  gs,  Vs  und  l^s  ist  die  Contour- 
parabel  vollkommen  bestimmt,  und  man  kann  nunmehr  constructiv 
die    durch   den  Punkt  H'  gehenden    Tangenten   derselben   ermitteln. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  sämmtlichen  Tangenten  einer 
Parabel  auf  zwei  festen  Tangenten  Ps  und  Ps  derselben,  ähnliche 
Punktreihen  bestimmen.  Projiciert  man  diese  beiden  Punktreihen 
vom  Punkte  H^,  als  Scheitel,  durch  zwei  projectivische  concentrische 
Strahlenbüschel,  so  stellen  bekanntlich  die  Doppelstrahlen  dieser  beiden 
Büschel  die  von  //'  ausgehenden  Tangenten  der  Parabel  dar. 

Da  drei  Paare  entsprechender  Punkte  beider  Eeihen,  d.  i.  die 
Punkte  h\  und  /«^'q;  p\  und^^'^,  sowie  die  unendlich  fernen  Punkte 
beider  Eeihen  bekannt  sind,  so  kennt  man  auch  drei  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  in  den  concentrischen ,  projectivischen  Büscheln, 
d.  i.  die  Strahlen:  «i^o,  /^i/3o,  ^1^2,  welche  diese  Punktpaare  pro- 
jicieren. 

Mit  Zuhilfenahme  dieser  Strahlen  kann  man  nach  der  bekannten 
Steiner'schen  Methode  die  Döppelstrahlen  gf  und  g^  leicht  con- 
struieren. 

Beide  sind,  als  Tangenten  der  Contourparabel ,  schiefe  Pro- 
jectionen zweier  Erzeugenden,  welche  die  schief  projicierende  Gerade 
(/S,^')  schneiden.  Um  diese  Erzeugenden,  beispielsweise  jene  der 
Geraden  gf  entsprechende  Erzeugende  (g^,  g'm)  zu  finden,  hat  man  nur 
zu  beachten,  dass  der  Punkt  m«,  in  welchem  g'^^  die  Gerade  V^s 
trifft,  die  schiefe  Projection  jenes  Punktes  {m,m^)  sei,  durch  welchen 
die  genannte  Erzeugende  (gm,g\n)  geht.    Der  Punkt    (m,m')  ist  ver- 


158 

mittelst  des  durch  ms  geführten  schief  projicierenden  Strahles  leicht 
ermittelt. 

Führt  man  endlich  durch  m  die  Parallele  g^  zur  Grundlinie,  so 
repräsentiert  diese  die  Verticalprojection  der  gesuchten  Erzeugenden, 
während  sich  die  horizontale  Projection  g\n  als  die  Parallele  durch  m' 
zu  g"^  ergibt. 

In  ganz  gleicher  Weise  kann  auch  die  der  schiefen  Projection 
g'^l  entsprechende  Erzeugende  (^^,  g\i)  construiert  werden.  Hiermit  hat 
die  gestellte  Aufgabe  ihre  Lösung  gefunden. 

§.  143. 

80.  Aufgabe.  Vier  sich  kreuzende,  zu  einer  und  derselben 
Ebene  parallele  Geraden  sind  gegeben;  es  ist  eine  fünfte  Gerade  zu 
construieren,  welche  jede  der  gegebenen  Geraden  in  je  einem  Punkte 
schneidet. 

Diese  Aufgabe  kann  auf  zweierlei  Weise  gelöst  werden.  Die 
erste  Lösung  ist  mit  der  in  Aufgabe  1)  gegebenen  Construction  iden- 
tisch; eine  zweite  besondere  Lösung  dagegen  ist  durch  die  Bedingung, 
dass  die  vier  gegebenen  Geraden  zu  einer  und  derselben  Ebene  parallel 
sind,  ermöglicht. 

Die  gegebene  Ebene,  zu  welcher  die  vier  Geraden  parallel  sind, 
wählen  wir  als  horizontale  Projectionsebene,  die  verticale  Ebene  dagegen, 
welche  wir  an  beliebiger  Stelle  senkrecht  zu  der  ersteren  führen 
können,  nehmen  wir,  um  constructive  Vereinfachungen  zu  erzielen, 
so  an,  dass  sie  durch  die  eine  der  gegebenen  Geraden,  etwa  durch 
\,  hindurchgehe.  Die  übrigen  drei  Geraden  (J,^,  V^,  {l^,  V^  und  (?4,  l\) 
(Taf.  X,  Fig.  53)  haben  diesfalls,  der  obigen  Voraussetzung  gemäß,  zur 
Grundlinie  parallele  Verticalprojectionen  l^^  l^  und  l^. 

Das  Princip  der  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  beruht  nun 
auf  folgender  Anschauung. 

Wir  können  (nach  Satz  95)  drei  beliebige  von  den  vier  gege- 
benen Geraden,  beispielsweise  Z^,  l^  und  l^,  da  sie  zu  der  nämlichen 
Ebene,  diesfalls,  auf  Grund  der  getroffenen  Wahl,  zu  der  horizontalen 
Projectionsebene  parallel  sind,  als  Leitlinien  für  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid  annehmen. 

Werden  zwei  Erzeugende  dieses  Paraboloides  bestimmt,  und 
eine  zu  beiden  parallele  Ebene  jBj  construiert,  so  ist  diese,  wie  wir 
aus  der  vorausgeschickten  Theorie  dieser  Fläche  wissen,  die  zweite 
Eichtebene.  Die  erste  der  diesbezüglichen  Eichtebenen  wird  unmittel- 
bar durch  die  horizontale  Projectionsebene  vertreten. 
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Jede  Gerade,  welche  zu  dieser  Ebene  B^  parallel  läuft,  und 
die  Geraden  l^  und  I2  schneidet,  ist^  wie  wir  wissen,  eine  Erzeugende  des 
Paraboloides,  welche  nothwendig  auch  die  dritte  Gerade  ^3  schneiden  muss. 

Nehmen  wir  ferner  die  Geraden  ?,,  l^  und  l^  als  Leitlinien  eines 
zweiten  Paraboloides  an,  construieren  wieder  zwei  Erzeugende  des- 
selben und  legen  parallel  zu  beiden  eine  Ebene  JRg^  so  stellt  diese 
Ebene  offenbar  die  zweite  Kichtebene  B^  des  Paraboloides  dar; 
während  die  zugehörige  erste  Eichtebene  auch  hier  durch  die  hori- 
zontale Projectionsebene  repräsentiert  erscheint.  Eine  jede  Gerade, 
welche  zu  B„  parallel  ist,  und  die  Geraden  l^  und  ?2  schneidet,  ist 
eine  Erzeugende  des  betreffenden  Paraboloides.  Letztere  wird  selbst- 
verständlich auch  die  Leitgerade  l^  in   einem  Punkte   treffen  müssen. 

Ermittelt  man  nun  den  Schnitt  S  der  beiden  Eichtebenen  B^ 
und  i?2,  und  sucht  jene  Gerade  g,  welche  zu  S  parallel  ist  und  die 
beiden  Geraden  l^  und  l^  schneidet,  so  ist  dieselbe  eine  Erzeugende, 
sowohl  des  einen,  als  auch  des  anderen  Paraboloides,  und  muss  dem- 
gemäß auch  die  beiden  Geraden  l^  und  l^  schneiden;  dieselbe  erfüllt 
somit  die  durch  die  vorliegende  Aufgabe  gestellten  Forderungen. 

Was  die  graphische  Durchführung  anbelangt,  so  dürfte 
man  auf  Grund  der  hier  getroffenen  Anordnungen  das  angestrebte 
Ziel  folgendermassen  am  einfachsten  erreichen. 

Die  beiden  Paraboloide,  welche  beziehungsweise  durch  ?i,  l^ 
und  Z3  und  durch  ?^,  l^  und  l^  als  Leitgeraden  gegeben  sind,  be- 
zeichnen wir  der  Kürze  halber  mit  P  (123)  und  P  (124). 

um  irgend  eine  Erzeugende  (gig\)  des  Paraboloides  P  (123) 
zu  finden,  nehmen  wir  auf  der  in  der  verticalen  Projectionsebene 
liegenden  Leitgeraden  l^  einen  beliebigen  Punkt  (%,a'j)  an  und  führen 
durch  diesen  Punkt  und  durch  die  Leitgerade  {lo,l\)  eine  Ebene  6,.  Die 
Verticaltrace  e\  dieser  Ebene  geht  durch  a  und  durch  den  verti- 
calen Durchstoßpunkt  {v,v^)  der  Geraden  (J2,l^2^'  Die  Horizontaltrace 
e\  (die,  weil  nicht  nothwendig,  auch  nicht  verzeichnet  wurde)  ist 
parallel  zur  Horizontalprojection  l\.  Ermittelt  man  weiters  den 
Schnitt  der  Ebene  e^  mit  der  Leitgeraden  (^3,  ^'3)  etwa  dadurch,  dass 
man  sich  durch  Zg  eine  horizontale  Ebene  gelegt  denkt,  welche  e^  in 
einer  zu  Qo.V^)  parallelen  Geraden  (^, ,(?',)  schneidet,  ihrerseits  dagegen 
die  Gerade  (^3,  Z'3)  in  dem  gesuchten  Punkte  {cc^,a\)  trifft.  Die  Gerade 
(9i^  9\)  (Erzeugende)  ergibt  sich  sodann  als  die  Verbindungsgerade 
der  Punkte  (a,,a'J  und  (a^,  a\). 

Eine  zweite  Erzeugende  (^27  ^'2)  ^^s  Paraboloides  P  (123)  findet 
man  auf  gleiche  Weise  durch  Zuhilfenahme  eines  zweiten  Punktes 
(«2,  a'2)  auf  (^1,  l\). 
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Die  nämlichen  Punkte  (a^,  a\)  und  (a^,  a'^)  kann  man  auch  in 
Übereinstimmung  mit  dem  Vorhergehenden  zur  Construction  der 
durch  dieselben  gehenden  Erzeugenden  {g^,  g'^)  und  {g^,  g\)  des  Para- 
boloides  P  {124:)  benützen. 

Die  beiden  Richtebenen  JR^  und  E^  der  Paraboloide  P  {123) 
und  P  {124) ,  sowie  deren  gegenseitiger  Schnitt  (s,  s')  sind  nunmehr 
leicht  zu  construieren. 

Ziehen  wir  zu  diesem  Zwecke  durch  {a^^a\)  eine  Parallele 
{y<i^?'^)  zur  Erzeugenden  (^o^^'q)  und  eine  Parallele  (y^,y\)  zur  Er- 
zeugenden (g^,g'^),  so  ist  die  Eichtebene  üj  durch  die  beiden  erst- 
genannten Geraden  (g^y  g\)  und  (y^^y^)  und  deren  Horizontaltrace 
B'h  durch  die  Verbindungsgerade  der  Horizontalspuren  zl\  und  z/'g 
dieser  Geraden  bestimmt. 

Die  zweite  ßichtebene  Pg  g^li^  durch  die  Geraden  (g^,  g'^)  und 
(^4'/4);  ihre  Horizontaltrace  P\  ist  die  Verbindungsgerade  der  Hori- 
zontalspuren z/'g  und  z/'^  der  beiden  obbezeichneten  Geraden. 

Nachdem  die  beiden  Richtebenen  P,  und  P2  durch  den  näm- 
lichen Punkt  {a^,a\)  gehen,  so  ist  derselbe  ein  Punkt  ihres  Schnittes 
(s,s');  ein  zweiter  Punkt  des  besagten  Schnittes  ist  der  den  Hori- 
zontaltracen  M^h  und  P^/,  gemeinschaftliche  Punkt  (c?,  cV), 

Die  erlangte  Schnittlinie  (s,  s')  ist  sonach  die  Verbindungsgerade 
von  (^1,  a\)  mit  (d,  d'). 

Es  erübrigt  endlich  noch  die  Bestimmung  einer  Geraden  (ä,  /S'), 
welche  zu  {s,s')  parallel  ist,  und  die  Geraden  {l^,l\)  und  {lo,V^ 
schneidet.  Diese  Gerade  muss,  da  (s,s')  und  {liJ\)  einen  Punkt  {ay^,a\) 
gemein  haben,  in  der  durch  diese  beiden  Geraden  bestimmten  (zur 
Grundlinie  parallelen)  Ebene  E^Eh  liegen. 

Hiernach  hat  man  bloß  den  Schnitt  der  Ebene  E^Eh  mit  der 
Geraden  (?2, ^'2)  aufzusuchen,  und  durch  den  so  erhaltenen  Schnitt- 
punkt {Ä^A)  eine  Parallele  zu  (s,s')  zu  ziehen,  um  die  gewünschte, 
der  Aufgabe  entsprechende  Gerade  {S,S*)  dargestellt  zu  erhalten.  Zu 
diesem  Behufe  kann  folgender  Weg  eingeschlagen  werden. 

Man  denke  sich  den  Schnitt  der  Ebene  E^Eu  mit  der  horizon- 
talen durch  {Iq^l'ct)  gelegten  Ebene  ermittelt,  und  zu  diesem  Zwecke 
in  einer  der  Ebene  E^En  angehörenden  Geraden,  beispielsweise  direct 
in  (5,5'),  den  Punkt  (a^a)  so  bestimmt,  dass  dessen  Verticalprojection 
cc  in  ?o  liegt,  und  durch  a'  eine  Parallele  (ti,  rj')  zur  Grundlinie  ge- 
zogen. Letztere  schneidet  die  Gerade  (?2,  ^'2),  wie  einleuchtend,  bereits 
in  dem  gesuchten  Punkte  (Ä,A').  Die  durch  (,Ä,Ä')  parallel  zu  {s,s') 
geführte  Gerade  {S,S')  trifft  die  Geraden  {l„l\),  {1^,1'^)  ^nd  (l^,l\) 
beziehungsweise  in  den  Punkten  (V^V)^  {B,B')  und  {C,C% 
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Vergleicht  mau  die  eben  besprochene  Lösung  des  vorliegenden 
Problems  mit  der  allgemeinen  in  Aufgabe  1)  gegebenen,  so  findet 
man,  dass  dort  zwei  Geraden  existieren,  welche  den  daselbst  gestellten 
Bedingungen  entsprechen,  während  im  vorstehenden  Falle  scheinbar 
nur  eine  solche  Gerade  (SyS')  vorhanden  ist.  Man  darf  hierbei  aber 
nicht  vergessen,  dass  der  Voraussetzung  nach  die  vier  Geraden  l  zu 
derselben  Ebene  (horizontale  Projectionsebene)  parallel  sind,  und  dass 
demgemäß  die  unendlich  ferne  Gerade  dieser  Ebene,  die  zweite 
der  Aufgabe  entsprechende  Gerade  repräsentiert. 

§.  143. 

31,  Aufgäbe.  An  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  in  einem 
seiner  Punkte  eine  Berührebene  zu  construieren. 

Die  Kichtebene  des  Paraboloides  nehmen  wir  direct  als  horizon- 
tale Projectionsebene  an.  Die  Projectionen  der  beiden  Leitgeraden 
seien  {\,  l\),  {\,  V^). 

Um  irgend  einen  auf  der  Fläche  des  Paraboloides  liegenden 
Punkt  zu  ermitteln,  bestimmen  wir  zunächst  eine  beliebige  Erzeugende 
{g,g^)  (Taf.  IX,  Fig.  54),  indem  wir,  obiger  Annahme  gemäß,  eine  Ge- 
rade g  an  willkürlicher  Stelle  parallel  zur  Grandlinie  ziehen,  und  die 
horizontale  Projection  ^'  vermittelst  der  den  Leitgeraden  \  und  Zg  an- 
gehörigen  Punkte  (a,a')  und  (&,&')  ableiten. 

Auf  der  so  bestimmten  Erzeugenden  {g,g')  sei  der  Punkt  {p^p') 
gegeben,  in  welchem  die  das  Paraboloid  berührende  Ebene  construiert 
werden  soll. 

V^ie  bereits  aus  früheren  Erörterungen  geläufig,  muss  die  letzt- 
genannte Ebene  die  Erzeugende  {g,g')  sowohl,  als  auch  die  durch  {p,p') 
gehende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  enthalten.  Es  wird  sich 
somit  hauptsächlich  um  die  Ermittelung  dieser  letzterwähnten  Erzeu- 
genden handeln. 

Die  verticalprojicierende  Gerade  {gs,g's),  welche  durch  den  Durch- 
schnittspunkt gs  der  verticalen  Projectionen  ?,  und  l^  der  beiden  Leit- 
geraden geht,  ist,  da  sie  einerseits  zur  Kichtebene  (horizontale  Projec- 
tionsebene) parallel  läuft,  andererseits  aber  die  beiden  Leitgeraden 
(Zj,  l\)  und  {lj_,  V^)  schneidet,  eine  zum  Systeme  {g)  gehörende  Er- 
zeugende. 

Diese  besondere  Lage  der  Erzeugenden  bietet  für  die  meisten 
Constructionen  wesentliche  Vortheile,  da  allen  ihren  Punkten  die  näm- 
liche Verticalprojection  zukommt.  Von  deren  graphischer  Verwendbar- 
keit werden  wir   sofort  Gelegenheit  finden,    uns  zu  überzeugen.     Eine 

Pescbka,  Darstellende  n,  projective  Geometrie.  III,  \\ 
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anderweitige  Erzeugende  des  Systems  (g)  ist  die  Gerade  (gh^g^h)^  welche 
die  Horizontalspuren  h\  und  ä'o  der  Leitgeraden  (1^,1^)  und  (l<i,Vq) 
verbindet. 

Die  durch  den  Punkt  (p,p')  der  Fläche  gehende  Erzeugende  (A,/l') 
des  zweiten  Systems  (?)  ist  eine  Gerade,  welche  bekanntlich  alle  Er- 
zeugenden des  Systems  {g),  mithin  auch  die  Geraden  {gs,  g^s)  und  gn 
schneiden  muss.  Die  Verticalprojection  X  derselben  ergibt  sich  daher 
direct  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  p  und  gs,  während  deren 
Horizontalprojection  Z'  einerseits  durch  p\  andererseits  aber  durch  den 
Punkt  z/'  geht.  Letztgenannter  Punkt  ist  die  Horizontalprojection  des 
horizontalen  Durchstoßpunktes  (^,^0  von  (A,,  Z')  und  daher  unmittel- 
bar aus  seiner  Verticalprojection  z/  (Schnitt  der  Grundlinie  mit  l)  be- 
stimmbar. 

Die  Berührungsebene  JB|,JB/i  ist  nunmehr  durch  diese  beiden 
Erzeugenden  g  und  l  vollständig  bestimmt.  Die  Horizontaltrace  Bh 
derselben  erhält  man  unmittelbar  als  die  durch  ^'  parallel  za  g'  ge- 
führte Gerade  Bh-,  während  deren  Verticaltrace  B^  sodann  durch  die 
Verticalspur  v  von  (g,  g')  festgestellt  erscheint. 

§.  144. 

32,  Aufgabe.  Durch  die  Erzeugende  (g^g')  eines  hyperbolischen 
Paraboloides  wurde  irgend  eine  beliebige  Ebene  gelegt;  es  ist  deren 
Berührungspunkt  mit  der  Fläche  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  (unter  Beibehaltung  von  Fig.  54,  Taf.  IX)  durch 
die  Erzeugende  (g,  g^)  des  Paraboloides  eine  ganz  beliebige  Ebene 
B,Bh  gelegt. 

Die  vorausgeschickten  theoretischen  Betrachtungen  haben  gezeigt, 
dass  die  besagte  Ebene  das  Paraboloid  in  einem  gewissen  Punkte  der 
Erzeugenden  {g,g')  berühren  müsse.  Dieser  Punkt  wird  offenbar  gefunden 
sein,  wenn  man  die  dem  System  {l)  angehörende,  in  der  Ebene  B^Bu 
liegende  Erzeugende  (A,  V)  kennt. 

Die  genannte  Erzeugende  muss  alle  Erzeugenden  des  Systems  {y), 
mithin  auch  die  Erzeugenden  gu  und  (gs,g^s)  schneiden,  und  da  die- 
selbe überdies  in  der  Ebene  B^Bh  liegen  soll,  so  wird  sich  die  ver- 
langte Gerade  als  jene  ergeben,  welche  als  die  geradlinige  Verbindungs- 
linie der  Durchstoßpunkte  von  gk  und  {gs.g's)  rait  der  vorher  willkür- 
lich geführten  Ebene  B^Bu  erhalten  wird. 

Der  Schnittpunkt  von  gl  und  B^Bu  ist  der  Begegnungspunkt 
{Jj  z/')   der  Trace  Bn  und    der  Geraden  gu.     Der   Schnittpuukt    von 
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BvBh  mit  der  Geraden  (gs,g^s)  dagegen  hat  seine  Verticalprojection 
in  gs'j  es  ist  daher  Jgs  die  Verticalprojection  X  der  gesuchten  Erzeu- 
genden, und  der  Punkt  _^,  in  welchem  ^^s  die  Verticalprojection  ^  der 
Erzeugenden  (g,g^)  trifft,  wird  bereits  die  Verticalprojection  des  ge- 
suchten Berührungspunktes  (_p,  p^)  darstellen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  eben  gelöste  Aufgabe  die  bloße  Um- 
kehrung der  vorhergehenden  Aufgabe  sei,  und  dass  zu  ihrer  Durch- 
führung genau  dieselben  Constructionslinien  wie  vorher  erforderlich  sind. 

§.  145. 

33.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  Ebene  ist  an  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  eine  Berührungsebene  zu  legen  und  deren  Berührungs- 
punkt zu  ermitteln. 

Nehnien  wir  so  wie  vorher  auch  jetzt  die  Richtebene  als  hori- 
zontale Projectionsebene  an.  Die  beiden  Leitgeraden  seien  (?i,?\)  und 
(Io^.Vq)  (Taf.  X,  Fig.  55).  Die  gegebene  Ebene  E  ist  durch  ihre  Tracen 
UvEh  bestimmt. 

Soll  die  zu  suchende  Ebenol  zu  der  Ebene jE^jEä  parallel  sein, 
so  müssen  auch  die  beiden  Erzeugenden,  welche  sie  enthält,  eine  zu 
EvEh  parallele  Lage  besitzen. 

Die  Erzeugende  (g,g')  des  Systems  g,  welche  in  der  gesuchten 
Berührebene  liegen  soll,  ist  aber  auch  zu  der  betreffenden  Richtebene, 
diesfalls  also  zur  Horizontalebene,  parallel;  die  Gerade  (g^g^)  wird  dem- 
gemäß zu  dem  Schnitte  dieser  beiden  Ebenen,  d.  i.  zur  Horizontal- 
trace  Eh  parallel  sein. 

Es  ist  somit  zunächst  die  Aufgabe  zu  lösen,  eine  Gerade  (g,g')  zu 
jSnden,  welche  zn  Eh  parallel  ist  und  die  beiden  Leitgeraden  l^  und 
Zq  schneidet. 

Die  verlangte  Gerade  wird  erhalten,  wenn  man  durch  (ZpZ'J 
eine  Ebene  e^eh  parallel  zu  Eh  legt,  d.  i.  eine  Ebene  parallel  zu 
(?^,?'j)  führt,  deren  Horizontaltrace  eh  parallel  zu  Eh  ist,  sodann  den 
Schnittpunkt  (6,&')  dieser  Ebene  eveh  mit  der  zweiten  Leitgeraden  (Zg,  V^) 
ermittelt  und  durch  {b,b')  die  Gerade  (g,g')  parallel  zu  eH  oder  Eh  zieht. 

Legt  man  schließlich  durch  diese  Erzeugende  {g^g')  eine  Ebene 
BvEh  parallel  zur  Ebene  E^Eh,  so  stellt  diese  bereits  die  gesuchte 
Berührebene  dar.  Der  Berührungspunkt  (p,p')  derselben  mit  der  Pläche 
kann,  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  der  vorigen  Aufgabe  aus- 
einandergesetzten Verfahren,   festgestellt  werden. 

11* 
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§.  146. 

34.  Aufgabe.  An  ein  hyperbolisclies  Paraboloid  ist  durcli  eine 
Gerade  eine  Berührungsebene  zu  legen  nnd  deren  Berübrnngspunkt 
zu  bestimmen. 

Das  Paraboloid  ist  durch  die  Eichtebene  (horizontale  Projections- 
ebene)  und  die  beiden  Leitgeraden  {l^,l\)  und  {l^,V^  festgestellt.  Die 
gegebene  Gerade  sei  {S,S')  (siehe  Taf.  XI,  Fig.  52). 

Die  durch  {S,S')  gehenden  Berührebenen  müssen,  sowie  jede 
andere  Berührungsebene,  Erzeugende  beider  Systeme  des  hyperbolischen 
Paraboloides  enthalten,  welche. sich  im  jeweiligen  Berührungspunkte 
(der  Ebene  mit  der  Fläche)  schneiden.  Nachdem  aber  jede  Ebene, 
welche  eine  Erzeugende  des  Paraboloides  enthält,  eine  Berührebene 
desselben  ist,  so  wird  man,  wie  in  Aufgabe  29),  diejenigen  Erzeugen- 
den igm^g'm)  und  (gn^g'n)  des  Paraboloides  zu  bestimmen  haben,  welche 
die  gegebene  Gerade  (S^S')  schneiden. 

Die  Ebenen,  welche  durch  {S,S')  und  jede  dieser  beiden  Er- 
zeugenden geführt  werden,  sind  sodann  offenbar  die  gesuchten  Tan- 
gentialebenen, und  können  deren  Berührungspunkte  wie  in  Aufgabe  32) 
festgestellt  werden. 

§.  147. 

35.  Aufgabe.  Durcli  einen  Punkt  außerhalb  der  Fläche  eines 
hyperbolischen  Paraboloides  ist  eine  Berührebene  zu  legen  und  der 
Berührungspunkt  derselben  zu  bestimmen. 

Die  in  der  vorstehenden  Form  gestellte  Aufgabe  ist  unbestimmt, 
da  jede  Ebene,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  und  irgend 
eine  beliebige  Erzeugende  des  Paraboloides  gelegt  wird,  das  letztere  in 
irgend  einem  Punkte  der  genannten  Erzeugenden  berührt,  und  folglich 
der  gestellten  Aufgabe  entspricht.  —  Das  Gleiche  gilt  von  der  nach- 
stehenden Aufgabe. 

§.  148. 

36.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  ist  an  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  eine  Berührebene  zu  legen  und  deren  Be- 
rührungspunkt zu  fixieren. 

Jede  Ebene,  welche  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden  durch 
eine  beliebige  Erzeugende  des  Paraboloides  gelegt  wird,  berührt  das 
letztere  in  einem  Punkte  dieser  Erzeugenden.  Der  besagte  Berüh- 
rungspunkt kann,  wie  in  Aufgabe  32)  gezeigt  wurde,  bestimmt  werden. 
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Die  beiden  vorangeführten  Aufgaben  werden  wir  in  der  Folge  ein- 
gehend behandeln,  wobei  wir  gleichzeitig  auch  die  Gesammtheit  der 
möglichen  Berührebenen  und  die  ihnen  entsprechenden  Berührungs- 
punkte in  Betracht  ziehen  werden. 

§.  149. 

37.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  hyperbolischen  Paraboloi- 
des  mit  einer  Ebene  zu  construieren  und  die  Schnittflgur  durch  deren 
Achsen  darzustellen. 

a)  Die  schneidende  Ebene  hat  eine  allgemeine  Lage 
gegen  das  hyperbolische  Paraboloid. 

Wie  wir  bereits  wissen,  ist  der  ebene  Schnitt  eines  hyperboli- 
schen Paraboloides ,  bei  allgemeiner  Lage  der  schneidenden  Ebene, 
stets  eine  Hyperbel.  Sind  die  Asymtoten  dieser  Hyperbel  ermittelt, 
so  unterliegt  es  selbstverständlich  auch  keiner  weiteren  Schwierig- 
keit, die  Achsen  derselben  zu  bestimmen.  Von  diesen  Grundzügen 
wollen  wir  bei  der  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  ausgehen. 

Das  Paraboloid  sei  (Taf.  XI,  Fig.  56)  durch  die  Leitgeraden 
(ij,  ?'i)  und  {l^,l\^  gegeben;  die  zugehörige  Eichtebene  sei  die  hori- 
zontale Projectionsebene.  Die  schneidende  Ebene  E  sei  durch  ihre 
Tracen  E^  und  Eh  bestimmt. 

Zunächst  dürfte  es  zweckmäßig  sein,  einige  vorbereitende  Con- 
structionen  durchzuführen,  und  wollen  wir  uns  in  erster  Linie  mit 
der  Bestimmung  der  zweiten  Eichtebene  B^Bk,  d.  i.  jener  Ebene 
beschäftigen,  welche  zu  den  Leitgeraden  l^  und  Z^  parallel  läuft. 
Ferner  construieren  wir  die  zum  Systeme  [g)  gehörende  vertical  proji- 
cierende  Erzeugende  (^s,  g's)^  sowie  endlich  die  in  der  horizontalen 
Projectionsebene  liegende  Erzeugende  gu^  d.  i.  die  Verbindungsgerade 
der  Horizontalspuren  Ä'^  und  h\  von  (l^,l\)  und  Q^^V^),  desselben 
Systems. 

In  jedem  Systeme  wird  eine  Erzeugende  existieren,  welche  zu 
der  schneidenden  Ebene  E  parallel  ist;  dieselben  werden  daher  als 
solche  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Hyperbel  liefern. 

Um  die  diesbezügliche  Erzeugende  (^,  g')  im  Systeme  {g)  zu  fin- 
den, berücksichtigen  wir,  dass  dieselbe  als  zu  der  gegebenen  Ebene 
EvEh  sowohl,  als  auch  zur  Eichtebene  (horizontalen  Projectionsebene) 
parallel,  nothwendig  auch  zu  dem  Schnitte  dieser  beiden  Ebenen,  d.  i. 
zur  Horizontaltrace  Ek  parallel  sein  muss.  Die  Erzeugende  {g,  g')^ 
welche  dieser  Forderung  entspricht,  wird  vermittelst  der  durch  (?i,  V^ 
zu  Eh  parallel  gelegten  Hilfsebene  e^eu  (wie  in  Aufgabe  33  angedeutet) 
construiert. 
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Um  die  dem  Systeme  (l)  angehorige,  zur  Ebene  JE„Eh  parallele 
Erzeugende  (l,P)  festzustellen,  ist  zu  beachten,  dass  dieselbe,  da  sie 
zu  den  beiden  Ebenen  jEJe,^'^  und  MvBh  gleichzeitig  parallel  sein  soll, 
auch  zu  den  Schnittgeraden  (>l,  A')   dieser  Ebenen  parallel   sein  muss. 

Da  ferner  alle  Erzeugenden  des  Systems  (?)  die  projicierende 
Erzeugende  (gs^  g%)  schneiden^  so  erhält  man  die  verticale  Projection 
l  der  verlangten  Erzeugenden  als  diejenige  Gerade,  welche  durch  gs 
parallel  zu  X  gefuhrt  werden  kann.  Nachdem  dieselbe  aber  auch  die 
Erzeugende  gn  in  einem  Punkte  (d,  d')  schneiden  muss,  welcher  durch 
seine  Verticalprojection  d  (Schnitt  von  l  mit  der  Grundlinie)  bereits 
bestimmt  ist,  so  kann  deren  Horizontalprojection  V  durch  d'  parallel 
zu  l'  direct  gezeichnet  werden. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Erzeugenden  (^,  g^} 
und  (l,  V)  sind  selbstverständlich  gleichzeitig  auch  unendlich  ferne 
Punkte  der  SchnitthyperbeL 

Um  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Asymptoten  zu  finden, 
bestimmen  wir  die  Berührungsebenen  des  Paraboloides  in  denselben, 
oder  mit  anderen  Worten,  ermitteln  wir  die  asymptotischen  Ebenen 
der  Erzeugenden  {g,  g*)  und  (Z,  V).  Die  erste  dieser  Ebenen  ist  die 
durch  ((/,  g*)  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  geführte  Ebene. 
Dieselbe  ergibt  mit  EvEh  die  Schnittgerade  {11^,2*^^  welche  bereits 
die  eine  Asymtoie  der  Schnitthyperbel  repräsentiert. 

Die  Asymptotenebene  der  Erzeugenden  (/,  V)  ist  die  Ebene  T^Th^ 
welche  durch  (?,  V)  parallel  zur  Eichtebene  B^Rh  gelegt  wird.  Die- 
selbe schneidet  die  Ebene  i?«  Ef,  in  der  Geraden  {U^,  E\),  welche  die 
zweite  Asymptote  der  Schnitthyperbel  darstellt.  Der  Schnittpunkt 
(0,  0')  der  beiden  Asymptoten  (Z^^,  Z\)  und  (Z;^,  E^)  bestimmt  den 
Mittelpunkt  der  Hyperbel. 

Die  Achsen  der  Hyperbel  werden  einfach  dadurch  bestimmt,  dass 
man  die  Winkel,  welche  die  Asymptoten  mit  einander  bilden,  halbiert. 
Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  die  beiden  Asymptoten  E^  und  ZJg  um 
die  Horizoutaltrace  E^  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach  L^^ 
und  2;%  um  und  halbieren  die  betreffenden  Winkel  durch  die  Ge- 
raden Äq  und  Yq-,  die  letzteren  repräsentieren  bereits  die  umge- 
legten Achsen. 

Die  Projectionen  (Z,  Z')  und  (T,  F')  derselben  werden  auf  be- 
kannte Weise  durch  Zurückführen  der  umgelegten  Gebilde  gefunden. 
Dieselben  stellen  bekanntlich  conjugierte  Durchmesser  jener  beiden 
Hyperbeln  dar,  in  welchen  sich  die  Schnitthyperbel  beziehungsweise 
auf  die  verticale  und  horizontale  Projectionsebene  projiciert. 
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Bezüglich  der  Bestimmung  der  Endpunkte  der  reellen  Achse 
wurde  folgender  Weg  eingeschlagen. 

Wir  suchen  vorerst  einen  beliebigen  Punkt  der  Schnitthyperbeh 
Als  solcher  ergibt  sich  am  einfachsten  sofort  der  Funkt  (a,  a'),  in 
welchem  die  Horizontaltrace  Eu  die  in  der  horizontalen  Projections- 
ebene  liegende  Erzeugende  {gn,  y^h)  trifft. 

Der  Punkt  a'  bestimmt  mit  den  Asymptoten  E\  und  2]'^  die 
horizontale  Projection  der  Schnitthyperbel  vollständig,  und  man  kann 
demgemäß  ihren  Schnitt  mit  der  geraden  X'  folgendermaßen  erhalten. 

Wir  denken  uns  die  Hyperbel  (Z'p  Z'^,  ^')  als  CoUinear- 
figur  eines  Kreises  K^,  welchen  wir  an  beliebiger  Stelle  den 
Asymptoten  Zl\  und  Z'^  einschreiben.  Die  Yerbindungsgerade  der 
Berührungspunkte  a^  und  ß^  repräsentiert  diesfalls  die  der  unendlich 
fernen  Geraden  collinear  entsprechende  Gerade,  d.  i.  eine  Gegenachse. 
Das  Collineationscentrum  ist  0',  während  O'X'  gleichzeitig  einen 
Collineationsstrahl  darstellt.  Derselbe  trifft  den  Kreis  K^  in  A^  und 
B^.  Es  wird  sich  jetzt  darum  handeln,  die  diesen  Punkten  ent- 
sprechenden Punkte  der  Hyperbel  zu  finden.  Zu  diesem  Zwecke  suchen 
wir  auf  dem  Kreise  E^  den  dem  Punkte  a'  collinearen  Punkt  a^ 
vermittelst  des  Collineationsstrahles  O^a^a^,  Der  Geraden  %Aq  ent- 
spricht sodann  eine  durch  a*  gehende  Gerade  a'  A',  welche  dadurch 
erhalten  wird,  dass  man  zu  dem  CoUineationsstrahle  O'^q,  welcher 
den  Fluchtpunkt  y^  von  %Aq  projiciert,  durch  a'  eine  Parallele  zieht. 
Dieselbe  trifft  den  Strahl  O'X'  in  dem  gesuchten  Punkte  A',  Macht 
man  endlich  B^  0^  =  A*0'  und  projiciert  die  Punkte  A'  und  B'  in 
die  Gerade  OX,  so  stellt  {AB,  A'B')  die  reelle  Achse  der 
Schnitthyperbel  dar ,  womit  die  vorliegende  Aufgabe  voll- 
ständig gelöst  erscheint. 

§.  150. 

V)  Die  schneidende  Ebene  ist  parallel  zur  Achse  des 
hyperbolischen  Paraboloides. 

Die  beiden  Leitlinien  seien  durch  (Zj,  l'^  und  (Z^,  ^2)  C^^^*  ^^? 
Fig.  57)  dargestellt.  Die  Eichtebene  des  Paraboloides  werde  als  mit 
einer  der  Projectionsebenen,  etwa  mit  der  horizontalen,  zusammen- 
fallend angenommen. 

Wir  wissen,  dass  die  Achse  des  hyperbolischen  Paraboloides  zu 
der  Schnittgeraden  der  beiden  Richtebenen  parallel  ist. 

Ermitteln  wir  daher  die  zweite  Richtebene  PivBhy  welche  zu 
den  beiden  Leitgeraden  l^  und  l^  parallel  ist,  so  bestimmt  der  Schnitt 
derselben  mit  der  ersten  (horizontalen)  Richtebene,  d.  i.  die  Hori- 
zontaltrace Bh,  die  Richtung  der  Achse  des  Paraboloides. 
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Soll  die  schneidende  Ebene  i^JS/,  zur  Achse  des  Paraboloides 
parallel  sein,  so  muss  dieselbe  auch  eine  zu  Bu  parallele  Lage  haben. 
Letzteres  wird  offenbar  dann  der  Fall  sein,  wenn  dieselbe  eine  zu 
Bn  parallele  Horizontaltrace  Eh  besitzt. 

In  der  vorausgeschickten  „Theorie  der  Regelflächen"  wurde 
nachgewiesen,  dass  eine  zur  Achse  des  Paraboloides  parallele  Ebene 
das  letztere  in  einer  Parabel  schneidet,  deren  Achse  zu  jener  des 
Paraboloides  parallel  ist. 

Die  Achse  des  parabolischen  Schnittes  haben  wir  im  vorliegenden 
Falle  aufzusuchen.  Da  die  Achse  einer  Parabel  leicht  verzeichnet  werden 
kann ,  wenn  man  zwei  Tangenten  derselben  und  deren  Berührungs- 
punkte kennt,  wollen  wir  diesen  Umstand  als  Grundlage  für  unsere 
auszuführenden  Constructionen  wählen. 

Zwei  Punkte  der  Parabel  erhält  man  ohne  weiteres  in  den 
Durchstoßpunkten  (ai,a\)und  (1)^,1'^)  der  Leitgeraden  {l^,l\)  und  {^J'o) 
mit  der  schneidenden  Ebene  EyEh^ 

Um  die  Tangenten  der  Parabel  in  diesen  Punkten  zu  bestimmen, 
haben  wir  die  Berührebenen  des  Paraboloides  in  den  besagten  Punkten 
zu  construieren ,  und  mit  der  Ebene  E^E^  zum  Schnitte  zu  bringen. 
Letzteres  kann  in  möglichst  einfacher  Weise  wie  folgt  geschehen. 

Die  ßerührungsebene  T^  des  Paraboloides  im  Punkte  {a^,  a\) 
enthält  die  Leitgerade  {l^,  l\)  und  die  durch  (a,,  a\)  gehende  Erzeu- 
gende (f/j,  g')  des  zweiten  Systems.  Die  Horizontaltrace  T\  dieser 
Berührebene  geht  mithin  durch  die  Horizontalspur  h\  der  Leit- 
geraden (?j,  l\)  und  ist  parallel  zu  der  Horizontalprojection  g\  der 
genannten  horizontalen  Erzeugenden  {g,^,  g\). 

Die  Ebenen  E^En  und  2\T'a  haben  nun  einerseits  den  Punkt 
(<^,,  a'i),  andererseits  aber  auch  den  Punkt  (i^j,  7i\)  gemein,  in  welchem 
sich  ihre  Horizontaltracen  Eu  und  T'/,  schneiden.  Die  Verbindungs- 
gerade (^1,  t\)  der  beiden  Punkte  (a,,  a\)  und  (ly,,  ry\)  ist  die  Schnitt- 
linie obgenannter  Ebenen,  und  mithin  die  Tangente  der  Schnitt- 
curve  im  Punkte  (a^,  a\). 

In  analoger  Weise  construiert  man  die  Tangente  (^2?  ^^  ^^^ 
Schnittcurve  im  Punkte  (&o,  ^'2)- 

Die  Parabel,  welche  als  Schnitt  des  Paraboloides  mit  der  Ebene 
E^Eh  resultiert,  ist  somit  durch  die  beiden  Tangenten  {t^,t\)  und 
(^2,  ^'2)  und  deren  Berührungspunkte  (a,,  a\)  und  (60,  h'^  vollständig 
bestimimt.  Aus  den  beiden  Tangenten  t^  und  4  und  ihren  Berührungs- 
punkten kann  nunmehr  die  Achse  der  Parabel  sowohl,  als  auch 
die  Scheiteltangente  anstandslos  bestimmt  werden. 


169 

Die  Achse  der  Parabel  ist  parallel  zur  Horizontaltrace  Eu  der 
schneidendea  Ebene.  Nachdem  nun  die  Scheiteltangente  zur  Achse 
nornaal  steht,  so  wird  auch  die  horizontale  Projection  derselben,  infolge 
der  horizontalen  Lage  der  Achse,  auf  der  horizontalen  Projection  der 
letzteren  senkrecht  stehen,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  der  Scheitel, 
die  Haupttangente  und  die  Achse  der  Horizontalprojection  der  Scbnitt- 
parabel  sind  horizontale  Projectiouen  des  Scheitels,  der  Haupttangente 
und  der  Achse  der  Schnittparabel  selbst. 

Die  horizontale  Projection  Z,'  der  Parabel  ist  durch  die  Tan- 
genten t\  und  ^2  ^ßd  durch  deren  Berührungspunkte  a\  und  h\  ge- 
geben. Berücksichtigt  man  nun,  dass  einerseits  die  Achse  der  Parabel 
2;'  parallel  zu  Eu  ist,  und  dass  andererseits  die  Tangente  einer  Pa- 
rabel die  Achse  in  einem  Punkte  schneidet,  welcher  von  dem  Scheitel 
ebenso  weit  absteht,  wie  die  orthogonale  Projection  des  Berührungs- 
punktes auf  diese  Achse  von  dem  nämlichen  Punkte^  so  ergibt  sich 
folgende  Construction. 

Man  ziehe  von  a\  eine  Senkrechte  zur  Achse,  d.  i.  eine  Senk- 
rechte zu  Eh,  welche  von  dieser  in  cc,  getroffen  werden  mag.  Theilt 
man  nun  die  Strecke  zwischen  a^  und  dem  Punkte  i^'j,  in  welchem  t\ 
die  Gerade  E],  trifft,  durch  den  Punkt  0^  in  zwei  gleiche  Theile,  so 
haben  die  drei  Geraden  a\a^,  a\o^  und  a\ri\  die  Eigenschaft,  dass 
sie  auf  jeder  zu  Eh  parallelen  Geraden,  also  auch  auf  der  Achse  der 
Parabel,  zwei  gleiche  Strecken  bestimmen.  Aus  der  vorerwähnten 
Eigenschaft  folgt,  dass  der  Scheitel  der  Parabel  auf  der  Geraden  a\  0^ 
liegen  müsse. 

Eine  gleiche  Construction  ergibt  sich  in  Bezug  auf  die  Tan- 
gente ^'2  und  deren  Berührungspunkt  &'„,  gemäß  welcher  der  Scheitel 
der  Parabel  auch  auf  der  Geraden  fc'oOo  liegen  muss.  Der  Scheitel  A' 
ergibt  sich  daher  im  Schnitt  der  beiden  Geraden  a\o^  und  h'^^Oo. 

Die  Achse  X'  der  Parabel  2^'  geht  durch  A'  parallel  zu  Eh  und 
die  Scheiteltangente  T'  durch  J.'  senkrecht  zu  Eh. 

Hiernach  sind  die  horizontalen  Projectiouen  der  erforderlichen 
Bestimmungsstücke  der  Schnittparabel  festgestellt.  Die  zugehörigen 
verticalen  Projectiouen  A,  X  und  T  derselben  ergeben  sich  unmittelbar, 
v/enn  man  beachtet,  dass  diese  Stücke  sämmtlich  in  der  Ebene  E^Eh 
liegen. 

§.  151. 

38.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder 
von  gegebener  Richtung  zu  construieren. 
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Das  hyperbolische  Paraboloid  sei  durch  die  beiden  Leitgeraden 
(l^,  l\)  und  (?2,  l\)  (Taf.  XII,  Fig.  58)  und  die  horizontale  Projections- 
ebene  als  Eichtebene  gegeben.  Die  Richtung  der  Erzeugenden  des 
dem.  Paraboloide  umschriebenen  Cylinders  sei  durch  die  Gerade  {S^S') 
bestimmt. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  dieses  Cylinders  wird  offenbar 
bestimmt  sein,  wenn  man  drei  derselben  angehörige  Punkte  kennt. 

Ein  Punkt  der  Berührungscurve  ergibt  sich  als  Berührungspunkt 
des  Paraboloides  mit  einer  durch  eine  beliebige,  dem  ersten  oder 
zweiten  Systeme  dieser  Fläche  angehörige  Erzeugende  zur  gegebenen 
Richtung  {S,  S')  parallel  gelegten  Ebene. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  es  am  einfachsten  sein,  als  die  ge- 
nannten Erzeugenden  sofort  die  beiden  Leitgeraden  (l^^l\)  nnd  Qc^^Vo) 
zu  benützen.  Wir  legen  daher  parallel  zu  (S, /S")  durch  {l^,l\)  die 
Berührebene  e^e^h,  und  ebenso  Amok  (le^.V ^)  die  Berührebene  6*^1,6^/,. 

Um  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  zu  ermitteln,  haben 
wir  bekanntlich  die  in  denselben  liegenden  Erzeugenden  des  zweiten 
Systems,  d.  i.  jene  Geraden,  welche  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallel  sind,  zu  construieren.  Letzteres  vollführen  wir  in  nachstehen- 
der Weise.  Die  beiden  Ebenen  e^^e^h  und  e\e^h  schneiden  sich  in 
einer  Geraden  (s,s'),  welche  die  Leitgeraden  (?i,i',)  und  {l^^^V^  be- 
ziehungsweise in  den  Punkten  (ao,  a'^)  resp.  (6^,  &'J  schneidet. 

Der  Punkt  (a^,  a^^  stellt  offenbar  den  Durchstoßpunkt  der  Ebene 
{e'v^e'^h)  mit  der  Erzeugenden  {\^V^  dar.  Zieht  man  daher  durch 
(a^^a\)  eine  Gerade  {g^,  g\)  parallel  zur  Horizontal trace  e\,  so  ist 
diese,  nachdem  sie  beide  Leitgeraden  l^  und  l„  schneidet,  in  der 
Ebene  e\e^ji  liegt,  und  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  ist, 
die  in  der  Berührebene  e\e\  liegende  Erzeugende  des  Systems  (g), 
während  ihr  Schnittpunkt  (fi^^h^q)  mit  der  Leitgeraden  (l^,V<^  den  Be- 
rührungspunkt des  Paraboloides  mit  der  Ebene  e^,e^Ä  gibt. 

In  gleicherweise  erhält  man  die  in  der  Ebene  e'^e\  liegende 
Erzeugende  (^,,^'t)  des  Systems  ^,  als  die  durch  den  Punkt  (&i,  &\) 
zur  Horizontaltrace  e'u  geführte  Parallele.  Dieselbe  trifft  die  Leit- 
gerade (?i,?'i)  in  dem  Berührungspunkte  {a^^a\)  der  Ebene  e\e\  mit 
dem  Paraboloide. 

Hiermit  gelangten  wir  zur  Kenntnis  zweier  Punkte  {a^,a\)  und 
(&,^,&'o)  der  Berührungscurve  des  Cylinders ,  also  auch  der  Ebene  dieser 
Berührungscurve.  Letztbezeichnete  Ebene  selbst  kann  nun  auf  ver- 
schiedenem Wege  construiert  werden.  Nach  Satz  80)  und  86)  wissen 
wir  beispielsweise,  dass  dieselbe  parallel  zur  Achse  des  Para- 
boloides,  d.  h.  parallel  zu  der  Schnittgeraden  der  beiden 
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Eichtebenen  sein  müsse.  Besagte  Ebene  würde  demnach  erhalten, 
wenn  man  zunächst  die  vorerwähnte  Schnittlinie  bestimmte,  und  pa- 
rallel zu  derselben  durch  die  Gerade  (a^  \,  a\  h\)  eine  Ebene  legen 
würde. 

Man  kann  jedoch  die  Ebene  B^Bh  der  Berührungscurve  auch 
auf  folgende  einfache  Weise  finden. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  93)  ist  bekannt,  dass  dieselbe 
die  Mittelpunkte  aller  zur  Eichtung  der  Cylindererzeugenden  parallelen 
Sehnen  des  Paraboloides  enthält. 

Die  beiden  Ebenen  e^  und  e^  sind  zu  {S^  S')  parallel;  es  wird 
daher  das  Gleiche  auch  von  ihrer  Schnittgeraden  (s,  s')  gelten.  Die 
Gerade  (s,s')  ist  aber  gleichzeitig  eine  Sehne  des  Paraboloides,  welches 
die  erstere  in  den  Punkten  {ac^.a'^)  und  (&x,&'i)  trifft.  Halbiert  man 
nun  diese  Sehne  in  {m,m^)^  so  ist  die  Ebene  DvDh  der  Berührcurve 
durch  die  drei  Punkte  (a^,  a\),  (\^  l'^  und  (m,  m')  vollständig  bestimmt. 

§.  152. 

89,  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  einem 
hyperbolisclien  Paraboloide  umschriebenen  Kegels  zu  constrnieren. 

Das  Paraboloid  ist  durch  zwei  Leitgeraden  (?,,  V)  und  (^g,  Vq) 
(Taf.  XII,  Fig.  59)  und  die  horizontale  Projectionsebene  als  Eichtebene 
gegeben.     {S,  S')  seien  die  Projectionen  des  Kegelscheitels. 

Die  Berührungscurve  des  dem  Paraboloide  aus  dem  Scheitel  (S^S^) 
umschriebenen  Kegels  wird  von  den  Berührungspunkten  der  durch 
(/S,  S')  gehenden  Berührebenen  der  Fläche  gebildet. 

Um  diese  zu  bestimmen  wird  man,  um  möglichst  einfach  zum 
Ziele  zu  gelangen,  sowie  in  dem  früheren  Falle  zu  Werke  gehen. 
Man  wird  also  zunächst  die  auf  den  Leitgeraden  (?,,  l\)  und  (?2,  i'^) 
liegenden  Punkte  der  Berührungscurve  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke 
bestimmen  wir  die  Ebenen  e^„e\  und  e^e^,  welche  durch  den  Punkt 
(S,S^)  und  beziehungsweise  durch  die  Leitgeraden  (l^yl\)  und  (1^,1'^) 
gehen.  Die  Berührungspunkte  derselben  ermitteln  wir  auf  nachstehende 
Weise.  Die  beiden  Ebenen  e^  und  e„  schneiden  sich  in  einer  durch 
(S^S^)  gehenden  Geraden  (s,s'),  welche  die  Leitgeraden  (?i,?'j)  und  (?,^,?'2) 
beziehungsweise  in  den  Punkten  (a^,  a^')  und  {\,b\)  trifft.  Der  Punkt 
(6^,  b\)  repräsentiert  daher  den  Durchstoßpunkt  der  Leitgeraden  (l^^l^) 
mit  der  Ebene  e'^,^'^.  Zieht  man  durch  {b^,b\)  die  Gerade  {g^yg\) 
parallel  zur  Horizöntaltrace  e\^  so  stellt  diese  die  in  der  Ebene  e'^e'h 
liegende  Erzeugende  des  Paraboloides,  und  folglich  deren  Schnittpunkt 
{a^^a\)  mit  der  Leitgeraden  (?i,  Z'i),  den  Berührungspunkt  der  Ebene 
e\ß'n  dar. 
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In  voller  Übereinstimmung  ergibt  sich  auch  die  in  der  Ebene 
e%e^Ä  liegende  Erzeugende  {g^.g'c^  als  die  durch  {a^,a'^  zur  Hori- 
zontaltrace  e^^  geführte  Parallele.  Dieselbe  trifft  die  Leitgerade  (/o,  l'o) 
in  dem  gegenseitigen  Berührungspunkte  (ho,h'^)  der  Ebene  e^e'^/,  mit 
dem  Paraboloide. 

Da  die  beiden  Punkte  {ai,a\)  und  (&i,&\)  der  Berührungscurve 
angehören,  muss  die  Ebene  D/Dji  der  letzteren  selbstverständlich 
durch  dieselben  hindurchgehen. 

Ein  dritter  Punkt  der  Ebene  DvDh  ergibt  sich  auf  Grund  nach- 
stehender •  Betrachtung. 

Die  Berührungscurve  des  Paraboloides  mit  dem  aus  S  demselben 
umschriebenen  Kegel  ist  auch  der  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
durch  den  Punkt  iS^S')  gehenden  Tangenten. 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Gerade  (s,  s')>  welche  den  Punkt 
(S,  Ä')  enthält,  und  das  Paraboloid  in  den  Punkten  (%,  a'2)  und 
(&i,  h\)  berührt,  eine  Ebene  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Paraboloid 
in  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  die  Punkte  (ag,  a\)  und 
(b,,  l\)  geht. 

Denken  wir  uns  weiters  an  diesen  Kegelschnitt  vom  Punkte 
{S,  /S')  aus,  die  beiden  Tangenten  gezogen,  so  sind  dieselben  offenbar 
auch  Tangenten  des  Paraboloides.  Die  Berührungspunkte  derselben  ge- 
hören sodann  selbstverständlich  der  Berührungscurve  an. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Verbindungsgerade  der  Be- 
rührungspunkte in  der  Ebene  der  Berührungscurve  liege. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  diese  Verbindungsgerade  auch  die 
Polare  des  Punktes  (Ä,  /S')  in  Bezug  auf  den  vorgenannten  Kegelschnitt 
darstellt,  so  wird  nothwendig  diese  die  Sehne  (s,  s')  in  einem  Punkte 
(m,  m')  treffen  müssen,  welcher  zu  den  drei  Punkten  {Sj  S^),  (^2,  a'^ 
und  (&i,  &'i)  harmonisch  ist.  Den  obbezeichneten  Punkt  (m,  m^)  können 
wir  ohneweiters  mittelst  der  bekannten  Vierecksconstruction  {a  a  ß  0) 
bestimmen.  Da  derselbe  auf  den  Verbindungsgeraden  zweier  Punkte 
der  Berührungscurven  liegt,  so  ist  er  offenbar  auch  ein  Punkt  der 
Ebene  D,  Du  dieser  letzteren.  Besagte  Ebene  ergibt  sich  demgemäß 
als  diejenige,  welche  durch  die  drei  Punkte  {m,  m'),  (a^,  a'^  und 
(^2?  ^'2)  g^lögt  werden  kann. 

§.  153. 

40.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  ist  eine  Ebene  zu 
führen,  welche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  schneidet. 

Die  Leitgeraden  des  Paraboloides  seien  (i^,  V-^  und  {I2,  ^'2)  (Taf.  X, 
Fig.  60).     Die  Eichtebene  sei   die  horizontale   Projectionsebene.     Die 
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gegebene    Gerade    endlich    sei    durch    ihre    Projectioneu    (S,    /S")    ge- 
geben. 

Soll  eine  Ebene  das  Paraboloid  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel^ 
d.  i.  in  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  auf  einander  senkrecht 
stehen,  schneiden,  so  muss,  weil  bekanntlich  die  Asymptoten  eines 
beliebigen  ebenen  Schnittes  eines  Paraboloides  zu  den  beiden  Geraden, 
in  welchen  die  schneidende  Ebene  die  beiden  Eichtebenen  trifft,  parallel 
sind,  im  vorliegenden  Falle  die  schneidende  Ebene,  die  Richtebenen 
in  zwei  Geraden  schneiden,  welche  einen  rechten  Winkel  einschließen. 
Die  Aufgabe  reduciert  sich  mithin  auf  die  folgende: 

„Durch  die  Gerade  (/?,  Ä')  ist  eine  Ebene  zu  legen, 
welche  die  beiden  Richtebenen  in  zwei  auf  einander 
senkrecht  stehenden  Geraden  schneidet." 

Wir  haben  demgemäß  vor  allem  die  zweite  Richtebene  zu  con- 
struieren.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  einen  beliebigen 
Punkt  {x,  x')  der  Geraden  (S,  8'),  die  beiden  Geraden  (A^,  A'j)  und 
(Ag,  A'2)  beziehungsweise  parallel  zu  den  gegebenen  Leitgeraden  (?i,  V^ 
und  (?2'  ^'2)-  ^i^'  durch  diese  Geraden  A,  und  Ag  gelegte  Ebene  R^  i?/,, 
bestimmt  bereits  die  obverlangte  Richtebene. 

Repräsentiert  nun  Qi,  h')  den  Horizontaldurchstoßpunkt  der  Ge« 
raden  {S,  S')  mit  der  horizontalen  Projectionsebene,  so  wird  es  sich, 
weil  letztere  mit  der  ersten  Richtebene  zusammenfällt,  bloß  darum, 
handeln,  in  der  Trace  Eu  einen  Punkt  zu  finden,  welcher  mit  den 
Punkten  {x^  x')  und  (ä,  ä')  verbunden,  zwei  auf  einander  senkrecht 
stehende  Gerade  ergibt. 

Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  dass  m'  ein  derartiger  Punkt 
wäre,  so  müssen  die  Geraden  (m'  h^  m  h)  und  {x  m,  ^'  m^)  im  Räume 
einen  rechten  Winkel  einschließen.  Nachdem  aber  die  Gerade  {m  li^ 
m'  Ä')  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegt,  wird  die  Horizontal- 
projection  jeder  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Geraden,  also  auch 
die  Horizontalprojection  x'  m'  auf  m'  ä'  senkrecht  stehen  müssen, 
d.  h.  der  Winkel  x^  m'  h'  muss  gleich  90"  sein. 

Legt  mau  daher  über  x'  A'  als  Durchmesser  einen  Kreis  K,  so 
schneidet  dieser  die  Trace  Bh  in  zwei  Punkten  m'  und  n'  von  der 
vorgenannten  Beschaffenheit.  Der  Winkel  {x  m  ä,  x'  m'  ä')  ist  mithin 
ein  rechter  und  die  Ebene  £^  E^n  desselben  (die  Horizontaltrace  E'u 
derselben  ist  bereits  durch  m'  h^  gegeben)  demnach  die  gesuchte.  Der 
Punkt  (w,  n')  ergibt  eine  zweite  Lage  der  der  Aufgabe  ent- 
sprechenden Ebene  JS^  E'^u. 
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§.  154. 

11.  Aufgabe.  Ein  hyperbolisclies  Paraboloid  ist  durch  zwei 
Erzeugende  eines  und  desselben  Systems  und  durch  zwei  Berülirungs- 
ebenen  gegeben;  dasselbe  ist  durch  die  Ermittelung  von  Erzeugenden 
des  zweiten  Systems  zu  bestimmen. 

Seien  {l^,  l\)  und  (l^,  Vo)  (Taf.  XI,  Fig.  61)  die  gegebenen  Er- 
zeugenden, e\  e'h)  und  e\  e^  die  beiden  gegebenen  Berührebenen. 

Das  Paraboloid  ist  durch  diese  Bestimmungsstücke  vollständig 
festgestellt,  denn,  da  jede  Berührebene  desselben  sowohl  eine  Er- 
zeugende des  Systems  (?)  als  auch  eine  Erzeugende  des  Systems 
{g)  enthält,  und  überdies  jede  Erzeugende  des  Systems  {g)  alle  Er- 
zeugenden des  Systems  (l)  schneidet  und  umgekehrt,  so  ist  einleuchtend, 
dass  man  bloß  die  Schnittpunkte  (a^,  a\)  und  (öj,  &',)  der  Geraden 
(?i,  ?'i)  und  (?2,  Z'„)  mit  der  Ebene  e've\  zu  bestimmen  braucht, 
um  in  der  Verbindungsgeraden  {giy  g\)  derselben  eine  Erzeugende 
des  Paraboloides  zu  erhalten. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  eine  zweite  Erzeugende  (^o,  ^'o), 
als  Verbindungsgerade  der  Durchschnittspunkte  {a^^  a'«)  und  (b,^,  h'^) 
der  Geraden  (l^,  l\)  und  (?o,  V^)  mit  der  Ebene  e%  e^h-  Betrachtet 
man  nun  (?j,  V^  und  (l^^  Vo)  als  Leitgeraden  und  bestimmt  die  zu 
den  beiden  Erzeugenden  {g^,  g\)  und  (g2,  g'2)  parallele  Eichtebene 
BvBh,  so  kann  man  beliebig  viele  Erzeugende  (g)  des  Paraboloides 
ermitteln. 

§.  155. 

42.  Aufgabe,  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  durch  zwei 
Erzeugenden  eines  Systems  und  zwei  seiner  Punkte  gegeben;  es 
sind  beide  Richtebenen  zu  bestimmen. 

Sind  ?i  und  ?2  ^^^  beiden  Erzeugenden  des  einen  Systems,  so 
ist  eine  Ebene  ßj,  welche  zu  denselben  parallel  geführt  wird,  bereits 
die  eine  der  verlangten  Eichtebenen. 

Die  Eichtebene  des  anderen  Systems  findet  man  durch  folgende 
Constructionen. 

Sind  «1  und  0^2  die  beiden  gegebenen  Punkte,  so  können  die 
Erzeugenden  g^  und  g^  des  Systems  (g),  welche  durch  diese  Punkte 
gehen,  keine  anderen  Geraden  als  jene  sein,  welche  sowohl  l^  als 
auch  ?2  schneiden.  Ermittelt  man  daher  die  dieser  Anforderung  ent- 
sprechenden Geraden  g^  und  g^,  so  wird  eine  zu  denselben  parallel 
gelegte  Ebene  iJg  die  verlaugte  zweite  Eichtebene  darstellen. 
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§.  156. 

43,  Aufgabe.  Von  einem  hyperbolischen  Paraboloide  sind  zwei 
Erzeugenden  l^  und  In  des  einen  Systemes,  eine  Erzengende  g  des 
zweiten  Systemes,  ferner  ein  Punkt  p  auf  g  und  die  ihm  ent- 
sprechende Berührebene  Tp  des  Paraboloides  gegeben;  es  ist  die  zu 
g  parallele  Kichtebene  zu  ermitteln. 

In  der  Berührebeue  Tp  muss  nothwendigerweise  außer  der  Er- 
zeugenden g  auch  eine  Erzeugende  A,  welche  durch  den  Berührungs- 
punkt p  geht  und  dem  Systeme  (l)  angehört,  liegen.  Diese  Erzeugende 
erhält  man  offenbar  als  Schnittgerade  der  Ebene  Tp  mit  der  durch  2^ 
parallel  zur  Kichtebene  des  Systems  (l)  geführten  Ebene,  d.  i.  einer 
Ebene,  welche  zu  l^  und  l^  parallel  läuft. 

Hiermit  kennt  man  drei  dem  nämlichen  Systeme  angehörende 
Erzeugenden  Zj ,  ?2  u^d  A.  Bestimmt  man  daher,  wie  bekannt,  eine 
Gerade  g^,  welche  die  drei  Geraden  l^,  l^  und  A  in  je  einem  Punkte 
trifft,  so  repräsentiert  diese  eine  Erzeugende  des  Systems  (g).  Es  wird 
somit  jene  Ebene,  welche  zu  dieser  und  zu  der  gegebenen  Erzeu- 
genden parallel  geführt  wird,  die  gesuchte  Ebene  darstellen. 

§.  157. 

44.  Aufgabe.  In  der  horizontalen  Projectionsebene  ist  eine 
Parabel  als  Spur  eines  einem  hyperbolischen  Paraboloide  umschrie- 
benen Cylinders  gegeben;  von  dem  Paraboloide  selbst  sind  zwei 
Erzeugenden,  welche  demselben  System  angehören,  bestimmt;  es 
sind  die  beiden  Richtebenen,  als  auch  die  Richtung  der  Erzeugenden 
des  umschriebenen  Cylinders  festzustellen. 

Die  gegebene  Parabel  sei  P  (Taf.  XIII,  Eig.  62).  Die  beiden  ge- 
gebenen Erzeugenden  seien  (?i,  l\)  und  (?2,  ^^o)- 

Denken  wir  uns  durch  die  beiden  Erzeugenden  (c'i,  l\)  und  {I2,  l\) 
zu  der  (bisher  noch  unbekannten)  Richtung  der  Cyliiidererzeugenden 
parallele  Ebenen  gelegt,  so  werden  dieselben  sowohl  das  Paraboloid 
als  auch  den  umschriebenen  Cylinder  berühren.  Die  Horizontaltracen 
besagter  Ebenen  werden  mithin  einerseits  durch  die  Horizontalspuren 
h\  und  h'^  der  Geraden  (l^,  l\)  und  (l^^  V^)  gehen,  andererseits  aber 
die  Parabel  P  berühren  müssen. 

Eühren  wir  demnach  durch  h\  und  Ä'^  die  beiden  möglichen 
Tangenten  T\  und  T^n  an  die  Parabel,  so  repräsentieren  diese  bereits 
die  Horizontaltracen  der  beziehungsweise  durch  (?^,  l\)  und  (l^j  l\) 
gehenden  Berührebenen  T\,  T^h  und  T\,  T^h  des  Cylinders.  Die 
verticalen  Tracen  T\  und  T^  werden  in  der  herkömmlichen  be- 
kannten Weise  bestimmt. 
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Die  beiden  Ebenen  T\  T\,  und  T\  T^h  schneiden  sich,  da 
jede  von  ihnen  eine  Erzeugende  des  Cylinders  enthält,  in  einer 
Geraden  {S,  /S"),  welche  zu  diesen  Cylindererzeugenden  parallel  läuft. 
Hiermit  ist  der  eine  Theil  der  gestellten  Aufgabe  bereits  gelöst. 

Sei  ferner  a\  der  Berührungspunkt  der  Trace  T^h  mit  der 
Parabel  P,  und  &%  jener  der  Tangente  T^a.  Führt  man  durch  a\  die 
Parallele  (ö'i,(?',)  zu  {S,  8')^  so  stellt  diese  Gerade  offenbar  jene 
Erzeugende  des  Cylinders  dar,  längs  welcher  derselbe  von  der  Ebene 
T\  T\  berührt  wird. 

Nachdem  aber  jede  Berührebene  des  umschriebenen  Cylinders 
gleichzeitig  eine  Berührebene  des  Paraboloides  ist,  und  der  Be- 
rührungspunkt derselben  mit  dem  Paraboloide  auch  auf  der  Berüh- 
rungserzeugenden des  Cylinders  liegt ;  nachdem  ferner  der  Berührungs- 
punkt eiuer  Ebene  mit  dem  Paraboloide  immer  auf  den  in  dieser  Ebene 
sich  vorfindenden  Erzeugenden  des  Paraboloides  liegen  muss,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  der  Schnitt  der  Berührungserzeugenden  (0*1,  &-^  des 
Cylinders  mit  der  Erzeugenden  {\,  l\)  des  Paraboloides,  der  Berüh- 
rungspunkt (a,,  a\)  des  letzteren  mit  der  Ebene  T\  T^u  sein    werde. 

Auf  der  gleichen  Schlussfolgerung  beruhend,  ergibt  sich  aus  den 
nämlichen  Gründen,  dass  die  zu  (aS,  S')  durch  6\>  parallel  gezogene 
Gerade  (0*2,  ^'g),  die  Erzeugende  (l^,V^  in  demselben  Punkte  (b^,h\) 
trifft,  in  welchem  das  Paraboloid  von  der  Ebene  T\  T'n  berührt  wird. 

Berücksichtigt  man  jetzt,  dass  durch  den  Berührungspunkt 
(a,,  a\)  des  Paraboloides  mit  der  Ebene  T^  T^u  außer  der  Geraden 
(?j,  l\)  auch  noch  eine  Erzeugende  (g^  g\)  des  anderen  Systems  gehen 
müsse,  welche  in  der  Ebene  T%  T^h  liegt,  und  dass  diese  Erzeugende 
(9iy  g'Oi  diö  gegebene  Erzeugende  {l^j  V^^  in  einem  Punkte  treffen 
müsse,  welcher  kein  anderer  als  der  Durchschnittspunkt  (&p  &'j)  der 
Geraden  C?^,  ?'„)  mit  der  Ebene  T^  T\  sein  kann,  so  ergibt  sich 
besagte  Erzeugende  als  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte 
(^j,  a'i)  und  (?>i,&'i).  Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  sich  der  Durch- 
stoßpunkt (&,,&'i)  der  Geraden  (JojV^  mit  der  Ebene  T^v  T^h  direct 
als  jener  Punkt  herausstellt,  in  welchem  die  Gerade  {S,  S')  von  (?2,  V^ 
getroffen  wird. 

Eine  zweite  Erzeugende  {g^,  g'^  des  Paraboloides  findet  man  auf 
Grund  der  nämlichen  Betrachfcungeu,  als  Verbindungsgerade  des  Punk- 
tes (&2;  ^'2)  niit  jenem  Punkte  (a^^  a'^),  in  welchem  die  Gerade  (?p  l\) 
die  Ebene  I\  T\  schneidet. 

Hiernach  kennen  wir  zwei  Erzeugende  (?j,  l\)  und  (?2;  l'^  des 
einen  Systems,  und  ebenso  zwei  Erzeugenden  {g^y  g\)  und  (^o?  ^'2)  ^^^ 
anderen  Systems. 
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Die  zu  (Zj,  l\)  und  (^2^  l\)  an  beliebiger  Stelle  parallel  gelegte 
Ebene  B\  B\  ist  sodann  die  Eichtebene  des  einen,  und  die  parallel 
zu  {g^,g\)  und  (go^g^^)  geführte  Ebene  B\B'^h  jene  des  zweiten  Systems 
der  Erzeugenden  des  hyperbolischen  Paraboloides» 

Da  von  jedem  der  beiden  Punkte  h\  und  h\  zwei  verschiedene 
Tangenten  an  die  gegebene  Parabel  P  gelegt  werden  können,  und  jede 
Tangente  des  ersteren  Paares  mit  jeder  Tangente  des  zweiten  Paares 
combiniert  werden  kann,  so  folgt,  dass  es  vier  verschiedene  Para- 
boloide  gibt,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

§.  158. 

45.  Aufgabe,  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  durch  eine  der 
Richtebenen  und  durch  zwei  Tangentialebenen  sammt  deren  Berüh- 
rungspunkten gegeben;  die  zweite  Richtebene  ist  zu  suchen. 

Die  gegebene  Richtebene  werde  als  horizontale  Projectionsebene 
angenommen.  Die  beiden  gegebenen  Ebenen  seien  durch  e\  e^h  und 
c^v  e\  (Taf.  XI,  Fig.  63)  und  die  in  denselben  liegenden  Berührungs- 
punkte durch  (a,  a')  und  (&,  &')  dargestellt. 

Die  Ebene  e'^  e'u  enthält  zwei  durch  den  Punkt  (a,  a')  gehende 
Erzeugenden  des  Paraboloides,  wovon  die  eine  (ö'i,  ^',),  parallel  zur 
horizontalen  Projectionsebene  als  Richtebene,  also  insbesondere  parallel 
zur  Trace  e^u  sein  muss.  Ebenso  findet  man  die  in  der  Ebene  e%  e"u 
liegende,  durch  den  Berührungspunkt  (&,  V)  gehende  Erzeugende 
(^2,  ^'2),  als  die  Parallele  zur  Horizontaltrace  e\. 

In  der  Ebene  e\e'u  liegt  aber  auch  die  durch  den  Punkt  (a,  a') 
gehende  Erzeugende  (?j,  l\)  des  zweiten  Systems.  Nachdem  dieselbe 
jene  dem  anderen  Systeme  angehörende  Erzeugende  (^21  9'^  i^  einem 
Punkte  treffen  muss,  welcher  mit  dem  Durchschnittspunkte  (/3, /30 
der  Geraden  (g^,  g'o)  nait  der  Ebene  c'^e'h  zusammenfällt,  so  ergibt 
sich  diese  Erzeugende  (l^,  l\)  unmittelbar  als  Verbindungsgerade  der 
Punkte  (a,  a')  und  {ß,  ß').  Der  Durchstoßpunkt  (/3,  /5')  von  e',  e'h  mit 
der  Geraden  (^2»  ^'2)  ist  offenbar  derjenige  Punkt,  in  welchem  die 
letztere  von  der  Schnittgeraden  (s,  s*)  der  beiden  Ebenen  e\  e'k 
und  e%e\  getroffen  wird. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  eine  zweite  Erzeugende  (?2,  ^'2)? 
als  die  Verbindungsgerade  des  Punktes  (?>,  l')  mit  jenem  Punkte  {a,  a')^ 
in  welchem  die  Ebene  e-,6^,  die  Erzeugenden  {g^,  g\)  schneidet.  Der 
Punkt  {a,  a')  ist  gleichzeitig  jener,  in  welchem  die  Gerade  {gi,  g\} 
die  Schnittgerade  (5,  s')  der  Ebenen  e\e^n  und  e\  e^  trifft. 
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Führt  man  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  {x,x'^  eine  Ebene 
parallel  zu  den  Erzeugenden  (?i,  i\)  und  (?2,  ü'o),  so  wird  durch  diese 
die  gesuchte  zweite  Richtebene  jR^Bä  dargestellt. 

§.  159. 

16.  Aufgabe.  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  durch  die 
beiden  Richtebenen,  durch  zwei  Tangentialebenen  und  endlich  durch 
den  Berührungspunkt  der  einen  von  den  letztgenannten  Ebenen 
gegeben;  es  soll  der  Berührungspunkt  der  zweiten  gefunden  werden. 

Wir  denken  uns  die  eine  Richtebene  wieder  als  horizontale 
Projectionsebene ,  die  verticale  Projectionsebene  hingegen  wählen  wir 
senkrecht  zu  der  zweiten  Richtebene  R^,  so,  dass  die  letztere  als 
eine  vertical  projicierende  Ebene  R^Iih  (Tat  XII,  Fig.  64)  erscheint. 
Die  beiden  Tangentialebenen  seien  durch  e\e}%  und  e%e\  bestimmt, 
und  endlich  sei  (a,  a')  der  Berührungspunkt  von  e'^e'/,,. 

Behufs  Bestimmung  des  Berührungspunktes  der  zweiten  Ebene 
^\e\  wird  es  sich  selbstverständlich  zunächst  darum  handeln,  die  in 
dieser  Ebene  liegenden  Erzeugenden  des  Paraboloides  aufzufinden. 
Letzteres  kann  in  nachstehender  Weise  bewirkt  werden. 

Die  durch  den  Berührungspunkt  (a,  a')  gehenden  Erzeugenden 
des  Paraboloides  sind  offenbar  zwei  in  der  Berührungsebene  e'^eV* 
liegende  Geraden,  welche  beziehungsweise  zur  horizontalen  Projections- 
ebene und  zur  zweiten  Richtebene  H^Hh  parallel  sein  müssen. 

Die  eine  derselben  {g^,  g\)  wird  man  daher  als  Schnitt  der 
Ebene  e^ve\  mit  der  durch  (a^  a')  parallel  zur  horizontalen  Pro- 
jectionsebene gelegten  Ebene  s'v  erhalten;  die  zweite  (Zj,  l\)  dagegen 
als  die  Schnittgerade  der  Ebene  e\e'h  mit  der  durch  {a,  a')  parallel 
zur  zweiten  Richtebene  Bvl^h  gelegten  Ebene  q'vq'h  finden. 

Bestimmen  wir  weiters  den  Schnitt  (s,  s')  der  Ebene  e^e'^  mit 
der  zweiten  Berührebene  e\e\,  so  wird  die  besagte  Schnittgerade 
(s,  s')  die  beiden  Erzeugenden  {g^^  g\)  und  (?i,  l\)  in  jenen  Punkten 
(cc,  «')  und  {ß,  p')  treffen ,  in  welchen  dieselben  die  Berührebene 
e^^e^h  schneiden. 

Die  Ebene  e%e\  muss  zwei  Erzeugenden  verschiedener  Systeme, 
welche  durch  den  zu  suchenden  Berührungspunkt  gehen,  enthalten. 
Nennen  wir  diese  beiden  Erzeugenden  {g^j  ^'J  und  (?2,  ^'2). 

Die  Erzeugende  {g^^  g'^)  wird  alle  Erzeugenden  des  Systems  {l)j 
also  auch  die  Gerade  (l^,  l\)  schneiden.  Letzteres  kann  aber  nur,  weil 
{g<i,g'ii)  in  der  Ebene  e%e\  liegt,  in  jenem  Punkte  {ß,  /3')  erfolgen,  in 
welchem  die  letztgenannte  Ebene  von  der  Erzeugenden  (?p  l\)  ge- 
troffen wird.  Die  gesuchte  Erzeugende  (^0,  g*^)  muss  daher  durch  den 
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Punkt  (|3,  /3')  gehen.  Andererseits  muss  dieselbe  aber  auch  zur  hori- 
zontalen Projectionsebene,  als  ßichtebene,  parallel  sein,  und  wird  sich 
daher  als  Schnittgerade  der  Ebene  e\e^Ä  mit  der  durch  (/3,  jS')  ge- 
legten Horizontalebene  «%  ergeben. 

Analog  findet  man  die  zweite  in  e%e^Ä  liegende  Erzeugende 
(l^yV^.  Dieselbe  muss  sämmtliche  Erzeugenden  {g),  also  auch  die  Ge- 
rade {g^,  g\)  schneiden,  was  wiederum  nur  in  jenem  Punkte  {a^  a') 
stattfinden  kann,  in  welchem  die  Erzeugende  (gi<,  g\)  die  Ebene 
e\e'^h  trifft.  Die  gesuchte  Erzeugende  (Z^,  i'^)  muss  daher  durch 
diesen  Punkt  (a,  «')  gehen.  Dieselbe  muss  aber  auch  andererseits  zu 
der  Eichtebene  BvEh  parallel  sein,  und  wird  sich  demgemäß  als  die 
Schnittgerade  der  Ebene  e^.e^h  mit  jener  Ebene  ^%p\  ergeben, 
welche  durch  den  Punkt  (a,  «')  parallel  zu  der  Kichtebene  B^  Rh 
gelegt  werden  kann. 

Die  beiden  Erzeugenden  (g^^  g'^)  und  (J^,  V^)  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  (P,  P'),  welcher  den  Berührungspunkt  der  Ebene  e%  e\ 
mit  dem  hyperbolischen  Paraboloide  darstellt.  Hiermit  erscheint  die 
gestellte  Aufgabe  gelöst.  Nebenbei  sei  erwähnt,  dass  durch  die  voll- 
führten Constructionen  das  Paraboloid  auf  die  gewöhnlich  gegebenen 
Bestimmungsstücke  ^zwei  Leitgeraden"  Z^,  /g  (i'^sp.  g^  und  g^  und 
^eine  Richtebene"  (horizontale  Ebene,  resp.  Ebene  B^Bu)  zurück- 
geführt wurde. 

Auf  ähnlichem  Wege  wird  man  auch  zur  Lösung  und  .Durch- 
führung der  umgekehrten  Aufgabe,  wie  folgt,  gelangen. 

§.  160. 

4:7,  Aufgabe,  Ein  hyperbolisclies  Paraboloid  ist  durch,  die 
beiden  ßichtebenen,  durch  eine  Tangentialebene  und  deren  Be- 
rührungspunkt, sowie  endlicli  durch  einen  Punkt  der  Fläche  selbst 
gegeben;  es  ist  die  Berührungsebene  im  letztgenannten  Punkte  zu 
bestimmen. 

Wie  im  vorhergehenden  Falle,  nehmen  wir  auch  hier  die 
eine  Richtebene  als  die  horizontale  Projectionsebene  an  und  wählen 
die  verticale  Projectionsebene  senkrecht  zu  der  zweiten  Richtebene, 
wodurch  sich  diese  letztere  als  eine  verticalprojicierende  Ebene  ^^Bh 
darstellt. 

Die  gegebene  Berührebene  sei  e^eu  (Taf. XH,  Fig.  Qb)i{a^a')  deren 
Berührungspunkt  und  {p,p')  der  gegebene  Punkt  der  Fläche. 

Um  durch  den  letztgenannten  Punkt  die  Berührungsebene  des 
Paraboloides  legen  zu  können,  wird  es,  wie  sofort  einleuchtet,  am 
zweckmäßigsten  sein,   die  durch  denselben  gehenden  Erzeugenden  der 
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beiden  Systeme  zu  construiereD.  Letzteres  führen  wir  folgendermaßen 
durch. 

Man  bestimmt  zunächst  die  beiden  Erzeugenden,  welche  in  der 
Berührungsebene  e^eu  liegen,  in  derselbcD  Weise,  wie  dies  bei  Bespre- 
chung des  vorhergehenden  Problems  geschah.  Dieselben  ergeben  sich 
nämlich  beziehungsweise  als  die  Schnittgeraden  {gx,g\)  und  (?,,?',) 
der  Ebene  e^en  mit  jenen  beiden  Ebenen  a\  und  q^q^h,  welche  durch 
den  Berührungspunkt  (a,  a')  parallel  zu  den  ßichtebenen  (horizontale 
Projectionsebene  und  Ebene  ByEh)  gelegt  werden. 

Die  Erzeugende  {g^^g'^),  welche  durch  den  Punkt  {p,p')  geht, 
muss  einerseits  parallel  zur  horizontalen  Eichtebene  sein,  andererseits 
aber  die  oben  gefundene  Erzeugende  (Zj,  l\)  des  zweiten  Systems 
schneiden.  Dieselbe  wird  sich  daher  als  Verbindungsgerade  des  Punktes 
{p,p')  mit  jenem  Punkte  («,«')  ergeben,  in  welchem  die  Erzeugende 
{\,l\)  von  der  durch  (i?, p')  gelegten  horizontalen  Ebene  £%  ge- 
troffen wird. 

Die  zweite  durch  {p^p')  gehende  Erzeugende  il^.Vo)  wird  einer- 
seits zur  Eichtebene  Bvlih  parallel  sein  und  andererseits  die  dem 
zvv^eiten  System  augehörige  Erzeugende  (g^^gW  schneiden  müssen.  Be- 
sagte Erzeugende  wird  mithin  als  die  Verbindungsgerade  des  Punktes 
{p^p')  mit  dem  Punkte  (/3, /3'),  in  welchem  die  Erzeugende  {g^,g\)  von 
der  durch  {p,p')  parallel  zur  Eichtebene  B^Bh  gelegten  Ebene  ()%^\ 
getroffen  wird,  erhalten  werden. 

Legt  man  nun  durch  die  beiden  Erzeugenden  {g^,g'<^  und  {l^,V^ 
eine  Ebene,  so  repräsentiert  diese  bereits  die  geforderte  Berührungs- 
ebene TvTh  im  Punkte  {p,p*)  des  Paraboloides. 

Weitere  Erzeugende  des  Systems  {g)  auf  dem  Paraboloide  können 
leicht  gefunden  werden,  wenn  man  (?,,  l\)  und  (^g,  l\)  als  Leitgeraden 
und  die  horizontale  Projectionsebene  als  Eichtebene  voraussetzt;  ebenso 
bequem  werden  sich  Erzeugende  des  Systems  (?)  ergeben,  wenn  man 
{gx^9\)  ™d  ig^,  g'^)  als  Leitgeraden  und  die  Ebene  BoBh  als  Eicht- 
ebene annimmt. 

§.  161. 

48,  Aufgabe.  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  durch  eine 
Richtebene,  durch  eine  Erzeugende,  welche  zu  dieser  Richtebene 
nicht  parallel  ist,  und  durch  drei  Punkte  gegeben ;  es  ist  die  zweite 
Eichtebene  auszumitteln. 

Die  gegebene  Eichtebene  sei  B^ ,  die  gegebene  Erzeugende  sei  l^ 
und  die  drei  gegebenen  Punkte  seien  a^  a^  und  a^. 
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Die  Erzeugenden  des  Systenas  (g) ,  welche  durch  die  Punkte  a^, 
a,,  nnd  a^  gehen,  sind  drei  Geraden  g^,  ^.^  und  g^^  welche  sämmtlich 
die  Gerade  l^  des  anderen  Systems  schneiden  und  zur  Eichtebene  B^ 
parallel  sein  müssen.  Bezeichnete  Geraden  der  Fläche  werden  dem- 
gemäß erhalten,  wenn  man  durch  a^,  a^  und  a^  die  Ebenen  q\,  ^^^ 
und  Q^^  parallel  zu  E^  legt,  und  die  Durchstoßpunkte  a^,  a„  und  a^ 
derselben  mit  der  Geraden  /,,  beziehuugsweise  mit  den  Puukten  a^^ 
a,^  und  6^3  verbindet. 

Hiernach  kennt  man  drei  Erzeugende  ^,,^2  ^"^^^  Qs  ^^^  Systems  (g), 
und  es  unterliegt  demnach  keinerlei  Schwierigkeit,  vermittelst  der- 
selben eine  Erzeugende  l^  zu  finden,  d.  i.  eine  von  jenen  Geraden  an- 
zugeben, welche  mit  g^^  g^^  und  g^  je  einen  Punkt  gemein  haben.  — 
Legt  man  sodann  zu  l^  und  lo  eine  parallele  Ebene,  so  repräsentiert 
diese  bereits  die  gesuchte  zweite  Eichtebene. 

§.  162. 

49.  Aufgabe.  Von  einem  hyperbolischen  Paraboloide  sind  vier 
Punkte  und  die  beiden  Richtebenen  gegeben;  es  sind  zwei  Erzeu- 
gende desselben,  welche  dem  nämlichen  System  angehören,  zu  be- 
stimmen. 

Vorstehendes  Problem  lässt  sich  vermittelst  geeigneter  Construc- 
tion  auf  ein  früher  besprochenes  und  zwar  auf  dasjenige  zurückführen, 
bei  welchem  das  Paraboloid  durch  zwei  Eichtebenen,  zwei  Punkte  und 
die  Tangentialebene  in  einem  dieser  Punkte  gegeben  war. 

Wir  denken  uns  behufs  der  leichteren  constructiven  Durchfüh- 
rung die  Transformation  der  gegebenen  Bestimmungsstücke  bereits  in 
der  Weise  vollzogen ,  dass  die  eine  Eichtebene  wieder  als  horizontale 
Projectionsebene  erscheint  und  die  verticale  Projectionsebene  so  ge- 
wählt^ dass  dieselbe  zur  zweiten  Eichtebene  senkrecht  wird ;  die  letz- 
tere folglich  als  eine  verticalprojicierende  Ebene  B^Bh  sich  darstellt. 
Die  vier  gegebenen  Punkte  des  Paraboloides  seien  (a,a'),  (p,b^),  (c,c') 
und  {d,d')  (Taf.  XIII,  Fig.  66). 

Zunächst  legen  wir  durch  drei  dieser  Punkte,  allenfalls  durch 
(a,a^),  (b,h')  und  (c,  c')  eine  Ebene  a^B^h-  Letztere  schneidet  das 
Paraboloid  in  einer  Hyperbel,  welche  durch  diese  drei  Punkte  geht. 
Die  Asymptoten  derselben  werden  selbstverständlich  eine  zu  den 
Schnittgeraden  der  Ebene  £',  8\  mit  den  beiden  Eichtebenen  pa- 
rallele Lage  haben. 

Nachdem  aber  die  beiden  Eichtebenen  verticalprojicierend  sind, 
demgemäß  die  verticalen  Projectionen  aller  Geraden,  die  in  der  einen 
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liegeD,  in  die  Grundlinie,  und  jene  aller  Geraden,  die  in  der  zweiten 
liegen,  in  die  Verticaltrace  ü^,  fallen,  so  folgt,  dass  auch  die  verticale 
Projection  der  Schnitthyperbel  wieder  eine  Hyperbel  sein  wird,  welche 
durch  die  drei  Punkte  a,  b  und  c  geht,  und  deren  Asymptoten  be- 
ziehungsweise zu  der  Grundlinie  und  zur  Trace  Ev  parallel  sein  werden. 
Durch  diese  Elemente  ist  die  Hyperbel  vollkommen  bestimmt, 
und  kann  man  die  Tangente  in  einem  ihrer  Punkte,  beispielsweise 
in  a,  mittelst  der  bekannten  aus  dem  PascaTschen  Satze  folgenden 
Construction  ermitteln. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  e  und  f  von  E^  und  GG  bilden 
mit  a,  b  und  c  ein  der  Hyperbel  eingeschriebenes  Fünfeck ,  welches 
im  Vereine  mit  der  fraglichen  Tangente  t^  als  Sechseck  aufgefasst 
werden  kann. 

Die  Gegenseitenpaare  af  und  bc,  ab  und  ce,  t^  und  cf  schneiden 
sich  auf  derselben  Geraden  aßy^  woraus  unmittelbar  die  Construction 
der  Tangente  t^  folgt. 

Die  Gerade  t^  ist  somit  die  verticale  Projection  der  Tan- 
gente der  Schuitthyperbel  in  dem  Punkte  (a,a'j.  Die  Horizontal- 
projection  t\  derselben  ist,  da  sie  in  der  Ebene  s^s'h  liegt,  aus 
der  Verticalprojection  t^  leicht  abzuleiten. 

Als  Tangente  der  Schnitthyperbel  ist  die  Gerade  {t^>,t\)  gleich- 
zeitig eine  Tangente  des  Paraboloides  im  Punkte  (a,  a'). 

Auf  gleiche  Weise  kann  auch  eine  zweite  Tangente  (^o,  ^'q)  des 
Paraboloides  im  Punkte  (a,  a')  ermittelt  werden.  Man  wird  nämlich 
durch  (a,  a')  und  zwei  andere  Punkte,  etwa  durch  (6,  b')  und  {d,  d')^ 
eine  Ebene  8\s^h  legen,  und  indem  man  die  vorigen  Constructionen 
wiederholt,  die  Tangente  (t^,P^  der  mit  dieser  Ebene  e^  resultieren- 
den Schnitthyperbel  im  Punkte  (a,  a*)  construieren. 

Eine  Ebene  e^eh,  welche  man  durch  die  beiden  Tangenten  {t^^t\) 
tind  (^21  ^'2)  l^gt?  berührt  das  Paraboloid  im  Punkte  (a,  a'). 

Diese  Ebene  mit  dem  Berührungspunkte  (a,  a')  und  einer  von 
den  drei  übrigen  Punkten  können  nun,  wie  in  Aufgabe  47)  dazu  be- 
nützt werden,  um  ein  Paar  von  Erzeugenden  jedes  einzelnen  Systems 
der  Fläche  ausfindig  zu  machen,  womit  die  Aufgabe  auf  Bekanntes 
reduciert  und  demnach  vollständig  gelöst  erscheint. 
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XL  Capitel. 

Die  Strictionslinien  der  Regelfiächen  zweiten  Grades. 

§.  163. 
A,  Die  Strictionslinie  des  dreiachsigen  Hyperboloides. 

Das  Hyperboloid  sei  durch  seine  Kehlellipse  {K^  K')  (Taf.  XIII, 
Fig.  67)  in  einer  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene 
£„  und  durch  seine  Horizontalspur  {K^,K\)  gegeben-  weiters  denken 
wir  uns  dasselbe  durch  eine  zweite  horizontale  Ebene  f\,  welche  von 
der  Ebene  8^  den  nämlichen  Abstand  wie  die  horizontale  Projections- 
ebene besitzt,  nach  der  Ellipse  {K^.K'^  begrenzt. 

Die  horizontale  Projection  K'2  dieser  Ellipse  fällt  mit  der  Hori- 
zontalspur K\  des  Hyperboloides  zusammen;  ferner  ist  dieselbe  mit 
der  horizontalen  Projection  K'  der  Kehlellipse  concentrisch  und  ähn- 
lich. Schließlich  wollen  wir  noch  voraussetzen,  dass  die  verticale 
Projectionsebene  zu  einer  der  beiden  Hauptebenen,  welche  auf  der 
Ebene  der  Kehlellipse  senkrecht  stehen,  (beispielsweise  zu  jener, 
welche  die  große  Achse  {AB,  A'B')  von  {K/K')  enthält)  parallel  sei. 
Wir  wissen  bereits,  dass  durch  jede  Erzeugende  einer  windschiefen 
Fläche  eine  bestimmte  Ebene  —  die  „asymptotische  Ebene 
dieser  Erzeugenden"  —  gehe,  welche  die  Fläche  in  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  der  betreffenden  Erzeugenden  berührt. 

Eine  ebensolche  besondere  Berührungsebene  durch  jede 
der  Erzeugenden  ist  die  ^Centralebene",  d.  i.  jene  Ebene, welche 
durch  diese  Erzeugende,  senkrecht  zu  der  betreffenden  asymptotischen 
Ebene  gelegt  werden  kann. 

Der  Berührungspunkt  dieser  Ebene  heißt  der  „Centralpunkt" 
der  Erzeugenden  und  der  geometrische  Ort  der  C  entralpunkte 
aller  Erzeugenden  ist  die  „Strictionslinie"  der  betreffen- 
den Eegelfläche. 

Dieser  Auseinandersetzung  gemäß  haben  wir  im  vorliegenden 
Falle,  behufs  Construction  der  Strictionslinie,  nichts  anderes  zu  thun 
als  die  Central  punkte  einer  beliebig  gewählten  Anzahl  von  Er- 
zeugenden des  Hyperboloides  zu  ermitteln.  In  Folgendem  möge  die 
Construction  eines  solchen  Centralpunktes  entwickelt  werden. 

Sei  demnach  {g,g')  eine  beliebige  Erzeugende  des  Hyperboloides. 
Um  den  Centralpunkt  derselben  zu  finden,  haben  wir,  wie  oben  im 
allgemeinen   gesagt  wurde,    die   asymptotische  Berührebene  von  {g^g') 
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zu  suchen^  durch  {g^g')  sodann  auf  dieselbe   eine   normale   Ebene    zu 
führen  und  den  Berührungspunkt  der  letzteren  zu  construieren. 

Nach  früherem  ist  bekannt,  dass  die  asymptotische  Ebene  der 
Erzeugenden  {g.g')  eines  Hyperboloides,  außer  (g^g'),  auch  die  zu  dieser 
Erzeugenden  {g^g')  parallele  Erzeugende  {l,V)  des  zweiten  Systems 
enthalte.  Ist  die  letztere  ausgemittelt,  so  wird  es  sich  darum  handeln, 
die  Centralebene  der  Erzeugenden  {g,g*)  zu  finden,  d.  i.  jene 
durch  {g^g')  gehende  Ebene  E  zu  bestimmen,  welche  auf  der  durch 
{g^g')  und  {l,V)  bestimmten  (asymptotischen)  Ebene  senkrecht  steht. 
Besagte  Ebene  kann,  wie  folgt,  festgestellt  werden. 

Wir  legen  an  beliebiger  Stelle  der  Erzeugenden  (?,?')  beispiels- 
weise durch  deren  Horizontaldurchstoßpunkt  7^',  eine  Hilfsebene  S  senk- 
recht zur  Geraden  {g^g').  Die  Horizontaltrace  Sh  derselben  geht  sodann 
durch  h\  und  ist  senkrecht  auf  {g,g').  Diese  Ebene  schneidet  die 
Gerade  {g^g')  in  einem  Punkte  r  (durch  Umlegung  von  (^,^')  um  g' 
nach  go  ist  derselbe  leicht  bestimmbar),  welcher  nach  der  Umlegung 
der  Ebene  8  um  ihre  Horizontaltracen  Sh  nach  r^  gelangt.  Verbindet 
man  hierauf  Tq  mit  h\^  so  stellt  diese  Gerade  roli\  die  Schnittlinie 
der  Hilfsebene  Sh  mit  der  asymptotischen  Ebene  {g,l)  nach  ihrer 
Umlegung  um  Sh  dar. 

Nachdem  aber  die  Centralebene  E  zu  der  asymptotischen  Ebene 
(</,  Z)  normal  steht,  so  schneidet  sie  die  Ebene  S  in  einer  durch  To 
gehenden,  zu  roh\  senkrechten  Geraden  TqV,  welche  die  Trace  &  in 
dem  Punkte  v  trifft.  Die  Horizontaltrace  Eh  der  gesuchten  Central- 
ebene geht  nun  offenbar  einerseits  durch  den  so  erhaltenen  Punkt  r, 
andererseits  aber  auch  durch  die  Horizontalspur  7^'  der  gegebenen  Er- 
zeugenden {g,gO)  so  dass  dieselbe  durch  die  Verbindungsgerade  1*7/' 
dargestellt  erscheint. 

Um  den  Berührungspunkt  dieser  Ebene  E  zu  finden,  wird  bloß 
zu  beachten  sein,  dass  dieselbe  außer  der  Erzeugenden  (g^g^)  noch  eine 
Erzeugende  des  anderen  Systems  enthalten  müsse.  Die  horizontale 
Projection  l\  dieser  Erzeugenden  geht  einerseits  durch  den  Punkt  d% 
in  welchem  die  Trace  Eh  die  Horizontalspur  des  Hyperboloides,  d.  i. 
die  Ellipse  K\  zum  zweiteumale  trifft,  andererseits  aber  hat  dieselbe 
als  Tangente  an  die  horizontale  Projection  K'  der  Kehlellipse  mit 
dieser  den  Berührungspunkt  gemein.  Hiemit  ist  die  horizontale  Pro- 
jection der  Erzeugenden  l^  vollständig  bestimmt. 

Die  Geraden  l\  und  g'  schneiden  sich  in  einem  Punkte  p\ 
welcher  die  horizontale  Projection  des  Berührungspunktes  (p,i>')  der 
Ebene  jB,  d.  i.  des  gesuchten  Centralpunktes  darstellt. 
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In  gleicher  Weise  kann  man  die  Centralpunkte  beliebig  vieler 
anderer  Erzeugenden  finden,  und  erhält  sodann,  als  Ort  derselben, 
die  Strictionslinie  des  Hyperboloides, 

Da  das  Hyperboloid  drei  Symmetrieebenen  besitzt,  so  muss  selbst- 
verständlich auch  die  Strictionslinie  gegen  diese  Ebenen 
symmetrisch  sein. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Strictionslinie  die  Kehlellipse 
in  deren  Scheiteln  A,  B,  C  und  D  treifen  muss.  Letzteres  sagt  aber 
nichts  anderes  aus,  als  dass  dieselbe  mit  der  Ebene  der  Kehlellipse 
diese  vier  Punkte  gemein  hat  und  daher  eine  ßaumcurve  vierter 
Ordnung  ist. 

§.  164. 
B.  Die  Strictionslinie  des  windschiefen  Rotationshyperboloides. 

Man  kann  von  vornherein  behaupten,  dass  die  Strictionslinie 
eines  Rotationsbyperboloides  durch  einen  oder  mehrere  Kreise  dar- 
gestellt sein  werde. 

Denn ,  denkt  man  sich  den  Centralpunkt  einer  beliebigen  Er- 
zeugenden eines  Eotationshyperboloides  ermittelt,  so  wird,  falls  man 
diese  Erzeugende  um  die  Achse  rotieren  lässt,  der  genannte  Central- 
punkt einen  Kreis  beschreiben,  ohne  dass  er  in  irgend  einer  Lage 
aufhören  würde,  der  Centralpunkt  der  betreffenden  Lage  der  Erzeu- 
genden zu  sein. 

Da  im  allgemeinen  Falle  die  Strictionslinie  als  eine  Curve  vierter 
Ordnung  sich  herausstellte ,  so  muss  dieselbe  dermalen  aus  zwei 
Kreisen  bestehen. 

Hierbei  sind  folgende  zwei  Fälle  denkbar : 

a)  Die  beiden  Kreise  liegen  symmetrisch  gegen  die  Ebene  des 
Kehlkreises,  oder 

l)  beide  Kreise  fallen  mit  dem  Kehlkreise  zusammen. 

Die  nachstehende  Betrachtung  wird  zeigen,  dass  der  letztere 
Fall  eintritt. 

Sei  K'  (Taf.  XIII,  Fig.  68)  die  horizontale  Projection  des  parallel 
zur  horizontalen  Projectionsebene  vorausgesetzten  Kehlkreises,  und  K\ 
die  Horizontalspur  des  Rotationshyperboloides,  dargestellt  durch  einen 
mit  K*  concentrischen  Kreis. 

Zieht  man  an  den  Kreis  iC'  irgend  eine  beliebige  Tangente  g% 
so  repräsentiert  diese  die  horizontale  Projection  einer  Erzeugenden 
des  Hyperboloides.  Einer  von  jenen  Punkten,  in  welchem  diese  Ge- 
rade den  Kreis  K\  trifft,  ist  der  Horizontaldurchstoßpunkt  h'  der 
genannten  Erzeugenden. 
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Um  die  asymptotische  Ebene  Ä  dieser  Erzeugenden  zu 
finden,  wird  bloß  zu  berücksichtigen  sein,  dass  die  genannte  Ebene 
außer  der  Erzeugenden  g  auch  die  zu  derselben  parallele  Erzeugende  l 
des  anderen  Systems  enthalten  müsse.  Die  horizontale  Projection  P 
dieser  Erzeugenden  ist  die  zu  g'  parallele  Tangente  des  Kreises  K', 
Der  Horizontaldurchstoßpunkt  derselben  wird  durch  }i\  repräsentiert. 
Die  Gerade  h^  h\  stellt  demnach  die  horizontale  Trace  Äh  der  asymp- 
totischen Ebene  dar.  Es  bedarf  wohl  keines  besonderen  Beweises,  dass 
die  Gerade  W  }i\  auf  ^'  und  V  senkrecht  steht. 

Wir  gelangen  hiernach  unmittelbar  zu  dem  Schlüsse,  dass  die 
Central  ebene  der  Erzeugenden  g^  d.  h.  die  durch  g  senkrecht  zur 
Ebene  Ä  geführte  Ebene,  keine  andere  als  die  durch  g  gehende  hori- 
zontal projicierende  Ebene  E,  deren  Horizontaltrace  Eh  mit  der  Pro- 
jection g^  zusammenfällt,  sein  könne.  Der  Berührungspunkt  p 
dieser  Ebene  ist  aber  bekanntlich  jener  Punkt,  in  welchem  die  Er- 
zeugende g  den  Kehlkreis  (jBT,  K')  trifft. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  der  Centralpunkt  einer  beliebigen 
Erzeugenden  g  eines  Kotationshyperboloides  jener  Punkt  sei,  in  welchem 
der  Kehlkreis  von  dieser  Erzeugenden  getroffen  wird.  Der  Kehlkreis 
ist  demnach  der  geometrische  Ort  der  Centralpunkte 
aller  Erzeugenden  g,  woraus  weiter  folgt;  dass  der  Kehl  kreis 
die    Strictionslinie    des    Kotationshyperboloides    darstellt. 

Es  ist  an  und  für  sich  einleuchtend,  dass  dieser  Kreis  doppelt 
zu  zählen  sei,  da  derselbe  die  Strictionslinie  für  die  Erzeugenden  des 
Systems  (g)  sowohl,  als  auch  jene  für  die  Erzeugenden  des  Systems  (?) 
repräsentiert. 

§.  165. 
C.  Die  Strictionslinie  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

Die  asymptotische  Ebene  einer  jeden  Erzeugenden  des  hyper- 
bolischen Paraboloides  ist,  wie  wir  bereits  dargethan,  diejenige  Ebene, 
welche  durch  die  betreffenden  Erzeugenden  parallel  zu  der  betreffen- 
den Kichtebene  gelegt  wird.  Die  asymptotischen  Ebenen  aller  Erzeu- 
genden des  einen  Systems  sind  somit  zu  der  Richtebene  desselben 
Systems  parallel. 

Aus  diesen  im  Vorhergegangenen  festgestellten  Thatsachen  folgt 
aber  unmittelbar,  dass  die  Centralebenen  aller  Erzeugenden 
eines  Systems  —  weil  senkrecht  zu  deren  asymptotischen  Ebenen 
—  auch  senkrecht  zu  der  betreffenden  Eichtebene,  oder, 
was  dasselbe  ist,  parallel  zu  einer  und  derselben  Geraden,  d.  i.  pa- 
rallel zu  der  Normalen  der  bezüglichen  Richtebene,  sein 
müssen. 
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Die  Centralebenen  aller  Erzeugenden  eines  Systems 
umhüllen  daher  einen  Cylinder,  dessen  Erzeugenden  normal  zu 
der  Eichtebene  dieses  Systems  stehen,  und  welcher  das  Paraboloid 
längs  der  Strictionslinie  berührt. 

Aus  den  Ergebnissen  vorausgeschickter  Untersuchungen  wissen 
wir  aber,  dass  die  Berührungscurve  eines  hyperbolischen  Paraboloides 
mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder   stets  eine  Parabel  ist. 

Das  Gleiche,  was  bezüglich  des  einen  Systems  von  Erzeugenden 
gilt,  lässt  sich  selbstverständlich,  die  Strictionslinie  betreffend,  auch 
für  das  zweite  System  von  Erzeugenden  nachweisen,  so  dass  der  Satz 
aufgestellt  werden  kann: 

116.  j^lDie  Strictionslinie  eines  hyperbolischen  Paraboloides  be- 
steht aus  zwei  Parabeln,  welche  sich  als  die  Berührungscurven  der 
der  Fläche  umschriebenen^  zu  den  beiden  Richtebenen  senhrechten 
Cylinder  ergeben.'^ 

Setzen  wir  jedoch  insbesondere  voraus,  dass  das  Paraboloid 
ein  gleichseitiges  sei,  d.  h.  dass  dessen  beide  Eichtebenen  auf- 
einander, senkrecht  stehen,  so  wird  unschwer  der  Nachweis  geliefert 
werden  können,  dass  sich  die  Strictionslinie  des  hyper- 
bolischen Paraboloides  auf  zwei  Gerade  reduciert. 

Auf  die  vorausgeschickte  Theorie  der  Flächen  (Satz  99  etc.)  ver- 
weisend, ist  bekannt,  dass  in  jedem  gleichseitigen  Paraboloide 
zwei  Erzeugenden  gs  und  Is  verschiedener  Systeme  existieren,  welche 
durch  den  Seheitel  des  Paraboloides  gehen  und  nachstehende  Eigen- 
schaft besitzen. 

Die  Erzeugende  gs  ist  senkrecht  zu  der  Eichtebene  des  Systems  (?), 
und  werden  von  derselben  alle  Erzeugenden  l  rechtwinklig  geschnitten. 
Umgekehrt  ist  jede  Erzeugende  des  Systems  (g)  normal  zu  der 
Erzeugenden  ?«,  weil  diese  letztere  zur  Eichtebene  des  Systems  (^)  senk- 
recht steht. 

Jede  durch  gs  gelegte  Ebene  wird  daher  zu  der  Eichtebene  des 
Systems  (l)  senkrecht  stehen,  und  der  ihr  entsprechende,  auf  ^s  liegende 
Berührungspunkt  wird  somit  der  Centralpunkt  irgend  einer  Erzeugen- 
den des  Systems  (l)  sein.  Dieses  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus, 
als  dass  die  Gerade  gs  den  geometrischen  Ort  der  Central- 
punkte  aller  Erzeugenden  des  Systems  (Z),  d.  h.  die  diesem 
Systeme  entsprechende  Strictionslinie  darstelle. 

Eine  übereinstimmende  Betrachtung  führt  zu  dem  Eesultate, 
dass  ebenso  auch  die  Gerade  Is  die  Strictionslinie  für  die  Erzeugenden 
des  Systems  (g)  repräsentiere.     Es  folgt  mithin  der  Satz: 
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116.  ^Die  Strictionslinie  eines  gleichseitig-hyperholischen  Para- 
holoides  lesteJit  aus  ^wei  Geraden,  und  zwar  aus  den  ieiden  durch 
den  Scheitel  des  Paraholoides  gehenden  {auf  einander  und  auf  den 
beiden  Bichtelenen  sen'krechtstehenden)  Erzeugenden  beider  Systeme,'^ 

Weitere  Eigenschaften  der  windschiefen  Flächen  zweiten  Grades 
und  hierauf  bezughabende  Constructionen  können  auf  Grund  der  im 
Vorhergegangenen  allgemein  für  Tlächen  zweiten  Grades 
entwickelten  Polartheorie  abgeleitet  resp.  festgestellt  werden.  In  der 
Folge  werden  wir  übrigens  auch  Gelegenheit  finden,  zu  entwickeln  und 
nachzuweisen,  wie  bei  verschiedenen  Constructionen,  irgend  welche 
windschiefe  Flächen  betreffend,  Hyperboloide  und  Paraboloide  als 
„Hilfsflächen"  eine  ebenso  interessante  als  wichtige  und  bequeme 
Verwerthung  und  Verwendung  finden  können.^) 


Zweiter  Abschnitt. 
Die  Nichtregelflächen  zweiten  Grades. 

Einleitung. 

§.  166. 

Im  Früheren  ^)  entwickelten  wir  eine  Reihe  von  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  einzig  und  allein  aus  der  Defi- 
nition, nach  welcher  eine  solche  Fläche  mit  einer  Ge- 
raden zwei  Punkte  gemein  hat,  und  aus  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  gefolgert  wurden.  Es  ist  von  selbst 
klar  und  auch  ohne  jedwede  Bemerkung  einleuchtend,  dass  auf  dem- 
selben Wege  noch  eine  Unzahl  von  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 
Grades  abgeleitet  werden  könnte. 

Wir  ziehen  es  jedoch  diesfalls  vor,  zunächst  die  Existenz 
solcher  Flächen  nachzuweisen  und  dann  das  geeignetste  Mittel 
für  die  graphische  Behandlung,  sowie  für  die  weitere  Entwickelung^ 
von  Eigenschaften  der   vorgenannten  Flächen  aufzusuchen. 

Im  ersten  Abschnitte  schon  wurden  gewisse  Flächen  zweiten 
Grades  behandelt,  welche  unendlich  viele  Geraden  enthalten.  Es 
waren  dies  die  Kegelflächen  zweiten  Grades,  sowie  die  windschiefen 
Flächen  zweiten  Grades,  und  wurden  in  letzterer  Beziehung  das  ein- 
fache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid  hervorgehoben. 

Ein  großer  Theil  der  entwickelten  Eigenschaften  für  Flächen 
zweiten  Grades  im  allgemeinen  wurde  selbständig  für  die  vorerwähn- 
ten geradlinigen  Flächen  auf  einem  von  der  Polarentheorie  unab- 
hängigen Wege  abgeleitet  und  festgestellt. 

Es  erübrigt  nun,  bevor  wir  uns  in  weitere  hieher  gehörende 
Betrachtungen  einlassen,  noch  einige  Worte  über  das  Verhalten  der 
windschiefen  Flächen  zweiten  Grades  gegen  die  unend- 
lich ferne  Ebene  zu  sprechen. 


*)  Peschka;  Darstellende  und  projective  Geometrie.  II.  Band. 
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Wir  fanden,  dass  das  windschiefe  Hyperboloid  einen 
Asymptotenkegel  besitzt.  Im  Sinne  der  Polarentlieorie  ist  diese  Eigen- 
schaft von  folgendem  Standpunkte  aus  aufzufassen. 

Da  das  Hyperboloid  von  geraden  Linien  erzeugt  werden 
kann  nnd  jeder  Geraden  ein  reeller,  unendlich  ferner  Punkt  zukömmt, 
so  muss  das  Hyperboloid  von  der  unendlich  fernen  Ebene 
in  einer  reellen  Curve  und  zwar,  weil  die  besagte  Fläche 
vom  zweiten  Grade  ist,  in  einem  Kegelschnitte  getroffen  werden. 

Der  der  Fläche  längs  dieses  Kegelschnittes  umschriebene  Kegel 
hat  zum  Scheitel  den  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene,  d.  i. 
den  Mittelpunkt  der  Fläche.  Dieser  Kegel  selbst  ist  sodann  aber 
kein  anderer  als  der  Asymptotenkegel  der  Fläche. 

Was  das  hyperbolische  Paraboloid  anbelangt,  so  wurde 
gefunden,  dass  dasselbe  keinen  eigentlichen  Mittelpunkt  besitze. 

Letzteres  erklärt  sich  vom  Standpunkte  der  Polarentheorie  in 
folgender  Weise. 

Es  wurde  nachgewiesen,  dass  dem  hyperbolischen  Paraboloide 
zwei  Eichtebenen  entsprechen,  d,  h.  dass  es  in  unendlicher  Ent- 
fernung zwei  bestimmte  Geraden  gebe,  welche  von  allen  Erzeugenden 
der  Fläche  geschnitten  werden,  und  welche  demgemäß  der  Fläche 
selbst  angehören.  Besagte  Geraden  schneiden  sich  in  einem  im  Unend- 
lichen liegenden  Punkte,  welcher,  wie  wir  gesehen  haben,  den  unend- 
lich fernen  Punkt  der  Achse  des  Paraboloides  darstellt. 

Es  ist  hiernach  unschwer  zu  erkennen,  dass  die  unendlich  ferne 
Ebene,  nachdem  sie  zwei  sich  schneidende  Geraden  der  Fläche  ent- 
hält, diese  letztere  in  dem  genannten  Schnittpunkte  berühren  müsse. 
Dieser  Berührungspunkt  ist  sodann  gleichzeitig  der  Pol  der  unendlich 
fernen  Ebene,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der  Fläche. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  das  hyperbolische  Paraboloid  einen 
(uneigentlichen)  Mittelpunkt  in  unendlicher  Entfernung 
besitze.  Demselben  kommen  viele  Eigenschaften  eines  eigentlichen,  im 
Endlichen  liegenden  Mittelpunktes  zu.  So  gehen  beispielsweise  sämmt- 
liche  Durchmesser,  d.  i.  die  geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte 
paralleler  Schnitte  der  Fläche,  durch  denselben  hindurch  u.  s.  w. 

Wenden  wir  uns  nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  den 
Nichtregelflächen  zweiten  Grades  zu. 

Es  wurde  diesbezüglich  nachgewiesen,  dass  jede  Fläche  zweiten 
Grades  ein  System  von  drei  Hauptachsen  besitze.  Nebenbei  sei 
schon  hier  erwähnt,  dass  es  besondere  Formen  von  Nichtregelflächen 
gibt,  welche  unendlich  viele  Hauptachsensysteme  zulassen. 
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Über  die  Größe  dieser  Achsen  wurde  in  dem  Vorhergelienden 
keinerlei  Bedingung  aufgestellt.  Wir  können  daher  voraussetzen,  dass: 

ä)  alle  Achsen  ungleiche  Längen  besitzen.  Diese  An- 
nahme wird  sich  offenbar  nur  auf  den  allgemeinsten  Fall  einer  Fläche 
zweiten  Grades  beziehen. 

h)  Zwei  von  den  Hauptachsen  haben  eine  gleiche 
Länge,  welche  jedoch  von  der  der  dritten  Achse  ver- 
schieden ist.  In  letzterem  Falle  wird  der  in  der  Ebene  der  beiden 
gleichen  Achsen  liegende  Hauptkegelschnitt  der  Fläche  noth- 
wendig  ein  Kreis  sein.  Infolge  des  Satzes  443 &,  Band  II),  werden  dann 
aber  auch  alle  Ebenen,  welche  zu  dieser  Hauptebene  parallel, 
also  zu  der  dritten  Achse  normal  sind,  die  Fläche  gleichfalls  in 
Kreisen  schneiden,  deren  Mittelpunkte  sämmtlich  auf  der  letztgenannten 
Achse  liegen. 

Air  diese  Kreise  werden  ferner  auch  die  beiden  anderen  Haupt- 
kegelschnitte, welche  offenbar  unter  einander  congruent  sind,  schneiden. 
Es  ist  diesfalls  leicht  einzusehen,  dass  eine  solche  Fläche,  wie  wir  sie 
unter  b)  zusammenfässten ,  dann  entstehen  muss,  wenn  irgend  ein 
Kegelschnitt  um  eine  seiner  Achsen  gedreht  wird.  Jede  derartige  Fläche 
heißt  eine  „Rotations-,  Revolutions-  oder  Umdrehungs- 
fläche zweiten  Grades". 

Endlich  kann  man  voraussetzen,  dass 

c)  alle  drei   Hauptachsen   einander  gleich  seien. 

Unter  Zutreffen  dieser  Annahme  sind  offenbar  alle  drei  Haupt- 
kegelschnitte gleich  große  Kreise. 

Es  tritt  hier  der  besondere  Fall  ein,  dass  eine  Rotationsfläche 
durch  Umdrehung  eines  Kreises  um  einen  seiner  Durchmesser  ent- 
steht. Diese  Fläche,  mit  welcher  ;wir  uns  schon  in  der  Elementar- 
geometrie hinreichend  bekannt  machten,  ist  die  „Kugelfläche". 

Von  dieser  Fläche  wollen  wir  ausgehen  und  alle  anderen  Flä- 
chen zweiten  Grades  aus  derselben  ableiten. 
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XII.  Capitel. 
Die   Kugelfläche. 

§.  167. 

Als  Grundlage  für  unsere  ferneren  Untersuchungen  soll  uns  die 
Kugelfläche  dienen,  daher  es  gerechtfertigt  erscheinen  dürfte,  wenn  wir 
von  der  elementar-geometrischen  Definition  der  Kugel  ausgehend,  die 
wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Fläche  auch  an  dieser  Stelle,  so  weit 
dieselben  unsere  Zwecke  unterstützen  und  fördern  helfen,  nochmals  an- 
führen oder  beziehungsweise  ableiten* 

117,  y,Eine  Kugelfläche  ist  der  Ort  aller  PunJcte  im  Baume, 
ivelche  von  einem  und  demselben  festen  Punlcte  den  nämlichen  Ab- 
stand  besitsen,''^ 

Der  feste  Punkt  wird  der  „Mittelpunkf*  oder  das  „Centrum" 
der  Kugel  und  der  constante  Abstand  der  Kugelpunkte  von  demselben 
der  „Halbmesser"  oder  „Radius"  der  Kugel  genannt. 

Jede  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht, 
schneidet  die  letztere  in  einer  Curve,  deren  sämmtliche  Punkte  von 
dem  Mittelpunkte  den  gleichen  Abstand  haben.  Es  kann  daher  un- 
mittelbar der  Satz  aufgestellt  werden: 

118,  y^Jede  durch  das  Centrum  einer  Kugel  gelegte  Ebene 
schneidet  dieselbe  in  einem  Kreise^  dessen  Radius  jenem  der  Kugel 
gleich  ist.^ 

§.  168. 

Denken  wir  uns  eine  Kugelfläche  durch  eine  beliebige 
Gerade  g  geschnitten. 

Um  die  Schnittpunkte  zu  ermitteln,  führen  wir  durch  die  schnei- 
dende Gerade  g  und  durch  den  Kugelmittelpunkt  eine  Ebene.  Letztere 
schneidet  die  Kugel  in  einem  Kreise.  Die  diesem  Kreise  und  der 
Geraden  g  gemeinschaftlichen  Punkte  werden  bereits  die  verlangten 
Schnittpunkte  bestimmen. 

Nachdem  aber  ein  Kreis  eine  Curve  zweiten  Grades  ist,  d,  h. 
mit  jeder  in  seiner  Ebene  liegenden  Geraden  nur  zwei  Punkte  (reell 
oder  imaginär)  gemein  hat,  so  wird  auch  die  Kugelfläche  von  jeder 
beliebigen  Geraden  nur  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten 
geschnitten  werden.  Die  Kugelfläche  ist  somit  eine  Fläche  zweiten 
Grades.     Wir  erhalten  also  den  Fundamentalsatz: 

119,  j^Eine  Kugel  fläche  wird  von  jeder  Geraden  im  Baume  nur 
in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten;  die  Kugel  ist 
somit  eine  Fläche  zweiten  Grades,''^ 
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Nachdem  somit  sichergestellt  wurde,  dass  die  Kugelfläche  vom 
zweiten  Grade  ist,  sind  wir  berechtigt,  alle  vorher  für  die  Flächen 
zweiten  Grades  allgemein  bewiesenen  Eigenschaften  auf  die  Kugel  an- 
zuwenden. Es  erübrigt  demnach  bloß  noch  das  „Besondere",  was  ver- 
möge der  Definition  der  Kugelfläche,  als  derselben  eigenthümlich,  hin- 
zutritt, ergänzend  anzureihen. 

§.  169. 

Deuten  wir  uns  eine  Kugel  durch  eine  beliebige  Ebene  e  ge- 
schnitten. Die  Schnittcurve  heiße  h.  Legen  wir  durch  deu  Mittel- 
punkt der  Kugel  eine  zu  der  Ebene  e  parallele  Ebene  E,  so  wird 
(Satz  1\^)  die  Ebene  E  die  Kugel  in  einem  Kreise  K  schneiden.  Aus 
Satz  4436,  Band  II,  folgt  aber,  dass  die  parallelen  Schnitte  K  und  lo 
ähnlich  sein  müssen,  dass  also  h  gleichfalls  ein  Kreis  sein  müsse.  Mit 
Eücksicht  auf  die  ganz  beliebige  Lage  der  Ebene  e  folgt  der  Satz : 

120,  j^Eine  Kugelfläche  wird  von  jeder  beliebigen  Ebene  in  einem 
Kreise  geschnitten,'''' 

§.  170. 

Denken  wir  uns  weiters  den  Mittelpunkt  o  des  Kreises  h  mit  dem 
Mittelpunkte  M  der  Kugel  geradlinig  verbunden,  so  erhalten  wir  den 
den  beiden  Ebenen  E  und  e  conjugierten  Durchmesser. 

Sind  a^j  a^,  a^,.,.an  beliebige  Punkte  des  Kreises  Ic,  so  ist 
oa^  =^  oa^— oa.^=^ . .  .^-oan^=r  gleich  dem  Radius  r  des  Kreises  h. 
Ferner  ist  aber  auch  Ma^  =  Ma„  =  Ma^  = . . .  =  Man  =  B  gleich 
dem  Eadius  B  der  Kugel.  Es  sind  mithin  die  sämmtlichen  Dreiecke 
oMa^^  oMa^, ,  ,oMan  unter  einander  congruent  und  infolge  dessen 
alle  ihre  Winkel  bei  o  gleich. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  ist  zu  entnehmen,  dass  der  durch 
0  gehende  Kugeldurchmesser  Mo  mit  allen  in  der  Ebene  e  des  Kreises 
Ic  durch  dessen  Fußpunkt  o  gezogenen  Geraden  oa^,  oa^.,.oan 
gleiche  Winkel  bildet,  was  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  der- 
selbe auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht.  Wir  erhalten  demgemäß 
den  Satz: 

121.  j^Der  einer  Durchmesser  ebene  einer  Kugel  conjugierte- 
Durchmesser  steht  auf  der  besagten  Ebene  senior  echt,'''' 

Oder: 

122.  „Die  Mittelpunlde  aller  unter  einander  parallelen  Kreis- 
schnitte einer  Kugel  liegen  auf  jenem  Durchmesser  der  Kugel,  ^velcher 
^u  den  schneidenden  Ebenen  normal  ist."' 

Poschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  111.  J3 
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Da  der  Mittelpunkt  o  eines  auf  der  Kugelfläche  liegenden  Kreises 
h,  dem  vorstehenden  Satze  122)  gemäß,  der  Fußpunkt  des  vom  Kugel- 
mittelpunkte M  auf  die  Kreisebene  gefällten  Perpendikels  ist  und 
dieses  letztere,  der  Länge  nach,  den  Abstand  der  Kreisebene  von  dem 
Kugelmittelpunkte  darstellt,  so  ergibt  sich  unmittelbar  der  Satz: 

123,  „i)er  Radius  eines  Kreises  auf  einer  Kugel  ist  die  Kathete 
eines  reclitwinläigen  Dreieckes^  dessen  Hypotenuse  der  Kugelradius 
ist  und  dessen  ziveite  Kathete  dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene 
vom  Kugelmittelpunlote  gleieh  Mmmt,'^ 

§.  171. 

Nachdem  einerseits  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eckes stets  größer  als  eine  Kathete  desselben  ist,  andererseits  aber 
jeder  Kreis  der  Kugel,  dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
geht,  zum  Radius  jenen  der  Kugel  selbst  hat,  so  folgt,  dass  alle 
Kreise,  deren  Ebenen  nicht  durch  das  Centrum  der  Kugel  gehen, 
kleiner  sein  müssen,  als  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  mit  dem  Kugel- 
mittelpunkte co'incidieren.  Es  werden  daher  die  in  den  Diametral- 
ebenen einer  Kugel  liegenden  Kreise  die  „größten  Kugelkreise" 
oder  —  falls  nicht  etwa  Missverständnisse  dadurch  herbeigeführt 
werden  —  kurz  „Kugel  kr  eise"  genannt. 

Gleichzeitig  sei  auch  bemerkt,  dass  man  (obwohl  ungerecht- 
fertigt) die  Endpunkte  des  zu  einer  Diametral  ebene  senkrechten,  ihr 
also  conjugierten  Durchmessers,  häufig  die  „Pole"  des  in  dieser  Ebene 
liegenden  Kugelkreises  zu  nennen  pflegt. 

Zufolge  der  (im  II.  Bande)  entwickelten  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Flächen  zweiten  Grades  wissen  wir,  dass  die  Berührungsebene 
einer  Fläche  zweiten  Grades  in  einem  ihrer  Punkte  dem  durch  den 
Berührungspunkt  gehenden  Durchmesser  conjugiert  ist.  Nachdem  aber 
sämmtliche  Ebenen,  welche  einem  Kugeldurchmesser  conjugiert  sind, 
auf  dem  letzteren  senkrecht  stehen,  so  folgt  der  Satz: 

124,  „D^e  Berührungsebene  einer  Kugel  steht  stets  senkrecht  su 
jenem  Kugeldurchmesser ^  welcher  durch  den  Beruh rungspunJd  der- 
selben geht.''' 

Oder: 

125,  ^^Jede  Ebene  ^  deren  Abstand  vom  KugelmittelpunJcte  dem 
Kugelradius  gleich  ist^  berührt  die  Kugeh"' 

Dieser  Satz  kann  auch  in  der  nachstehenden  Form  ausgesprochen 
werden : 
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126.  ^^Alle  Ebenen,  welche  von  einem  festen  Funkte  den  näm- 
lichen Abstand  besitzen,  umhüllen  eine  Kugelfläche,  deren  Radius 
diesem  constanten  Abstände  gleich  ist.^ 

§.  172. 

Da  der  einer  beliebigen  Durchmesserebene  einer  Kugel  conjugierte 
Durchmesser  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht,  da  ferner  der  Kegel- 
schnitt in  der  Diametralebene  ein  Kreis  ist  und  nachdem  weiters  für 
einen  Kreis  sämmtliche  Paare  conjugierter  Durchmesser  rechte  Winkel 
bilden,  so  ist  einleuchtend,  dass'  jeder  Kugeldurchmesser  eine  Achse 
der  Kugel  darstelle,  die  Kugel  mithin  unendlich  viele  Systeme 
von  drei  Hauptachsen  besitzt.     Dies  gibt  den  Satz: 

127.  ,^Drei  beliebige,  wechselseitig  auf  einander  senkrecht  stehende 
Durchmesser  einer  Kugel  können  stets  als  Hauptachsen  derselben  be- 
trachtet werden;  eine  Kugel  besitzt  somit  unendlich  viele  Systeme  voyi 
Hauptachsen  ^' 

Ein  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades 
bekannter  Satz  auf  die  Kugelfl'äche  übertragen,  lautet  folgendermaßen: 

128.  „Die  Halbierungspunkte  paralleler  Sehnen  einer  Kugel 
liegen  auf  derjenigen  (Diametral-)  Ebene  ^  welche  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel,  senkrecht  zu  der  Sehnenschar  geführt  tvird.^^ 

Die  Kugel  wird  mithin  von  jeder  ihrer  Durchmesserebenen  in 
zwei   orthogonal-symmetrische  Theile  getheilt. 

§,  173. 

Betrachten  wir  weiters  den  von  einem  Punkte  außerhalb 
der  Kugel  derselben  umschriebenen  Kegel. 

Die  Berührungscurve  dieses  Kegels  ist  jener  Kreis,  in  welchem 
die  Polarebene  des  Kegelscheitels  die  Kugel  schneidet.  Nachdem  aber 
die  Polarebene  dem  durch  den  Scheitel  gehenden  Kugeldurchmesser 
conjugiert  ist,  so  folgt,  dass  diese  auf  dem  letzteren  senkrecht  steht, 
oder  mit  anderen  Worten:  die  Berührungscurve  einer  Kugel 
mit  dem  ihr  aus  einem  Punkte  des  Eaumes  umschrie- 
benen Kegel  ist  ein  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden des  Kegelscheitels  mit  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel  senkrecht  steht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  dieser  Ge- 
raden liegt. 

Hieraus  folgt,  dass  der  einer  Kugel  umschriebene  Kegel  stets 
ein  gerader  Kreis-  oder  Kotationskegel  ist,  dessen  Achse  die  Verbin- 
dungsgerade des  Kegelscheitels   mit   dem  Mittelpunkte  der  Kugel  ist. 

13* 


196 

Dies  ergibt  sich  übrigens  ohne  weiters  auch  direct,  wenn  man 
eine  Kugel  durch  die  Umdrehung  eines  Kreises  um  einen  seiner 
Durchmesser,  und  den  umschriebenen  Kegel  gleichzeitig  durch  Um- 
drehung eines  beliebigen  von  einem  Punkte  dieses  Durchmessers  aus- 
gehenden Tangentenpaares  jenes  Kreises  entstanden  denkt.  Mithin 
der  Satz: 

129.  ^Der  einer  Kugelfläche  von  einem  heliehigen  Funkte  außer- 
halb umschriebene  Kegel  ist  stets  ein  gerader  Kreiskegel,  dessen  Achse 
die  Verbindung sgerade  des  Kegelscheitels  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Kugel  ist.  Besagter  Kegel  berührt  selbstverständlich  die  Kugel  in 
einem  Kreise^  dessen  Ebene  ^u  dieser  Achse  senkrecht  steht, ^^ 

§.  174. 
Berücksichtigen  wir  die  Eigenschaft  des  geraden  Kreiskegels, 
dass  jeder  Punkt  irgend  eines  seiner  Kreisschnitte  vom  Scheitel  des- 
selben die  nämliche  Entfernung  besitzt,  so  folgt,  weil  die  Berührungs- 
curve  eines  der  Kugel  umschriebenen  Kegels  ein  solcher  Kreisschnitt 
ist,  sofort  der  Satz: 

130.  y^Die  Längen  der  Tangenten,  die  von  einem  Funkte  an  eine 
Kugel  gezogen  werden  können,  sind,  von  diesem  Punkte  bis  zu  den 
betreffenden  Berührungspunkten  gerechnet,  unter  einander  gleich.'^ 

§.  175. 

Die  Berübrungscurve  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
derselben  umschriebenen  Cjlinder  ist  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit 
derjenigen  Durchmesserebene,  welche  dem  zu  den  Cylindererzeugenden 
parallelen  Durchmesser  conjugiert  ist. 

Die  Berübrungscurve  eines  Cylinders,  welcher  einer  Kugel  um- 
schrieben ist,  wird  demgemäß  (nach  Satz  121)  ein  größter  Kreis  sein, 
dessen  Ebene  zu  den  Cylindererzeugenden  senkrecht  steht. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  dieser  Cylinder  selbst  ein 
gerader  Kreis-  öder  Eotationscylinder  sei,  dessen  Achse  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  geht.     Daher  besteht  der  Satz: 

131.  ^  Jeder  einer  Kugel  umschriebene  Cylinder  ist  ein  gerader 
Kreiscylinder,  welcher  die  Kugel  in  dem  zu  seinen  Erzeugenden  senk- 
recht stehenden  größten  Kugelkreise  berührt  und  dessen  Achse  durch 
den  Kugelmittelpunkt  geht."" 

§.  176. 
Durch  eine  Gerade    außerhalb    einer  Kugel   sind   die    möglichen 
Tangentialebenen    an    die    letztere   zu   führen.     Die  Kugel  sei  S;   die 
gegebene  Gerade  g. 
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Wenn  der  Kugel  jener  Kotationscylinder  umschrieben  wird, 
dessen  Erzeugenden  zu  der  gegebenen  Geraden  g  parallel  sind,  so 
werden  offenbar  die  durch  g  gehenden  Berührebenen  T«  und  Th  des 
Cjlinders  gleichzeitig  auch  die  gesuchten  Ebenen  für  die  Kugel  sein. 

Die  Berührungspunkte  derselben  auf  der  Kugel  seien  A  und  J5. 
Nachdem  diese  Punkte  der  Berührungscurve  obigen  Cylinders  an- 
gehören, diese  Curve  aber  den  zu  den  Cylindererzeugenden,  also  auch 
zur  Geraden  g  senkrechten  größten  Kugelkreis  vorstellt,  so  ist  einleuch- 
tend, dass  die  Gerade  ^j,  welche  die  Berührungspunkte  A  und  B  ver- 
bindet, in  jener  Ebene  (des  genannten  größten  Kreises)  liege,  welche 
durch  den  Kugelmittelpunkt  ilf  senkrecht  zu  der  Geraden  g  geführt  wird. 

Das  Ergebnis  dieser  Betrachtung  ist  also,  dass  die  beiden  Gera- 
den g  und  ^, ,  wovon  die  eine  bekanntlich  die  Polare  der  anderen  ist, 
zwei  sich  nicht  schneidende,  auf  einander  senkrecht  ste- 
hende Geraden  seien. 

Setzen  wir  weiter  voraus,  die  Ebene  e  der  Berührungscurve  treffe 
die  Gerade  g  in  dem  Punkte  p. 

Dies  angenommen,  ist  Mp  die  Senkrechte  vom  Kugelmittelpunkte 
auf  die  Gerade  g.  Besagte  Gerade  Mp  liegt  aber  in  der  Ebene  e, 
schneidet  mithin  auch  die  Gerade  g^  in  einem  Punkte  p^.  Da  ferner 
(nach  Satz  130)  die  beiden  Kugeltangenten  p  ^4  und^JS  gleiche  Längen 
haben,  weiters  3IA=MJB  gleich  dem  Kugelradius  ist,  sind  die 
beiden  Dreiecke  MpA  und  MpB  congruent;  es  muss  daher  die 
Gerade^,  =AB  ebenfalls  Siuf  Mp  senkrecht  stehen,  wobei  g^  gleich- 
zeitig von  der  letzteren  in  dem  Punkte  p^  halbiert  wird.  Demnach 
folgt  der  Satz: 

132.  j^Sind  0wei  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Kugel  conjugiert, 
d,  h,  ist  die  eine  die  Polare  der  anderen,  so  schließen  sie  miteinan- 
der einen  rechten  Winkel  ein;  die  Gerade  ihres  kürzesten  Aistandes 
geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  halbiert  jene  Sehne j  ivelche 
die  Kugel  auf  der  einen  von  ihnen  bestimmt, ^'^ 

§.  177. 

Auf  Grund  des  Vorausgeschickten  ist  bekannt,  dass  von  den  vier 
Eckpunkten  eines  Polartetraeders  einer  Fläche  zweiten  Grades,  stets 
einer  derselben  innerhalb  der  Fläche  liegt,  während  die  drei  übrigen 
außerhalb  der  Fläche  sich  vorfinden. 

Sehen  wir  nun  nach,  welche  besondere  Eigenschaften  ein 
Polartetraeder   einer  Kugel  besitzt. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  einen  im  Innern  der  Kugel  S 
liegenden  Punkt  Pj    als  die  eine  Ecke   des  Tetraeders   an.     Die   drei 
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übrigen  Ecken   P«,    P3   und  P^    des  Polartetraeders    liegen    sodann 
außerhalb  der  Kugel,  und  zwar  auf  der  Polarebene  p^  des  Punktes  P^. 

Jedem  Polartetraeder  einer  Kugel  kömmt  eine  leicht  festzu- 
stellende besondere  Eigenschaft  zu. 

Da  nämlich  jedes  Polartetraeder  einer  Fläche  zweiten  Grades 
einerseits  so  beschaffen  ist,  dass  je  eine  Ecke  immer  den  Pol  der 
durch  die  drei  übrigen  gebildeten,  gegenüberliegenden  Seitenfläche  dar- 
stellt, und  andererseits  die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  Kugel  stets  auf  der  Verbindungsgeraden  dieses  Punktes  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  die  vier  Höhen 
des  Tetraeders  P1P0P3P4,  d.  i.  die  Senkrechten  h^,  \^  k^  und  h^, 
welche  von  den  Punkten  P^,  P,^,  P3  und  P^,  beziehungsweise  auf  die 
gegenüberliegenden  Seitenflächen  P0P3P4,  P^P^P^  ,  P^P^P„  und 
P^P^P^  geführt  werden,  sämmtlich  durch  den  Mittelpunkt  M  der 
Kugel  S  gehen. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  ein  beliebiges  Polartetraeder  einer 
Kugel  kein  allgemeines  sei,  sondern  von  der  Beschaffenheit  ist,  dass 
dessen  vier  Höhen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden. 

Da  ferner  die  gegenüberliegenden  Kanten  des  Tetraeders  con- 
jugierte  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kugel  sind,  so  gehen  (nach  dem  vor- 
stehenden Satze  132)  die  drei  Linien  des  kürzesten  Abstandes 
der  drei  Paare  von  Gegenkanten  ebenfalls  durch  den  Mittel- 
punkt M  der  Kugel,  und  werden  diese  Kanten  sowohl,  als  auch  die 
Sehnen,  welche  die  Kugel  auf  denselben  bestimmt,  halbieren.  Es  be- 
steht daher  der  Satz: 

188.  y^Kein  Polartetraeder  einer  Kugel  ist  ein  allgemeines 
Tetraeder y  sondern  ein  solches,  dessen  vier  Höhen  durch  einen  und 
denselben  PunM,  d.  i,  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehen.  Ferner  gehen 
durch  den  KugelmittelpunJct  auch  die  Linien  der  kürzesten  Abstände 
der  drei  Paare  gegenüberliegender  Tetraederkanten,'''' 

§.  178. 

Nach  Satz  441,  Band  II)  schneidet  jede  Ebene  e,  welche  durch  eine 
Kante,  beispielsweise  durch  P^  P2,  des  Polartetraeders  gelegt  wird, 
dieses  Tetraeder  in  einem  Dreiecke  P^  Pai^a,  und  die  Fläche  nach  einem 
Kegelschnitt  X,  für  welchen  dieses  Dreieck  ein  Polardreieck  darstellt. 

Im  Falle  die  vorgenannte  Fläche  eine  Kugel  ist,  wird  der 
besagte  Kegelschnitt  speciell  ein  Kreis  K^  und  das  Dreieck  P^  P^  p^ 
daher  ein  Polardreieck  dieses  Kreises  sein.  Nachdem  aber  einerseits  der 
Höhenschnittpunkt  eines  Poldreieckes  in  Bezug  auf  einen 
Kreis,  der  Mittelpunkt  des  letzteren   ist,    und    da  sich   andererseits 
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(lieser  Mittelpunkt  als  der  Fußpunkt  der  Senkrechten  aus  dem  Kugel- 
mittelpunkte auf  die  Ebene  e  desselben  ergibt,  so  folgt  der  Satz: 

134:,  j^Legt  man  durch  eine  Kante  eines  heliebigen  Polar- 
tetraeders  einer  Kugel  eine  Ebene  ^  so  schneidet  diese  das  Tetraeder 
in  einem  Dreieche  und  die  Kugel  in  einem  Kreise;  das  Dreieck  ist 
ein  Folardreieck  dieses  Kreises.  Der  HöhenschnittpunM  des  Volar- 
dreiecJces  fällt  einerseits  mit  dem  MittelpunUe  des  Kreises,  anderer- 
seits mit  dem  Fußpunkte  des  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die 
Breiecksebene  gefällten  Perpendikels  ^usammen.'^ 

§•  n9. 

Beziehen  wir  die  vorstehende  Betrachtung  auf  ein  Tetraeder, 
dessen  vier  Höhen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
so  gelangen  wir  zu  nachstehendem  Satze: 

135.  Ist  ein  Tetraeder  so  beschaffen,  dass  sich  seine  vier  Höhen 
in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  und  legt  man  durch  eine 
Kante  dteses  Tetraeders  eine  beliebige  Ebene,  welche  dasselbe  in  einem 
Dreiecke  schneidet^  so  ist  der  Höhenschnittpunkt  dieses  Dreieckes  der 
Fußpunkt  jenes  Perpendikels,  welches  vom  Höhenschnittpunkte  des 
Tetraeders  auf  die  schneidende  Ebene  gefällt  wird,'' 

§.  180. 

Lässt  man  die  schneidende  Ebene  insbesondere  mit  einer  Seiten- 
ebene des  Tetraeders  zusammenfallen,  so  fällt  das  Schnittdreieck  mit 
dem  in  dieser  Ebene  liegenden  Seitendreieck  des  Tetraeders  zusammen, 
während  das  vom  Höhenschnittpunkte  des  Tetraeders  auf  diese  Ebene 
gefällte  Perpendikel  durch  die  gegenüberliegende  Tetraederecke  geht. 
Der  vorstehende  Satz  liefert  dann,  als  Specialfall,  den  bekannten  Satz: 

136,  j,Schneiden  sich  die  Höhen  eines  Tetraeders  in  einem  und 
demselben  Punkte,  so  treffen  sie  auch  die  gegenüberliegenden  Seiten- 
dreiecke in  deren  Höhenschnittpunkten,'''' 

§.  181. 

Zu  äußerst  interessanten  und  merkwürdigen  Resultaten  führt 
die  Betrachtung  jener  Polartetraeder  einer  Kugel,  deren 
eine  Seitenebene  die  unendlich  ferne  Ebene  ist. 

Diesbezüglich  wissen  wir  bereits,  dass  der  dieser  Seitenebene 
gegenüberliegende  Eckpunkt  des  Polartetraeders,  der  Mittelpunkt  der 
Kugel   und    die  drei  durch   denselben   gehenden  Tetraederkanten  con- 
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jugierte,    also  (im  Falle  der  Kugel)   zu  einander  wechselseitig  recht- 
winklige Durchmesser  der  Kugel  sein  müssen. 

Sei  >S  eine  beliebige  Kugel,  seien  ferner  D^,  1),^  und  I).^ 
drei  beliebige  conjugierte,  also  wechselseitig  auf  einander  senkrecht 
stehende  Durchmesser  dieser  Kugel,  und  CJ, ,  f7„,  JJ^  die  unendlich 
fernen  Punkte  derselben. 

Die  Kugel  S  schneidet  nun  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
imaginären  Kreise,  für  welchen  wir  ein-  für  allemal  das 
Symbol  K^  einführen  wollen.  Das  durch  die  drei  Punkte  C7j,  V„ 
Ü3  gebildete  Dreieck  ist  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  K"^. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  1J\,  ll\  und  6''.j  irgend  dreier 
anderer  zu  einander  rechtwinkliger  Durchmesser  D\,  D\^  und  D'3  der 
Kugel  S  bilden  ebenfalls  ein  Polardreieck   des  Kreises  lu* 

Das  Gleiche  gilt  überhaupt  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
eines  jeden  Systems   rechtwinkliger  Durchmesser  der  Kugel  S. 

Fassen  wir  je  drei  solche  Punkte  als  Gruppe  in  einem 
unendlichen  Systeme  auf,  oder  mit  anderen  Worten,  fassen  wir 
sämmtliche  Poldreiecke  des  Kreises  K}^  zusammen  als 
das  „Polarsystem"  dieses  Kreises  auf,  so  können  wir,  wenn 
wir   ein  Pölardreieck   als  Element  dieses  Systems  bezeichnen,   sagen: 

Die  Tripel  rechtwinkliger  Durchmesser  der  Kugel  S 
bestimmen  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  Elemente  des 
Polarsystems  von  K}\ 

§•  182. 

Stellen  wir  uns  nun  zwei  beliebige  Kugeln  yS'^  und  S^  ™  Kaume 
vor,  deren  Mittelpunkte  M^  und  M^  seien. 

Denken  wir  uns  in  einer  der  beiden  Kugeln,  etwa  in  S^  drei 
beliebige  zu  einander  senkrecht  stehende  Durchmesser  D\ ,  />\^,  D^^ 
gezogen,  und  zu  denselben  durch  den  Mittelpunkt  M^  der  zweiten 
Kugel  So  die  Parallelen  D'\,  D\,  D\  geführt,  so  stellen  diese  letz- 
teren, da  sie  ebenfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,  ein  Tripel 
konjugierter  Durchmesser  der  zweiten  Kugel  82  ^^^"• 

Diese  beiden  Tripel  haben  aber,  infolge  der  Parallelität,  die 
nämlichen  unendlich  fernen  Punkte  U^,  U^,  Ü3,  d.  h.  die  beiden  den 
Kugeln  S^  und  S^  entsprechenden  Kreise  K}'^  und  Ki'^  haben  das 
Polardreieck  ü^  U,j,  C/3  gemein.  Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von 
jedem  anderen  Poldreiecke  U^U^L\,  da  zu  jedem  Tripel  recht- 
winkliger Durchmesser  der  einen  Kugel  S^  ein  paralleles  Tripel  recht- 
winklio-er  Durchmesser  für  die  zweite  Ku^fel  existiert. 


201 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  beiden  Kreise  Kt  alle  Pol- 
dreiecke gemein  haben,  oder  dass  sie  dasselbe  Polarsystem 
besitzen. 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ist  aber  bekannt,  dass  zu 
einem  Poiarsysteme  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  gehört. 
Haben  also  zwei  Kegelschnitte,  wie  im  vorliegenden  Falle  die  beiden 
Kreise  Kt,  das  nämliche  Polarsystem,  so  müssen  sie  nothwendig  zu- 
sammenfallen. Als  natürliche  Folgerung  ergibt  sich  somit,  dass  die 
beiden  Kugeln  B^  und  S^  denselben  Kreis  Kt  besitzen. 

Denken  wir  uns  nun  aber  die  Kugel  8^  fest  und  K't  als  den  ihr 
entsprechenden  imaginären  Kreis,  so  muss  jede  zweite  Kugel  S^,  also 
überhaupt  alle  Kugeln  des  Raumes,  durch  denselben  Kreis  K^l  gehen. 

Es  gilt  mithin  der  Satz: 

1S7,  ^^Sämmtliche  Kugeln  des  Baumes  gehen  durch  einen  und 
denselben  imaginären  Kreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  Leideren 
pflegt  man  den  imaginären  Kugelig) reis  0u  nennen.^'' 

§.  183. 

Der  vorstehende  Satz  ist  ein  Fundamentalsatz  der  gesammten 
Geometrie,  wie  ihn  nicht  leicht  eine  andere  Wissenschaft  aufzuweisen 
vermag. 

Besagter  Satz  umfasst  alle  Eigenschaften  der  ßaumgebilde,  welche 
sich  auf  rechte  Winkel  beziehen ,  oder  hieraus  abgeleitet  werden 
können;  derselbe  trennt  ferner  sämmtliche  Eigenschaften  der  Eaum- 
gebilde  in  zwei  große  Abtheilungen,  u.  zw.: 

a)  in  Eigenschaften,  bei  welchen  Größen,  mögen  es  Winkel  oder 
Strecken  sein,  als  solche  vorkommen,  und 

b)  in  Eigenschaften,  welche  sich  bloß  auf  Lagen  der  Eaumgebilde 
an  und  für  sich  und  gegen  einander  beziehen. 

Man  kann  diese  Eigenthümlichkeit,  die  wir  jedoch  an  dieser 
Stelle  mit  den  bisherigen  Hilfsmitteln  noch  nicht  zu  beweisen  ver- 
mögen, in  folgender  Satzform  aussprechen  : 

138,  „Hat  irgend  ein  geometrischer  Satz  oder  hat  irgend  welche 
geometrische  Eigenschaft  eine  directe  oder  eine  indirecte  Beziehung 
zum  imaginären  Kugelkreise,  so  ist  dieser  Satz,  resp.  diese  Eigen- 
schaft metrisch'^  findet  dagegen  eine  derartige  Beziehung  nicht 
statt,  so  ist  derselbe  resp.  dieselbe  proj ectivisch,'' 

§.  184. 
Denken  wir   uns  irgend  eine  Gerade  g  im  Räume    und  eiue  be- 
liebige zu  dieser  Geraden  senkrechte  Ebene  E. 
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Den  Durchstoß punkt  Jf  der  Geraden  g  mit  der  Ebene  E  nehmen 
wir  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  von  ganz  willkürlichem  Radius  an, 
so  ist  g  (nach  Satz  121)  der  der  Diametralebene  conjugierte  Durch- 
messer. 

Bezeichnet  man  den  unendlich  fernen  Punkt  von  g  mit  U  und 
die  unendlich  ferne  Gerade  von  E  mit  u,  so  ist  oifenbar  JJ  der  Pol 
der  Geraden  u  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  dies  von  jeder  beliebigen  Geraden  im 
Räume  und  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene  gilt.  Somit  gilt  der  Satz  : 

139,  Steht  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senlcreeht,  so  ist  der 
tmendlich  ferne  PtmM  der  Geraden  der  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Ebene  in  Be^ug  auf  den  imaginären  Kugelkreis." 

§.  185. 

Stellen  wir  uns  weiters  zwei  beliebige,  sich  schneidende  oder 
nicht  schneidende  Geraden  g^  und  g^  vor,  welche  aufeinander  senk- 
recht stehen,  und  seien  U^  und  ü^  die  unendlich  fernen  Punkte  diese  i- 
beiden  Geraden. 

Durch  die  Gerade  g^  kann  man,  unter  Voraussetzung  dieser  Recht- 
winkligkeit, immer  eine  zur  Geraden  g^  senkrechte  Ebene  E2 ,  und 
durch  die  Gerade  ^^  immer  eine  zur  Geraden  g^  senkrechte  Ebene  E^ 
führen. 

Die  unendlich  fernen  Geraden  u^  und  u^  dieser  Ebenen  E^  und 
E^  enthalten  beziehungsweise  die  Punkte  L\  und  U^,  Nachdem  aber 
fJ, ,  dem  vorhergehenden  Satze  gemäß ,  der  Pol  von  u^  und  C/g  der 
Pol  von  Uo  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  ist,  so  sind  die 
beiden  Punkte  ü^  und  C/^,  da  der  eine  auf  der  Polare  des  anderen, 
und  umgekehrt,  liegt,  conjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kugel - 
kreis.    Mithin  besteht  der  Satz: 

140,  ,^Die  unendlich  fernen  Punkte  zweier  beliebigen  sich  schnei- 
denden oder  kreuzenden^  aber  aufeinander  senkrecht  stehenden  Geraden 
sind  conjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis.^ 

§.  186. 

Seien  ferner  E^  und  E^  zwei  beliebige  aufeinander  senkrecht 
stehende  Ebenen,  u^  und  u^  ihre  unendlich  fernen  Geraden. 

In  jeder  der  Ebenen  E^^  und  E^^  lässt  sich  eine  Gerade  g^,  be- 
ziehungsweise ^1  ziehen,  welche  auf  der  anderen  senkrecht  steht.  Die 
unendlich  fernen  Punkte  ü^^  und  U^  dieser  Geraden  liegen  in  den  dies- 
bezüglichen unendlich  fernen  Linien  %  und  u^^. 

Da  nun  %  die  Polare  von  ü^  in  Bezug  auf  den  imaginären 
Kugelkreis    ist,    so    sind   die   Geraden    %  und    u^y    indem    jede    von 
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ihnen  durch  den  Pol  der  anderen  geht,  conjugierte  Geraden  oder  cön- 
jugierte  Polaren  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Kugelkreis.  Mithin 
der  Satz: 

141.  „D/e  unendlich  ferneit  Geraden  zweier  beliebigen  auf  ein- 
ander senJcrecM  stehenden  Ebenen  sind  stets  conjugierte  Polaren  in 
jBemg  auf  den  imaginären  Kugelkreis, ^^ 

§.  187. 

Häufig  pflegt  mau  auch  kurz  zwei  aufeinander  senkrecht  ste- 
hende Geraden  oder  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Ebenen,  in 
Bezug  auf  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis,  conjugiert  zu 
nennen. 

Hierunter  ist  aber  offenbar  nichts  anderes  zu  verstehen,  als  das, 
was  in  den  beiden  vorhergegangenen  Sätzen  140)  und  141)  ausge- 
sprochen wurde. 

Diese  beiden  Sätze  gestatten  zahlreiche  Anwendungen  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Curven  und  Flächen.  Wir  wollen 
an  dieser  Stelle  nur  ein  einziges  Beispiel  geben. 

Sei  Gu  die  unendlich  ferne  Curve  irgend  einer  windschiefen 
Fläche.  Diese  Fläche  sei  vom  r-ten  Kange,  die  Curve  Gu  also  von 
der  r-ten  Classe. 

Irgend  eine  Tangente  t^  dieser  Curve  ist  bekanntlich  die  Trace 
der  asymptotischen  Ebene  der  durch  ihren  Berührungspunkt  a'' 
gehenden  Erzeugenden  ga  auf  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Die  Trace  der  durch  diese  Erzeugende  ga  gehenden  Centralebene 
sei  T^.  Dieselbe  muss  ebenfalls  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  au 
von  ^a  gehen;  außerdem  müssen,  da  die  Centralebene  auf  der  asymp- 
totischen Ebene  senkrecht  steht,  die  beiden  unendlich  fernen  Geraden 
in  ^^^  ^u^  conjugierte  Polaren  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugel- 
kreis sein. 

Es  ist  somit  einleuchtend,  dass  die  Gerade  r^  die  Curve  Gu  im 
allgemeinen  im  Punkte  au  nicht  berühren  wird.  Diese  Berührung 
kann  nur  dann  statthaben,  wenn  der  Centralpunkt,  d.  h.  der  Be- 
rührungspunkt der  Centralebene  einer  Erzeugenden  ga  selbst  in  un- 
endliche Entfernung  fällt.  Denn  in  diesem  Falle  geht  die  Curve  Gu 
durch  den  Centralpunkt  und  muss  daher  von  der  betreffenden  Central- 
ebene, mithin  auch  von  ihrer  Trace  t^  berührt  werden. 

Die  Bedingung,  dass  der  Centralpunkt  au  einer  Erzeugenden  in 
unendliche  Entfernung  falle,  besteht  daher  darin,  dass  in  diesem  Punkte 
die  beiden  Geraden  P^  und  r'*  die  Curve  Gu  berühren,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  P'  und  r'*  zusammenfallen. 
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Nun  sind  aber  ^^  und  r'*  stets  conjugierte  Polaren  in  Bezug 
auf  den  imaginären  Kreis,  daher  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  sie  zusammenfallen,  darin  besteht,  dass  die 
eine  von  ihnen  (mithin  natürlich  auch  die  zweite)  diesen  Kreis  berührt 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  im  Unendlichen  liegenden  Central- 
punkte  der  Erzeugenden  einer  windschiefen  Eegel fläche,  die 
Berührungspunkte  der  unendlich  fernen  Curve  On  mit  den  dieser  Curve 
und   dem  imaginären  Kugelkreis   gemeinschaftlichen   Tangenten    sind. 

Nachdem  die  Curve  Cu  von  der  r-ten  Classe  vorausgesetzt  wurde, 
und  ein  Kreis  (gleichgiltig  ob  er  reell  oder  imaginär  ist)  von  der 
zweiten  Classe  ist,  so  folgt,  dass  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  oder  was  dasselbe  ist,  die  Zahl  jener  Centralpunkte  gleich 
'2r  sei. 

Der  geometrische  Ort  der  Centralpunkte  ist  aber  die 
Strictionslinie  der  Kegelfläche. 

Das  gefundene  Resultat  drückt  sonach  nichts  anderes  aus,  als 
dass  die  Strictionslinie  einer  Regelfläche  r-ten  Ranges  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene,  also  auch  mit  jeder  anderen  Ebene,  2r  Punkte 
gemein  habe,  d.  h.  dass  sie  eine  Curve  2r-ter  Ordnung  sei. 

Es  gilt  daher  der  Satz: 

142.  ^^Die  Strictionslinie  einer  Begel fläche  r-ten  Hanges  ist  im 
allyemeinen  eine  Baiimcurve  2r-ter  Ordnung,'^ 

§.  188. 

Wenden  wir  uns  wieder  der  Kugel  und  ihren  Eigenschaften  zu. 

Wir  haben  gefunden,  dass  alle  Kugeln  im  Räume  durch  deu 
nämlichen  imaginären  Kreis  Ki^  in  der  unendlich  fernen  Ebene  gehen. 

Sind  also  zwei  beliebige  Kugeln  im  Räume  gegeben,  so  repräsen- 
tiert dieser  Kreis  Ki^  einen  Bestandtheil  zweiter  Ordnung  ihres  Ge- 
sammtschnittes,  welcher  von  der  vierten  Ordnung  ist.  Der  Rest  des 
Schnittes  kann  daher  wieder  nur  eine  Curve  zweiter  Ordnung  sein. 
Nun  sind  aber  alle  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  auf  einer  Kugel 
liegen,  wie  nachgewiesen  wurde,  Kreise. 

Hieraus  folgt  also,  dass  der  im  Endlichen  gelegene  Schnitt  zweier 
Kugeln,   einerlei  ob  reell  oder  imaginär,   nur  ein  Kreis  sein  kann. 

Bezeichnen  wir  diesen  Schnittkreis  mit  K,  seinen  Mittelpunkt 
mit  ö,  während  die  beiden  Mittelpunkte  der  Kugeln  iLf,  und  M^  heißen 
mögen. 

Da  der  Kreis  K  beiden  Kugeln  angehört,  so  muss  sowohl  die 
Gerade  Jf^m,  als  auch  die  Gerade  M^m  (Satz  121  u.  122)  auf  seiner 
Ebene  senkrecht  stehen,   das  heißt:  iLfj,  iLTgi  *^  liegen  auf  einer  und 
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derselben    zur    Ebene    des    Kreises    senkrechten    Geraden.      Dies   gibt 
den  Satz: 

143,  ^Ber  im  Endlichen  gelegene  {reelle  oder  imaginäre)  Schnitt 
zweier  Kugeln,  ist  stets  ein  Kreis ^  dessen  Ebene  senkrecht  steht  auf 
der  Verhindungsgeraden  der  heiden  KugelmittelpunJde ,  und  dessen 
MittelpunM  auf  dieser  Verhindungsgeraden  liegt.^^ 

§.  189. 

Diesen  Betrachtungen  ist  zu  entnehmen,  dass  der  Schnitt  zweier 
Kugeln  unter  keiner  Bedingung  eine  eigentliche  Baumcurve  vierter 
Ordnung  sein  könne,  sondern  stets  in  zwei  ebene  Curven,  d.  h.  in  zwei 
Kreise  zerfällt,  wovon  der  eine  der  unendlich  ferne  imaginäre  Kreis  ist. 

Die  beiden  Schnittkreise  treffen  sich  in  zwei  imaginären  Punkten, 
in  welchen  sich  (nach  Satz  449,  Band  II)  die  beiden  Kugeln  be- 
rühren. Diese  Bedingung  ist  aber  (nach  Satz  458,  Band  II)  gleichzeitig 
auch  die  Bedingung  dafür,  dass  sich  den  beiden  Flächen  zwei  Kegel 
zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschreiben  lassen. 

Hieraus  fließt  unmittelbar  die  nur  Kugelflächen  zukommende 
Eigenschaft,  dass  sich  zwei  beliebigen  Kugelflächen  im  Räume 
stets  zwei  Kegel  umschreiben  lassen. 

Sind  Ä,  und  Äg  die  beiden  Kugeln,  Jf,  und  ilfg  ihre  Mittel- 
punkte, sind  ferner  P,  und  F2  die  beiden  Kegelscheitel,  so  besteht 
zwischen  den  vier  Punkten  ilf^,  M2,  Pj  und  Pg  eine  höchst  einfache 
Beziehung. 

Da  nämlich  (nach  Satz  129)  jeder  einer  Kugel  umschriebene  Kegel 
ein  gerader  Kreiskegel  ist,  dessen  Achse  durch  den  Kugelmittelpunkt 
geht,  so  werden  die  Achsen  der  den  beiden  Kugeln  /S,  und  S2  um- 
schriebenen Kegel  sowohl  durch  ilf,,  als  auch  durch  iüfg  gehen,  also 
mit  der  Verbindungsgeraden  M^  M^  zusammenfallen  müssen.  Mit 
anderen  Worten,  die  beiden  Kegelscheitel  P,  und  P2  müssen  auf  der 
Verbindungsgeraden  der  Kugelmittelpunkte  M^  und  M^  liegen. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  M^  M^  eine  beliebige  Ebene  e 
gelegt,  so  werden  die  beiden  Kugeln  S,  und  ^2  von  derselben  in  zwei 
größten  Kreisen  Z,  und  Z^,  und  die  beiden  Kegel  in  je  zwei  Erzeu- 
genden geschnitten,  von  welchen  sich  das  eine  Paar  in  dem  Punkte  P, 
schneidet  und  die  äußeren  Tangenten  der  beiden  Kreise  K^  und  Z„ 
darstellt,  während  das  andere  Paar  die  inneren  Tangenten  repräsen- 
tiert und  sich  in  P„  schneiden  wird. 

Aus  der  Planimetrie  ist  aber  bekannt,  dass  die  beiden  Punkte 
Pi  und  P2  —  die  sogenannten  Ähnlichkeitspunkte  der  beiden 
Kreise  K^  und  K,^  —  die   Strecke    üfj  M^   in   dem   Verhältnisse   der 
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beiden  Kreisradien  äußerlich  und  innerlich  theilen,  und  mithin 
zu  M^,  Mq  harmonisch  liegen. 

Wir  erhalten  somit  für  die  beiden  Kugeln  den  Satz: 
144,  j^Zwei  heliehigen  Kugeln  im  Eaume  lassen  sich  stets  ^wei 
Kegel  zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschreiben ;  die  beiden  Kegel - 
Scheitel  liegen  auf  der  Verbindungsgeraden  der  KugelmittelpunJcte , 
theilen  den  Abstand  derselben  äußerlich  und  innerlich  im  Verhält- 
nisse der  beiden  Kugelradien  und  liegen  daher  mit  den  Kugelmittel •■ 
punlden  harmonisch, <j^ 

§.  190. 

Die  beiden  Punkte  Pj  und  Pq,  d.  i.  die  Scheitel  der  den  beiden 
Kugeln  gemeinschaftlich  umschriebenen  Kegel  werden  auch  die  „Ähn- 
lichkeitspunkte" der  beiden  Kugeln  genannt.  Derjenige  Punkt, 
welcher  zwischen  den  beiden  Kugelmittelpunkten  liegt,  heißt  der 
„innere  Ähnlichkeitspunkt"  und  jener,  welcher  außerhalb  der 
Strecke  der  Kugelmittelpunkte  liegt,  der  „äußere  Ähnlichkeits- 
punkt" der  beiden  Kugeln.  Auf  die  Eigenschaften  dieser  beiden 
Punkte  werden  wir  noch  gelegentlich  zurückkommen. 

§.  191. 

Gegenwärtig  wollen  wir  noch  einige  die  Kugel  betreifenden 
Sätze  entwickeln,  welche  eine  häufige  graphische  Verwendung  finden. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Kugel  8  mit  dem  Mittelpunkte  M-^ 
ferner  einen  geraden  Kreiskegel  (Rotationskegel)  Z",  dessen  Acbse  Z 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht.  P  sei  der  Scheitel  des  Kegels. 

Vor  allem  wird  es  sich  darum  handeln,  anzugeben,  was  für 
eine  Curve  der  Schnitt  dieser  beiden  Flächen  sein  werde. 

Sei  g  eine  beliebige  Erzeugende  des  Kegels  2\  dieselbe  treffe 
die  Kugel  8  in  den  beiden  Punkten  a^  und  a^.  Führt  man  durch  a^ 
eine  Ebene  e^  senkrecht  zu  der  Achse  Z  des  Kegels,  so  wird  diese  in 
einem  Punkte  m^  getroffen  und  der  Kegel  2  in  einem  Kreise  K^ 
geschnitten,  welcher  durch  den  Punkt  %  geht  und  den  Punkt  m^ 
zum  Mittelpunkte  hat. 

Da  weiters  die  Ebene  e^  senkreckt  zu  der  Geraden  Z  steht,  und 
letztere,  der  Voraussetzung  gemäß,  durch  den  Mittelpunkt  M  der 
Kugel  8  geht,  so  ist  (nach  Satz  122)  der  Punkt  m^  auch  der  Mittel- 
punkt jenes  Kreises,  in  welchem  die  Kugel  S  von  der  Ebene  e^ 
geschnitten  wird.  Aber  auch  diesfalls  ist  der  Punkt  a  ein  der 
Kugel  8  und  der  Ebene  e^  gemeinschaftlicher  Punkt;  der  genannte 
Schnittkreis  kann  daher  kein  anderer  als  der  früher  gefundene  Kreis  K^ 
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sein.  Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Kugel  S  mit  dem  Kegel  27  den 
Kreis  K^  gemein  hat.  Die  gleiche  Überlegung  zeigt,  dass  auch  der 
Kreis  K^,  in  welchem  die  durch  a^  senkrecht  zu  Z  geführte  Ebene 
die  Kugel  schneidet,  gleichzeitig  auch  dem  Kegel  angehöre^ 

Die  bezeichneten  Kreise  repräsentieren  den  vollständigen  Schnitt 
der  beiden  Flächen.  Denn,  da  die  beiden  Flächen  vom  zweiten  Grade 
sind,  ist  ihr  Schnitt  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  zwei 
vorgenannten  Kreise  vollständig  dargestellt  erscheint.  Berücksichtigen 
wir  endlich  noch,  dass  die  beiden  Kreisebenen  e^  und  e^,  zur  Achse 
Z  senkrecht  stehen,  also  untereinander  parallel  sind,  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Satze: 

145.  Geht  die  Achse  eines  geraden  Kreishegels  oder  Kreiscylinders 
durch  den  MittelpunM  einer  Kugel,  so  schneiden  sich  beide  Flächen 
in  zwei  Kreisen^  die  in  zwei  zur  genannten  Achse  senkrechten^  also 
imter einander  parallelen  Ebenen  liegen.'^ 

Dass  der  vorstehende  Satz  auch  für  einen  geraden  Kreis- 
cylinder  gilt,  folgt  unmittelbar  aus  der  vorhergehenden  Betrachtung, 
in  welcher  bezüglich  der  Lage  des  Kegelscheitels  keine  bestimmte 
Voraussetzung  gemacht  wurde.  Mit  Eücksickt  auf  den  Cylinder  sind 
selbstverständlich  beide  Kreise  gleich  groß,  da  sie  parallele  Schnitte 
desselben  sind. 

§.  192. 

Ziehen  wir  in  einer  Kugel  S,  deren  Mittelpunkt  M  sei,  einen 
beliebigen  Durchmesser  D,  dessen  Endpunkte  A  und  JB  sein  mögen, 
und  verbinden  wir  die  letztgenannten  Punkte  mit  einem  ganz  beliebigen 
dritten  Punkte  C  auf  der  Kugel,  so  wird  der  Winkel  bei  G  stets  ein 
rechter  Winkel  sein. 

Denn  legen  wir  durch  die  drei  Punkte  A^  B  und  G  eine  Ebene  e, 
so  schneidet  diese  die  Kugel  in  einem  größten  Kreise  K,  welcher 
durch  die  Punkte  J., 5, (7  geht,  und  gleichzeitig  die  Gerade  AB  zum 
Durchmesser  hat.  Der  Winkel  AGB,  den  die  Endpunkte  dieses 
Durchmessers  mit  einem  beliebigen  Punkte  G  des  Kreises  K  verbinden, 
ist  aber  bekanntlich  ein  rechter  Winkel.     Folglich   besteht  der  Satz: 

146.  „  Verbindet  man  einen  heliehigen  Punkt  einer  Kugel  mit  den 
Endpunläen  irgend  eines  Kugeldurchmessers.,  so  stehen  diese  Ver- 
hindungsgeraden  stets  senkrecht  auf  einander,"' 

§.  193. 

Sind  umgekehrt  zwei  Punkte  A  und  B  im  Eaume  gegeben,  und 
soll  der  Ort  jener  Punkte    im  Räume    gefunden    werden,    welche  mit 
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Ä  und  JB  verbunden  einen  rechten  Winkel  ergeben,  so  ist  leicht  ein- 
zusehen^ dass,  mit  Zugrundelegung  des  vorstehenden  Satzes,  dieser  Ort 
eine  Kugel  sein  müsse,  welche  die  Strecke  der  beiden  gegebenen 
Punkte  zum  Durchmesser  hat.     Mithin  folgt  der  Satz: 

147.  „Der  geometrische  Ort  aller  PunJäe  im  Baume,  welche  mit 
0wei  gegebenen  festen  PiinJcten  verbunden,  rechte  Winkel  ergehen,  oder 
mit  anderen  Worten:  der  Ort  der  Scheitel  aller  rechten  Winkel  im 
Baume,  deren  Schenkel  durch  ^wei  feste  Punkte  gehen,  ist  jene  Kugel, 
welche  die  Strecke  der  beiden  gegebenen  Punhte  ^um  Durchmesser  hat." 

§.  194. 

Denken  wir  uns  eine  Kugel  S,  und  im  Innern  dieser  Kugel 
einen  Punkt  a.  Durch  den  Punkt  a  führen  wir  eine  beliebige  Gerade, 
welche  die  Kugel  S  in  den  beiden  Punkten  b  und  c  schneiden  möge. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Abschnitten  ab  und  ac 
stattfindet,  ist  festzustellen. 

Ziehen  wir  zu  diesem  Zwecke  noch  eine  zweite  beliebige  Gerade 
Z>'c'  durch  a,  welche  die  Kugel  in  den  Punkten  b'  und  c'  schneiden 
möge.  Legt  man  durch  die  beiden  Geraden  abc  und  ab^c/  eine 
Ebene  e,  so  schneidet  diese  die  Kugel  S  in  einem  Kreise  K,  welcher 
durch  die  vier  Punkte  &,  c,  b'  und  &  geht.  Wie  aus  der  Planimetrie 
bekannt,  gilt  diesfalls  nachstehende  Beziehung: 

ah,ac  =  ab\ac\ 

Nimmt  man  die  Gerade  abc  als  fest  an,  und  lässt  man  die  Ge- 
rade a&'c'  alle  möglichen  Lagen  im  Eaume  durchlaufen,  so  wird 
diese  in  jeder  solchen  Lage  die  Kugel  in  zwei  Punkten  &'  und  c'  derart 
treffen,  dass  stets  das  Product  ab' ,a&  dem  ursprünglichen  Producte 
ab.ac  gleich  sein  wird,  woraus  folgt,  dass  das  Product  ab.ac  über- 
haupt für  alle  Lagen  des  durch  a  gehenden  Strahles  constant,  und 
nur  von  der  Lage  des  Punktes  a  abhängig  ist. 

Denken  wir  uns  nun  insbesondere  den  Punkt  a  mit  dem  Kugel- 
mittelpunkte M  verbunden,  und  durch  a  auf  die  Gerade  Ma  eine 
senkrechte  Ebene  b  gelegt,  so  schneidet  diese  die  Kugel  in  einem 
Kreise  K^^,  welcher  den  Punkt  a  zum  Mittelpunkte  hat.  Ist  r  der 
Radius  des  Kreises,  und  zieht  man  durch  a  in  der  Ebene  s  eine 
beliebige  Gerade,  so  trifft  dieselbe  den  Kreis  K^,  also  auch  die  Kugel  S 
in  zwei  Punkten  ß  und  y,  wobei  aß  ^=  ay  =  r  ist.  Es  besteht  daher 
die  Beziehung 

ab.ac  =  r"^. 

Dieses  Ergebnis  liefert  sofort  den  nachstehenden  Satz: 
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148,  ^Zieht  man  durch  einen  Pimht  im  Innern  einer  Kugel 
eine  beliebige  Sehne,  so  wird  diese  durch  den  PunM  in  0wei  Theile 
verlegt,  deren  Product  constant  und  swar  gleich  dem  Quadrate  des 
Badius  jenes  Kreises  auf  der  Kugel  ist,  ivelcher  den  gegebenen  PunJd 
mm  Mittelpunkte  hat  Der  letztgenannte  Kreis  ist^derjenige^  dessen 
Ebene  durch  den  obbesagten  PunJct  geht  und  auf  der  Verbindungs- 
geraden desselben  mit  dem  KugelmittelpunUe  senkrecht  steht, ^ 

§.  195. 

Nehmen  wir  einen  Punkt  a  außerhalb  einer  Kugel  .S  an, 
und  ziehen  wir  durch  denselben  zwei  beliebige  Gerade,  wovon  die 
eine  die  Kugel  in  den  Punkten  6  und  c,  die  andere  aber  in  den  beiden 
Punkten  6'  und  c'  trifft. 

Legt  man  so  wie  im  vorhergehenden  Falle  durch  diese  beiden 
Geraden  eine  Ebene  e,  so  schneidet  diese  die  Kugel  S  in  einem  Kreise 
K,  welcher  durch  die  vier  Punkte  b,  c,  6',  &  geht,  und  es  besteht  die 
aus  der  Elementar-Geometrie  bekannte  Beziehung 

ab  .  ac  ^=  ab' .ac^ 

Betrachten  wir  wieder  den  Strahl  abc  als  fest,  und  ertheilen 
wir  dem  Strahle  aV&  alle  möglichen  Lagen,  so  wird  derselbe  in 
jeder  Lage  die  Kugel  in  zwei  Punkten  &'  und  &  treifen,  für  welche 
die  obige  Beziehung  besteht.  Das  Product  ab  .  ac  wird  somit  für 
alle  durch  a  gehenden  Geraden  constant  und  nur  von  der  Lage  des 
Punktes  a  gegen  die  Kugel  abhängig  sein. 

Denken  wir  uns  ferner  vom  Punkte  a  aus  an  den  Kreis  K  die 
Tangente  t  gelegt,  deren  Berührungspunkt  s  sei,  so  ist,  wie  aus  der 
Planimetrie  bekannt,  _^ 

ab  .  ac  =  ab'  .  a&  =  as^ 

Andererseits  ist  aber  as  auch  eine  Tangente  der  Kugel  und  s 
deren  Berührungspunkt,  Da  alle  von  dem  Punkte  a  an  die  Kugel 
gezogeüön  Tangenten  dieselbe  Länge  as  besitzen,    so  folgt  der  Satz: 

149.  Zieht  man  durch  einen  beliebigen,  außerhalb  einer  Kugel 
liegenden  PunM  eine  Secante,  welche  die  Kugel  in  zwei  PunJcten 
trifft^  so  ist  das  Product  der  Abstände  dieser  beiden  Punkte  von  dem 
festen  Punkte  constant,  d,  h.  unabhängig  von  der  Lage  der  Secanten, 
und  zwar  gleich  dem  Quadrate  der  Länge  der  von  dem  festen  Punkte 
aus  an  die  Kugel  gezogenen  Tangenten,'-^ 

Dieses  constante  Product  wird,  gleichviel  ob  der  feste 
Punkt  außerhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegt,  die  „Potenz^ 
des  Punktes  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel"  genannt. 

Peschka,  Darstellende  u,  projective  Geometrie.  III.  I4. 
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Für  einen  Punkt  auf  der  Kugel  ist  offenbar  die  Potenz 
gleich  Null  und  für  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gleich  dem 
Quadrate  des  Kugelradius. 

§.  196. 

Seien  nun  zwei  Kugeln  S^  und  Sq  gegeben.  Es  ist  zu  unter- 
suchen, ob  es  im  Kaume  Punkte  gebe,  deren  Potenzen  in  Bezug 
auf  beide  Kugeln  einander  gleich  sind. 

Setzen  wir  voraus,  wir  hätten  einen  derartigen  Punkt  P  ge- 
funden und  liege  derselbe  zunächst  außerhalb  der  beiden  Kugeln. 

Denken  wir  uns  von  dem  Punkte  P  aus,  als  Scheitel,  beiden 
Kugeln  Si  und  S„  die  Kegel  U^  und  U^  umschrieben,  und  seien 
beziehungsweise  K^  und  K^  die  Berührungskreise  dieser  Kegel. 

Ist  der  Punkt  P  wirklich  ein  „  P  o  t  e  n  z  p  u  n  k  t "  beider 
Kugeln,  d.  h.  besitzt  derselbe  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  beide 
Kugeln,  so  müssen  die  Erzeugenden  beider  Kegel  2^  und  U^^,  vom 
Scheitel  bis  zu  den  Beröhrungskreisen  ÄTp  resp.  Zg  gerechnet,  gleiche 
Länge  besitzen. 

Wird  dieser  Bedingung  Rechnung  getragen,  so  kann  man  die 
beiden  Kreise  K^  und  E^  als  zwei  solche  Kreise  auffassen,  welche 
auf  einer  und  derselben  Kugel  Sp  liegen,  ideren  Mittelpunkt  der 
Potenzpunkt  P  und  deren  Eadius  die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  die  beiden  Kugeln,  also  die  Länge  der  Kegelerzeugenden  (P,  i^J 
und  (P,5i)  ist. 

Diese  beiden  Kreise  K^  und  K^  müssen  sich  daher  in  zwei 
Punkten  a  und  b  schneiden  (welche  imaginär  werden,  sobald  sich  die 
gegebenen  zwei  Kugeln  nicht  reell  schneiden).  Die  [beiden  Punkte  a 
und  b  gehören  sodann  aber  auch  den  beiden  Kugeln  S^  und  /Sj,  also 
dem  Schnittkreise  K  derselben  an. 

Außerdem  sind  aber  die  Geraden  Pa  und  P&,  als  Erzeugende 
der  beiden  Kegel  U^  und  2Jq,  sowohl  Tangenten  der  Kugel  S^,  als 
auch  Tangenten  der  Kugel  ySg,  müssen  daher  nothwendig  auch  Tan- 
genten des  Schnittkreises  K  beider  Kugeln  sein. 

Dieselben  sind  mithin  zwei  Geraden  der  Ebene  e  dieses  Schnitt - 
kreises  K;  es  muss  also  auch  der  Punkt  P,  als  Schnitt  dieser  bei- 
den Geraden,  in  der  Ebene  e  liegen,  g 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  zu  ersehen,  dass,  wenn 
ein  Punkt  im  Eaume  ein  „Potenzpunkt"  für  zwei  Kugeln  sein 
soll,  d.  h.  wenn  die  Potenzen  desselben  in  Bezug  auf  diese  Kugeln 
einander  gleich  sein  sollen,  der  besagte  Punkt  nothwendig  in  der 
Ebene  des  den  beiden  Kugeln  gemeinschaftlichen  Kreises  liegen  muss. 
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§.  19L 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  umgekehrt  jeder  einzelne  Punkt  in 
der  Ebene  des  Schnittkreises  K  beider  Kugeln  8^^  und  /S^  ein  Potenz- 
punkt beider  Kugeln  ist. 

Denn  ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  dieser  Ebene  und  liegt  der- 
selbe außerhalb  der  beiden  Kugeln,  so  lassen  sich  von  demselben 
aus  zwei  Tangenten  t^  und  t^  an  den  Schnittkreis  K  legen.  Diese 
Tangenten  sind  aber  gleichzeitig  auch  Tangenten  der  beiden  Kugeln 
5i  und  Sg  und  die  Länge  derselben  vom  Punkte  P  bis  zu  deren  Be- 
rührungspunkten ist  die  Quadratwurzel  der  Potenz  für  beide 
Kugeln. 

Liegt  der  Punkt  P  der  Ebene  e  innerhalb  der  Kugeln  8^ 
und  /Sg,  so  liegt  er  auch  innerhalb  des  Kreises  ÜT,  den  beide  Kugeln 
gemein  haben. 

Zieht  man  sodann  durch  denselben  in  der  Kreisebene  eine  be- 
liebige Gerade,  welche  den  Kreis  K,  also  auch  die  beiden  Kugeln  8^^ 
und  8^  in  den  Punkten  a  und  l  schneidet,  so  ist  (Pa .  PI)  die  Po- 
tenz des  Punktes,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Kugel  /Sj,  als  auch  in 
Bezug  auf  die  Kugel  8^,    Es  folgt  daher  der  Satz: 

150.  „Der  Ort  aller  Potenj^punUe  zweier  Kugeln,  d.  i,  jener 
Punkte,  welche  in  Bezug  auf  beide  Kugeln  gleiche  Potenzen  besitzen, 
ist  die  Ebene  jenes  Kreises,  in  welchem  sich. die  beiden  Kugeln 
schneiden,^' 

Diese  Ebene  wird  daher  auch  die  „Potenzebene"  der  beiden 
Kugeln  genannt.  Jede  in  dieser  Ebene  liegende  Gerade  heißt  eine 
^Potenzgerade"  und.  jeder  in  ihr  liegende  Punkt  [ein  „Potenz- 
punkf  der  beiden  Kugeln. 

§.  198. 

Da  die  Tangenten ,  die  man  von  einem  Potenzpunkte  P  aus  an 
die  beiden  Kugeln  ziehen  kann,  von  diesem  Punkte  bis  zu  den  betreffen- 
den Berührpunkten  gleiche  Länge  haben,  so  folgt,  dass  die  beiden  Be- 
rührungskreise der  von  einem  Potenzpunkte  aus  den  beiden  Kugeln 
umschriebenen  Kegel  auf  einer  und  derselben  Kugel  8q  liegen.  Diese 
Kugel  8q  hat  zum  Mittelpunkte  den  genannten  Potenzpunkt  P.  Besagte 
Kugel  besitzt  ein^  eigenthümliche,  unschwer  festzustellende  Eigenschaft. 

Sei  nämlich  a,  ein  Punkt  des  Berührungskreises  K^  jenes  Kegels 
27,,  welcher  der  Kugel  8i  aus  dem  Punkte  P  umschrieben  ist.  Vor- 
bezeichneter Punkt  ist  sonach  auch  ein  Punkt  der  Kugel  Sq. 
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Nennen  wir  T^  die  Tangentialebene  der  Kugel  S^  in  dem  Punkte 
a^  und  Tq  die  Tangentialebene  der  Kugel  Sq  in  dem  nämlicben 
Punkte  aj. 

Diese  Tangentialebenen  stehen  senkrecht  auf  den  zugehörigen 
Kugelradien  M^a^  und  Pa^.  Nachdem  aber  Fa^  als  Tangente  der 
Kugel  S^  im  Punkte  a,  auf  M^a^  senkrecht  steht,  so  müssen  die 
beiden  Tangentialebenen  T,  und  Tq  ebenfalls  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Letzteres  gilt  selbstverständlich  für  alle  Punkte  a^  des  Kreises 
K^  und  ebenso  für  alle  Punkte  des  Kreises  K^, 

Nun  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  wenn  die  Tangentialebenen 
zweier  Flächen  in  einem  Punkte  des  gegenseitigen  Schnittes  der  Flä- 
chen auf  einander  senkrecht  stehen,  diese  beiden  Flächen  sich  in 
diesem  Punkte  rechtwinklig,  oder  „orthogonal''  durchschnei- 
den. Findet  dasselbe  in  allen  Punkten  des  Schnittes  statt,  so  sagt 
man  beide  Flächen  sind  zu  einander  „orthogonal"  oder  die 
eine  Fläche  sei  eine  „Orthogonalfläche  der  anderen". 

Verwendet  man  diese  Ausdrucksweise^  so  kann  das  Eesultat  der 
vorhergehenden  Betrachtung  durch  folgenden  Satz  ausgesprochen 
werden : 

151.  „Die  BerührungsJcreise  zweier  beliebigen  Kugelflächen  mit 
den  beiden  ihnen  aus  irgend  einem  Foten^punhte  umschriebenen  Kegeln 
liegen  auf  einer  Kugel ,  welche  diesen  Fotenzpunht  mm  Mittelpunkte 
hat  und  zu  den  beiden  Kugeln  orthogonal  ist.  Der  Badius  dieser 
Kugel  ist  die   Wurzel   der    entsprechenden  Potenz.'' 

§.  199. 

Stellen  wir  uns  zwei  Kugeln  S^  und  Sq  vor,  welche  zwar  keinen 
reellen  Schnitt  liefern,  denen  aber  gemeinschaftliche  Tan- 
genten entsprechen,  also  kurz  zwei  Kugeln,  welche  außer  ein- 
ander liegen. 

Sei  t  eine  beliebige  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Kugeln, 
a^  und  6^2  seien  deren  Berührungspunkte.  Halbieren  wir  die  Strecke 
a^ag  im  Punkte  P,  so  wird  dieser  offenbar  ein  Potenzpunkt  der  beiden 
Kugeln  sein,  da  die  Längen  Pa^  und  Pa«  der  von  demselben  an  die 
beiden  Kugeln  gezogenen  Tangenten  einander  gleich  sein  müssen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Punkt  P  in  der  Potenz- 
ebene beider  Kugeln  liege,  und  demgemäß  besteht  der  Satz: 

152.  j^Die  HalbierungspunJcte  jener  StrecJcen  aller  gemeinschaft- 
liehen Tangenten  zweier  beliebigen  Kugeln,  welche  von  den  entspre- 
chenden BerührungspunJcten  begrenzt  werden,  liegen  in  der  Potenz- 
ebene  dieser  beiden  Kugeln,^ 
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Bevor  wir  in  unseren  Betrachtungen  weiter  vorgehen,  sei  noch 
ein  Satz  hervorgehoben,  der  übrigens  nicht  erst  eines  besonderen  Be- 
weises bedarf.     Derselbe  lautet: 

153  a),  ^Bie  Potenz  eines  Punktes  in  Bemg  auf  eine  Kugel  ist 
jederzeit  gleich  der  Potenz  desselben  Punktes  in  Be^ug  auf  jeden 
Kugelschnitt,  welcher  durch  eine  Ebene,  die  diesen  PunJct  enthält, 
erzeugt  wird.^ 

Oder : 

153b),  ,,Bie  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Kugel  ist 
gleich  der  Potenz  in  Bezug  auf  alle  Kreise,  in  ivelchen  die  Ktigel 
von  Ebenen  geschnitten  wird,  die  durch  diesen  Punkt  gehen, 

§.  200. 

Wenn  zwei  Kugeln  sich  in  einem  Punkt  a  berühren, 
so  ist  die  zugehörige  Potenzebene  die  gemeinschaftliche 
Berührungsebene  in  diesem  Punkte  a. 

Denn,  die  Tangenten,  welche  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
P  dieser  Ebene  aus  an  beide  Kugeln  ziehen  kann,  haben  sämmtlich 
die  nämliche  Länge  P  a. 

Schneiden  sich  die  beiden  Kugeln  nicht,  sind  aber 
gemeinschaftliche  Tangenten  au  dieselben  möglich,  das 
heißt,  liegt  die  eine  Kugel  nicht  innerhalb  der  anderen,  so  ist 
die  Potenzebene  dennoch  immer  reell. 

Denn  nach  Satz  152)  liegen  in  der  letzteren  die  Potenzpunkte, 
welche  durch  die  Halbierungspunkte  gemeinschaftlicher  Tangenten 
beider  Kugeln  repräsentirt  werden.  Da  weiters  die  Potenzebene  gleich- 
zeitig die  Ebene  jenes  Kreises  ist,  in  welchem  sich  die  beiden  Kugeln 
schneiden,  so  folgt,  dass,  wenn  sich  zwei  Kugeln  auch  nicht  in  einem 
reellen  Kreise  schneiden,  die  Ebene  dieses  Kreises  doch  stets  reell  sei. 

Dies  gilt,  wie  man  sich  leicht  die  Ueberzeuguüg  verschaffen 
kann,  auch  dann,  wenn  die  eine  Kugel  von  der  anderen  voll- 
kommen umschlossen  ist,  d.  i.  wenn  keine  gemeinschaftlichen 
Tangenten  und  keine  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Kugeln 
reell  sind. 

Denken  wir  uns  weiters  drei  beliebige  Kugeln  Sj,  S2  und 
/S3.  Die  Potenzebene  von  S^  und  S^  sei  p^^,  jene  von  S„  und  8.^  sei 
^23  und  die  von  Äj  und  S^  sei  ^3,. 

Die  beiden  Potenzebenen  p^^  und  p^^.^  werden  sich  in  einer  Ge- 
raden %  schneiden.  Jeder  Punkt  P  in  dieser  Geraden  it  hat 
sowohl  dieselbe  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden  Kugeln  S-^  und  Sc,, 
als  auch  in  Bezug  auf  die  beiden  Kugeln  S^  und  /Sj. 
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Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  der  besagte  Punkt  auch 
die  nämliche  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  be- 
sitzen müsse,  dass  also  jeder  Punkt  P  von  jr,  auch  ein  Potenzpuokt 
der  beiden  Kugeln  Sq  und  S^  sei. 

Bezeichnete  Gerade  tc  muss  daher  noth wendig  in  der  Potenz- 
ebene ^3^  liegen ,  oder  mit  anderen  Worten :  die  drei  Potenzebenen 
dreier  Kugeln  schneiden  sich  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Hiernach  besteht  der  Satz : 

154.  ,^Die  drei  Poten^ebenen^  welche  drei  Kugeln  paarweise  be- 
stimmen, schneiden  sich  in  einer  und  derselben  Geraden,^ 

Diese  Gerade  wird  die  „Potenzgerade"  der  drei  Kugeln^ 
und  jeder  Punkt  derselben  ein  „Potenzpunkt"  der  drei  Kugeln 
genannt. 

Aus  dem  Satze  151)  ergibt  sich  nunmehr  auch  unmittelbar  der 
folgende : 

155.  ,,Die  BerührungsJcreise  der  drei  Kegel,  welche  drei  beliebigen 
Kugeln  aus  einem  Punkte  ihrer  Potenzgeraden  umschrieben  werden^ 
liegen  auf  einer  und  derselben  Kugel,  welche  jenen  Punld  zum  Mittel- 
punMe  hat^  und  die  drei  gegebenen  Kugeln  orthogonal  schneidet.  Das 
Quadrat  ihres  Badius  ist  der  Potenz  jenes  Punktes  gleich.^'' 

§.  201. 

Die  in  Satz  154)  ausgesprochene  Grundeigenschaft  der  Potenz- 
geraden, oder  der  Potenzachse  dreier  Kugeln  erlaubt  es,  die 
Potenzebene  zweier  beliebigen,  sich  nicht  reell  schnei- 
denden Kugeln  zu  construieren,  also  die  Existenz  dieser 
„reellen"  Potenzebenen  nachzuweisen. 

Seien  nämlich  S^  und  S2  zwei  beliebige  Kugeln,  welche  entweder 
in  einander  oder  außerhalb  einander  liegen  mögen. 

Denken  wir  uns  nun,  was  offenbar  immer  möglich  ist,  eine  dritte 
Kugel  S^  construiert,  welche  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  in  reellen 
Kreisen  K^  und  K2  schneidet.  Die  Ebenen  e,  und  ^2  dieser  Kreise 
schneiden  sich  in  der  Potenzachse  II  der  drei  Kugeln  8^,  82  und  S^y 
also  in  einer  Geraden,  welche  auch  in  der  gesuchten  Potenzebene  der 
beiden  Kugeln  Äj  und  82  liegt. 

Denkt  man  sich  weiters  der  Kugel  S^  alle  möglichen  Lagen 
ertheilt,  so  wird  die  Gerade  n  die  gesuchte  Potenzebene  erzeugen. 

Behufs  Construction  der  Potenzebene  genügt  jedoch  die  eine 
Gerade  II  vollkommen,  da  besagte  Ebene  durch  TT  geht,  und  auf  der 
„Centralen"  der  beiden  Kugeln  8^  und  82^  d.  h.  auf  der  Verbindungs- 
geraden der  beiden  Kugelmittelpunkte  senkrecht  steht.  Letzteres  setzt 
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Datürlich  voraus,  dass  die  Potenzachse  TT  selbst  zu  der  „Centralen'' 
(welche  sie  jedoch  nicht  nothwendig  zu  schneiden  braucht)  normal  sei» 
Dass  dies  thatsächlich  der  Fall  sei,  werden  wir  an  späterer  Stelle 
nachweisen. 

§.  202, 

Die  Potenzachse  dreier  Kugeln  enthält  die  Punkte, 
in  welchen  sich  die  drei  Kugeln  schneiden. 

Dies  folgt  einerseits  daraas,  dass  die  Potenz  eines  jeden  Punktes 
auf  der  Kugel  gleich  Null  sei,  und  somit  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
der  drei  Kugeln  in  Bezug  auf  jede  derselben  den  Wert  Null  besitzen, 
also  untereinander  gleiche  Potenzen  haben,  und  andererseits  daraus, 
dass  die  Potenzachse  die  Schnittgerade  der  Ebenen  zweier  Kreise  auf 
einer  Kugel  ist,  welche  nebstbei  zwei  anderen  Kugeln  angehören. 

In  dem  Falle,  als  die  Mittelpunkte  der  drei  Kugeln  auf  einer 
und  derselben  Geraden  g  liegen,  sind  die  drei  Potenzebenen,  da  sie 
auf  dieser  Geraden  senkrecht  stehen,  untereinander  parallel;  die  Po- 
tenzachse liegt  demgemäß  in  unendlicher  Entfernung, 

§.  203. 

Es  seien  vier  beliebige  Kugeln  /S^^,  Äg, /S3  und  5^4  im  Baume 
gegeben. 

Denken  wir  uns  vorerst  die  Potenzachse  U^^^  der  drei  Kugeln 
A?!,  ^2  und  63  wie  im  vorhergegangenen  Falle  ermittelt  und  außerdem 
noch  die  Potenzebene  ^34  der  Kugeln  8.^^  und  8^  bestimmt.  Diese 
Potenzebene  möge  die  Potenzachse  U^^^  in  dem  Punkte  P  treffen. 

Der  Punkt  P  hat  nun  einerseits,  da  er  auf  der  Potenzachse  JZ^ 03 
liegt,  in  Bezug  auf  die  drei  Kugeln  8^,  8^^  A3  die  gleiche  Potenz  und 
andererseits,  da  er  in  der  Potenzebene  ^3^  liegt,  auch  eine  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugeln  aSj  und  ä^,  mithin  die  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  vier  Kugeln. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  P  in  den  sechs  Potenzebenen  ^^^^ 
A3'  Pi4'  A3'  i^'i4und^34  der  Kugelpaare  8^,8^^\  8^,8^\  8^,8^^  82, 8^; 
62,  8^'^  8^^  84^  und  ebenso  in  den  vier  Potenzachsen  7J,„3,  77,04,  ^i34' 
77334,  welche  je  drei  dieser  Kugeln  —  8^,8^,8.^;  8^,8^, 8^^;  8^,8^,8^; 
/So/Sj/S^  bestimmen,  liegen  müsse. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

75^.  y^8ämmÜiche  sechs  Poten ^ebenen ^  welche  'beliebige  vier  Ku- 
geln paarweise  bestimmen^  und  sämmtliche  vier  Poten wachsen ^  tvelche 
sie  ßu  je  dreien  bestimmen^    schneiden  sich    in  einem    und  demselben 
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FunJcte,    tuelcher  die  gleiche  Potenz   in  Be^ug    auf  die   vier  Kugeln 
iesitd.'' 

Dieser  Punkt  wird  der  „Potenzpunkt"  der  vier  Kugeln 
genannt.  Durch  Combination  der  Sätze  156)  und  155)  ergibt  sich 
unmittelbar  der  Satz: 

157.  y^Die  Berülirungskreise  von  vier  beliebigen  Kugeln  mit  den 
denselben  aus  ihrem  Poten^punMe  umschriebenen  vier  Kegeln  liegen 
auf  einer  und  derselben  Kugel,  ivelche  diesen  Potenspunld  0um  Mittel- 
punMe  hat,  und  die  vier  gegebenen  Kugeln  orthogonal  in  jenen  vier 
Kreisen  durchschneidet.  Das  Quadrat  des  Radius  dieser  Kugel  ist 
gleich  der  gemeinschaftlichen  Potenz  der  vier  gegebenen  Kugeln,''' 

§.  204. 

Liegen  die  Mittelpunkte  der  vier  Kugeln  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  so  stehen  die  sechs  Potenzebenen,  welche  den  Kugeln, 
paarweise  genommen,  entsprechen,  sämmtlich  auf  dieser  Ebene  senk- 
recht; schneiden  sich  daher  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  und 
zwar  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  zu  dieser  Ebene  senkrechten 
Geraden.  Der  Potenzpunkt  der  vier  Kugeln  liegt  also  dies- 
falls in  unendlicher  Entfernung.  Die  im  früheren  Satze  ge- 
nanute  Orthogonalkugel  übergeht  sodann  selbstverständlich  in  die 
Ebene  der  vier  Kugelmittelpunkte. 

§.  205. 

Die  Potenzachse  dreier  Kugeln  ist,  als  Schnittgerade  der 
drei  Potenzebenen,  welche  auf  den  drei  Centralen  dieser  Kugeln 
senkrecht  stehen,  selbst  senkrecht  zu  jener  Ebene,  welche 
durch  die  drei  Kugelmittelpunkte  bestimmt  ist. 

Die  eben  aufgestellte  Behauptung  ist  übrigens  nur  eine  natür- 
liche Folge  der  Symmetrie,  welche  die  Kugeln  in  Bezug  auf  die  be- 
sagte Ebene  aufweisen.    Diese  Überlegung  führt  direct  zu  dem  Satze: 

158.  „Fällt  man  von  dem  Poten^punJde  vierer  Kugeln  Senk- 
rechte auf  die  Seiten  jenes  Tetraeders,  tvelches  von  den  Mittelpunhten 
der  vier  Kugeln  bestimmt  tvird,  so  sind  diese  Normalen  die  vier 
möglichen  Potenzachsen  von  je  dreien  der  vier  Kugeln.^' 

§.  206. 

Um  zu  drei  beliebigen,  sich  nicht  reell  schneidenden 
Kugeln  die  Potenzachse  zu  bestimmen,  wird  man  eine  vierte, 
^sogenannte  „Hilfskugel"  in  Anwendung  bringen,  welcher  man  stets 
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eine  derartige  Lage  und  Größe  ertlieilen  kann,  dass  sie  die  gegebenen 
drei  Kugeln  in  reellen  Kreisen  schneidet. 

Die  drei  Kreisebenen  treffen  sich  sodann  (nach  Satz  156)  in  einem 
Punkte,  welcher  kein  anderer  als  der  Potenz p unkt  der  vier  Ku- 
geln selbst  ist. 

Fällt  man  mithin  von  diesem  Punkte  eine  Normale  auf  die  Ebene, 
welche  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kugeln  bestimmt 
wird,  so  wird  durch  diese,  der  früheren  Betrachtung  gemäß,  die  ge- 
suchte Potenzachse  dargestellt. 

§.  207. 

Denkt  man  sich  den  Eadiua  einer  Kugel  ohne  Ende  ab- 
nehmend, bis  er  endlich  verschwindend  klein  oder  gleich  Null  wird, 
so  erhält  man  eine  unendlich  kleine  Kugel,  oder  eine  Kugel, 
welche  sich  auf  einen  Punkt  reduciert.  Eine  solche  Kugel  pflegt  man 
eine  „Punktkugel"  zu  nennen. 

Diese  Punktkugel  kann,  in  der  Theorie  der  Potenzen  in  Bezug 
auf  Kugeln,  ohneweiters  mit  berücksichtigt  werden. 

Unter  der  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Punktkugel  wird  man  in  diesem  Falle  nichts  anderes  zu  verstehen 
haben,  als  den  Abstand  dieses  Punktes  von  dem  die  Puuktkugel  ver- 
tretenden Punkte. 

Die  vorher  bezüglich  der  Kugel  im  allgemeinen  entwickelten 
Sätze  erleiden  diesfalls  geringfügige  Abänderungen ,  die  wir  hier  un- 
mittelbar in  Satzform  zum  Ausdrucke  bringen  wollen. 

159,  ^^Die  Poten^ehene  zweier  Punldkugeln  ist  jene  Ebene,  welche 
auf  der  Verbindungsgeraden  der  beiden,  diese  Kugeln  vertretenden 
Punkte  senkrecht  steht  und  deren  Abstand  halbiert.'' 

160,  y^Die  Poten^achse  dreier  Punktkugeln  ist  diejenige  Gerade, 
welche  im  Mittelpunkte  des  Umkreises  des  von  den  drei  Punktkugeln 
gebildeten  Dreieckes  auf  die  Ebene  des  letzteren  senkrecht  gebogen  wird,'"' 

161,  „Der  Poten^punkt  von  vier  Punktkugeln  ist  das  Gentrum 
der  Kugel,  welche  jenem  Tetraeder  umschrieben  ist,  dessen  Ecken  die 
die  Punktkugeln  vertretenden  Punkte  sind,"' 

162,  „Die  Kugel,  welche  aus  einem  Punkte  der  Potensebene 
einer  Pimktkugel  und  einer  gewöhnlichen  Kugel  durch  die  Punktkugel 
gelegt  wird,  schneidet  die  gewöhnliche  Kugel  orthogonal.''^ 

163,  „Die  Kugel,  welche  aus  dem  Poten^punkte  einer  Punkt- 
kugel und  dreier  gewöhnlichen  Kugeln,  als  Gentrum,  durch  die  Punkt- 
kugel gelegt  wird,  schneidet  die  drei  Kugeln  orthogonal,^ 
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Derartige  Sätze  können  nunmehr  in  langer  Keihenfolge  aus  den 
vorausgeschickten  allgemein  aufgestellten  und  entwickelten  Sätzen, 
je  nachdem  man  gewöhnliche  Kugeln  und  Punktkugeln  in  beliebiger 
Weise  combiniert,  abgeleitet  werden'^). 


Xni.    CapiteL 
Das  Kugelgebüsch. 

§•  208. 

Die  Gesammtheit  aller  jener  Kugeln  im  Eaume,  welchen  in 
einem  gegebenen  festen  Punkte  P  die  nämliche  Potenz  it^  zukömmt, 
nennt  man  ein  ^Kugelgebüsch". 

Der  feste  Punkt  P  heißt  das  Centrum  oder  auch  der  Pol 
des  Gebüsches  und  der  Wert  F  die  Potenz  des  Kugel- 
gebüsches. 

Dem  Gebüsche  gehören,  außer  'den  Kugeln  selbst,  auch  noch 
deren  gemeinsame  Elemente,  also  die  Kreise,  in  welchen  sich 
je  zwei  Kugeln  -schneiden,  und  [die  Punktepaare  an,  welche  je  drei 
Kugeln  gemeinschaftlich  sind.  Denn  nach  Satz  156)  gehen  die  Ebenen 
dieser  Kreise,  sowie  die  Verbindungsgeraden  dieser  Punktepaare  durch  das 
Centrum  P  und  haben  selbstverständlich  für  dieses  Centrum  ebenfalls 
die  Potenz  F, 

Einige  Eigenschaften  des  Kugelgebüsches  sind  nach  diesen  Aus- 
einandersetzungen unmittelbar  einleuchtend;  so  ist  unter  anderem  sofort 
evident,  dass  jede  Kugel,  welche  durch  den  Schnittkreis  zweier 
Kugeln  des  Gebüsches  führt,  sowie  auch  jede  Kugel,  welche  durch 
das  gemeinschaftliche  Punktepaar  dreier  Kugeln  des  Gebüsches  geht, 
gleichfalls  dem  Gebüsche  angehören  muss. 

§.  209. 

Ist  das  Centrum  des  Gebüsches  und  die  Potenz  desselben  ge- 
geben, so  ist  offenbar  das  Kugelgebüsch  vollkommen  bestimmt. 

Denn  jede  Kugel,  jeder  Kreis  und  jedes  Punktepaar,  in  Bezug 
auf  welches  das  gegebene  Centrum  die  gegebene  Potenz  besitzt,  gehört 
dem  Gebüsche  an,  während  jedes  andere  Element,  welches  dieser  Be- 
dingung nicht  genügt,  dem  Gebüsche  ferne  steht. 
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Aus  dieser  fundamentalen  Bestimmungsart  des  Ge- 
büsches ergeben  sich  sehr  leicht  weitere  Bestimmungs weisen. 

Ist  beispielsweise  das  Centrum  G  des  Gebüsches  gegeben  und 
ein  Element  desselben,  also  entweder  eine  Kugel,  oder  ein  Kreis  in 
einer  durch  C  gehenden  Ebene,  oder  ein  Punktepaar  auf  einer  durch 
C  gehenden  Geraden  festgestellt,  so  ist  dadurch  offenbar  auch  die 
Potenz  des  Gebüsches  bestimmt. 

Besagte  Potenz  ist  nämlich  keine  andere,  als  die  Potenz  des 
Centrums  G  in  Bezug  auf  das  gegebene  Punktepaar,  beziehungsweise 
auf  den  gegebenen  Kreis  oder  die  gegebene  Kugel.  Bezeichnen  wir 
nun  ein-  für  allemal  eine  beliebige  Kugel,  einen  beliebigen  Kreis  oder 
ein  beliebiges  Punktepaar,  welches  dem  Gebüsche  angehört,  als  ein 
„Element"  dieses  Gebüsches,  so  folgt  der  Satz: 

164,  y^Ein  Kugelgebüsch  ist  vollkommen  'bestimmt,  wenn  dessen 
Centrum  und  ein  beliebiges  Element  des  Gebüsches  gegeben  ist.^ 

§.  210. 

Denken  wir  uns  ferner  vier  beliebige  Kugeln  als  Elemente  eines 
Gebüsches  gegeben.  Diese  Kugeln  besitzen  (nach  Satz  156)  einen 
Potenzpunkt,  welcher  gleichzeitig  das  Centrum  des  Gebüsches  darstellt. 

Durch  dieses  Centrum  und  eine  der  vier  gegebenen  Kugeln  ist, 
wie  wir  eben  gesehen  haben,  das  Kugelgebüseh  vollkommen  fest- 
gestellt; es  folgt  mithin  der  Satz: 

165.  „  Vier  beliebige  Kugeln  im  Baume  bestimmen  als  Elemente 
jederzeit  ein  KugelgebiXsch ;  das  Centrum  des  Gebüsches  ist  der  Fotenz- 
punM  der  vier  Kugeln  und  die  Potenz  des  Gebüsches  ist  jene  des 
genannten  PunJdes  in  Bezug  auf  die  vier  gegebenen  Kugeln.^' 

§.  211. 

Es  seien  zwei  Kreise  K^  und  JCj  in  verschiedenen  Ebenen  e^  und 
€2,  jedoch  nicht  derselben  Kugel  angehörend,  gegeben;  es  ist  zu  unter- 
suchen, ob  diese  Kreise  als  Elemente  einesGebüsches  betrachtet 
werden  können. 

Das  Centrum  des  Gebüsches  muss  unbedingt  in  den  Schnitt- 
geraden s  der  beiden  Kreisebenen  e^  und  ^2  liegen.  Dasselbe  muss 
aber  auch  gleiche  Potenzen  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise,  also  auch 
gleiche  Potenzen  in  Bezug  auf  zwei  Kugeln  haben,  von  welchen  je  eine 
beliebig  durch  einen  der  Kreise  K^  und  Ko  gelegt  wird.  Das  Centrum 
muss  somit  auch  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln,  mithin  im 
gegenseitigen  Schnitte  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  s  liegen. 
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Hiernach  ist  zu  ersehen,  dass  ein  Kugelgebüsch  durch  die 
Angabe  zweier  Kreise,  als  Elemente,  vollkommen  be- 
stimmt ist.     Dem  zufolge  besteht  der  Satz: 

166.  y^Zwei  helieUge ,  nicht  derselben  Kugel  ungehörige  Kreise 
bestimmen  als  Elemente  jederzeit  ein  Kugelgebüsch,  dessen  Gentrum 
der  Schnittpunkt  der  den  Kreisebenen  gemeinschaftlichen  Geraden 
mit  der  Fotensebene  eines  beliebigen,  durch  die  beiden  Kreise  gelegten 
Kugelpaares  ist,"' 

%.  212. 

Seien  K^  und  K^  zwei  beliebige  Kreise  im  Baume,  P  das 
Centrum  des  durch  sie  bestimmten  Kugelgebüsches. 

Denken  wir  uns  durch  P  eine  beliebige  Ebene  e  geführt,  welche 
die  obbezeichneten  Kreise  in  den  Punkten  a^,  &,,  resp.  ag,  62  schneiden 
möge.  Die  Punkte  a^,  ^^  und  P  sowohl,  als  auch  die  Punkte  ag,  feg 
und  P  liegen  sodann  in  einer  Geraden;  nebstbei  ist  a^^  6^,  sowie  auch 
^2y  ^2  jö  ßiii  Punktepaar  des  Gebüsches. 

Infolge  dessen  lässt  sich  durch  die  vier  Punkte  a^,  b^^  a^ 
und  62  stets  ein  Kreis  legen.   Es  gilt  demnach  der  Satz: 

167,  jjÄlle  Ebenen  j  welche  ^wei  beliebig  im  Baume  gegebene 
Kreise  in  vier  Punkten,  die  ein  Kreisviereck  bestimmen,  treffen,  gehen 
durch  einen  und  denselben  Punkt,  d.  i.  durch  das  Gentrum  des  durch 
die  beiden  Kreise  bestimmten  Gebüsches."' 

§.  213. 

Wenn  drei  Punkte  P,  a,  b  in  einer  Geraden  liegen,  so 
bezeichnet  man  die  Potenz  {Pa.Pb)  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das 
Punktepaar  {ab)  als  „negativ",  wenn  beide  Punkte  a  und  b  zu 
verschiedenen  Seiten  des  Punktes  P  sich  vorfinden,  und  als  „posi- 
tiv", wenn   besagte  Punkte   auf  der  nämlichen  Seite   von  P  liegen. 

Es  ist  begreiflich ,  dass  nur  im  letzteren  Falle  zwei  Punkte, 
welche  ein  Punktepaar  bilden,  zusammenfallen  können,  und  dass  die 
Entfernung  des  vereinigten  Punktepaares  vom  Punkte  P  der 
Quadratwurzel  aus  der  Potenz  gleich  sein  müsse. 

Wendet  man  dies  auf  ein  Kugelgebüsch  und  seine  Potenz  an, 
so  findet  man  ohneweiters,  dass  das  Centrum  eines  Gebüsches  mit 
negativer  Potenz  innerhalb  aller  dem  Gebüsche  angehörenden 
Kugeln,  Kreise  und  Punktepaare  liegen  müsse. 

Hat  aber  das  Kugelgebüsch  eine  positive  Potenz,  so  liegt 
das  Centrum  desselben  außerhalb  aller  Kugeln,  Kreise  und  Punkte- 
paare des  Gebüsches. 
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Beschreibt  man  diesfalls  aus  dem  Centrum  P  des  Gebüsches, 
mit  der  Quadratwurzel  der  Potenz,  als  Radius,  eine  Kugel,  so  reprä- 
sentiert jeder  Punkt  dieser  Kugel  ein  zusammenfallendes  Punkte- 
paar des  Gebüsches. 

Mit  Zugrundelegung  der  Betrachtung,  welche  dem  Satze  157) 
vorausgieng,  erkennt  man,  dass  diese  Kugel  sämmtliche  Kugeln  (und 
selbstverständlich  auch  sämmtliche  Kreise)  des  Gebüsches  ortho- 
gonal durchschneidet. 

Eine  derartige  Kugel  wird  aus  dem  letztangegebenen  Grunde 
die  „Orthogonalkugel  des  Gebüsches"  genannt. 

Die  Existenz  dieser  Kugel  liefert  folgenden  Satz,  beziehungs- 
weise nachstehende  Bestimmungsart  eines  Kugelgebüsches: 

168.  Alle  Kugeln,  welche  eine  gegebene  Kugel  orthogonal  durch- 
schneiden^ erzeugen  ein  Kugelgebüsch,  dessen  Centrum  der  Mittel- 
punJct  der  gegebenen  Kugel  und  dessen  (positive)  Potenz  dem  Quadrate 
des  Kugelradius  gleich  ist.'^ 

Wird  der  Radius  der^Orthogonalkugel  unendlich  groß, 
d.  h.  übergeht  diese  Kugel  in  eine  Ebene,  so  schneidet  dieselbe,  wie 
an  und  für  sich  klar,  alle  jene  Kugeln  orthogonal,  deren  Mittel- 
punkte in  ihr  liegen. 

Jede  Kugel,  jeder  Kreis  und  jedes  Punktepaar  des  Gebüsches 
ist  in  diesem  Falle  symmetrisch  gegen  die  Orthogonalebene 
gelegen ,  weshalb  ein  solches  Gebüsch  als  ein  „symmetrisches 
Kugelgebüsch"  bezeichnet  wird. 

§.  214. 

In  jedem  Kugelgebüsche  kann  man  die  Punkte  des  Raumes 
einander  ein-deutig  entsprechen  lassen,  indem  man  als  ent- 
sprechende oder  conjugierte  Punkte  zwei  solche  annimmt,  welche  ein 
Punktepaar  des  Gebüsches  darstellen. 

Zu  einem  beliebigen  Punkte  p^  im  Räume  ist  sodann  der  con- 
jugierte  Punkt  P2  stets  ein-deutig  bestimmt,  sobald  das  Centrum 
des  Gebüsches,  die  Potenz  desselben  und  derSinn  dieser 
Potenz  gegeben  ist. 

Denn  P2  niuss  auf  jener  Geraden  liegen,  welche  p^  mit  dem 
Centrum  P  verbindet;  es  muss  demnach 

Ppi  .  Pp^  =  ¥ ;  also  Pp^  =  p —  sein. 

Je  nachdem  die  Potenz  positiv  oder  negativ  ist,  liegt  p^  in 
Bezug  auf  P  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von 
dem  Punkte  p^. 
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Der  Definition  des  Kugelgebüsches  gemäß  wird  jeder  durch  das 
Centrum  gehende  Strahl  von  jeder  Kugel  des  Gebüsches  in  einem 
konjugierten  Punktepaar  geschnitten. 

Hieraus  folgt  auch  umgekehrt,  dass  alle  Kugeln  des  Gebüsches, 
welche  durch  einen  Punkt  im  Räume  gehen,  nothwendig  auch  durch 
den  diesem  Punkte  conjugierten  Punkt  gehen  müssen. 

§.  215. 

Sind  Pi,P2  und  q^,q^  zwei  beliebige  Paare  conjugierter 
Punkte  eines  Kugelgebüsches,  so  lässt  sich  durch  die  vier  Punkte 
PiiP^i^iy^2^  immer  ein  Kreis  legen. 

Da  sich  nämlich  die  Geraden  jpj  ^2  ^^^^  ^i^  ™  Centrum  P 
des  Gebüsches  treffen,  so  kann  durch  dieselben  eine  Ebene  e  gelegt 
werden.  Führt  man  nun  durch  die  drei  Punkte  Pi,  P2  und  q^  einen 
Kreis,  so  muss  dieser,  nachdem  für  den  Kreis,  gemäß  der  obigen 
Voraussetzung,  die  Relation 

PPi .  PP2  =  P^i  •  P^2 
besteht,  nothwendig  auch  den  Punkt  q^  enthalten. 

Selbstverständlich  ist  sodann  der  durch  jp^,  ^2,  q^  und  q^^  gelegte 
Kreis,  gleichzeitig  ein-  Element  des  Kugelgebüsches. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  dass  a^a^,  61  &2j  ^1^2  Ar  ei  Paare 
conjugierter  Punkte  des  Gebüsches  wären* 

Die  Geraden  %  a^,  h^  \  und  c^  c^  schneiden  sich  in  dem  Centrum 
P  des  Gebüsches;  es  ist  daher: 

a^F  .a2P=\F.l2F  =  c,F.c^P=h\ 

Legt  man  nun  durch  %,  6j,  c^  und  a^  eine  Kugel,  so  wird  diese 
nothwendig  auch  durch  die  Punkte  lg,  und  Cg  gehen,  denn  wäre  letz- 
teres nicht  der  Fall,  so  müssten  diese  Kugel  die  Strahlen  Pt^,  Pcj, 
außer  in  h^  und  c^  noch  in  zwei  Punkten  etwa  in  ft'j  und  c\  schneiden, 
welche  jedoch  mit  6j  und  Cj,  ebenso  wie  mit  ^2  und  Cj  conjugierte  Punkte- 
paare repräsentieren  würden;  es  müssten  also  sowohl  dem  Punkte  Jj, 
als  auch  dem  Punkte  Cp  zwei  verschiedene  Punkte  tg»  ^'a?  beziehungs- 
weise C2,  c'2  conjugiert  sein,  was  offenbar  nicht  möglich  ist. 

Dieser  Betrachtung  entnehmen  wir  zugleich,  wie  viele  Be- 
stimmungsstücke für  einen  dem  Gebüsche  angehörenden  Kreis 
oder  für  eine  Kugel  des  Gebüsches,  behufs  deren  ein-deutiger  Be- 
stimmung willkürlich  gewählt  werden  können. 

Wir  finden  diesbezüglich  zunächst,  dass  man  bloß  einen  ein- 
zigen Kreis  des  Gebüsches  construieren  könne,  welcher  durch  zwei 
willkürlich  gewählte  Punkte  %  und  h^  geht.  Dieser  Kreis  ist  nämlich 
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durch  diese  zwei  Punkte  und  einen   jener  beiden  Punkte,    welche  a^ 
und  &i  conjugiert  sind,  vollkommen  bestimmt. 

Ebenso  kann  man  durch  drei  beliebige  Punkte  a^,  &i,  c^ ,  im 
Kaume  nur  eine  Kugel  legen,  welche  dem  Gebüsche  angehört.  Denn, 
nachdem  diese  Kugel  auch  durch  die  conjugierten  Punkte  «g»  \^  h 
gehen  muss,  ist  dieselbe,  als  umschriebene  Kugel  jenes  Tetraeders, 
dessen  Eckpunkte  die  drei  gegebenen  Punkte  a^,  ft^,  c^  und  einer  der 
conjugierten  Punkte  ag,  ig»  ^2  sind,  vollkommen  bestimmt.  Es  folgt 
daher  der  Satz: 

169.  j^Ein  Kreis  in  einem  Kugelbüschel  ist  durch  0wei  Punlcte, 
durch  welche  es  gehen  soll,  festgestellt,  während  eine  Kugel  des  Ge- 
büsches durch  drei  PanlctCj  welche  sie  enthalten  soll^  vollkommen  be- 
stimmt erscheint/' 

§.  216. 

Der  zweite  Theil  des  vorstehenden  Satzes  lässt,  nach  einer  ge- 
ringen Bedingungsveränderung,  eine  Erweiterung  zu. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  jede  Kugel,  welche  durch  drei 
gegebene  Punkte  geht,  auch,  den  Kreis  enthalten  muss,  welcher  durch 
die  drei  Punkte  führt. 

Ist  mithin  ein  Kreis  gegeben,  und  legt  man  durch  drei  beliebig 
gewählte  Punkte  desselben  jene  Kugel,  welche  einem  gegebenen  Kugel- 
gebüsche angehören  soll,  so  muss  diese  Kugel  auch  den  gegebenen 
Kreis  enthalten. 

Es  gibt  mithin  in  einem  Kugelgebüsche  nur  eine  einzige 
Kugel,  welche  einen  beliebigen,  dem  Gebüsche  nicht  angehörenden 
Kreis  enthält.    Hiernach  der  Satz: 

170.  ^Eine  Kugel  des^  Kugelgebüsches  ist  durch  einen  Kreis^ 
welchen  dieselbe  enthalten  soll,  und  welcher  kein  Element  des  Gebüsches 
repräsentiertj  vollkommen  bestimmt.^' 

§.  217. 

In  dem  Vorhergegangenen  wurde  nachgewiesen,  dass  jedem 
Punkte  des  Eaumes,  vermittelst  eines  Kugelgebüsches  ein  zweiter 
Punkt  ein-deutig  zugeordnet  werden  kann,  dass  zwei  solche 
Punkte  stets  auf  einem  durch  das  Centrum  des  Gebüsches  gehenden 
Strahle  liegen  müssen,  und  dass  das  Product  der  Entfernungen  zweier 
solcher  conjugierter  Punkte  vom  Centrum  constant  und  zwar  gleich 
der  Potenz  des  Gebüsches  ist. 

Nehmen  wir  nun  eine  beliebige  durch  das  Centrum  P  des  Ge- 
büsches gehende  Gerade  g  an,  und  denken  wir  uns  auf  derselben  zu 
jedem  ihrer  Punkte  den  conjugierten  Punkt  bestimmt. 


224 

Infolge  des  ein-deutigen  Entsprechens  ist  die  Keihe  der  con- 
jugierten  Punkte    zu  der  Keihe   der   angenommenen  projectivisch. 

Betrachtet  man  aber  die  Paare  entsprechender  Punkte  auf  dem 
Träger  g  etwas  näher,  so  sieht  man,  auf  Grnnd  einer  bereits  bekannten 
Eigenschaft,  sofort,  dass  diese  eine  Involution  bilden.  Denn  sind  aj 
und  «2  zwei  beliebige  (conjugierte)  Punkte  auf  g^  so  ist,  der  Voraus- 
setzung gemäß,  das  Product  Pa^.  Pa^  =  k^  ^  also  constani  -- 
Sämmtliche  Paare  entsprechender  Punkte  %  und  a„  bilden  daher  auf 
der  Geraden  g  eine  Involution,  deren  Centralpunkt  das  Centrum 
des  Gebüsches  und  dessen  Modul,  der  Potenz  des  Gebüsches  gleich  ist. 

Ist  die  Potenz  positiv,  so  liegen  conjugierte  Punkte  der  In- 
volution auf  einerlei  Seite  des  Centralpunktes  P,  ist  diese  hingegen 
negativ,  so  sind  conjugierte  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  des 
Centralpunktes  P  gelegen.  Im  ersteren  Falle  ist  somit  die  Invo- 
lution eine  hyperbolische,  im  zweiten  Falle  hingegen  eine  ellip- 
tische. 

Wir  wissen  ferner,  dass  eine  hyperbolische  Involution  stets  zvvei 
reelle  Doppelpunkte,  d.  i.  zwei  zusammenfallende  reelle  Punkte- 
paare besitzt. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  conjugierte  Punkte  der  Invo- 
lution auf  g  gleichzeitig  Punktepaare  des  Gebüsches  sind,  und  dass 
der  geometrische  Ort  aller  Punktepaare  des  Gebüsches,  dessen 
beide  Punkte  zusammenfallen,  die  Orthögonalkugel  ist,  so  finden 
wir,  dass  die  Doppelpunkte  der  Involution  auf  ^,  die  Schnitt- 
punkte von  g  mit  der  Orthogonalkugel  des  Gebüsches  sind.  Da  end- 
lich die  Involution  auf  g  als  Schnitt  dieser  Geraden  mit  dem  ge- 
sammten  Kugelgebüsch  aufgefasst  werden  kann,  so  ergibt  sich  der  Satz : 

171.  „Ein  KugelgeMsch  bestimmt  auf  einer  jeden  durch  sein 
Gentrum  gehenden  Geraden  eine  PunUinvolution,  deren  CentralpunU 
dieses  Centrum,  und  deren  Modul  gleich  der  Potenz  des  Gebüsches 
ist,  Conjugierte  PunJcte  der  Involution  ergehen  sich  als  die  Schnitt- 
punkte des  Trägers  mit  Kugeln  des  Gebüsches.  Die  Involution  ist 
elliptisch  oder  hyperbolisch^  je  nachdem  die  Potenz  negativ  oder  positiv 
ist.  Im  letzteren  Falle  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution  die 
Schnittpunkte  ihres  Trägers  mit  der  Orthogonalkugel  des  Gebüsches.'-'' 

Die  TJmkehrung  des  vorstehenden  Satzes  gibt  folgende  Bestim- 
mungsart eines  Kugelgebüsches. 

172.  „Eine  Punktinvolution  auf  einer  Geraden  bestimmt  immer 
ein  Kugelgebüsch.  Jede  Kugel ,  welche  durch  ein  conjugiertes  Punktepaar 
der  Involution   geht,   ist  ein  Element  des  Gebüsches.     Der  Central^ 
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punM  der  Involution  ist  das  Centriim,  der  Modul  derselben  dagegen 
die  Foten^  des  Gebüsches, 

Ist  die  Involution  eine  elliptische ,  so  ist  die  Potenz  negativ,  ist 
sie  hyperbolisch,  so  ist  die  besagte  Potenz  positiv.  Im  letzteren  Falle 
besitz  die  Involution  zwei  reelle  Doppelpunkte ,  deren  jeder  als  eine 
PunMlcugel  des  Gebüsches  anzusehen  ist.  Die  Kugel^  welche  über  der 
Strecke  der  Doppelpunkte  als  Durchmesser  beschrieben  wird,  stellt  die 
Orthogonalkugel  des  durch  die  Involution  bestimmten  Kugelgebüsches 
dar.  Jede  Kugel,  welche  den  Träger  der  Involution  in  einem  der 
Doppelpunkte  berührt,  ist  ebenfalls  ein  Element  des  Gebüsches.''^ 

§.  218. 

Werden  von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  eines  Kreises  K  be- 
liebige Secanten  g^,  g^y  g^.-.  an  den  Kreis  gezogen,  welche  den  letz- 
teren beziehungsweise  in  den  Punktepaaren  a^b^,  a^b^,  a^b^  ,  .  , 
schneiden  mögen,  so  wird  das  System  dieser  Punktepaare  auf  dem 
Kreise  (ebenso  auch  auf  irgend  einem  Kegelschnitte)  infolge  der  vielen 
gemeinsamen  Eigenschaften  mit  einer  geraden  Punktinvolution  gleich- 
falls   als  eine  „Punktinvolution"    auf  dem  Kreise    bezeichnet. 

Der  Punkt  P  heißt  der  Centralpunkt  der  Involution,  und 
das  constante  Product 

Pa^.Pb^^Pa^.Pb^  =  Pa^.Pb^=  ....  =k^ 

der  Entfernung  conjugierter  Punkte  ai,&i;  0^0,^2;  0^3,^3  .  .  .    von  dem 
Gentrum  P  der  „Modul^  der  Kreisinvolution. 

Je  nachdem  der  Punkt  P  innerhalb  oder  außerhalb  des 
Kreises  K  liegt,  wird  die  Kreisinvolution  beziehungsweise  als  eine 
elliptische  oder  eine  hyperbolische  bezeichnet.  Die  hyperbo- 
lische Kreisinvolution  besitzt  zwei  reelle  Doppelpunkte,  und 
diese  sind  keine  anderen  als  die  Berührungspunkte  des  Kreises  K  mit 
dcB  von  P  aus  an  denselben  gezogenen  Tangenten. 

§.  219. 

Das  Auftreten  solcher  Kreisinvolutionen  bei  Kugel- 
gebüschen ist  leicht  nachzuweisen. 

Sei  nämlich  P  das  Centrum  des  Kugelgebüsches  und  K  ein  be- 
liebiger, dem  Gebüsche  augehörender  Kreis,  d.  i.  ein  Kreis,  dessen 
Ebene  durch  P  führt. 

Durch  die  Angabe  von  P  und  K  ist  das  Kugelgebüsch  voll- 
kommen bestimmt,  da  dessen  Potenz  der  Potenz  des  Punktes  P  in. 
Bezug  auf  den  gegebenen  Kreis  K  gleich  ist. 

Pesclika,  Darstellende  u.  projective  Geometrie,  III.  15 
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Zieht  man  durch  P  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  den 
Kreis  K  in  den  Punkten  a  und  h  trifft,  so  ist  a,  &  ein  Punktepaar 
des  Gebüsches.  Durch  dasselbe  gehen  sodann  unendlich  viele 
Kugeln  des  Gebüsches. 

Es  ist  aber  auch  umgekehrt  mit  derselben  Leichtigkeit  der 
Nachweis  zu  erbringen,  dass  eine  beliebige  Kugel  des  Gebüsches  den 
Kreis  K  in  einem  Punktepaare,  d.  i.  in  zwei  Punkten  a  und  J)  treffen 
muss,  deren  Verbindungsgerade  durch  P  geht. 

Gesetzt  nämlich,  die  Kugel  treffe  einmal  den  Kreis  K  in  dem 
Punkte  a.  Zieht  man  sodann  die  Gerade  Pa,  so  wird  diese  die  Kugel 
noch  in  einem  zweiten  Punkte  V^  und  ebenso  den  Kreis  K  in  einem 
zweiten  Punkte  l^  schneiden. 

Da  a,  &j  sowohl ,  als  auch  a,  h\  ein  Punktepaar  des  Gebüsches 
darstellt,  da  ferner  beide  Paare  den  Punkt  a  gemein  haben  und  da 
endlich  je  einem  Punkte,  der  conjugierte  Punkt  ein-deutig  entspricht, 
so  folgt,  dass  nothwendig  &,  und  })\  zusammenfallen  müssen,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  der  Strahl  Fa  sowohl  die  Kugel,  als  auch  den 
Kreis  K  in  einem  und  demselben  Punkte  \  trifft. 

Kiemit  ist  bewiesen,  dass  sämmtliche  Kugeln  des  Gebüsches, 
den  dem  Gebüsche  angehörenden  Kreis  K  in  Punktepaaren  schneiden, 
deren  Verbindungsgeraden  durch  das  Centrum  P  des  Gebüsches  gehen. 
Den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  gemäß,  bilden  diese 
Punktepaare  eine  Kreisinvolution,  deren  Centralpunkt  das  Centrum 
P  des  Gebüsches  ist  und  deren  Modul  der  Potenz  des  Gebüsches  gleich 
ist.  Ist  die  Potenz  eine  negative,  so  liegt  der  Punkt  P  im  Inneren 
des  Kreises;  die  Kreisinvolution  wird  daher  eine  elliptische  sein. 
Liegt  jedoch  der  Punkt  P  außerhalb  des  Kreises  Z",  was  bei  posi- 
tiver Potenz  des  Gebüsches  eintritt,  so  ist  die  Kreisinvolution  eine 
hyperbolische.  Letztere  besitzt  sodann  zwei  reelle  Doppel- 
punkte. Diese  Doppelpunkte  sind  die  Berührungspunkte  der  von  P 
aus  an  K  gezogenen  Tangenten. 

Die  Doppelpunkte  lassen  sich  aber  auch  noch  anders  darstellen. 
Jeder  Doppelpunkt,  d.  h.  ein  zusammenfallendes  Punktepaar  wird  im 
Gebüsche,  wie  wir  gesehen  haben,  durch  eine  Punktkugel  repräsentiert. 
Nachdem  aber  sämmtliche  Panktkugeln  durch  die  Punkte  der  Ortho- 
gonalkugel vertreten  sind,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  fraglichen 
Doppelpunkte  gleichzeitig  jene  siud,  welche  sich  als  die  Schnittpunkte 
des  gegebenen  Kreises  (Träger  der  Kreisinvolution)  mit  der  Orthogonal- 
kugel des  Gebüsches  herausstellen.     Mithin  der  Satz: 

173,  y^Die  Kugeln  eines  'Kugelgebüsches  'bestimmen  auf  einem 
beliebigen  Kreise  des  Gebüsches  eine  Kreisinvolution,  deren  Central- 
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punM  das  Centrum  des  Gebüsches  und  deren  Modul  die  Potenz  des 
Gebüsches  ist.  Ist  die  Totenz  negativ^  so  ist  die  Kreisinvolution 
elliptisch;  ist  hingegen  die  Potenz  des  Gebüsches  positiv^  so  ist  die 
Kreisinvolution  eine  hyperbolische.  In  diesem  Falle  besitzt  dieselbe 
zwei  reelle  Doppelpunkte,  welche  sich  einerseits  als  die  Berührungs- 
punkte der  vom  Centrum  aus  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten, 
andererseits  aber  als  die  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  der  Orthogonal- 
kugel  des  Gebüsches  ergeben.  Sämmtliche  Kugeln^  welche  den  Kreis 
in  den  Doppelpunkten  berühren^  sind  Elemente  des  Gebüsches.  Die 
Doppelpunkte  selbst  sind  zwei  Punktkugeln  des  Gebüsches."' 

Hieraus  ergibt  sich  umgekehrt  folgende  Bestimniungsart 
eines  Kugelbüschels  durch  eine  KreisinvoUition. 

174.  j^Eine  Kreisinvolution  bestimmt  jederzeit  ein  Kugelgebüsch. 
Jede  Kugel,  welche  durch  ein  Paar  conjugierter  Punkte  der  Involution 
geht,  ist  ein  Element  des  Gebüsches,  Das  Centrum  der  Involution 
ist  gleichzeitig  das  Centrum  des  Gebüsches  und  der  Modul  der  In- 
volution ist  die  Potenz  des  Gebüsches.  Ist  die  Involution  elliptisch^ 
so  ist  die  Potenz  negativ,  ist  die  Involution  hyperbolisch,  so  ist  die 
Potenz  positiv.  Im  letzteren  Falle  repräsentieren  die  reellen  Doppel- 
punkte der  Involution  zwei  Punktkugeln  des  Gebüsches;  die  Orthogo- 
nalkugel  des  Gebüsches  geht  durch  dieselben.  Sämmtliche  Kugeln, 
welche  den  Träger  {Kreis)  der  Involution  in  den  Doppelpunkten  be- 
rühren, sind  Elemente  des  Gebüsches.'''' 

§,  220. 

In  Rückblick  auf  den  Satz  166),  nach  welchem  zwei  beliebige, 
nicht  auf  einer  und  derselben  Kugel  liegende  und  in  verschiedenen 
Ebenen  befindliche  Kreise  Z,  und  K^  ein  Kugelgebüsch,  dessen  Ele- 
mente diese  Kreise  sind,  bestimmen  und  unter  gleichzeitiger  Berück- 
sichtigung, dass  jede  Kugel,  welche  durch  einen  der  beiden  Kreise 
geht,  dem  Gebüsche  angehört,  folgt  mit  Hinzuziehung  der  eben  ge- 
fundenen Resultate  —  speciell  aber  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  173) 
der  nachstehende  interessante  Satz: 

176,  ^.^Sind  zwei  Kreise  in  verschiedenen  Ebenen  derart  gegeben^ 
dass  sie  keinen  PunM  gemein  haben  und  nicht  auf  derselben  Kugel- 
fläche liegen  %md  führt  man  durch  den  einen  dieser  Kreise  beliebig 
viele  Kugeln,  so  schneiden  diese  den  zweiten  Kreis  in  Punktepaaren, 
deren  Verbindungsgeraden  durch  einen  und  denselben  festen  Punkt 
,  gehen.  Insbesondere  gehen  durch  den  nämlichen  Punkt  auch  die  Tan- 
genten des  Kreises  in  jenen  Punkten,  in  ivelchen  derselbe  von  gewissen 
durch  den  anderen  Kreis  gelegten  Kugeln  berührt  wird, 

15* 
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Vertauscht  man  die  Operationen  lemglich  leider  Kreise^  so  er- 
hält man  wieder  den  nämlichen  festen  PunU.  Dieser  Punkt  stellt 
das  Centrum  des  durch  die  beiden  Kreise  bestimmten  Kugelgebüsches 
dar  und  liegt  in  der  Schnittgeraden  beider  Kreisebenen.  Durch  die 
vorher  genannten  DerührungspunJcte  auf  den  beiden  Kreisen  geht  die 
Orthogonalhugel  des  Gebüsches,'^ 


XIV.  Capitel. 
Das  Princip  der  reciproken  Radien  oder  die  inverse  Transformation. 

§.  221. 

Sei  P  das  Centrum  und  ä^  die  Potenz  eines  Kugelgebüsches. 

Zwei  conjugierte  Punkte  a,  und  a^  sind  sodann  einerseits  auf 
dem  nämlichen,  durch  P  gehenden  Strahle  g  gelegen  und  andererseits 
durch  die  Kelation 

Pa,  .  Pa^  =  F 

verbunden.     Bezeichnen  wir  die  Strecke  Pa^  mit   r^    und  die  Strecke 
Pa^  mit  r^,  so  ist  kurz 

r,  .  r^  =  ¥•   oder   r^  =  Jc'^ .  — 


r, 


_1_ 
rn 


und  umgekehrt 

r^  =1^ 

'2 

Infolge  dieser  reciproken  Werte  pflegt  man  r^  und  r^  reci- 
proke  Radien,  P  ihr  Centrum  und  F  die  Potenz  derselben  zu 
nennen. 

Construiert  man  zu  jedem  Punkte  a^  eines  beliebigen  Gebildes 
im  Eaume,  den  zugehörigen  —  offenbar  bei  gegebenem  (positiven 
oder  negativen)  Sinne  der  Potenz  h"^  ein-deutigen  —  Punkt  a^,  so 
bilden  sämmtliche  Punkte  a^^  ein  Gebilde,  welches  mit  dem  ersteren 
geometrisch  verwandt  ist,  und  als  das  dem  ersteren  Gebilde 
a, . . .    „invers"  entsprechende  Gebilde  bezeichnet  wird. 

Dies  pflegt  man  auch  dadurch  zum  Ausdrucke  zu  bringen,  indem 
man  sagt:  „Das  eine  Gebilde  sei  durch  reciproke  Eadien 
in  das  andere  transformiert"  oder  auch:  „das  eine  Gebilde 
ist  aus  dem  anderen  mittelst  reciproker  Eadien  ab- 
geleitet.'* 
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Infolge  der  Symmetrie  der  Beziehung: 


kann  ein  jedes  von  zwei  „inversen"  Gebilden  aus  dem  anderen  auf 
ganz  übereinstimmende  Weise  abgeleitet  werden. 

Zunächst  ist  hervorzuheben,  dass  sämmtliche  Kugeln,  Kreise 
und  Panktepaare  des  zugehörigen  Kugelgebüsches  in  sich  selbst  trans- 
formiert werden. 

Ist  nämlich  S  eine  beliebige  Kugel  des  Gebüsches  und  soll  zu 
einem  ihrer  Punkte  a^,  der  inverse  Punkt  a^  gefunden  werden,  so 
sind  beide  Punkte  durch  die  Kelation : 

Fa^  .  Fa.,  =  P 
verbunden,  d.  h.  dem  Punkte   a^  der  Kugel  S  entspricht   wieder  ein 
Punkt  der  Kugel  S  und  zwar  jener   a^,  in  welchem  die  letztere  von 
4em  Strahle  Pa,  zum  zweitenmale   getroffen    wird.    Umgekehrt    ent- 
spricht dem  Punkte  «g  wieder  der  Punkt  %♦ 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Kugel  invers  in  sich  selbst 
transformiert  wird,  jedoch  so,  dass  entsprechende  Punkte  im 
aligemeinen  nicht  coincidieren.  Dies  gilt  insbesondere  nur  von 
jenen  Punkten,  welche  auf  der  (etwa  vorhandenen)  Orthogonalkugel 
des  Gebüsches  liegen,  da  jeder  Punkt  dieser  Kugel  in  sich  selbst 
transformiert  wird,  d.  h.  mit  seinem  entsprechenden  Punkte  zu- 
sammenfällt. 

Jede  Gerade,  welche  durch  das  Inversionscentrum  geht, 
entspricht  (jedoch  wieder  nicht  Punkt  für  Punkt)  sich  selbst,  indem 
irgend  einem  Punkte  auf  einer  durch  das  Centrum  gehenden  Geraden 
wieder  nur  ein  Punkt  dieser  Geraden  entspricht. 

Ebenso  einleuchtend  ist,  dass  in  gleichem  Sinne  auch  eine  be- 
liebige durch  das  Centrum  geführte  Ebene  invers  in  sich  selbst 
transformiert  wird.  Denn  jedem  Punkte  dieser  Ebene  entspricht  ein 
Punkt,  welcher  auf  dem  Verbindungsstrahle  desselben  mit  dem  Cen- 
trum, also  wieder  in  der  Ebene  liegt. 

§.  222. 

Setzen  wir  voraus,  P  sei  das  Inversionscentrum,  h^  die  Inver- 
sionspotenz, und  nehmen  wir  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  a^ 
und  «2;  &i  und  b^  beliebig  an. 

Der  Definition  gemäß  geht  sowohl  a^a^,  als  auch  \b^  durch  F^ 
und  außerdem  besteht  die  Kelation: 

Fa^.Fa^  =  F\.F\  =  F. 
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Betrachten  wir  die  beiden  Dreiecke  Pa^b^  und  Pa^b^,  so  ergibt 
sich,  weil  nach  obiger  Gleichung 

Pa,  :Pb^  =  Pb,:  Pa^, 
dass  dieselben  einander  ähnlich  seieo.     Dabei  sind  die  Winkel  bei  P 
einander  gleich;  ferner  ist 

^  Pa^  &j  =  -4-  Pb^  tto  und  -4-  Pb^  a^  =  -^  Pa^b^. 

Ist  daher  beispielsweise  der  Winkel  des  Dreieckes  Pa^  b^  bei  a^ 
ein  rechter  Winkel,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  dem  Winkel  des 
Dreieckes  Pa^b^  bei  b^. 

Untersuchen  wir  nun,  was  für  ein  Gebilde  einer  beliebigen, 
nicht  durch  das  Inversionscentrum  P  gehenden  Ebene  E^  invers 
entspricht. 

Fällen  wir  zu  diesem  Zwecke  vom  Inversionscentrum  P  auf  diese 
Ebene  E^  die  Senkrechte  Pa^  und  bestimmen  wir  den  ihrem  Fuß- 
punkte aj  inversen  Punkt  a^.  Der  so  erhaltene  Punkt  a^  ist  bereits 
ein  Punkt  des  inversen  Gebildes,  welches  sich  als  geometrischer  Ort 
aller  Punkte  ergeben  wird,  das  aus  den  Punkten  der  Ebene  E^  durch 
reciproke    Kadien    abgeleitet   werden  kann. 

Sei  beispielsweise  b^  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  E^^  und  b^ 
der  ihm  invers  entsprechende  Punkt,  d.  h.  ein  Punkt  des  gesuchten 
Gebildes. 

Mit  Zugrundelegung  der  Ergebnisse  der  vorausgeschickten  Be- 
trachtung ist  der  Winkel  Ph^  a^  gleich  dem  Winkel  Pa^  b^.  Nach- 
dem aber  dieser  letzte  Winkel  von  der  Normalen  Pa^  der  Ebene  E^ 
und  einer  durch  deren  Fußpunkt  a^  in  der  Ebene  E^  gezogenen  Ge- 
raden a^  &i  gebildet  wird,  also  ein  rechter  Winkel  ist,  muss  auch  der 
Winkel  Pb^  a«  ein  rechter  Winkel  sein. 

Da  bezüglich  des  Punktes  b^  keine  besondere  Voraussetzung  ge- 
macht wurde,  so  gilt  dasselbe  für  alle  Punkte  der  Ebene  E^  oder  mit 
anderen  Worten,  den  sämmtlichen  Punkten  der  Ebene  E^  entsprechen 
invers  Punkte,  welche  mit  den  beiden  festen  Punkten  P  und  a^  ver- 
bunden, einen  rechten  Winkel  ergeben. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  der  geometrische  Ort  aller  den  Punkten 
der  Ebene  E^  invers  entsprechenden  Punkte  jene  Kugel  E^  sei,  welche 
über  der  Strecke  Pa^  als  Durchmesser  beschrieben  wird. 

Die  Tangentialebene  der  Kugel  E^  in  dem  Punkte  P  ist  senk- 
recht zu  dem  Durchmesser  P%,  mithin  parallel  zur  Ebene  E-^.  Es 
ergibt  sich  somit  der  Satz: 

176.  ^^  Jeder  durch  das  Inversionscentrum  nicht  gehenden  Ebene 
entspricht  invers  eine  Kugel ,  welche  durch  das  Inversionscen- 
trum   geht   und  in    demselben   von   einer^   zu   der   gegebenen  EJbene 
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parallelen  Ebene  berührt  wird.  Der  zweite  DurchmesserendpunJct 
dieser  Kugel  ist  der  dem  Fitßpunkte  des  vom  Inversionscentrum  zur 
Ebene  geführten  Normalen  inverse  Funkt. '-^ 

Aus  derselbea  Betrachtung  folgt  weiters  unmittelbar  auch  der 
umgekehrte  Satz: 

177.  ^ Einer  beliebigen,  durch  das  Inversionscentrum  gehenden 
Kugel  entspricht  invers  eine  Ebene ,  welche  zur  Berühr ungsebene  der 
Kugel  im  Inversionscentrum  parallel  ist.  Das  Product  aus  dem 
Kugeldurchmesser  und  dem  Abstände  des  Inversionscentrums  von  jener 
Ebene  ist  gleich  der  Inversionspotenz ^'' 

§.  223. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Ebenen  E^  und  e^  an,  so  entsprechen 
denselben,  nach  dem  vorstehenden  Satze  176)  zwei  durch  das  Inver- 
sionscentrum gehende  Kugelflächen  jB^  und  ^2»  deren  Berührungsebenen 
im  Inversionscentrum,  beziehungsweise  zu  E^  und  e^  parallel  sind. 

Daraus  folgt  aber,  dass  sich  die  beiden  Kugeln  E^^  und  e^  im 
Inversionscentrum  unter  dem  nämlichen  Winkel  wie  die  Ebenen  E^ 
und  e^  schneiden. 

Es  bedarf  wohl  nicht  erst  eines  besonderen  Beweises,  um  dar- 
zuthuu,  dass,  wenn  zwei  Kugeln  sich  in  einem  Punkte  unter  einem 
Winkel  cc  treffen,  das  gleiche  Verhalten  überhaupt  in  allen  anderen 
Punkten  derselben  statthabe ,  dass  sich  dieselben  also  auch  in  allen 
übrigen  Punkten    unter    dem    nämlichen  Winkel  a  schneiden  werden. 

Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

178.  ,,Die  zwei  Kugeln^  welche  invers  irgend  zwei  beliebigen 
Ebenen  entsprechen,  schneiden  sich  unter  demselben  WinJcel,  wie  diese 
Ebenen.^ 

§.  224. 

Seien  JF,  und  ^,  zwei  beliebige  Flächen;  a^  irgend  ein  Punkt 
ihres  Schnittes,  und  T^,  t^  die  Tangentialebenen  der  genannten  Flächen 
im  Punkte  a, . 

Den  beiden  Flächen  F^  und  ^,  werden  invers  wieder  zwei 
Flächen  F^  und  ^^  entsprechen.  Dem  gemeinschaftlicliea  Punkte  a^ 
von  F^  und  0,  entspricht  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  a^  der  iuversen 
Flächen  F^^  und  ^^.  Den  Berührebenen  T^  und  r,  endlich  entsprechen 
zwei  Kugeln  T^  und  x^,  welche  die  Flächen  F^  und  ^2  i"^  Punkte 
a^  berühren. 

Da  nun  einerseits  die  Berührebenen  der  beiden  Flächen  F^  und 
^2  im  Punkte  a^  die  nämlichen  sind,  wie  jene  der  beiden  Kugeln  1\, 
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und  tQy  da  sich  ferner  (Satz  178)  die  beiden  Kugeln  To  und  r^  unter 
demselben  Winkel  schneiden ,  wie  die  Ebenen  T^  und  r^ ,  so  folgt, 
dass  sich  auch  die  beiden  Flächen  JP^  ^^^  ^2  im  Punkte  a^  unter 
dem  nämlichen  Winkel  begegnen  werden,  wie  die  Flächen  .F,  und  0^ 
im  Punkte  a,. 

Nachdem  dies  ganz  allgemein  von  allen  Flächenarten  und  in 
jedem  Punkte  des  Durchschnittes  gilt,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

179.  Zwei  Flächen  schneiden  sich  in  jedem  PimMe  unter  dem 
nämlichen  WinTcel^  unter  welchem  sich  die  ihnen  inversen  Flächen  im 
entsprechenden  PunMe  'begegnen.''' 

§.  225. 

Vorher  wurde  nachgewiesen,  dass  einer  Ebene  invers  eine 
Ku  gel  entspricht. 

Nachdem  aber  einem  Punkte,  welcher  zwei  Ebenen  gemeinschaft- 
lich ist,  wieder  nur  ein  Punkt  entsprechen  kann,  welcher  den  beiden 
Kugeln  gemeinschaftlich  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass  dem  Schnitte 
zweier  Ebenen,  d,  i.  einer  geraden  Linie,  der  Schnitt  der  beiden 
inversen  Kugeln,  also  ein  Kreis,  entsprechen  müsse. 

Dieser  Kreis  geht,  da  die  beiden  Kugeln  das  Inversionscentrum 
enthalten,  durch  dasselbe  und  liegt  auf  jener  Ebene,  welche  das  In- 
versionscentrum  mit  der  Geraden  verbindet,  indem,  wie  wir  bereits 
wissen,  jeder  Punkt,  welcher  einem  Punkte  der  Geraden  invers 
entspricht,  auf  jenem  Strahle,  welche  den  letzteren  mit  dem  Cen- 
trum verbindet,  also  in  der  genannten  Ebene  liegen  muss. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  die  Tangentialebenen  der  beiden 
Kugeln  F2  und  e^,  welche  zwei  Ebenen  E^  und  6,  invers  entsprechen, 
im  Inversionspunkte,  parallel  zu  diesen  Ebenen  sind,  dass  also 
auch  die  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen,  d.  i.  die  Tangente 
des  Schnittkreises  beider  Kugeln  E^  und  e^ ,  im  Inversionscentrum 
parallel  zu  der  Schnittgeraden  der  Ebenen  E^  und  e,  Süin  müsse,  so 
folgt  der  Satz: 

180.  ^Einer  beliebig  im  Baume  gegebenen  Geraden  ^  die  nicht 
durch  das  Inversionscentrum  geht^  entspricht  invers  ein  Kreis,  welcher 
in  jener  Ebene  liegt,  die  die  gegebene  Gerade  mit  dem  Inversions- 
centrum  verbindet.  Dieser  Kreis  geht  durch  das  Inversionscentrum, 
und  wird  daselbst  von  einer  Geraden  berührt,  ivelche  0u  der  gegebenen 
Geraden  parallel  ist.  Das  Product  aus  dem  Durchmesser  des  Kreises 
und  dem  Abstände  der  gegebenen  Geraden  vom  Inversionscentrum 
ist  gleich  der  Inversionspotenz, '^ 
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§.  226. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige,  sich  schneidende  Geraden  g^ 
und  ^,'  im  Räume  an.  Der  Schnittpunkt  beider  heiße  A^  und  die 
durch  beide  Geraden  gelegte  Ebene  sei  jB^ 

Diese  Gebilde  denken  wir  uns  in  Bezug  auf  ein  Centrum  P 
invers  transformiert.  Hierbei  entspricht  der  Ebene  jB,  eine  Kugel 
J^Q,  welche  durch  das  Inversionscentrum  P  geht,  und  daselbst  von 
einer  zur  Ebene  J5J,  parallelen  Ebene  a  berührt  wird. 

Den  beiden  Geraden  g^  und  g\  entsprechen  (nach  dem  vorher- 
gehenden Satze  180)  zwei  Kreise  g^  und  g\^  welche  gleichfalls  durch 
das  Inversionscentrum  gehen,  und  daselbst  von  zwei  Geraden  y  und 
7'  berührt  werden,  welche  zu  den  bezüglichen  Geraden  g^  und  g\ 
parallel  sind. 

Die  besagten  Geraden  bestimmen  daher  eine  Ebene,  welche  zu 
der  Ebene  J5j,  der  ihnen  parallelen  Geraden  g^  und  g\j  parallel  läuft, 
also  keine  andere,  als  die  vorgenannte  Tangentialebene  s  der  Kugel 
Eo  im  Inversionscentrum  P  sein  kann. 

Da  ferner  die  Geraden  g^  und  g\  in  der  Ebene  jB,  liegen,  so 
befinden  sich  die  ihnen  invers  entsprechenden  Kreise  g^  und 
g\  auf  der  Kugel  E,^^  und  sind  offenbar  die  Schnittkreise  dieser 
Kugel  mit  den  Ebenen  (P,^i)  und  {P^g*-^-  Diese  beiden  Kreise  g» 
und  ^'2  endlich  schneiden  sich  in  einem  zweiten,  von  P  verschiedeneu 
Punkte  ^2,  welcher  nichts  anderes  als  den  dem  Schnittpunkte-^!  der 
Geraden  g^  und  g\  inversen  Punkt  darstellt. 

Wir  finden  also,  dass  dem  ebenen  Winkel  (g^g\),  dessen  Ebene 
P\  ist,  ein  sphärischer  Winkel  entspricht,  welcher  auf  jener 
Kugel  jBq  liegt,  die  der  genannten  Ebene  jB,  invers  ist. 

Versuchen  wir  nunmehr,  die  Größe  dieses  sphärischen 
Winkels   zu  bestimmen. 

Unter  der  Größe  eines  sphärischen  Winkels  versteht  man  den- 
jenigen Winkel,  welchen  die  Tangenten  an  die  beiden,  den  sphärischen 
Winkel  bildenden  Kreise  in  deren  gemeinschaftlichem  Punkte,  d.  i. 
im  Scheitel  des  Winkels,  mit  einander  einschließen. 

Denken  wir  uns  behufs  obiger  Forderung  eine  beliebige  Kugel  /S, 
und  auf  derselben  zwei  beliebige  Kreise  Zj  und  Zg,  welche  sich  in 
den  beiden  Punkten  a  und  a  schneiden  mögen.  Seien  ferner  t^  und  t^ 
die  Tangenten  der  Kreise  Z^  und  K^  im  Punkte  a;  r,  und  r^  die 
Tangenten  derselben  Kreise  im  Punkte  a,  so  ist  —  nachdem  die  Kugel 
sowohl,  als  auch  die  beiden  Kreise  K^  und  K^,  sowie  deren  Tangenten 
in  den  Punkten  a  und  a  gegen  jene  Diametralebene  der  Kugel,  welche 
zu  der  Sehne  aa  normal   steht,   symmetrisch  sind  —  an  und  für 
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sich  klar,  dass  der  Winkel,  welchen  die  beiden  Tangenten  t^  und 
to  einschließen ,  jenem  Winkel  gleich  sein  müsse ,  welchen  die  beiden 
Tangenten  r^  und  t^  einschließen.  Kurz  gefasst  lässt  sich  somit  be- 
haupten: die  beiden  Winkel,  unter  welchen  sich  zwei 
Kreise,  die  auf  der  nämlichen  Kugel  liegen,  schneiden, 
sind   einander  gleich. 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  unseren  ursprünglichen 
Betrachtungen  zurück. 

Sind  g^  und  g\  die  beiden  in  A^  sich  schneidenden  Geraden  und 
E^  deren  Ebene,  so  würde  festgestellt,  dass  den  beiden  Geraden  g^ 
und  g\  zwei  Kreise  g^  und  gf'2  entsprechen,  welche  auf  der  der  Ebene 
E^  inversen  Kugel  E^^  liegen.  Diese  beiden  Kreise  haben  außer  dem 
Inversionscentrum  P  noch  den  Punkt  J^  gemein,  welcher  invers  dem 
Punkte  Ä^  entspricht.  Weiters  sind  die  Tangenten  y  und  7'  der  bei- 
den Kreise  g^  und  ^'^  im  Inversionscentrum  P  zu  den  beiden  Geraden 
g^  und  g\  parallel. 

Da  aber  mit  Zugrundelegung  der  vorhergehenden  Betrachtung 
der  Winkel  (y,/),  unter  welchem  sich  die  beiden  Kreise  bei  P  schnei- 
den, jenem  Winkel  gleich  ist,  unter  welchem  sich  dieselben  bei  Ä^  be- 
gegnen, so  folgt,  dass  dieser  letztere  Winkel  auch  demjenigen  gleich 
sei,  unter  welchem  sich  die  beiden  Geraden  g^  und  g\  schneiden.  Es 
folgt  mithin  der  Satz: 

181.  ,^Ein  ebener  WmJcel  verwandelt  sich  hei  inverser  Transfor- 
mation in  einen  sphärischen  Winkel  von  derselben  Größe.^^ 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  der  weitere  Satz: 

182.  j^Einem  ebenen  Dreiecke^  beziehungsweise  einem  ebenen  n- 
ecJcCj  entspricht  invers  ein  sphärisches  Dreieck^  resp.  n-eck,  dessen 
sämmtliche  Winkel  den  entsprechenden  Winkeln  in  dem  ebenen  Drei- 
oder n-ecke  gleich  sind.^ 

§.   227. 

Der  oben  angeführte  Satz  lässt  nicht  ohneweiters  die  Umkehrung 
zu.  Denn,  wie  unschwer  einzusehen,  waltet  für  alle  Seiten  des  sphä- 
rischen Polygons,  d.  i.  für  die  Kreise  auf  der  Kugel,  welche  dieses 
Polygon  bilden,  die  noth wendige  Bedingung  ob,  dass  sie  alle  sammt 
und  sonders  durch  einen  und  denselben  Punkt,  durch  das  Inversions- 
centrum, gehen. 

Die  ümkehrung  des  vorstehenden  Satzes  wird  daher  folgender- 
maßen lauten  müssen. 

183.  ^Ist  auf  einer  Kugel,  welche  durch  das  Inversionscentrum 
geht,  ein  sphärisches  Polygon  derart  gegeben ^  dass  sämmtliche  Seiten 
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desselben  durch  das  Inversionscentrum  gehen  ^  so  entspricht  diesem 
Polygone  invers  ein  ebenes  Polygon,  dessen  sämmtliche  Winkel  den 
entsprechenden  Winkeln  am  sphärischen  Polygone  gleich  sind.^' 

Bemerkt  sei  hier  noch,  dass  in  all  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen unter  einem  sphärischen  Polygone,  nicht  wie  üblich, 
ein  solches  verstanden  wurde,  dessen  Seiten  Bögen  von  größten  Kugel- 
kreisen sind,  sondern  sphärische  Polygone  gedacht  wurden,  deren 
Seiten  durch  einen  und  denselben  Punkt  auf  der  Kugelfläche, 
das  ist  durch  das  Inversionscentrum  gehen,  sonst  aber  eine  ganz 
beliebige  Lage  auf  der  Kugel  haben  dürfen.  Nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung wurden  die  vorstehenden  Sätze  aufgestellt  und   nachgewiesen. 

§.  228. 

Der  vorstehende  Satz  ist  die  Quelle  einer  ebenso  wichtigen  als 
interessanten  ein-deutigen  Abbildungsmethode  besonderer 
Art. 

Mittelst  des  Princips  der  reciproken  Radien  sind  wir  nämlich  in 
den  Stand  gesetzt,  eine  Kugel  ein-deutig  auf  eine  Ebene  „ab- 
zubilden^^  d.h.  eine  ein-deutige  Verwandtschaft  zwischen 
den  Punkten  der  Kugel  und   der  Ebene  herzustellen. 

Es  genügt  zu  diesem  Zwecke,  irgend  einen  Punkt  P  der  Kugel 
als  Transformations-  oder  Inversionscentrum  anzunehmen.  Sämmtlichen 
Punkten  der  Kugel  entsprechen  sodann  invers  die  Punkte  einer  Ebene. 

Diese  Verwantdschaft  hat  aber  noch  eine  ganz  besondere 
charakteristische  Eigenschaft. 

Denken  wir  uns  nämlich  auf  der  Kugel  drei  Punkte  a^,  b^,  c^ 
angenommen,  welche  unendlich  nahe  aneinander  liegen  und  legen  wir 
durch  das  Inversionscentrum  P  und  durch  die  Punktepaare  et«,  feg? 
62,^2;  C21  ^2  Kreise,  so  bilden  diese  ein  sphärisches,  unendlich 
kleines  Dreieck  (sphärisch  in  dem  vorangedeuteten  Sinne  auf- 
gefasst).  Der  unendlichen  Kleinheit  der  Seiten  a^b^,  b^c^,  c^a^  wegen 
kann  dieses  Dreieck  als  ein  geradliniges  und  daher  auch  als 
ebenes  Dreieck  aufgefasst  werden. 

Diesem  Dreiecke  entspricht  invers  in  der  vorgenannten  Ebene 
ebenfalls  ein  Dreieck  a^b^c^,  dessen  Winkel  (nach  dem  Satze  182), 
den  entsprechenden  Winkeln  des  Dreieckes  a^b^c^  gleich  sind.  Es 
folgt  mithin  der  Satz: 

184.  ^  Jedem  unendlich  kleinen  Dreiecke  auf  einer  Kugel ^  welche 
durch  das  Inversionscentrum  geht,  entspricht  in  der  dieser  Kugel  in- 
versen  Ebene  ein  Dreieck,  dessen  Winkel  denjenigen  des  ersten  Drei- 
eckes gleich  sind.     Die  beiden  Dreiecke  selbst  sind  ähnlich.^ 
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§.  229. 

Die  Kugelfläche  kann  man  offenbar  auf  die  verschiedenartigsten 
Weisen  in  unendlich  viele  derartige  unendlich  kleine  Dreiecke  ge- 
theilt  denken.  Aus  deren  Ähnlichkeit  mit  den  ihnen  auf  der  inversen 
Ebene  entsprechenden  Dreiecken  folgt  die  besondere  Eigenschaft 
dieser  Transformation,  dass  die  Kugelfläche  in  ihren  kleinsten 
Theilen  ähnlich,  auf  die  ihr  invers  entsprechende  Ebene  abgebildet 
wird.     Mithin  der  Satz: 

185.  j^Eine  Kugel  wird  mittelst  der  inversen  Transformation, 
sobald  man  das  Inversionseentrum  auf  der  Kugel  liegend  annimmt, 
auf  eine  Ebene  derart  abgebildet,  dass  die  Meinsten  TJieile,  welche 
in  beiden  Gebilden  einander  entsprechen,  ähnlich  sind.'^ 

§.  230. 

Jede  Abbildung  zweier  Flächen  auf  einander,  bei 
welcher  entsprechende  kleinste  Theile  einander  ähnlich 
sind,  wird  eine  „conforme  Abbildung"  genannt. 

Betrachtet  man  das  Inversionscentrum  als  Projections- 
centrum  und  die  der  Kugel  invers  entsprechende  Ebene  als 
Projectionsebene,  wobei  als  „zu  projicierende  Gebilde"  solche 
angenommen  wej-den,  welche  auf  der  Kugelfläche  selbst  liegen,  so  er- 
hält man  die  unter  dem  Namen  „stereographische  Projection" 
bekannte  Projectionsart. 

Wir  werden  an  späterer  Stelle  auf  diese  Projectionsart  zurück- 
kommen. 

§.  231. 

Denken  wir  uns  ein  beliebiges  Gebilde  2^,  sowie  ein  Inver- 
sionscentrum P,  und  bestimmen  wir  das  dem  Gebilde  U^  inverse 
Gebilde  2^2,  ^3...  für  verschiedene  Inversionspotenzen  k^ 
jedoch  für  dasselbe  Inversionscentrum  P. 

Es  fragt  sich  um  das  Verhalten  der  inversen  Gebilde  U^,  ^3-  ■  - 
unter  einander. 

Um  dieses  gegenseitige  Verhalten  festzustellen,  nehmen  wir  zwei 
beliebige  Punkte  a,  und  b^  des  Gebildes  2J,  an.  Die  den  genannten 
Punkten  invers  entsprechenden  Punkte  seien  a„,  b^  für  die  Inver- 
^ionspotenz  Jc^^  und  a^,  63  für  die  Inversionspotenz  Ic^^. 

Es  finden  diesbezüglich  folgende  Beziehungen  statt.  Zunächst 
liegen  die  Punkte  P^,  aj,  0^,  a^,  b^,  a^,  h^  sämmtlich  in  einer  Ebene 
und  überdies  P,  a^,  a-^,  a^  auf  einem  Strahle,  während  P,  b^,  b^,  b^ 
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auf  einem  zweiten  den    ersten  schneidenden  Strahle    zu    suchen  sind. 
Ferner  bestehen  die  Beziehungen: 

Pa,  .  Pa^  =  V ;       Pb,  .  P\  =  V 
Pa^  .  Pa^  =  \^  und  P\  .  Ph^  =  h^"". 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass: 

Pa^  :  Pa^  =  Pb^  :  Pb^  =  h''  :  \\ 

Die  beiden  Dreiecke  Pa^b^  und  P%b^  sind  mithin  ähnlich. 
Nachdem  aber  zwei  Paare  entsprechender  Seiten  derselben,  d.  i.  Pa^ 
und  Pa^;  Pbi^  und  Pb^  zusammenfallen,  so  ist  das  dritte  Paar  a^b^ 
und  0^363  parallel. 

Das  Gleiche  gilt  von  allen  Punkten  der  beiden  Gebilde  Z^  und 
2^3.  Dieselben  sind  also  derart  geometrisch  verwandt,  dass  die 
Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  durch  einen  und  denselben 
Punkt,  „das  Inversionscentrum"  gehen,  dass  ferner  Geraden,  welche 
entsprechende  Puuktepaare  verbinden,  unter  einander  parallel  sind,  und 
dass  endlich  die  Entfernungen  zweier  einander  entsprechender  Punkte 
a^  und  <%3  vom  Inversionscentrum  in  einem  constanten  Verhältnisse 
k^^ :  ^3^  stehen. 

Die  beiden  Gebilde  U^  und  273  sind  somit  ähnlich,  das  In- 
versionscentrum ist  ihr  Ähnlichkeitspunkt  und  das  Verhältnis 
der  beiden  Inversionspotenzen  der  Ähnlichkeitsmodul.  Mit- 
hin besteht  der  Satz: 

186.  j,  Transformiert  man  ein  und  dasselbe  Gebilde  für  ein  und 
dasselbe  Inversionseentrum  ^  aber  für  verschiedene  Inversionspotenzen ^ 
so  bilden  die  transformierten  Gebilde  untereinander  eine  Reihe  ähn- 
licher und  ähnlich  liegender  Figuren^  deren  gemeinschaftlicher  Ahn- 
lichJceitspunM  das  Inversionscentrum  ist.^ 

Zwei  transformierte  Gebilde  U^  und  2J^  werden  insbesondere 
symmetrisch  sein,  wenn  die  beiden  zugehörigen  Inversions- 
potenzen gleich  groß,  dem  Sinne  nach  aber  entgegen- 
gesetzt sind. 

§.  232. 

Untersuchen  wir,  in  was  für  ein  Gebilde  eine  beliebige,  nicht 
durch  das  Inversionscentrum  P  gehende  Kugel  S^  vermittelst  inverser 
Transformation  verwandelt  wird. 

Betrachten  wir  vorerst  als  Inversionspötenz  die  Potenz  des  In- 
versionscentrums in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  S^,  so  wissen  wir, 
dass  sich  dieselbe  in  sich  selbst  verwandelt. 

Auf  Grund  des  Satzes  186)  muss  aber  diesfalls  das  der  gege- 
benen Kugel  für  irgend  eine  beliebige  Inversionspotenz  entsprechende 
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inverse  Gebilde  mit  dieser  Kugel,  in  Bezug  auf  das  Inversionscentrum, 
als  Ähnlichkeitspunkt  ähnlich,  also  selbst  wieder  eine  Kugel  sein. 
Es  gilt  daher  der  Satz: 

:/87.  ^^Jeäe  Kugel,  welche  nicht  durch  das  Inversionscentrum  geht, 
verwandelt  sich  wieder  in  eine  Kugel,  welche  mit  der  ersteren,  in 
Bemg  auf  das  Inversionscentrum ,  als  ÄhnlichlceitspunM  ähnlich 
liegt,'' 

§.  233. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt  unmittelbar,  dass  jeder 
Kreis  im  Eaume,  welcher  nicht  durch  das  Inversionscentrum  geht, 
durch  Transformation  mittelst  reciproker  Eadien  allemal 
wieder  in  einen  Kreis  verwandelt  wird. 

Legt  man  nämlich  durch  den  gegebenen  Kreis  K^  zwei  belie- 
bige Kugeln  S^  und  S\/so  verwandeln  sich  diese,  dem  eben  Voraus- 
geschickten zufolge,  in  zwei  andere  Kugeln  S^  und  S\,  während  der 
den  beiden  letztgenannten  Kugeln  gemeinschaftliche  Kreis  K^  dem  ge- 
meinschaftlichen Kreise  K^  der  beiden  ersteren  entspricht.  Der  Kreis 
K^  liegt  aber  außerdem  (Satz  176)  noch  auf  einer  besonderen  Kugel 
E^,  d.  i.  jener,  welche  durch  das  Inversionscentrum  geht  und  der 
Ebene  JS,  des  Kreises  K^  entspricht.     Es    besteht    folglich  der  Satz: 

188.  y,  Jedem  nicht  durch  das  Inversionscentrum  gehenden  Kreise 
entspricht  invers  wieder  ein  Kreis  ^  welcher  auf  jener  durch  das  In- 
versionscentrum  gehenden  Kugel  liegt  ^  die  der  Ebene  des  gegebenen 
Kreises  invers  ist,"' 

§.  234. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  sagt  aus,  dass  die  stereographische 
Projection  eines  Kreises  stets  wieder  ein  Kreis  sei. 

Eine  einfache  Betrachtung  wird  es  ermöglichen,  auch  den  Mittel- 
punkt der  stereographischen  Projection  festzustellen. 

Sei  S  (Taf.  XIII,  Fig,  69)  eine  beliebige  Kugel,  P  das  Inver- 
sionscentrum auf  derselben  (Centrum  der  stereographischen  Projection) 
und  K  ein  beliebiger  Kugelkreis.  Wir  wählen  hierbei  die  durch  P 
(Taf.  XIII,  Fig.  69)  gehende,  zur  Ebene  des  Kreises  K  senkrecht 
stehende  Diametralebene  der  Kugel  S,  als  verticale  und  die  Ebene 
des  Kreises  Z"  als  horizontale  Projectionsebene. 

Der  Kugel  S  wird,  wie  bereits  bekannt,  invers  eine  Ebene  ent- 
sprechen, welche  zu  der  Tangentialebene  T  der  Kugel  im  Inversions- 
centrum P  parallel  ist.  Alle  Kreise  K  auf  der  Oberfläche  der  Kugel 
werden  sich  somit  auf  jenen  Ebenen,  die  zur  Ebene  T  parallel  sind, 
folgerichtig  als  Kreise  abbilden. 
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Nachdem  aber  der  dem  Kreise  (K,  K')  invers  entsprechende  Kreis 
auf  dem  durch  K  und  das  Inversionscentrum  P  gelegten  Kegel  liegen 
muss,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene  T  die  zweite  Kreisebene 
des  Kegels  (P,  K)  sei,  d.  h.  dass  dieser  Kegel  von  allen  zu  T  pa- 
rallelen Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  wird.  Mithin  gilt  der 
Satz: 

189.  j^Legt  man  durch  einen  'beliebigen  Kreissehnitt  eines  Kegels 
zweiten  Grades  und  durch  den  Scheitel  des  Kegels  eine  Kugel,  so  ist 
die  Tangentialebene  dieser  Kugel  im  Scheitel  des  Kegels  die  zweite 
Kreisebene  desselben ,  d.  h  der  Kegel  wird  von  allen  zu  dieser  Ebene 
'parallelen  Ebenen  gleichfalls  in  Kreisen  geschnitten,^ 

§.  235. 

Sei  ferner  M  (Taf.  XIII,  Fig.  69)  der  Scheitel  des  der  Kugel  5, 
längs  des  Kreises  K,  umschriebenen  Kegels. 

Die  Ebene  des  Kreises  K  ist  sodann,  wie  bereits  bekannt,  die 
Polarebene  des  Punktes  M,  in  Bezug  auf  die  Kugel  Ä  Ferner  ist 
der  Pol  der  Tangentialebene  T  ihr  Berührungspunkt  P. 

Die  beiden  genannten  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden 
{I)^D')^  welche  die  Polare  der  Verbindungsgeraden  ihrer  Pole  P  und 
M  repräsentiert.  Es  ist  daher  der  Punkt  Ifj,  in  welchem  ilfP  die 
Ebene  des  Kreises  K  schneidet,  der  Pol  der  Geraden  D,  in  Bezug  auf 
den  Kreis  (Z,Z'). 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Gerade  Pilf  der  der 
Ebene  T  conjugierte  Durchmesser  des  Kegels  (P,  K)  sei,  dass  der- 
selbe also  die  Mittelpunkte  aller  zu  T  parallelen  Kreisschnitte  des 
Kegels  enthalte. 

Wird  demnach  die  Kugel  S  aus  dem  Projectionscentrum  P  auf 
eine  zu  T  parallele  Ebene  stereographisch  abgebildet,  so  gilt  für 
das  Bild  irgend  eines  beliebigen  Kugelkreises  K  und  dessen  Mittel- 
punkt der  Satz: 

190.  „  Wird  eine  Kugel  S  aus  einem  ihrer  Punkte  P  stereogra- 
phisch auf  eine  Ebene  abgebildet,  so  ist  das  Bild  eines  beliebigen 
Kugelkreises  K  stets  wieder  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  jener 
Geraden  liegt,  welche  den  Scheitel  des  der  Kugel  S,  längs  des  Kreises 
K,  umschriebenen  Kegels  mit  dem  Projectionscentrum  P  verbindet,^ 

§;  236. 

Von  diesem  Satze  werden  wir  an  späterer  Stelle  einige  graphische 
Anwendungen  zu  machen,  Gelegenheit  finden.   Hier  jedoch  wollen  wir 
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noch  untersuchen,   in  was  irgend   ein  beliebiges  Kugelgebüsch 
durch  inverse  Transformation  übergeht. 

Da  jeder  Kugel  invers  wieder  eine  Kugel,  jedena  Kreise  wieder 
ein  Kreis  und  jedem  Punktepaare  des  Gebüsches  wieder  ein  Punkte- 
paar in  dem  inversen  Systeme  entspricht,  so  ist  zu  vermuthen,  dass 
ein  Kugelgebüsch  invers  transformiert  auch  wieder  ein  Kugelgebüsch 
darstellen  werde. 

Dass  diese  Annahme  thatsächlich  begründet  erscheine,  kann  fol- 
gendermaßen nachgewiesen  werden. 

Sei  P  das  Inversionscentrum,  F  das  gegebene  Kugelgebüsch  und 
M  dessen  Centrum.  Allen  Kugeln,  Kreisen  und  Punktepaaren  von  F 
entsprechen  wieder  Kugeln,  Kreise  und  Punktepaare,  welche  zusammen- 
genommen das  dem  Gebüsche  F  inverse  System  F  bilden. 

Sämmtliche  Kugeln  und  Kreise  des  Gebüsches  F,  welche  durch 
das  Inversionscentrum  P  gehen,  schneiden  sich  noch  in  einem  zweiten 
festen  Punkte  JB,  welcher  der  dem  Punkte  P  conjugierte  Punkt  des 
Gebüsches  ist. 

Sei  nun  Z,  ein  beliebiger  Kreis  des  Gebüsches  F,  welchem  im 
Systeme  P"  der  Kreis  K\  entspreche,  und  legen  wir  durch  K^  jene 
Kugel,  welche  durch  das  Inversionscentrum  P,  also  auch  durch  den 
Punkt  B  geht,  so  wird  dieser  Kugel  bekanntlich  invers  die  Ebene  des 
Kreises  K\  entsprechen.  Besagte  Ebene  wird  selbstverständlich  durch 
den  festen,   dem  Punkte  B  invers   entsprechenden   Punkt  P'  führen. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  entnehmen  wir  also,  dass  alle 
Kreise  jfiT'  des  Systems  P'  in  Ebenen  liegen,  die  sämmtlich  durch  den 
Punkt  P'  gehen. 

Sei  weiters  a,  h  ein  Punktepaar  des  Kugelgebüsches  P,  welchem 
invers  das  Punktepaar  a',  6'  des  Systems  P'  entspreche. 

Legen  wir  durch  a,h  zwei  beliebige  Kreise  K^  und  K^  des  Ge- 
büsches P.  Diesen  Kreisen  entsprechen  invers  wieder  zwei  Kreise  K\ 
und  K\y  welche  durch  das  Punktepaar  a',  &'  gehen. 

Nachdem  aber  die  beiden  Punkte  a',  &'  den  beiden  Kreisen  K\ 
und  £"'2  angehören,  können  sie  offenbar  nur  in  der  Schnittgeraden 
ihrer  Ebenen  liegen.  Die  beiden  Kreisebenen  gehen  aber,  wie  gezeigt 
wurde,  durch  den  festen  Punkt  P';  es  muss  folglich  auch  dieser  Punkt 
ihrer  Schnittgeraden  angehören ,  d.  h.  die  Verbindungsgerade  des 
Punktepaares  a',6'  führt  gleichfalls  durch  den  festen  Punkt  P'. 

Nachdem  ganz  das  Gleiche  von  jedem  beliebigen  Punktepaar  des 
Systems  P'  gilt,  so  gelangen  wir  zum  folgenden  Resultate. 

Die  Elemente  des  Systems  P'  bestehen  aus  Punktepaaren,  deren 
Verbinduugsgeraden    durch    den    festen  Punkt  P'  gehen;    ferner  aus 
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Kreisen,  welche  durch  solche  Punktepaare  führen,  deren  Ebenen  mit- 
hin ebenfalls  durch  den  festen  Punkt  jR'  gehen;  endlich  aus  Kugeln, 
welche  durch  die  Punktepaare  und  durch  die  Kreise  des  Systems 
gehen. 

Diesen  Eigenschaften  ist  zweifellos  zu  entnehmen,  dass  das  Sy- 
stem T'  ebenfalls  ein  Kugelgebüsch  sei,  dessen  Centrum  der  Punkt 
R  ist. 

Das  Inversionscentrum  P,  das  Centrum  M  des  Gebüsches  F  und 
jenes  B'  des  Gebüsches  T'  liegen,  wie  bereits  eingaogs  gezeigt  wurde, 
auf  derselben  Geraden;  es  ist  sonach  E'  der  inverse  Punkt  zu  jenem 
Punkte  JR,  welcher  mit  dem  Inversionscentrum  P  zusammen  ein 
Punktepaar  des  Gebüsches  M  (F)  repräsentiert.  Wir  gelangen  dem- 
nach zu  dem  Satze: 

191,  ,jEinem  Kugelgehüsche  mit  dem  Centrum  M  entspricht 
invers,  in  Bemg  auf  ein  beliebiges  Inversionscentrum  P,  ebenfalls  ein 
KugelgebüscJi ;  das  Centrum  P'  des  letzteren  ist  der  inverse  Punkt  0u 
jenem  PunJcte  P,  welcher  im  Vereine  mit  dem  Inversionscentrum  G 
ein  conjugiertes  PunMepaar  des  ersten  Gebüsches  repräsentiert.  Das 
Inversionscentrum  und  die  Centra  der  beiden  Gebüsche  liegen  mithin 
auf  einer  und  derselben  Geraden,"" 

§.  237. 

Besitzt  das  Gebüsch  F  eine  Grthogonalkugel,  d.  h.  eine 
Kugel,  welche  sämmtliche  Kugeln  des  Gebüsches  rechtwinklig 
schneidet,  so  ist  die  inverse  Kugel  (nach  Satz  179)  gleichfalls  eine 
solche,  von  welcher  die  Kugeln  des  entsprechenden  Gebüsches  ortho- 
gonal geschnitten  werden  ,  d.  h.  der  Orthogonalkugel  eines  Gebüsches 
entspricht  invers  wieder  die  Orthogonalkugel  des  inversen  Gebüsches. 
Der  vorstehende  Satz  ist  demnach  durch  folgenden  Zusatz  zu  er- 
gänzen : 

192.  y,Die  Orthogonalhigel  eines  Kugelgebüsches  verivandelt  sich 
durch  inverse  Iransformation  in  die  OrthogonalJcugel  des  dem  ersten 
Gebüsche  invers  entsprechenden  Kugelgebüsches .^^ 

§.  238. 

Wählt  man  das  Inversionscentrum  insbesondere  auf  der 
Orthogonalkugel  eines  Kugelgebüsches,  so  verwandelt  sich  das 
Gebüsch  invers  in  ein  zweites  Kugelgebüsch  und  die  Orthogonalkugel 
in  eine  Ebene,  welche  sämmtliche  Kugeln  des  letzten  Gebüsches 
orthogonal  schneidet.   Hieraus  folgt,  dass  das  inverse  Gebüsch,  infolge 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  jg 
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der  getroffenen  Annahme,  ein  derartiges  sei,  welches  im  Vorhergegan- 
genen als  „symmetrisches  Gebüsch"  bezeichnet  wurde.  Daher 
der  Satz: 

193.  ^Nimmi  man  das  Inversionscentnim  auf  der  Orthogonal- 
Jmgel  eines  Kugelgebüsches  an,  so  verwandelt  sich  das  letztere  invers 
in  ein  symmetrisches  Kugelgebüsch ^  dessen  Orthogonalebene  die  der 
Orthogonalkugel  invers  entsprechende  Ebene  ist."" 


XV.  Capitel. 
Das  Kugelbündel  und  das  Kugelbüschel. 

§.  239. 

Seien  Tj  und  F^  zwei  beliebige  Kugelgebüsche.  Es  fragt  sich, 
ob  dieselben  gemeinschaftliche  Elemente,  d.  i.  gemeinschaftliche  Kugeln, 
Kreise  oder  Punktepaare  besitzen. 

Um  dies  beurtheilen  zu  können,  nehmen  wir  einen  beliebigen 
Punkt  a  an.  Bezeichnet  M^  das  Centrum  und  ä,^  die  Potenz  des 
Gebüsches  r,,  üifg  und  h/  hingegen  das  Centrum  und  die  Potenz  des 
Gebüsches  F^j  so  entspricht  in  dem  ersten  Gebüsche  dem  Punkte  a 
der  zugeordnete  Punkt  a^  mittelst  der  Eelation: 

ilf,  a  .  M^a^  =  l^^ 
und    im   zweiten  Gebüsche   der    zugeordnete  Punkt    a^^    mittelst  der 
Beziehung : 

M^a  .  M^a^  =  ^./. 

Es  ist  sonach  a,  aj  ein  Punktepaar  des  ersten  Gebüsches  und 
jeder  durch  dasselbe  gehende  Kreis  wird  ein  Kreis  des  ersten  Gebü- 
sches sein.  Ferner  ist  aber  auch  ö^,  a^  ein  Punktepaar;  es  wird  daher 
ebenso  jeder  durch  dasselbe  führende  Kreis  einen  Kreis  des  zweiten 
Gebüsches  darstellen. 

Legt  man  durch  die  drei  Punkte  a,  a^  und  a»  einen  Kreis,  so 
gehört  derselbe  sowohl  dem  ersten  als  auch  dem  zweiten  Gebüsche 
an.  Dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  allen  anderen  durch  diesen  Kreis 
gehenden  Kugeln.     Man  erhält  sonach  den  Satz: 

194,  „  Zivei  beliebige  Kugelgebüsche  haben  unendlich  viele  Kugeln 
und  unendlich  viele  Kreise  gemein.  Durch  jeden  FunM  des  Baumes 
geht  ein  solcher  Kreis  und  durch  jeden  FunM   des  Baumes  führen 
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unendlich  viele  gemeinschaftliche  Kugeln^  die  sämmtlich  durch  den  ^u^ 
gehörenden  Kreis  gehen. '^ 

§.  240. 

Das  System  der  zwei  Kugelgebüschen  gemeinschaft- 
lichen Kugeln  und  Kreise  bezeichnet  man  als  ein  „Kugel- 
bündel". Die  Eigenschaften  des  Kugelbündels  wollen  wir  nun- 
mehr aus  jenen  des  Kugelgebüsches  abzuleiten  versuchen. 

Im  Vorhergehenden  wurde  bereits  gezeigt,  dass  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  im  Baume  unendlich  viele  Kugeln  des  Kugelbündels 
gehen,  d.  s.  Kugeln,  welche  beiden  Kugelgebüschen  Tj  und  F^  ge- 
meinschaftlich sind.  Sehen  wir  nun  nach,  wie  viele  Kugeln  durch 
zwei  beliebige  Punkte  im  Eaume  a  und  &,  den  vorstehenden  Bedin- 
gungen entsprechend,  geführt  werden  können. 

Berücksichtigen  wir  hierbei,  dass,  mit  Zugrundelegung  der  vor- 
ausgeschickten Betrachtungen,  die  Kugel,  welche  durch  den  Punkt  a 
geht,  nothwendig  auch  durch  die  beiden  Punkte  a,  und  a^  führen 
muss,  so  findet  man  sofort,  dass  durch  die  beiden  Punkte  a  und  h 
bloß  eine  Kugel  des  Kugelbündels,  nämlich  diejenige  gehen 
kann,  welche  dem  Tetraeder  aa^a^^d  zu  umschreiben  möglich  ist. 
Es  kann  mithin  der  Satz  aufgestellt  werden: 

195,  „Durch  ^wei  beliebige  Punkte  im  Baume  geht  stets  eine^ 
aber  auch  nur  eine  Kugel  ^  welche  gleichzeitig  zwei  gegebenen  Kugel- 
gebüschen  und  mithin  einem  Kugelbündel  angehört,^ 

Da  jede  dieser  Kugeln  sowohl  die  Orthogonalkugel  des  einen,  als 
auch  die  Orthogonalkugel  des  zweiten  Kugelgebüsches  rechtwinklig 
durchschneiden  muss,  so  folgt  unmittelbar,  als  eine  charakteri- 
stische Eigenschaft  des  Kugelbündels  die  nachstehende: 

196,  ,^Sämmtliche  Kugeln  und  Kreise  eines  Kugelbündels  werden 
von  zwei  gewissen  festen  Kugeln  orthogonal  geschnitten.^'' 

Diese  beiden  letztangeführten  Kugeln  werden  „Orthogonal- 
kugeln" des  Kugelbündels  genannt. 

Durch  Umkehruug  des  obigen  Satzes  ergibt  sich  direct  der 
folgende: 

197,  j^Sämmtliche  Kugeln  und  Kreise,  welche  zwei  beliebig  ge- 
gebene Kugeln  orthogonal  schneiden ,  bilden  ein  Kugelbündel,  Dieses 
Kugelbündel  ist  den  beiden  Kugelgebüschen,  deren  Orthogonalkugeln 
die  gegebenen  Kugeln  sind,  gemeinschaftlich ^^ 

§.  241. 
Unter  der  Annahme,  dass  ilf,  und  M^  die  Centra  zweier  Kugel- 
gebüsche,  \^  und  \^  die  betreifenden  Potenzen  seien,    fanden    wir, 

16* 
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dass  der  Kreis  K^  welcher  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  im  Räume 
geht  und  den  beiden  Gebtischen,  also  auch  dem  durch  diese  letzteren 
bestimmten  Kugelbündel  angehört,  durch  die  Punkte  cq  und  a^  führe, 
welche  in  Verbindung  mit  a  beziehungsweise  ein  Punktepaar  des  ersten 
und  zweiten  Gebüsches  bilden.  Nachdem  aber  die  Punkte  %  und  a^ 
auf  den  Geraden  aM^  und  aM^  liegen,  ist  einleuchtend,  dass  die 
Ebene  des  durch  die  drei  Punkte  a,  a^  und  a^  gehenden  Kreises, 
auch  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Centren  M^  und  M^  enthalten 
müsse.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

198.  ^Die  Ebenen  sämmtUcher  einem  .Kugelbündel  angehörenden 
Kreise  gehen  dureh  eine  und  dieselbe  Gerade,^' 

Die  letztangeführte  Gerade  wird  aus  nachstehendem  Grunde  die 
„Potenzachse'^  des  Kugelbündels  genannt. 

§.  242. 

Seien  Si,  S^,  und  S^  drei  beliebige  Kugeln  eines  Kugelbündels, 
d.  h.  drei  Kugeln,  welche  den  beiden  Gebüschen  T,  und  r^  gemein- 
schaftlich sind. 

Durch  den  vorausgeschickten  Satz  154)  wurde  nachgewiesen,  dass 
sämmtliche  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  diese  drei  Kugeln  gleiche 
Potenzen  besitzen,  auf  einer  und  derselben  Geraden,  „der  Potenz- 
achse'' der  drei  Kugeln  liegen,  und  dass  diese  Gerade  durch  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Punkte  der  drei  Kugeln  gehen  müsse,  da 
jeder  derselben,  in  Bezug  auf  die  drei  Kugeln,  die  Potenz  Null  (also 
die  gleiche  Potenz)  besitzt. 

Nachdem  aber  die  Potenzachse  eine  Gerade  ist,  wird  dieselbe 
durch  die  Angabe  zweier  ihrer  Punkte  vollkommen  bestimmt  sein. 
Kennt  man  also  zwei  Punkte,-  deren  jeder  in  Bezug  auf  die  drei 
Kugeln  eine  gleiche  Potenz  besitzt,  so  ist  die  Potenzgerade  die  Ver- 
bindungslinie dieser  beiden  Punkte. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  in  der  That  zwei  solche  Punkte, 
welche  in  Bezug  auf  die  drei  Kugeln  S^,  S^  und  S^  eine  gleiche  Po- 
tenz besitzen,  bekannt.  Es  sind  dies  nämlich  die  beiden  Centra  M^ 
und  M2  der  Kugelgebüsche  F^  und  Fq,  welchen  das  Kugelbündel 
angehört. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  die  drei  be- 
liebig in  dem  Kugelbündel  angenommenen  Kugeln  Sj,  S^  und  S^  die 
Gerade  M^M^  als  Potenzachse  besitzen,  dass  also  einerseits  jedem 
Punkte  dieser  Geraden  Ji^  M^  in  Bezug  auf  die  drei  Kugeln ,  die 
gleiche  Potenz  entspreche;  und  dass  andererseits  die  drei  Kugeln  ß^^ 
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So,  S^  die  Gerade  M^M^  in  den  nämlichen  zwei  Punkten  B^  und  B^ 
treffen.  Das  Gleiche  gilt  offenbar  auch  von  jeder  anderen  Kugel  des 
Kugelbündels.  Von  der  Kichtigkeit  des  Gesagten  kann  man  sich  leicht 
die  Überzeugung  verschaffen,  wenn  man  für  eine  der  drei  Kugeln  S^, 
S^,  /S^3,  allenfalls  für  S^,  eine  beliebige  andere  Kugel  S^^  des  Bündels 
substituiert.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

199.  ^Sämmtliche  Kugeln  eines  KugeTbündels  gehen  durch  0wei 
feste  PunUe;  jeder  Punkt  auf  der  Verhindungsgeraden  dieser  beiden 
Punkte  hat  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  KugeTbündels  eine  gleiche 
Potenz,  daher  auch  diese  Gerade  als  die  Potenmchse  des  KugeTbündels 
beseichyiet  wird,'^ 

Durch  Umkehr ung  dieses  Satzes  ergibt  sich  nachstehende  Er- 
zeugungsweise: 

200.  ^^Älle  Kugeln,  welche  durch  zivei  beliebige  feste  Punkte 
gehen,  erzeugen  ein  Kugelbündel,  dessen  Potenzachse  die  Verbindungs- 
gerade dieser  beiden  Punkte  ist.^^ 

§.  243. 

Die  eben  verzeichnete  Eigenschaft  leitet  direct  auf  eine  weitere, 
welche  ihrerseits  wieder  die  Quelle  für  mehrere  andere  bildet. 

Ist  nämlich  p  die  Potenzachse  eines  Kugelbündels  und  sind  B^ 
und  B2  die  beiden  festen  Punkte,  durch  welche  sämmtliche  Kugeln 
und  Kreise  des  Bündels  gehen,  so  hat,  nach  dem  vorstehenden  Satze, 
jeder  beliebige  Punkt  31  yon  p  eine  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf 
alle  Kugeln  und  Kreise  des  Kugelbündels,  und  zwar  ist  diese  Potenz 
gleich  derjenigen,  welche  der  Punkt  M  in  Bezug  auf  das  Punktepaar 
B^^B^  besitzt. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  M  als  Centrum  eines  Kugel- 
gebüsches, von  welchem  B^^Bq  ein  Punktepaar  darstellt,  so  ist  klar, 
dass  das  Kugelbündel  diesem  Gebüsche  angehört;  dasselbe  gilt  von 
jedem  anderen  Punkte  M  auf  p,  woraus  der  Satz  folgt: 

201.  j^  Jedes  Kugelbündel  gehört  unendlich  vielen  Kugelgebüschen 
an,  deren  Centren  sämmtUch  auf  der  Potenzachse  des  ersteren  liegen; 
das  Punktepaar  des  Bündels  stellt  gleichzeitig  ein  Punktepaar  eines 
jeden  solchen  Gebüsches  dar.^ 

§.  244. 

Unter  allen  diesen  Gebüschen  gibt  es  ein  besonderes,  nämlich 
jenes,  welches  als  Centrum  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Potenzachse  p  hat.  Dieses  Gebüsch  ist,  wie  wir  wissen,  ein  sym- 
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metrisches.  Die  Orthogonalebene  desselben  ist,  wie  unschwer  ein- 
zusehen, gleichzeitig  auch  eine  Orthogonal-  und  Symmetrie- 
ebene für  das  KugelbündeL  Die  letztgenannte  Ebene  ist  mithin 
keine  andere  als  jene,  welche  im  Halbierungspunkte  der  Strecke  BB' 
senkrecht  auf  j?  geführt  werden  kann.    Demnach  folgt  der  Satz: 

202.  j^Jedes  Kugellündel  besitzt  eine  OrtJwgonaJ-  beziehungs- 
weise Symmetrieelene;  dieselbe  steht  auf  der  Boten mehse  des  Bündels 
senhechtj  und  gelit  durch  den  MittelpunM  des  gemeinschaftlichen 
Btmlctepaares.  Die  MittelpunMe  aller  Kugeln  des  Bündels  liegen  auf 
dieser  Ebene, '•^ 

§.  245. 

Vorher  wurde  der  Satz  aufgestellt,  dass  alle  Kugeln,  welche 
zwei  gegebene  Kugeln  orthogonal  schneiden,  ein  Kugelbündel  er- 
zeugen. Auf  Grund  des  Satzes  151)  ist  aber  auch  bekannt,  dass  die 
Mittelpunkte  sämmtlicher  Kugeln,  welche  zwei  Kugeln  gleichzeitig 
orthogonal  schneiden,  auf  der  Potenzebene  dieser  beiden  Kugeln  liegen. 
Besagte  Ebene  kann,  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge,  nur  die  Sym- 
metrieebene des  Kugelbündels  sein. 

Weiters  wurde  auch  gefunden,  dass  ein  Kugelbündel  als  Be- 
standtheil  unendlich  vieler  Kugelgebüsche  anzusehen  sei,  und  dass 
die  Centra  all  dieser  Kugelgebüsche  auf  der  Potenzachse  des  Bündels 
liegen.  Jedes  dieser  Gebüsche  besitzt  eine  Orthogonalkugel,  und  diese 
muss  von  sämmtlichen  Kugeln  des  Bündels  rechtwinklig  geschnitten 
werden. 

Diese  Betrachtung  führt  zu  einer  interessanten  Eigenschaft. 

Nehmen  wir  nämlich  an ,  es  sei  p  die  Potenzachse  eines  Kugel- 
bündels, und  es  seien  auf  derselben  zwei  Punkte  M^  und  M,^  als 
Mittelpunkte  zweier  Orthogonalkugeln  S^  und  Ä2  des  Bündels  gegeben. 
Die  Potenzebene  B  dieser  beiden  Kugeln  steht  auf  p  senkrecht  und 
enthält  die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  des  Bündels. 

Nehmen  wir  einen  weiteren  beliebigen  Punkt  M^  auf  p  an,  und 
betrachten  wir  denselben  als  das  Centrum  einer  dritten  Orthogonal- 
kugel /S3  des  Kugelbündels,  so  muss  die  Potenzebene  dieser  Kugel 
und  einer  der  beiden  früheren  Kugeln  S^  oder  S^  wieder  die  Mittel- 
punkte aller  Kugeln  des  Bündels  enthalten,  und  kann  diese  daher  nur 
die  vorher  gefundene  Ebene  B  sein. 

Nachdem  das  Gleiche  von  jeder  anderen  Orthogonalkugel  Ä'g... 
gilt,  so  folgt,  dass  die  Symmetrieebene  P  des  Kugelbündels 
gleichzeitig  die  gemeinschaftliche  Potenzebene  aller  Ortho- 
gonalkugeln des  Bündels  sei. 
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Setzen  wir  voraus,  dass  eine  dieser  Orthogonalkugeln  die  Potenz- 
ebene P  in  einem  Kreise  K  schneide ,  so  müssen  durch  diesen  Kreis 
(nach  Satz  150)  auch  alle  übrigen  Orthogonalkugeln  des  Bündels 
gehen.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

203.  j^SämmtlicJie  Orthogonalkiigcln  eines  Kugelbündels  haben 
die  Symmetrieehene  des  Kugelbündels  mir  gemeinschaftlichen  Potenz- 
ebene;  schneidet  eine  der  Orthogonalhugeln  diese  Ebene  in  einem 
Kreise,  so  gehen  durch  diesen  Kreis  auch  alle  übrigen  Orthogonal- 
Icugeln  hindurch,^ 

§•  246. 

Dass  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises,  welcher  der  „Orthogonal- 
kreis" des  Kugelbündels  genannt  wird,  auf  der  Potenzachse  des 
Kugelbündels  liegen  müsse,  ist,  auf  Grund  früherer  Auseinander- 
setzungen,  vollkommen  erwiesen. 

Die  Bezeichnung  Orthogonalkreis  rührt  daher,  weil  der  be- 
sagte Kreis,  wie  leicht  gezeigt  werden  kann,  alle  Kugeln  des  Bündels 
rechtwinklig  schneidet. 

Man  sagt  nämlich:  eine  Kugel  und  ein  Kreis  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  rechtwinklig,  wenn  die  Kreistangente  in  diesem 
Punkte  auf  der  Berührebene  der  Kugel  in  dem  näm- 
lichen Punkte  senkrecht   steht. 

Sind  nun  S^  und  S^  zwei  Orthogonalkugeln  des  Kugelbündels, 
K  deren  Schnitt,  also  der  Orthogonalkreis,  und  ist  U  eine  beliebige 
Kugel  des  Bündels,  so  hat  diese  mit  dem  Kreise  K  zwei  Punkte  a 
und  a'  gemein.  In  dem  Punkte  a  schneiden  sich  sowohl  die  Kugeln 
S^  und  U,  als  auch  die  Kugeln  So  und  U  rechtwinklig. 

Sind  also  T, ,  T„  und  r  die  Tangentialebenen  der  drei  Kugeln 
Si,  S„  und  U,  so  steht  sowohl  Tj,  als  auch  T^^  auf  27  senkrecht,  und 
es  muss  daher  auch  der  Schnitt  t  von  T^  und  T„,  d.  h.  die  Kreis- 
tangente im  Punkte  a  senkrecht  zu  r  sein.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

204.  yßämmfliche  Iftigeln  eines  Kugelbündels  schneiden  einen 
und  denselben  Kreis,  tvelcher  in  der  Symmetrieebene  des  Bündels 
liegt  und  seinen  MittelpunM  im  Schnitte  dieser  Ebene  mit  der  Potenz- 
achte  des  Bündels  hat.,  orthogonal. ^^ 

Nebenbei  sei  nur  erwähnt,  dass  dieser  Kreis,  wie  man  sich  leicht 
überzeugen  kann,  nicht  reell  zu  sein  braucht.  Durch  Umkehruug 
des  vorstehenden  Satzes  erhält  man  den  folgenden,  welcher  sich  auf 
die  Erzeugungsart  eines  Kugelbündels  bezieht: 
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205,  ^Sämmtliche  Kugeln,  welche  einen  festen  Kreis  orthogonal 
schneiden,  erzeugen  ein  Kugelhündel,  dessen  Symmetrieebene  die  Kreis- 
ebene  und  dessen  Fotenmchse  die  Senkrechte  aus  dem  KreismittelpunJcte 

auf  diese  Ebene  ist,^ 

§.  247. 

Denken  wir  uns  weiters  drei  beliebige  Kugelgebüsche,  die  nicht 
ein  und  dasselbe  Kugelbündel  gemein  haben.  Die  Centra 
dieser  Gebüsche  seien  M^,  M^,  M^, 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  die  drei  Gebüsche  irgend  welche 
Elemente  gemein  haben. 

Von  vornherein  ist  einleucMend ,  dass  die  drei  Gebüsche  keine 
Punktepaare  gemein  haben  können,  denn  ein  gemeinschaftliches 
Punktepaar  müsste  auf  einer  Geraden  liegen,  welche  gleichzeitig  auch 
die  Punkte  M^,  M^  und  M^  enthielte,  was,  der  vorausgesetzten  all- 
gemeinen Lage  wegen,  nicht  möglich  ist.  Da  ferner  gemeinschaft- 
liche Kreise  der  drei  Gebüsche  in  Ebenen  liegen  müssten,  welche 
gleichzeitig  die  drei  Punkte  Jlf, ,  M„  und  M^  enthalten,  so  ist  klar, 
dass  gemeinschaftliche  Kreise  der  drei  Gebüsche,  sobald  überhaupt 
solche  vorhanden  sind,  sich  in  der  Ebene  M^M^M^  vorfinden  müssen. 
Hierauf  werden  wir  an  späterer  Stelle  zurückkommen. 

Fragen  wir  nunmehr  vorerst  nach  den  gemeinschaftlichen 
Kugeln  der  drei  Gebüsche.  Ist  a  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume, 
so  enthält  jede  durch  denselben  gehende  Kugel  des  Gebüsches  I\  den 
ihm  conjugierten  Punkt  a^ ;  jede  durch  ihn  führende  Kugel  des 
zweiten  Gebüsches  Tg,  den  ihm  in  diesem  Gebüsche  conjugierten 
Punkt  0^2,  und  endlich  jede  Kugel  des  Gebüsches  Tg,  welche  durch 
denselben  geht,  den  ihm  conjugierten  Punkt  a^  dieses  Gebüsches. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  des 
Eaumes  eine,  aber  auch  nur  eine  einzige  Kugel  geht,  welche 
den  drei  Gebüschen  üfp  M^  und  M^  gleichzeitig  angehört. 

Besagte  Kugel  ist  nämlich  jene,  welche  durch  den  Punkt  a  und 
die  drei  ihm  in  Bezug  auf  die  drei  Gebüsche  conjugierten  Punkte  a^ 
«2  und  cig  geführt  werden  kanu. 

Die  Gesammtheit    aller  Kugeln,    welche    den  drei 
Kugelgebüschen   angehören,  nennt  man   ein 
„Kugelbüschel". 

Die  Eigenschaften  eines  solchen  Büschels  lassen  sich 
leicht  aus  den  Potenzeigenschaften  des  Kugelgebüsches  ableiten. 

Vor  allem  beachten  wir  die  drei  Orthogonalkugeln  der  Gebüsche 
Jfi,  M^  und  M^,  Jede  Kugel  des  Gebüsches  schneidet,  wie  wir  bereits 
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wissen,  die  zugehörige  Orthogonalkugel  rechtwinklig.  Die  sämmtlichen 
Kugeln,  weiche  den  drei  Gebüschen  gleichzeitig  angehören,  also  das 
Kugelbüschel  bilden,  schneiden  mithin  auch  die  drei  Orthogonalkugeln 
rechtwinklig,  und  es  folgt  mithin  der  Satz: 

206.  „Die  Kugeln  eines  Kugelbüschels  schneiden  drei  feste  Kugeln^ 
deren  Mittelpunlde  nicht  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen^  ortho- 
gonal."' 

Durch  Umkehrung  ergibt  sich  sofort  die  Erzeugungsart: 

207.  j^Sind  drei  beliebige  Kugeln  im  Baume  gegeben,  deren 
Mitteljpunkte  nicht  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen^  so  er- 
zeugen alle  Kugeln,  welche  diese  drei  Kugeln  orthogonal  schneiden, 
ein  Kugelbüschel. *^ 

Nach  Satz  155)  wissen  wir  aber,  dass  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  rechtwinklig  schneiden,  auf  der 
Potenzachse  dieser  drei  Kugeln  liegen,  und  dass  diese  Potenzachse  auf 
derjenigen  Ebene,  welche  die  Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kugeln 
verbindet,  senkrecht  steht. 

.  Dies  gibt,  wenn  wir  auf  den  vorhergehenden  Satz  Eücksicht 
nehmen,  unmittelbar  folgende  charakteristische  Eigenschaft 
<les  Kugelbüschels» 

20S.  j^Die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  eines  Kugelbüschels  liegen 
<iuf  einer  und  derselben  Geraden.^'' 

§.  248. 

Wenden  wir  uns  hiemit  wieder  der  ursprünglichen  Darstellung 
dnes  Kugelbüschels,  als  den  gemeinschaftlichen  Bestandtheil 
dreier  Kugelgebüsche  P^,  F^  und  F^  mit  den  Centren  M^,  M^ 
und  M^  zu  und  nehmen  wir  an,  es  seien  S^  und  /S'g  zwei  beliebige 
Kugeln  des  Gebüsches. 

Die  Potenzebene  dieser  beiden  Kugeln  wird  bestimmt  sein,  sobald 
man  drei  Punkte  kennt ,  welche  in  Bezug  auf  diese  beiden  Kugeln 
dieselbe  Potenz  besitzen. 

Drei  derartige  Punkte  sind  aber  offenbar  die  Centren  M^,  M^ 
und  M^  der  drei  Kugelgebüschö.  Denn,  nach  der  ursprünglichen  De- 
finition des  Kugelbüschels  gehören  die  beiden  Kugeln  S^  und  Äg  dem 
Gebüsche  F^  an ;  das  Centrum  M^  ist  daher  ein  Punkt  gleicher  Potenz 
für  diese  Kugeln.     Dasselbe  gilt  auch  von  den  Centren  M^  und  M.^. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  drei  Centren  M^, 
Jfg  iiiid  M^  die  Potenzebene  der  beiden  willkürlich  gewählten 
Kugeln  des  Kugelbüschels,  also  überhaupt  aller  Kugeln  des  Büschels  sei. 
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Aus  diesen  Ergebnissen  lässt  sich  jedoch  noch  eine  anderweitige 
Folgerung  ziehen.  Seien  nämlich  S^,  Ä  und  S^  drei  beliebige  Kugeln 
des  Büschels,  und  P  die  gemeinschaftliche  Potenzebene  aller  Kugeln 
desselben. 

Die  Kugel  S^  schneidet  die  Ebene  P  in  einem  Kreise  K  Durch 
diesen  Kreis  (der  auch  imaginär  sein  kann)  muss  offenbar  jede 
zweite  Kugel  So.  S^,..  gehen,  wenn  derselben  im  Vereine  mit  der 
ersten  Kugel  S^  die  Ebene  P  als  Potenzebene  entsprechen  soll  (Satz  150). 

Dieses  Resultat  sagt  aus,  dass  sämmtliche  Kugeln  des  Büschels 
einen  und  denselben  Kreis  (reell  oder  imaginär)  enthalten,  woraus 
weiter  folgt,  dass  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  p,  d.  i.  auf 
jener  Geraden  liegen  müssen,  welche  aus  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
auf  seine  Ebene  senkrecht  gezogen  wird.     Mithin  der  Satz: 

209.  ^SämmtUclie  Kugeln  eines  KugeTbüscliels  gehen  durch  einen 
und  denselben  {reellen  oder  imaginären)  Kreis.''^ 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  liefert  den  nachstehenden,  auf  die 
Erzeugung  eines  Kugelbüschels  bezughabenden  Satz: 

210.  ^Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  einen  festen  Kreis  gehen^ 
erzeugen  ein  Kugelbüschel.''' 

Setzen  wir  den  oben  erwähnten  Kreis  unendlich  klein  vor- 
aus, so  folgt  weiter: 

211.  j^ Sämmtliche  Kugeln^  welche  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  berühren^  erzeugen  ein  Kugelbüschel. '-^ 

§.  249. 

Seien  wieder  T^,  To  und  Fg  drei  Kugelgebüsche  mit  den  Centren 
ilfj,  M^  und  Jfg,  so  ist,  wie  wir  fanden,  die  Ebene  P,  welche  durch 
Jif,,  M^  und  ilfg  geht,  die  gemeinschaftliche  Potenzebene  aller  Kugeln, 
des  den  drei  Gebüschen  gemeinschaftlichen  Büschels,  Es  wird  daher 
auch  jeder  andere  Punkt  M^  dieser  Ebene  die  gleiche  Potenz  in  Bezug^ 
auf  alle  Kugeln  des  Büschels  besitzen. 

Nimmt  man  demgemäß  den  Punkt  M^  als  Centrum  eines  Kugel- 
gebüsches an,  dessen  Potenz  jener  des  Punktes  M^  in  Bezug  auf  die 
Kugeln  des  Büschels  gleich  ist,  so  ist  einleuchtend,  dass  das  Kugel- 
büschel einen  Bestandtheil  des  Gebüsches  F^  mit  dem  Centrum  M^ 
darstellen  müsse. 

Der  Kreis  Z,  in  der  Ebene  P,  welcher  allen  Kugeln  des  Büschels 
gemeinschaftlich  ist,  bildet  somit  ein  Element  des  Gebüsches  F^. 

Weiters  wird  auch  die  Orthogonalkugel  des  Gebüsches  P^,  welche 
gleichzeitig  eine  Orthogonalkugel  des  diesem  Gebüsche  angehörenden 
Kreises  Z  ist,  eine  Orthogonalkugel  des  Kugelbüschels  sein. 
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Dasselbe  gilt  von  jedem  beliebigen  anderen  Punkte  M^  der  Ebene  P 
und  dem  zugehörigen  Kugelgebüsche.  Wir  erhalten  daher  die  beiden 
nachstehenden  Sätze: 

^^212,  ,^  Jedes  Kugelhüschel  Jcann  als  JBestandtheil  unendlich 
vieler  Kugelgehüsche  betrachtet  werden;  die  Centren  aller  dieser  Ge- 
hüsche  liegen  in  der  Potensebene  des  Kugelhüschels  und'' enthalten  den 
allen  Kugeln  des  Bilschels  gerneinsamen  Kreis  als  Element,'-' 

Und  weiters  den  Satz  : 

213.  ^SämmtUche  Orthogonalkugeln  eines  Kugelhüschels  haben 
ihre  MittelpunJde  auf  der  Poten^eiene  des  Büschels  und  schneiden 
den  in  dieser  Ebene  liegenden  gemeinschaftlichen  Kreis  des  Büschels 
orthogonal,"' 

Oder,  wenn  wir  für  jene  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  eines  Kugelbüschels  enthält,  die  Bezeichnung  „Achse  des 
Kugelbüschels"  einführen,  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  205): 

214:.  ^Die  Orthogonalkugeln  eines  Kugelbüschels  erzeugen  ein 
KugeTbündel,  dessen  Potenzachse  die  Achse  des  Kugelbüschels  ist,^ 

§.  250. 

Die  Potenzebene  eines  beliebigen  Kugelbüschels  sei  P,  und  K 
stelle  den  in  dieser  Ebene  liegenden  gemeinschaftlichen  Kreis  aller 
Kugeln  des  Büschels  dar. 

Jeder  Punkt  M^  in  der  Ebene  P  kann,  wie  wir  wissen,  als  das 
Centrum  eines  Kugelgebüsches  r^,  welchem  das  Büschel  als  Bestand- 
theil  angehört,  angenommen  werden. 

Die  hiefür  hinreichende  Bedingung  besteht  einfach  darin,  dass 
man  die  Potenz  des  Gebüsches  der  Potenz  des  Punktes  Jf,  in  Bezug 
auf  den  Kreis  K  gleichsetzt,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  man  den 
Kreis  K  als  Element  des  Gebüsches  betrachtet. 

Sind  nun  zwei  solche  Gebüsche  M^  und  M^  gegeben,  so  be- 
stimmen dieselben  ein  Kugelbündel,  dessen  Potenzachse  die  in  der 
Ebene  P  liegende  Verbindungsgerade  tTjo  der  Punkte  M^  und  M^  ist. 

Nachdem  die  Kugeln  des  gegebenen  Kugelbüschels  den  beiden 
Kugelgebüschen  M^  und  M^  angehören,  müssen  dieselben  offenbar 
auch  Elemente  des  durch  die  beiden  Gebüsche  M^  und  M^  erzeugten 
Kugelbündels  tt^^  sein. 

Das  Gleiche  gilt  selbstverständlich  von  jedem  beliebigen  Paare 
von  Gebüschen  M^  und  M^,  also  auch  von  allen  Kugelbündeln,  welche 
den  Kreis  K  enthalten,  und  deren  Achsen  jr,2  in  der  Ebene  P  liegen. 
Hiernach  folgt  der  Satz: 
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215.  y^Sämmtliche  Kugelbündel,  welche  ihre  Achsen  auf  der 
Poten^ehene  eines  gegebenen  Kugelbüschels  haben,  und  den  gemeinsamen 
Kreis  des  Büschels  als  Element  enthalten,  enthalten  auch  das  gegebene 
Büschel  als  Bestandtheil/' 

§.  251. 

Es  kann  nun  die  Frage  nach  der  Bedingung,  welche  zwei  gegebene 
Kugelbtindel  erfüllen  müssen,  damit  sie  ein  und  dasselbe  Kugelbüschel 
enthalten,  aufgeworfen  werden. 

Aus  dem  vorhergehenden  Satze  215)  folgt  unmittelbar^  dass,  um 
obiger  Forderung  zu  entsprechen,  vor  allem  die  Potenzachsen  der 
Kugelbündel  in  der  Potenzebene  des  Kugelbüschels  liegen  müssen, 
oder  mit  anderen  Worten,  die  Pötenzachsen  der  gegebenen  Kugelbündel 
müssen  einen  Punkt  M  gemein  haben. 

Diese  Bedingung  allein  jedoch  genügt  noch  nicht;  denn,  es  ist 
leicht  einzusehen,  dass,  sobald  die  beiden  Kugelbündel  gemeinschaft- 
liche Kugeln  enthalten,  diese  Kugeln  auch  demjenigen  Kugelgebüsche, 
welchem  der  Punkt  M  als  Centrum  entspricht  und  das  eine  Bündel 
enthält,  sowie  auch  jenem  Kugelgebüsche  angehören  müssen,  welches 
das  nämliche  Centrum  M  besitzt,  und  dem,  als  Element,  das  zweite 
Kugelbündel  angehört. 

Nun  können  aber  zwei  Kugelgebüsche  mit  gemeinschaftlichem 
Centrum,  jedoch  verschiedenen  Potenzen,  auch  nicht  eine  einzige 
Kugel  gemein  haben. 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Gebüsche  mit  dem  Centrum  M 
in  ein  und  dasselbe  Gebüsch  zusammenfallen  müssen. 

Diese  Bedingung  lässt  sich  demnach  folgendermaßen  aussprechen. 
Sollen  zwei  Kugelbündel  TI  und  77'  ein  Kugelbüschel  gemein  haben, 
so  ist  nothwendig,  dass  sich  ihre  Potenzachsen  7t  und  %'  in  einem 
Punkte  M  schneiden,  und  dass  beide  Kugelbündel  dem  nämlichen 
Kugelgebüsche  mit  dem  gemeinsamen  Centrum  M  angehören. 

Dass  die  letztgenannte  Bedingung  hinreicht,  um  die  gestellte 
Frage  der  Beantwortung  zuzuführen,  ist  sofort  klar;  denn,  gehören 
zwei  Kugelbüudel  einem  und  demselben  Gebüsche  an,  so  ist  es  auch 
selbstverständlich,  dass  die  Achsen  derselben  durch  das  Centrum  dieses 
Gebüsches  gehen,  also  einen  Punkt  gemein  haben  müssen.  Hiernach 
ergibt  sich  der  Satz: 

216.  „Sollen  ^wei  Kugelbündel  ein  Kugelbüschel  gemein  haben^ 
so  ist  es  nothwendig,  aber  auch  hinreichend.,  dass  sie  Bestandtheile 
eines  und  desselben  Kugelgebüsches  sind.  Die  Ebene  der  beiden 
Pötenzachsen  ist  sodann  die  Potenzebene  des  Bü.schels.^ 
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§.  252. 


Die  Potenzachse  eines  Kugelbündels  hat  mit  sämmtlichen  Kugeln 
desselben  zwei  feste  Punkte  gemein.  Sind  demnach  zwei  Kugelbünd^l 
gegeben  und  haben  dieselben  zwei  Kugeln  S^  und  S^  gemeinsam,  so 
muss  die  Potenzachse  Tt^  des  einen  Bündels  mit  der  Kugel  S^  die  näm- 
lichen Punkte  wie  mit  der  Kugel  S^  gemein  haben.  Letzteres  ist  offen- 
bar nur  dann  möglich,  wenn  die  Potenzachse  in  der  Ebene  jenes  (reellen 
oder  imaginären)  Kreises  K  liegt,  welcher  sich  als  Schnitt  der  beiden 
Kugeln  Äi  und  S„  ergibt,  also  nur  dann,  wenn  diese  in  der  Potenz- 
ebene der  beiden  Kugeln  S^  und  S2  gelegen  ist.  Das  Gleiche  gilt  selbst- 
verständlich auch  von  der  Potenzachse  Tt^  des  anderen  Kugelbündels. 

Es  finden  sich  somit  in  dem  vorliegenden  Falle  die  beiden  Potenz- 
achsen Jt^  und  tCq  in  einer  und  derselben  Ebene  P,  d.i.  in  der  Potenz- 
ebene der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  vor.  Der  Schnittpunkt  M  dieser 
Potenzachsen  hat  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden 
Kugeln  S^  und  So  und  folglich  auch  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  der 
beiden  Kugelbündel.  Die  letzteren  gehören  somit  einem  und  dem- 
selben Gebüsche  mit  dem  Centrum  M  an. 

Mit  Kücksichtnahme  auf  Satz  216)  folgt  daher,  dass  einerseits 
die  beiden  Kugelbündel  ein  Kugelbüschel  gemein  haben,  dessen  Potenz- 
ebene die  ßotenzebene  der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  ist  und  dass 
andererseits  diese  Kugeln  selbst,  Kugeln  des  Büschels  sind. 

Wir  erhalten  sonach  den  Satz: 

217,  ,^ Haben  ^wei  Kugelbündel  zwei  Kugeln  gemein^  so  haben 
dieselben  unendlich  viele  gemein.  Alle  diese  Kugeln  gehören  einem 
und  demselben  Kugelbüschel  an,  dessen  gemeinschaftlicher  Kreis  der 
Schnittkreis  der  beiden  ersten  Kugeln  ist."' 

§.  253. 

Alle  Kugeln,  welche  einen  und  denselben  Kreis  K  orthogonal 
schneiden,  erzeugen,  wie  im  Satze  205)  nachgewiesen  wurde,  ein 
Kugelbündel. 

Schneidet  aber  eine  Kugel  einen  Kreis  orthogonal,  d.  h.  ist 
die  Tangente  an  den  Kreis  in  einem  der  beiden  Schnittpunkte  senk- 
recht zu  der  Tangentialebene  der  Kugel  in  dem  nämlichen  Punkte,  so 
wird  jede  durch  den  Kreis  gelegte  Kugel  die  gegebene  Kugel  eben- 
falls orthogonal  schneiden.  Denn  die  Berührungsebene  der  durch  den 
Kreis  willkürlich  gelegten  Kugel  enthält  die  Tangente  des  Kreises  in 
dem  Berührungspunkte  und  steht  mithin  auch  senkrecht  zu  der  Berüh- 
rungsebene der  gegebenen  zweiten  Kugel. 
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Hieraus  erhellt,  dass  jede  Kugel,  welche  durch  den  Orthogonal- 
kreis eines  Kugelbündels  gelegt  wird,  eine  Orthogonalkugel  für  dieses 
Bündel  sei.  Das  genannte  Kugelbündel  ist  also  ein  Bestandtheil  eines 
jeden  Kugelgebüsches,  dessen  Orthogonalkugel  den  Orthogonalkreis  des 
Bündels  enthält. 

Untersuchen  wir  weiters,  welche  Lage  die  Orthogonalkreise  Ki 
und  ÜLg  zweier  Kugelbündel  haben  müssen,  damit  den  letzteren  ein 
gemeinsames  Kugelbüschel  entspreche. 

Nach  Satz  216)  müssen  die  beiden  Kugelbündel  vor  allem  einem 
und  demselben  Kugelgebüsche  angehören.  Der  vorstehenden  Betrach- 
tung gemäß,  muss  aber  die  Orthogonalkugel  dieses  Gebüsches  den 
Kreis  K^  sowohl  als  auch  den  Kreis  K^  enthalten. 

Hieraus  ergibt  sich  sofort  als  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  dass  die  beiden  gegebenen  Orthogonalkreise  K^  und  Ko 
einer  und  derselben  Kugel  angehören,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die- 
selben zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gemein  haben  müssen. 
Die  beiden  Kugelbündel  haben  sodann  ein  Kugelbüschel  gemeinschaft- 
lich, dessen  Kugeln  die  beiden  Kreise  K^  und  K^  gleichzeitig  ortho- 
gonal schneiden. 

Berücksichtigen  wir  noch,  dass  die  Potenzachse  eines  Kugel- 
bündels, dessen  Kugeln  einen  gegebenen  Kreis  üTj  orthogonal  schnei- 
den, jene  Gerade  ist,  welche  durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
senkrecht  auf  seine  Ebene  gezogen  wird,  so  ist  die  Potenzebene  des 
vorgenannten  Kugelbüschels  diejenige  Ebene,  welche  durch  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Kreise  K^  und  üTg,  gleichzeitig  aber  auch  durch 
den  Mittelpunkt  der  durch  diese  Kreise  führenden  Kugel  geht. 

Dies  liefert  den  nachstehenden  Satz,  resp.  die  Erzeugungs- 
weise des  Kugelbüschels: 

218.  ^Sämmtliche  Kugeln^  welche  0wei  Kreise,  die  auf  einer 
und  derselben  Kugel  liegen  {oder  was  dasselbe  ist,  die  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Punkte  gemein  haben),  orthogonal  schneiden ^  erzeugen  ein 
Kugelbüschel,  dessen  Potenzebene  diejenige  ist,  ivelche  sowohl  die  Mittel- 
punkte  der  beiden  Kreise,  als  auch  den  Mittelpuukt  der  durch  sie 
gehenden  Kugel  enthält.^ 

§.  254. 
Besondere,  das  Kugelbüschel  betreffende  Sätze. 

Sei  K  der  gemeinschaftliche  Kreis  aller  Kugeln  eines  Kugel- 
büschels. Die  Achse  des  Büschels  ist  jene  Gerade,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  K  geht  und  auf  dessen  Ebene  senkrecht  steht. 
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Jeder  Punkt  auf  dieser  Achse  ist  der  Mittelpunkt  einer  durch  den 
Kreis  K  gehenden  Kugel,  d.  i.  einer  Kugel  des  Büschels. 

Je  weiter  sich  dieser  Punkt  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
K  entfernt,  also  auf  der  Achse  fortrückt,  umso  größer  wird  die  ent- 
sprechende Kugel  des  Büschels.  Für  den  Grenz  fall,  dass  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Achse 
des  Büschels  zusammenfällt,  übergeht  die  durch  den  Kreis  K  gehende 
Kugel,  in  die  Ebene  dieses  Kreises.  Besagte  Ebene  ist  somit  eben- 
falls als  ein  Element  des  Kugelbüschels  zu  betrachten.  Mithin  der 
Satz : 

219.  „  Unter  den  verschiedenen  Kugeln  eines  Kugelbüschels  gibt 
es  eine,  deren  Radius  unendlich  groß  ist,  d,  i.  die  Poten^ebene  des 
Büschels."" 

§.  255. 

Vordem  wurde  bewiesen  (Satz  175),  dass  alle  Kugeln,  welche 
durch  einen  festen  Kreis  K^  gehen,  einen  beliebigen  zweiten  Kreis  K^, 
welcher  mit  K^  nicht  auf  einer  und  derselben  Kugel  liegt,  in  einer 
Kreisinvolution  schneiden.  Nachdem  alle  durch  den  Kreis  K^ 
gehenden  Kugeln  ein  Kugelbüschel  erzeugen,  so  kann  der  citierfce  Satz 
auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 

220:  j^Ein  Kugelbüschel  bestimmt  auf  jedem  Kreise,  der  nicht 
auf  einer  Kugel  des  Büschels  liegt,  eine  Kreisinvolutiön,^ 

§.  256. 

Nachdem  die  Größe  des  Kadius  dieses  Kreises  ganz  willkürlich 
ist,  so  kann  man  anstandslos  auch  voraussetzen,  dass  er  unendlich 
groß  werde,  d.  h.  in  eine  Gerade  übergehe. 

Eine  beliebige  Gerade  wird  daher  von  den  Kugeln  eines  Kugel- 
büschels in  Punktepaaren  einer  Involution  geschnitten  und 
sind  hierbei  solche  Punkte  conjugiert,  welche  einer  und  derselben 
Kugel  des  Büschels  angehören.  Die  Potenzebene  schneidet  die  Gerade 
in  dem  Centralpunkte  der  Involution,  da  dieselbe  als  Kugel  von  un- 
endlich großem  Kadius  betrachtet  wird ;  der  ihrem  Schnittpunkte  mit 
der  Geraden  conjugierte  Punkt  wird  mithin  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegen. 

Es  lässt  sich  jedoch  auch  direct  zeigen,  dass  eine  beliebige 
Gerade  g  von  dem  Kugelbüschel  in  einer  Involution  ge- 
schnitten werde. 

Der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Potenzebene  des  Kugel- 
büschels sei  C.     Der  Punkt  C  hat,  sowie  jeder  andere  Punkt  dieser 
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Ebene  die  gleiche  Potenz  ifc^  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  Büschels* 
Schneidet  daher  eine  beliebige  Kugel  S  des  Büschels  die  Gerade  g 
in  zwei  Punkten  a^  und  a^,  so  ist  das  Product 

also  constant.  Die  Punktepaare  a^^  a^  bilden  daher  eine  Involution^ 
deren  Centralpunkt  C  und  deren  Modul  k^  ist.   Dies  liefert  den  Satz : 

221.  ,^Jede  Gerade  wird  von  einem  heliehigen  KugelbüscJiel  in 
einer  Involution  geschnitten,  deren  CentralpunJct  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  mit  der  Poten^ebene  und  deren  Modul  der  Potenz  dieses^ 
Punktes  für  das  Kugelhüschel  gleich  ist,^ 

§.  257. 

Betrachten  wir  die  Schnitte  der  bisher  untersuchten  drei 
Kugelsysteme  mit  einer  Ebene. 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  der  Schnitt  eines  Kugelgeb Uschis 
r  mit  einer  beliebigen  Ebene  durch  alle  möglichen  in  der  Ebene  lie- 
genden Kreise  repräsentiert  wird.  Denn  nach  Satsj  170)  lässt  sich 
durch  jeden  beliebig  im  Räume  liegenden  Kreis,  also  auch  durch  jeden 
Kreis  in  der  gegebenen  Ebene,  eine  Kugel  legen,  welche  dem  Gebüsche 
angehört.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

222.  j^Ber  Schnitt  eines  Kugelgehüsches  mit  einer  beliebigen 
Ebene  wird  von  allen  möglichen  Kreisen  dieser  Ebene  dargestellt,"' 

§.  258. 

Sei  ferner  ein  beliebiges  Kugelbündel  mit  der  Potenzachse  p  ge- 
geben; dasselbe  ist  durch  eine  Ebene  E  zu  schneiden.  Es  fragt  sich, 
was  für  ein  System  die  Schnittkreise  sämmtlicher  Kugeln  des  Bündel» 
mit  der  Ebene  E  erzeugen* 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  durch  zwei  beliebige  Punkte  der 
Ebene  JE  nur  ein  Kreis  dieses  Systems  geht.  Denn  durch  zwei 
beliebige  Punkte  geht  (nach  Satz  195)  nur  eine  einzige  Kugel  des 
Bündels  und  der  Schnitt  dieser  Kugel  mit  der  Ebene  ist  der  ober- 
wähnte Kreis. 

Das  System  der  Kreise  in  der  Ebene  E  hat  aber  noch  eine  be- 
stimmte charakteristische  Eigenschaft. 

Die  Ebene  E  schneidet  nämlich  die  Potenzachse  p  in  einem 
Punkte  P,  welcher,  wie  jeder  andere  Punkt  der  Potenzachse,  die  gleiche^ 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  Bündels,  also  auch  die  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  Kreise  hat,  welche  sich  als  Schnitte  der 
durch  P  gehenden  Ebene  E  mit  den  Kugeln  des  Bündels  ergeben. 
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Der  Schnitt  des  Kugelbündels  mit  der  Ebene  E  ist  daher  ein 
System  von  Kreisen,  deren  jeder  in  Bezug  auf  einen  festen  Punkt 
dieselbe  Potenz  besitzt.  Dieses  System  ist  somit  das  ebene  Ana- 
logon  zum  Kugelgebüsch  im  Eaume.  Dasselbe  wird  ein 
„Kreisbündel"  und  der  feste  Punkt  das  „Centrum  des  Kreis- 
bündels" genannt. 

Wir  nennen  dieses  Gebilde  aus  dem  Grunde  nicht  ein  „Kreis- 
gebüsch",  weil  es  bloß  ein  System  zweiter  Stufe  ist,  während 
ein  „Gebüsche"  immer  ein  System  dritter  Stufe  vorstellt.  Man  er- 
hält hiernach  den  Satz: 

223.  Der  ebene  Schnitt  eines  Kugelbündels  ist  ein  Kreishündel, 
dessen  Centrum  der  DurchstoßpunJä  der  schneidenden  Ebene  mit  der 
Fotenmchse  des  Kugelbündels  ist.  Die  Potenz  desselben  ist  jener 
gleich,  die  dem  DurchstofipimUe  in  Bemg  auf  die  Kugeln  des  Kugel- 
bündeis  entspricht 

§,  259. 

Der  Schnitt  eines  Kugelbüschels,  dessen  sämmtliche  Kugeln 
durch  den  Kreis  K  gehen  mögen ,  mit  einer  beliebigen  Ebene  E  ist 
ein  System  von  Kreisen,  deren  jeder  durch  die  zwei  Punkte  M^  und 
üfg  Röht,  in  welchem  die  Ebene  E  den  Kreis  K  schneidet. 

Die  sämmtlichen  Kreise  einer  Ebene,  welche  durch  die  nämlichen 
zwei  festen  Punkte  M^  und  M^  gehen,  bilden  ein  System,  welches 
als  räumliches  Analogon  das  Kugelbündel  besitzt,  da  die  Ele- 
mente desselben  ebenfalls  durch  zwei  feste  Punkte  führen. 

Dieses  System  wird  ein  „Kreisbüschel"  und  die  beiden  festen 
Punkte  dessen    „Scheitelpunkte"   oder   „Basispunkte"   genannt. 

Die  Ebene  E  schneidet  die  Potenzebene  des  Kugelbüschels  in 
einer  Geraden  p^  welche  durch  die  Punkte  M^  und  M^^  geht.  Jeder 
Punkt  dieser  Geraden  besitzt  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  Kugel- 
büschels {K)  dieselbe  Potenz,  also  auch  die  nämliche  Potenz  in 
Bezug  auf  alle  Kreise  des  Kreisbüschels  {M^^M^.  Besagte  Gerade 
heißt  daher  die  „Potenzachse"  des  Kreisbüschels.  Demnach 
folgt  der  Satz: 

224.  ^Der  ebene  Schnitt  eines  Kugelbüschels  ist  ein  Kreisbüschel ^ 
dessen  ScheitelpunJcte  die  SchnittpunMe  der  Ebene  mit  dem,  allen 
Kugeln  gemeinschaftlichen  Kreise  sind.^ 

§.  260. 
Suchen  wir  ferner  noch  diejenige  Bedingung  auf,    welche  zwei 
Kugelbüschel  erfüllen  müssen,  damit  sie  eine  Kugel  ge- 
mein haben. 

Pcschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie,  III.  j^Y 
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Seien  Zi  und  Ko  die  beiden  Kreise,  durch  welclie  sämmtliche 
Kugeln  des  einen,  beziehungsweise  des  zweiten  Büschels  gehen  müssen. 

Soll  eine  Kugel  sowohl  dem  einen,  als  auch  dem  anderen  Büschel 
angehören,  so  muss  dieselbe  durch  die  beiden  Kreise  Ky^  und  K^  gehen. 
Es  ist  daher  nothwendig,  dass  K^  und  K^  auf  derselben  Kugel  liegen. 
Diese  letztere  wird  sodann  auch  das  gemeinschaftliche  Element  der 
beiden  Kugelbüschel  darstellen.     Es  besteht  mithin  der  Satz: 

226,  „Sollen  ^ivei  Kiigdbüschel  im  Baume  eine  Kugel  gemein 
haben j  so  ist  nothwendig,  dass  die  beiden  Kreise ,  in  welchen  sich 
sämmtliche  Kugeln  des  einen,  beziehungsweise  die  des  anderen  Büschels 
schneiden,  auf  einer  und  derselben  Kugel  liegen.  Die  letztere  stellt 
sodann  das  gemeinschaftliche  Element  der  beiden  Kugelbüschel  dar,'-^ 

§.  261. 

Haben  zwei  Kugelbüschel  zwei  Kugeln  gemeinschaftlich, 
so  müssen  durch  den  Schnittkreis  der  beiden  Kugeln  sowohl  die 
Kugeln  des  einen  Büschels,  als  auch  jene  des  zweiten  Büschels  gehen» 
Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  die  beiden  Kugelbüschel  iden- 
tisch seien,  woraus  der  Satz  folgt: 

226,  „Haben  zivei  Kugelbüschel  zwei  Kugeln  gemein^  so  gilt  das 
Gleiche  von  allen  übrigen  Kugeln ;  diese  Büschel  sind  also  identisch, " 

§.  262. 

In  einer  Ebene  E  sei  ein  Kreisbündel  mit  dem  Centrum  M  und 
der  Potenz  F,  sowie  außerhalb  der  Ebene  ein  beliebiger  Punkt  J.^ 
gegeben. 

Legt  man  durch  jeden  Kreis  des  Kreisbündels  und  durch  den 
festen  Punkt  Ä^  eine  Kugel,  so  erhält  man,  wie  sich  ohne  Schwierig- 
keit nachweisen  lässt,  ein  Kugelbündel. 

Sei  nämlich  Kj^  ein  beliebig  gewählter  Kreis  des  Bündels  M, 
Die  durch  denselben  und  durch  den  festen  Punkt  Ä^  gelegte  Kugel 
S^  wird  die  Verbindungsgerade  MÄ^  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
Atj  schneiden.  Da  diese  Kugel  den  Kreis  K^  enthält,  so  muss  der 
Punkt  M  nicht  bloß  in  Bezug  auf  den  Kreis  Xj,  sondern  auch  in  Bezug 
auf  die  durch  denselben  gehende  Kugel  S^  die  Potenz  h^  besitzen;  es 
wird  daher : 

MÄ,  ,  MAo  =  F- 

sein.     Durch  diese  Eelation  wird  der  Punkt  A^  vollkommen  und  zwar 
unabhängig  von  dem  Kreise  K^  bestimmt. 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  des 
Kreisbüschels  (M)  und  durch  den  festen  Punkt  A^  gehen,  auch  noch 


259 

«inen  zweiten  festen  Punkt  A^  der  Geraden  31 Ä^  enthalten,  also  ein 
Kugelbündel  mit  der  Potenzachse  MA^A^  erzeugen.  Dieses  Ergebnis 
liefert  den  Satz: 

227.  y,Alle  Kugeln,  ivelclie  durch  die  Kreise  eines  ebenen  Kreis^ 
hündels  und  neistbei  durch  einen  festen  FunM  des  Baumes  gehen, 
enthalten  noch  einen  zweiten  festen  FunM  der  Verbindungsgeraden 
des  gegebenen  PunUes  mit  dem  Centrum  des  Kreisbündels;  dieselben 
bilden  daher  ein  Kugelbündel  ^    dessen  Potenmchse  diese  Gerade  ist,^ 

§.  263. 

Sei  ein  ebenes  Kreisbüschel  mit  den  beiden  Scheitelpunkten 
ili,  und  Mq,  sowie  außerhalb  seiner  Ebene  ein  beliebiger  Punkt  P 
gegeben. 

Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  des  Büschels  und 
durch  den  Punkt  P  gelegt  werden,  enthalten  offenbar  die  drei  Punkte 
Jlf, ,  M^,  P,  und  mithin  auch  den  durch  diese  drei  Punkte  gelegten 
Kreis  K 

Hieraus  folgt,  dass  diese  Kugeln  ein  Kugelbüschel  erzeugen, 
dessen  Potenzebene  die  Ebene  der  drei  Punkte  M^^M^^P  und  dessen 
Basiskreis  K  ist. 

Demnach  erhalten  wir  unmittelbar  den  Satz: 

228,  ^.Sämmtliche  Kugeln^  welche  durch  die  Kreise  eines  ebenen 
Kreisbüschels  und  durch  einen  festen  außerhalb  der  Ebene  des  Büschels 
liegenden  Punkt  gehen,  bilden  ein  Kugelbüschel;  die  Kugeln  dieses 
Püschels  schneiden  sich  in  jenem  Kreise,  welcher  durch  den  gegebenen 
PunM  und  durch  die  BasispunJcte  ( Scheitelpunkt e)  des  Kreisbüschels 
gelegt  wird.  Die  Ebene  dieser  drei  PunJcte  ist  die  Potenzebene  des 
Kugelbüschels,'' 

§.  264. 

Jedes  Kreisbündel  besitzt  einen  Orthogonalkreis,  d.i.  jenen 
Kreis,  welcher  aus  dem  Centrum  des  Bündels,  als  Mittelpunkt,  und 
mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Potenz,  als  Kadius,  beschrieben  wird. 
Dieser  Kreis  schneidet  alle  Kreise  des  Kreisbündels  rechtwinklig. 

Sei  nun  Kq  der  Orthogonalkreis  eines  Kreisbüschels  und  K  ein 
l^eliebiger  Kreis  des  Büschels;  die  Tangenten  in  jedem  der  den  beiden 
Kreisen  Kq  und  K  gemeinschaftlichen  Punkte  a  und  b  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  K^  als  größten  Kreis  einer  Kugel 
S^,  so  wird  offenbar  jeder  Kreis  K  des  Kreisbündels  diese  Kugel  ortho- 
gonal schneiden,  also  auch  jede  durch  einen  Kreis  des  Bündels  gelegte 

17* 
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Kugel  diese  Kugel  rechtwinklig  treffen.  Stellen  wir  uns  weiters  diese 
Kugel  Sq  als  Orthogonalkugel  eines  Kugelgebüsches  vor,  so  wird  jede 
Kugel  des  Gebüsches  die  Ebene  des  Kreisbündels  in  einem  Kreise,  in 
Bezug  auf  welchen  das  Centrum  M  des  Gebüsches  die  Potenz  Jc"^  hat, 
schneiden.  Besagter  Kreis  wird  somit  dem  Kreisbündel  mit  dem  Ortho- 
gonalkreise Kq  augehören.    Dies  gibt  den  Satz: 

229.  „Legt  man  durch  den  OrthogonaTkreis  eines  Kreishüschels, 
als  größten  KugelJcreis^  eine  Kugel  und  betrachtet  diese  Kugel  als 
OrthogonaTkugel  eines  Kugelgebüsches  ^  so  ist  der  Schnitt  dieses  Ge- 
hüsches  mit  der  Ebene  des  Kreisbündels^  dieses  letztere  selbst,"" 

Nebenbei  sei  hier  der  Vergleich  des  vorstehenden  Satzes  mit 
dem  Satze  222)  angeregt  und  auf  die  Beachtung  der  Ausnahme  hin- 
gewiesen, welche  diesfalls  bezüglich  einer  durch  das  Centrum  des 
Gebüsches  gehenden  Ebene  gilt. 

§.  265. 

Ein  ebenes  Kreisbündel  mit  dem  Orthogonalkreise  K^  und  außer- 
dem eine  beliebige  Kugel  S'^  im  Eaume  sind  gegeben;  es  ist  zu  unter- 
suchen, was  für  ein  System  diejenigen  Kugeln  erfüllen,  welche  durch 
die  Kreise  des  Kreisbündels  und  orthogonal  zu  der  gegebenen  Kugel 
S^Q  gelegt  werden. 

Unter  Berufung  auf  den  vorhergehenden  Satz  kann  der  Ortho- 
gonalkreis K^  als  größter  Kreis  einer  Kugel  S^^  angenommen  werden ; 
ferner  enthält  jede  Kugel,  welche  diese  Kugel  orthogonal  schneidet, 
einen  Kreis  des  Bündels. 

Die  gesuchten  Kugeln  haben  daher  die  Eigenschaft,  beide  Kugeln 
Sq  und  S'o  orthogonal  zu  schneiden.  Umgekehrt  wird  jede  Kugel, 
welche  S^^  und  S^q  orthogonal  schneidet,  einen  Kreis  des  Bündels  ent- 
halten. 

Nachdem  aber  (Satz  197)  alle  Kugeln,  welche  zwei  gegebene 
Kugeln  orthogonal  schneiden,  ein  Kugelbündel  erzeugen,  dessen  Potenz- 
achse die  Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  jener  Kugeln  ist  und 
als  dessen  Orthogonalkreis  der  Schnittkreis  der  beiden  Orthogonal- 
kugeln resultiert,  so  ergibt  sich  sofort  der  nachstehende  Satz  resp.  die 
Erzeugungsweise: 

230,  j^Die  Kugeln^  welche  durch  die  Kreise  eines  Kreisbündels 
gehen  und  eine  gegebene  Kugel  orthogonal  schneiden^  erzeugen  ein 
Kugelbündel,,  dessen  Potenzachse  die  Verbindimgsgerade  des  Mittel- 
Punktes  der  gegebenen  Kugel  mit  dem  Centrum  des  Kreisbündels  ist,'^ 
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§.  266. 

Ein  Kreisbüschel  mit  den  Scheitelpunkten  Ä^  und  -4„,  sowie  eine 
beliebige  Kugel  Sq  sind  gegeben;  es  wird  um  das  System  der 
Kugeln  gefragt,  welche  durch  die  Kreise  des  Büschels  (Ä^jA^)  gehen 
und  die  gegebene  Kugel  S^^  orthogonal  schneiden. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  auf  der  Potenzachse  Ä^Ä2 
des  Kreisbüschels  zwei  beliebige  Punkte  M^  und  M^  angenommen 
und  betrachten  wir  dieselben  als  Centren  zweier  Kreisbündel,  welche 
beide  das  Kreisbüschel  (A^.Äo)  enthalten. 

Hiefür  ist  die  nothwendige,  aber  auch  hinreichende  Bedingung, 
dass  die  beiden  Scheitelpunkte  Ä^  und  A„  als  Punktepaar  des 
Kreisbündels  M^  sowohl,  als  auch  des  Bündels  Mo  aufgefasst  werden, 
oder  kurz,  dass  als  die  diesbezüglichen  Potenzen  A^,^  und  h/  der  be- 
sagten Kreisbüudel  beziehungsweise  die  Werte  M^A^.M^Ä^  und 
M^Ai.M^Ao  angenommen  werden. 

Jedes  dieser  Kreisbündel  bestimmt  sodann,  auf  Grund  des  vor- 
hergehenden Satzes,  ein  Kugelbündel,  mit  der  Kugel  Sq  als  Ortho- 
gonalkugeL  Der  Schnitt  der  beiden  Kugelbüudel  mit  der  Ebene  des 
Kreisbüschels  A^  A^  sind  sodann  die  beiden  vorgenannten  Kreisbündel 
M^  und  Ifo. 

Andererseits  gehören  aber  diese  beiden  Kugelbüadel  auch  einem 
und  demselben  Kugelgebüsche  und  zwar  jenem  an,  dessen  Orthogonal- 
kugel die  gegebene  Kugel  Sq  repräsentiert.  Dieselben  haben  daher 
ein  Kugelbüschel  gemein,  für  welches  die  Kugel  Sq  ebenfalls  eine 
Orthogonalkugel  ist.  Besagtes  Kugelbüschel  schneidet  die  Ebene  in 
einem  Kreisbüschel,  welches  offenbar  den  beiden  Kreisbündeln  M^  und 
Mo  angehören  muss,  also  nur  das  gegebene  Kreisbüschel  {A^.A^  sein 
kann. 

Hieraus  entnehmen  wir,  dass  die  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise 
des  Büschels  (J.,,^^)  gehen  und  die  Kugel  orthogonal  schneiden,  ein 
Kugelbüschel  erzeugen* 

Die  Potenzebene  dieses  Kugelbüschels  geht  selbstverständlich 
durch  die  Scheitelpunkte  A^  und  A^  des  Kreisbüschels  imd  durch  den 
Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel.  Es  folgt  mithin  der  Satz  resp. 
die  Erzeugungsweise: 

231,  ^^SämmÜiche  Kugeln^  welche  durch  die  Kreise  eines  gege- 
benen Kreishüschels  gehen  und  außerdem  eine  gegebene  Kugel  ortho- 
gonal schneiden^  erzeugen  ein  Kugelbüschel^  dessen  JPotenzehene  durch 
den  Mittelpunld  der  gegebenen  Kugel  und  durch  die  ScheitelpimJde 
des  Kreisbüschels  geht,"' 
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§.  267, 

Deükt  man  sich  die  gegebene  Kugel  in  den  beiden  letztange- 
stellten  Betrachtungen  und  den  daraus  hervorgegangenen  Sätzen,  als 
eine  solche,  die  einen  unendlich  großen  Eadius  hat,  also  in 
eine  Ebene  übergeht,  so  folgen  die  beiden  Specialsätze: 

282,  ^SämmtUche  Kugeln^  ivelche  durch  die  Kreise  eines  gege- 
'benen  ebenen  Kreisbilndels  gehen  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer 
gegebenen  Ebene  liegen,  erzeugen  ein  Kugelbündelj  dessen  Potenzachse 
das  FerpendiJcel  vom  Centrum  des  Kreisbilndels  auf  die  gegebene 
Ebene  ist,^ 

Und  weiters  der  Satz: 

233.  ^Sämmtliche  Kugeln^  welche  durch  die  Kreise  eines  ebenen 
Kreisbüschels  gehen  und  deren  MittelpunMe  auf  einer  gegebenen  Ebene 
liegen,  erzeugen  ein  Kugelbüschel  ^  dessen  Potenzebene  jene  ist^  die 
durch  die  Potenzachse  des  Kreisbüschels  senkrecht  auf  die  gegebene 
Ebene  gelegt  ivird.^'' 

§.  268. 
Das  sphärische  Kreisbiischel  und  Kreisbündel- 
Ähnliche  Sätze  und  Erzeugungsweisen,  wie  die  eben  entwickelten, 
wird  man  gewinnen,   wenn   man  statt  der  ebenen  Kreisbüschel  und 
Kreisbündel    sphärische    Kreisbüschel    und    Kreisbündel  einführen 
würde. 

Unter  einem  sphärischen  Kreisbündel  versteht  man  näm- 
lich den  Schnitt  eines  Kugelbündels  mit  einer  beliebigen,  dem  Kugel- 
bündel nicht  angehörenden  Kugel;  imter  einem  sphärischen 
Kreisbüschel  dagegen  fasst  man  den  Schnitt  eines  Kugelbüschels 
mit  einer  beliebigen,  dem  Büschel  nicht  angehörenden  Kugel  auf,  ver- 
steht man  also  die  Gesammtheit  der  Kreise  auf  einer  Kugel,, 
welche  durch  die  nämlichen  zwei  Punkte  gehen. 

In  eine  specielle  Entwicklung  dieser  Eigenschaften  wollen  wir 
uns  jedoch  an  dieser  Stelle  nicht  einlassen,  werden  aber  in  der  Folge 
Gelegenheit  finden,  hierauf  zurückzukommen  und  einige  diesbezügliche 
Untersuchungen  anzustellen. 

§.  269. 

Fragen  wir  zunächst  in  was  für  ein  Kugelsystem  sich  ein  Kugel- 
bündel, beziehungsweise  ein  Kugelbüschel  durch  inverse  Transformation 
verwandelt.   Diese  Frage  ist  unschwer  zu  beantworten. 

Im  Vorhergegangenen  wurde  nämlich  bereits  erwiesen,  dass  man 
ein  Kugelbündel  immer  als  Bestandtheil  zweier  (eigentlich  unendlich 
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vieler  Kugelgebusche)  betrachten  könne,  und  weiters  wurde  auch  ge- 
funden, dass  ein  Kugelgebüsch  durch  inverse  Transformation  sich  wieder 
in  ein  Kugelgebüsch  verwandle. 

Sind  daher  F^  und  T',  zwei  heliebige  Kugelgebüsche  und  U^ 
das  denselben  gemeinschaftliche  Kugelbündel,  ist  ferner  J  ein  beliebig 
gewähltes  Inversionscentrum ,  so  verwandeln  sich  die  beiden  Kugel- 
gebüsche r^  und  r\  wieder  in  zwei  Kugelgebüsche  I«  und  T'g,  und 
es  ist  gleichzeitig  einleuchtend,  dass  jede  Kugel  des  Kugelbündels  27p 
d.  h.  jede  Kugel,  die  den  beiden  Gebüschen  I\  und  r\  gemeinschaft- 
lich ist,  in  eine  Kugel  verwandelt  wird,  welche  den  Kugelgebüschen 
r^  und  r'2  gemeinschaftlich  ist,  also  dem  durch  diese  beiden  Ge- 
büsche bestimmten  Kugelbündel  U^  angehören  muss. 

Zu  demselben  Eesultate  gelangen  wir  aber  auch  durch  folgende 
Betrachtung. 

Ein  Kugelbündel  wird,  wie  uns  bereits  geräufig,  auch  von  allen 
jenen  Kugeln  gebildet,  welche  zwei  beliebig  gegebene  Kugeln  ortho- 
gonal schneiden.  Sind  demnach  S^  und  S\  zwei  Orthogonalkugeln 
eines  beliebigen  Kugelbündels,  die  wir  vermittelst  reciproker  Radien 
transformieren,  so  werden  sich  einerseits  die  beiden  Kugeln  S,  und 
S\  in  zwei  andere  Kugeln  S^  und  S'2  und  andererseits  jede  Kugel  des 
Kugelbündels  2;,,  welche  die  Kugeln  Sj  und  S\  orthogonal  schneidet 
(nach  Satz  179)  wieder  in  eine  Kugel  verwandeln,  welche  die  beiden 
Kugeln  Sa  und  S'^  orthogonal  schneidet,  mithin  wieder  einem  Kugel- 
bündel Uq  angehört.  Der  Schnittkreis  der  beiden  Kugeln  S^  und  S\ 
ist  der  Orthogoualkreis  des  Bündels  27^,  während  der  Schnittkreis  der 
Kugeln  Sq  und  ^S'^  der  Orthogonalkreis  des  Kugelbündels  U^  sein  wird. 

Nachdem  sich  diese  beiden  Kreise,  als  Schnitte  inverser  Kugeln, 
entsprechen,  so  folgt  der  Satz: 

234,  ^Ein  heliehiges  Kugelbündel  venvandelt  sich  durch  inverse 
Transformation  wieder  in  ein  KugeJhündel,  ivohei  der  Orthogonal- 
Icreis  des  ersteren  durch  Inversion  ivieder  in  den  Orthogoualkreis  des 
zweiten  übergeht ,'' 

§.  270. 

Ebenso  leicht  ist  nachzuweisen,  dass  ein  Kugelbüschel  durch  in- 
verse Transformation  wieder  in  ein  Kugelbüschei  verwandelt  wird. 

Man  kann  diesfalls  entweder  von  dem  Standpunkte  ausgehen, 
unter  dessen  Festhalten  ein  Kugelbüschel  stets  als  Bestandtheil  dreier 
verschiedener  Kugelgebüsche  darstellbar  ist,  und  das  ihm  inverse 
System  wieder  einen  Bestandtheil  der  diesen  drei  Gebüschen  invers 
entsprechenden  Kugelgebüsche,    also   ebenfalls  ein  Kugelbüschel  dar- 
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stelle,  oder  man  geht  von  der  Eigenschaft  aus,  dass  alle  Kugeln, 
welche  einem  Kugelbüschel  angehören,  durch  einen  und  denselben 
Kreis  K  gehen. 

Dieser  Kreis  transformiert  sich  invers  wieder  in  einen  Kreis, 
durch  welchen  die  den  Kugeln  des  Büschels  invers  entsprechenden 
Kugeln  gehen  müssen.  Die  letztgenannten  Kugeln  erzeugen  daher 
wieder  ein  Kugelbüschel,  und  man  gelangt  demnach  zu  dem  Satze: 

235.  y^JEin  Kiigelhüscliel  verivandelt  sich  durch  inverse  Trans- 
formation wieder  in  ein  Kugelhüschel ^  und  0war  entsprechen  sich  die- 
jenigen beiden  Kreise  invers  y  in  ivelchen  sich  sämmtliclie  Kugeln  des 
ursprünglichen^  heziehungsiveise  des  transformierten  jBüscJi eis  sclineiden, 
Die  Poten^ehene  des  transformierten  Kugelhüschels  entspricht  invers 
derjenigen  Kugel  des  ursprünglichen  Kugelhüschels,  tvelche  durch  das 
Inversionscentrum  geht  und  umgekehrt.'^ 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  in 
Erwägung  zieht,  dass  ein  Kreis  in  einer  Ebene  durch  Inversion  in 
einen  Kreis  übergeht,  welcher  auf  der  der  Ebene  desselben  invers  ent- 
sprechenden und  daher  durch  das  Inverscentrum  gehenden  Kugel  liegt. 

§.  271. 

Untersuchen  wir  nunmehr,  was  für  ein  System  alle  jene  Kugeln 
bilden,  welche  durch  die  Kreise  eines  sphärischen  Kreisbündels 
gehen,  und  eine  gegebene  Kugel  orthonogal  schneiden. 

Die  Kugel,  auf  welcher  das  sphärische  Kreisbündel  liegt,  sei  Ä 
Das  Letztere  sei  erzeugt  als  Schnitt  der  Kugel  S  mit  einem  Kugel- 
bündel p.  Die  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  dieses  sphärischen 
Kreisbündels  gehen  und  die  gegebene  Kugel  S^  orthogonal  durch- 
schneiden, mögen  ein  Kugelsystem  erzeugen,  das  wir  mit  27  bezeichnen 
wollen. 

Transformieren  wir  mittelst  reciproker  Radien  derart,  dass  wir 
das  Transformationscentrum  J  auf  der  Kugel  S,  welche  das  Kreis- 
bündel trägt,  annehmen.  Hierbei  verwandelt  sich  die  Kugel  S  in  eine 
Ebene  S\  das  (das  Kreisbündel  erzeugende)  Kugelbündel  p  wieder  in 
ein  Kugelbündel  ^',  und  ebenso  die  Kugel  S^^  in  eine  zweite  Kugel  /§'(,. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  dem  sphärischen  Kreisbündel  iS,p), 
als  Schnitt  der  Kugel  S  mit  dem  Kugelbündel  p  invers  der  Schnitt 
der  Ebene  S^  mit  dem  Kugelbündel  ^',  also  ein  ebenes  Kreis- 
bündel (Ä',^')  entsprechen  muss. 

Ist  nun  K  eine  beliebige  Kugel  des  Systems  U,  d.  h.  eine  Kugel, 
welche   durch  einen  Kreis  des  sphärischen  Büschels  {S^  p)    geht 
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und  die  Kugel  S^,  orthogonal  schneidet,  so  wird  die  ihr  invers  ent- 
sprechende Kugel  K'  durch  einen  Kreis  des  ebenen  Bündels  (ä',  p') 
gehen  und  die  Kugel  S'^  gleichfalls  orthogonal  schneiden. 

Das  von  der  Kugel  K*  erzeugte  System  Z'  ist  (nach  Satz  230) 
ein  Kugel bündel;  es  muss  daher  auch  das  System  27  ein  solches 
darstellen.     Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  dem  Satze: 

236,  ^SämmtlicJie  Kugeln,  welclie  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen KreishündeJs  gehen,  und  eine  heliehig  gegebene  Kugel  ortho- 
gonal schneiden,  erzeugen  ein  KugelhündeL^' 

§.  272. 

Ertheilt  man  der  im  vorstehenden  Satze  genannten  und  als 
^beliebig  gegeben"  bezeichneten  Kugel  verschiedene  Lagen  im 
Kaume,  so  erhält  mau  auch  verschiedene  Kugelbündel,  welche  durch 
das  sphärische  Kreisbündel  gehen.  Als  natürliche^  Folge  ergibt 
sich  daher  der  Satz: 

237,  ^^Durch  ein  sphärisches  Kreishilndel  können  unendlich  viele 
Kugelbündel  gelegt  iverden,  indem  jede  Kugel  im  Räume  als  eine 
OrthogonalJcugel   eines  solchen  Kugelbündels  betrachtet  werden  Jcann.'^ 

§.  273. 

Aus  dem  Satze  237)  folgt  unmittelbar  der  nachstehende  speciellere, 
wenn  man  die  gegebene  Kugel  auf  einen  Punkt  reduciert: 

238,  j^Sämmtliche  Kugeln^  ^velche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Kreisbündels,  und  nebstbei  durch  einen  beliebigen  PunU  im 
Baume  gehen,  erzeugen  ein  Kugelbündel, ''^ 

Ebenso  kann  man  den  Eadius  der  gegebenen  Orthogonal- 
kugel ins  Unbegrenzte  wachsen  lassen,  für  die  Kugel  also 
eine  Ebene  substituieren.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich 
der  Specialfall  des  Satzes  237): 

239,  ^Sämmtliche  Kugeln,  ivelche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Kreisbündels  gehen  und  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  gegebenen 
Ebene  haben,  erzeugen  ein  Kugelbündel. '^ 

§.  274. 

Aus  dem  Satze  237)  kann  noch  ein  zweiter  sehr  interessanter 
Satz  gefolgert  werden. 

Ein  ebenes  Kreisbündel  mit  dem  Orthogonalkreise  K,  sowie 
ein  beliebiges  sphärisches  Kreisbündel  auf  einer  Kugel  S  seien 
gegeben. 
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Wird,  wie  wir  in  einem  vorhergegangenen  Falle  sahen,  durch 
den  Orthogonalkreis  K,  als  größten  Kreis,  eine  Kugel  S^^  gelegt,  so 
wird  jede  Kugel ,  welche  diese  letztangeführte  Kugel  orthogonal 
schneidet,  die  Ebene  in  einem  Kreise  des  Kreisbündels  treffen. 

Betrachten  wir  jenes  Kugelbündel,  welches  (nach  Satz  237)  durch 
die  Kreise  des  sphärischen  Kreisbündels  auf  S  geht  und  die  Kugel  Sq 
orthogonal  schneidet,  so  ergibt  sich  (nach  Satz  289)  sofort,  dass  dieses 
Kugelbündel  auch  das  ebene  Kreisbündel  enthält,  oder  mit  anderen 
Worten,  dass  letzteres  ein  Schnitt  des  ersteren  ist.  Hiernach  der  Satz: 

240,  j^Durch  ein  heliebiges  sphärisches  Kreishündel  und  durch 
ein  heliehiges  ebenes  Kreishündel  lässt  sich  stets  ein  Kugelhündel  legen.'' 

§.  275. 

Der  vorstehende  Satz  kann  durch  Anwendung  der  inversen 
Transformation  sowohl  verallgemeinert ,  als  auch  specialisiert 
werden. 

Nimmt  man  nämlich  das  Inversionscentrum  beliebig  im  Kaume 
an,  so  verwandelt  sich  sowohl  das  sphärische,  als  auch  das 
ebene  Kreisbündel  in  ein  sphärisches  Kreisbündel. 

Nimmt  man  hingegen  das  Inversionscentrum  auf  den  beiden  Trä- 
gern (auf  der  Ebene  und  auf  der  Kugel  S,  also  auf  dem  Schnittkreise 
beider)  an,  so  übergehen  beide  Kreisbündel  in  ebene  Kreisbündel 
und  man  hat  demgemäß  die  Sätze: 

241,  y^Burch  swei  sphärische  Kreisbündel  lässt  sich  stets  ein 
Kugelbündel  legen'' 

und: 

242.  „Durch  swei  ebene  Kreisbündel  Jcann  stets  ein  Kugelbündel 
gelegt  werden,^ 

§.  276. 

Die  drei  letzten  Sätze  gestatten  noch  eine  anderweitige  Aus- 
drucksform. 

Die  Kreise  der  beiden  Bündel  können  nämlich  einander  ein- 
deutig zugeordnet  werden,  wenn  man  solche  Kreise  als  entspre- 
chende annimmt,  welche  auf  einer  und  derselben  Kugel  des 
Kugelbündels  liegen.  Die  vorhergehenden  drei  Sätze  nehmen  so- 
dann folgende  Gestalt  an: 

243.  j^Die  Kreise  zweier  beliebig  angenommenen  Kreisbündel 
{gleichgiltig  ob  diese  beiden  Kreisbündel  ebene  oder  sphärische  sind^ 
oder  ob  das  eine  eben,   das  andere  aber    sphärisch    ist)    können  stets 
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ein-deutig  einander  derart  zugeordnet  iverden,  dass  zivei  entsprechende 
Kreise  immer  auf  einer  Kugel  eines  KugeTbilndels  liegen.''^ 

§.  277. 

Ferner  wurde  bewiesen  (Satz  231),  dass  alle  Kugeln,  welche 
durch  die  Kreise  eines  ebenen  Kreisbüschels  gehen  nnd  eine  gegebene 
Kugel  orthogonal  schneiden,  ein  Kugelbüschel  erzeugen.  Dieser  Satz 
lässt  sich  durch  Inversion  verallgemeinern,  indem  man  das  ebene 
Kreisbüschel  in  ein  sphärisches  Kreisbüschel  verwan- 
delt.  Es  ergibt  sich  dann  sofort  der  Satz: 

244,  ^Sämmtliclie  Kugeln^  tvelclie  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Kreishüschels  gehen  und  eine  Kugel  orthogonal  schneiden^  er- 
zeugen ein  KugeThiiSchel.^ 

Dieser  Satz  kann  auf  zweifache  Weise  specialisiert  werden; 
einmal  dadurch,  dass  man  die  gegebene  Orthogonalkugel  auf 
einen  Punkt  red u eiert,  das  anderemal  dadurch,  dass  man  diese 
Kugel  unendlich  groß  werden  lässt,  also  durch  eine  Ebene 
ersetzt.     Dies  gibt  die  beiden  Sätze: 

246.  j^Sämmtliche  Kugeln,  tvelche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen JBiiSchels  und  durch  einen  festen  Punlä  gehen,  erzeugen   ein 
KugelUlscheV 
nnd: 

246,  ^Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Büschels  gehen  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  gegebenen 
Ebene  liegen,  erzeugen  ein  Kugelbüschel.^^ 


XVI.   Capitel. 
Theorie  der  Kugelberührung  und  der  Ähnlichkeitspunkte. 

§.  278. 

Jede  Berührebene  einer  Kugel  kann  als  der  Grenzfall  der 
schneidenden  Ebene,  wenn  sich  der  Schnittkreis  auf  einen  Punkt 
reduciert,  betrachtet  werden.  Diesen  Punkt  pflegt  man  in  der  obigen 
Bedeutung  einen  „Punktkreis"  zu  nennen. 

Zwei  Kugeln  berühren  sich  in  einem  Punkte  Ä,  wenn  sie  in 
diesem  Punkte  eine  gemeinschaftliche  Berührebene  besitzen, 
also  den  Punktkreis  Ä  gemein  haben. 
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Denken  wir  uns  vor  allem  im  Eaume  einen  beliebigen  Kreis  iT, 
sowie  eine  Ebene  Ej  welche  den  Kreis  K  in  nicht  reellen  Punkten 
treffe  und  stellen  wir  die  Frage,  ob  es  Kugeln  gebe,  welche  einerseits 
durch  den  Kreis  K  gehen  und  andererseits  die  Ebene  E  berühren^ 

Wir  wissen  diesbezüglich,  dass  sämmtliche  durch  den  Kreis  K 
gehende  Kugeln  ein  Kugelbüschel  bilden,  und  dass  dieses  Kugel- 
büschel von  der  Ebene  E  in  einem  Kreisbüschel  geschnitten  wird. 
Die  beiden  möglichen  „Punkt kreise"  dieses  Kreisbüschels  reprä- 
sentieren die  Berührungspunkte  der  zwei  möglichen  Berührebenen. 
Von  der  Möglichkeit^  dass  es  zwei  solcher  Kugeln  gibt,  welche 
durch  einen  gegebenen  Kreis  K  gehen  und  eine  gegebene  Ebene  E 
berühren,  kann  man  sich  durch  directe  Construction  dieser  Kugeln 
leicht  überzeugen. 

Ist  nämlich  g  die  Schnittgerade  der  gegebenen  Ebene  E  mit  der 
Ebene  des  Kreises  K  und  nehmen  wir  auf  g  einen  beliebigen  Punkt 
Pj  an,  so  ist  die  Potenz  desselben,  in  Bezug  auf  die  zu  suchende 
durch  K  gehende  Berührungskugel,  gleich  der  Potenz  desselben,  in 
Bezug  auf  den  Kreis  X. 

Zieht  man  also  durch  P^  eine  Tangente  an  den  Kreis  K,  welche 
diesen  im  Punkte  a^  berühren  mag,  so  ist  die  Strecke  Pj  a^  die  Länge 
aller  von  P,  aus,  an  die  Kugel  geführten  Tangenten.  Es  ist  sonach 
einleuchtend,  dass  der  Berührungspunkt  der  zu  suchenden  Kugel  mit 
der  Ebene  E  auf  jenem  Kreise  \  liegen  müsse,  welcher  in  dieser  Ebene, 
aus  dem  Punkte  F^  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  r^  —  F^a^,  be- 
schrieben wird. 

Denken  wir  uns  einen  zweiten  Punkt  Po  auf  der  Geraden  g  ge- 
wählt und  von  demselben  eine  Tangente  Po  a^  an  den  gegebenen  Kreis 
K  gezogen,  sowie  weiters  aus  dem  Mittelpunkte  P^  in  der  Ebene  einen 
Kreis  \  mit  dem  Eadius  r^^F^a^  gezeichnet,  so  wird  auf  demselben 
ebenfalls  der  Berührungspunkt  der  gesuchten  Kugel  liegen  müssen. 

Nachdem  sich  nun  die  Kreise  \  und  \  in  zwei  Punkten  Pj  und 
P2  schneiden,  so  gibt  es  zwei  verschiedene  Kugeln,  welche,  der  ge- 
stellten Forderung  gemäß,  die  Ebene  E  beziehungsweise  in  Pj  und 
Pg  berühren. 

Infolge  der  Symmetrie  der  Ebene  E  und  des  Kreises  K  gegen 
jene  Ebene  e,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  letzteren  senkrecht 
zur  Geraden  g  gelegt  wird,  findet  man  leicht,  dass  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Berührungskugeln  in  dieser  Ebene  liegen  müssen  und  dass 
die  Berührungspunkte  P^  und  Po  derselben  mit  der  Ebene  E  auf 
der  Schnittgeraden  der  letzteren  mit  der  vorgenannten  Symmetrie- 
ebene e  sich  vorfinden  müssen. 
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Schneidet  der  Kreis  K  die  Ebene  E  in  zwei  reellen 
Punkten  Ä  und  B,  so  ist  durch  denselben  offenbar  keine  Kugel 
möglich,  welche  die  Ebene  E  berühren  würde,  weil  jede  durch  den 
Kreis  K  gelegte  Kugel  die  Ebene  E  in  einem  durch  die  Punkte  Ä 
und  B  gehenden  Kreise  schneidet. 

Berührt  insbesondere  der  Kreis  K  die  Ebene  J5  in  einem 
Punkte  Ä,  so  kann  der  Berührungspunkt  der  Ebene  E  mit  der  zu 
suchenden  Kugel  selbstverständlich  nur  der  Punkt  Ä  sein,  indem  jede 
durch  den  Kreis  K  gelegte  Kugel  die  Ebene  E  in  einem  durch  A 
gehenden  Kreise  schneidet. 

Errichtet  man  im  Punkte  Ä  eine  Senkrechte  Ä  C  auf  die  Ebene 
-B,  so  wird  diese  den  Mittelpunkt  C  der  gesuchten  Kugel  enthalten. 
Der  Mittelpunkt  C  liegt  aber  bekanntlich  auch  auf  der  Geraden  mC, 
welche  aus  dem  Mittelpunkte  m  des  Kreises  K  auf  dessen  Ebene 
normal  gezogen  wird;  es  ist  somit  0  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Geraden  ÄC  und  mC,  Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  dass 
in  diesem  Falle  nur  eine  einzige  Kugel  existiert,  welche  der  ge- 
stellten Forderung  entspricht. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

247.  ,,Durch  einen  gegebenen  Kreis  kann  man  swei  {reelle) 
Kugeln  legen^  welche  eine  gegebene  Ebene  berühren ,  wenn  die  leidere 
mit  dem  Kreise  Jceine  reellen  PtmJcte  gemein  hat;  dagegen  kann  nur 
eine  {reelle)  Kugel  gelegt  tverden,  wenn  der  gegebene  Kreis  die  gegebene 
Ebene  berührt  und  endlich  ist  keine  {reelle)  Kugel  bu  legen  möglich^ 
wenn  der  Kreis  die  Ebene  in  sivei  reellen  Punkten  schneidet.^'' 

§.  279. 

Dieser  Satz  kann  durch  Anwendung  der  Inversion  sofort  ver- 
allgemeinert werden,  wenn  man  die  gegebene  Ebene  invers  in 
eine  Kugel  verwandelt.  Der  verallgemeinerte  Satz  wird  dann 
lauten : 

248.  j^Burch  einen  gegebenen  Kreis  kann  man  swei  Kugeln 
legen,  ivelche  eine  gegebene  Kugel  berühren^  wenn  der  Kreis  die  leidere 
nicht  reell  schneidet;  eine  Kugd^  ivenn  der  Kreis  die  gegebene  Kugel 
berührt  und  keine  {reelle)  Kugel,  ivenn  der  Kreis  die  gegebene  Kugel 
reell  schneidet, ^^ 

§.  280. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangen  wir  auch  durch  eine  directe 
Untersuchung,  welche  gleichzeitig  die  constructive  Lösung  der  Auf- 
gabe liefert. 
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Sei  nämlicli  S  die  gegebene  Kugel  und  K  der  gegebene  Kreis, 
von  welchem  wir  voraussetzen  wollen,  dass  er  die  Kugel  S  nicht  (reell) 
schneidet. 

Denken  wir  uns,  was  unter  allen  Umständen  möglich  ist,  durch 
den  Kreis  K  eine  beliebige  Kugel  Si  derart  gelegt,  dass  sie  die  ge- 
gebene Kugel  S  in  einem  reellen  Kreise  X,  treffe.  Die  Ebenen  der 
Kreise  K  und  X,  schneiden  sich  in  einer  Geraden  g.  Jeder  Punkt  P 
dieser  Geraden  hat,  da  dieselbe  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln 
S  und  Sj  (Ebene  des  Schnittkreises  K^  dieser  Kugeln)  liegt,  die  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugel  S  und  den  der  Kugel  S^  angehören- 
den Kreis  K,  mithin  auch  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  jede 
durch  den  gegebenen  Kreis  K  'gelegten  Kugel,  sowie  in  Bezug  auf 
die  gegebene  Kugel  selbst.  Mit  anderen  Worten:  Die  Potenzebene 
der  gegebenen  Kugel  S  und  einer  jeden  durch  den  Kreis  K  gelegten 
Kugel  muss  durch  die  Gerade  g  gehen. 

Unter  den  durch  den  Kreis  gehenden  Kugeln  befinden  sich  aber 
auch  diejenigen,  welche  die  Kugel  S  berühren, 

Ist  S'b  eine  solche  Kugel,  so  muss,  wie  wir  eben  fanden,  die 
Potenzebene  dieser  Kugel  aS'j  und  der  gegebenen  Kugel  S  nothwendig 
durch  die  Gerade  g  gehen.  Andererseits  ist  aber  die  Potenzebene 
zweier  sich  berührenden  Kugeln  die  Tangentialebene  in  ihrem 
Berührungspunkte. 

Die  Potenzebene  wird  also  diesfalls  eine  von  den  zwei  Tangen- 
tialebenen sein,  welche  man  durch  die  Gerade  g  an  die  gegebene 
Kugel  S  legen  kann  und  deren  Berührungspunkt  Bj  mit  dieser  Kugel 
wird  auch  den  Berührungspunkt  mit  der  zu  suchenden  Kugel  S^b  dar- 
stellen. Letztere  ist  somit  durch  diesen  Berührungspunkt  B^  und 
durch   den  Kreis  K  vollständig  bestimmt. 

Die  zweite  durch  g  gelegte  Tangentialebene  der  gegebenen  Kugel 
S  berührt  diese  letztere  in  einem  Punkte  jBq,  welcher  gleichzeitig  den 
Berührungspunkt  der  Kugel  S  mit  einer  zweiten  durch  den  gegebenen 
Kreis  K  gehenden  Kugel  S%  darstellt. 

Berührt  der  Kreis  K  die  Kugel  S  in  einem  Punkte  Ä,  so  findet 
man  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  Gerade  g  eine  Tangente  der 
Kugel  S  in  A  sei,  und  dass  daher  nur  eine  Tangentialebene 
durch  dieselbe  an  S  gelegt  werden  kann,  deren  Berührungspunkt  eben 
wieder  Ä  ist. 

§.  281. 

Ein  Kugelgebüsch  I\  welches  die  Orlhogonalkugel  S^  besitzen 
möge  und  außerdem  eine  beliebige,   dem  Gebüsche  nicht  angehörende 
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Kugel  S  seien  gegeben;  es  handelt  sich  darum,  zu  untersuchen,  ob 
«s  Kugeln  im  Gebüsche  gebe,  welche  die  gegebene  Kugel 
berühren,    und  wenn,    was  für  Eigenschaften  denselben  zukommen. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  a  auf  der  Kugel  S  an.  Die 
Mittelpunkte  aller,  die  Kugel  S  in  a  berührenden  Kugeln  liegen  auf 
der  Geraden,  welche  den  Berührungspunkt  a  mit  dem  Mittelpunkte  m 
der  Kugel  S  verbindet.  Alle  diese  Kugeln  gehen  durch  den  Punkt  a. 

Soll  eine  von  diesen  Berührungskugeln  gleichzeitig  dem  Gebüsche 
Sf^  angehören,  so  ist  es  nothwendig,  aber  auch  hinreichend,  dass  die- 
selbe außer  den  Punkt  a  auch  den  diesem  Punkte  zugeordneten  Punkt 
a'  des  Gebüsches  enthalte.  Nachdem  aber  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln,  welche  durch  die  beiden  Punkte  a  und  a'  gehen,  in  jener 
Ebene  E  liegen,  welche  im  Mittelpunkte  der  Strecke  aa'  auf  die 
Gerade  aa'  senkrecht  geführt  wird,  und  nachdem  diese  Ebene  die 
Gerade  ma  in  einem  Punkte  C  trifft,  welcher  gleichzeitig  den  Mittel- 
punkt einer  die  Kugel  S  im  Punkte  a  berührenden  Kugel  darstellt, 
so  ist  klar,  dass  die  letztgenannte  Kugel  den  beiden  Bedingungen, 
einerseits  dem  Gebüsche  Sq  anzugehören  und  andererseits  die  Kugel 
S  zu  berühren,  vollkommen  entspricht. 

Da  sich  das  Gleiche  von  jedem  Punkte  a  der  Kugel  S  behaupten 
lässt,  so  folgt  der  Satz: 

249.  jjEine  heliehige  Kugel  wird  in  jedem  Punkte  von  einer,  aber 
auch  nur  von  einer  einem  gegebenen  Kugelgeh üsche  angehörenden  Kugel 
unter  der  Voraussetzung  berührt ,  dass  die  gegebene  Kugel  selbst  dem 
Gebüsche  nicht  angehört.^ 

Würde  die  Kugel  selbst  ein  Element  des  Gebüsches  repräsen- 
tieren, so  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieselbe  von  Kugeln  des  Ge- 
büsches nur  in  jenen  Punkten  berührt  werden  könnte,  welche  gleich- 
zeitig der  Orthogonalkugel  angehören. 

Wäre  K  der  Kreis,  in  welchem  die  Orthogonalkugel  /S^,  die  dem 
Gebüsche  angehörende  Kugel  S  schneidet,  so  wird  jede  Kugel,  welche 
die  Kugel  S  in  einem  Punkte  des  Kreises  K  berührt,  nothwendig  dem 
Gebüsche  Sq  angehören  müssen. 

§.  282. 

Wir  haben  somit  festgestellt,  dass  eine  beliebige,  einem  Gebüsche 
ß^^  nicht  angehörende  Kugel  S  in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer 
Kugel  des  Gebüsches  berührt  werde.  —  Es  mögen  nun  auch  die 
Eigenschaften    dieser    Berührungskugeln  ermittelt  werden. 

Diesfalls  bietet  sich  vor  allem  wieder  die  Transformation  durch 
reciproke  Kadien  als  üntersuchungsmittel  dar.    Nehmen  wir  nämlich 
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das  Centrum  M  des  gegebenen  Gebüsches  Sq,  als  Inversionscentrum 
und  die  Potenz  des  Gebüsches  als  Inversionsmodul  an,  so  transfor- 
mieren sich  bekanntlich  alle  Kugeln  des  Gebüsches  in  sich  selbst. 
Diejenige  Kugel  ä  jedoch,  welche  dem  Gebüsche  S^  nicht  angehört, 
verwandelt  sich  bei  dieser  Transformation  in  eine  zweite  Kugel  S^^ 
die  demselben  Kegel,  welcher  der  ersten  Kugel  aus  dem  Inversions- 
centrum M  umgeschrieben  wird,  eingeschrieben  ist. 

Das  Inversionscentrum  ist  also  ein  Ähnlichkeitspunkt 
der  beiden  Kugeln  S  und  /S'j. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  zwei  sich  berührende  Kugeln 
durch  Inversion  wieder  in  zwei  sich  berührende  Kugeln  verwandelt 
werden,  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  eine  Kugel  U^  des 
Gebüsches,  welche  die  Kugel  S  berührt,  auch  die  dieser  Kugel  in- 
vers  entsprechende  Kugel  S^  berühren  werde,  nachdem  sie  sich 
bei  der  Inversion  in  sich  selbst  trransformiert. 

Der  Berührungspunkt  der  Kugel  S^  mit  der  Kugel  U  ist  oifen- 
bar  invers  dem  Berührungspunkte  der  Kugel  S  mit  der  Kugel  U; 
die  Berührungspunkte  der  beiden  Kugeln  S  und  S^  mit  einer  Kugel  U 
des  Gebüsches  liegen  also  stets  auf  einer  durch  das  Centrum  M  des 
Gebüsches  (Inversionscentrum)  gehenden  Geraden  und  bilden  ein  Punkte- 
paar des  Gebüsches.     Hiernach  folgt  der  Satz: 

250,  j^SämmtUche  Kugeln  eines  Gebüsches,  welche  eine  dem  Ge- 
büsche nicht  angehörende  Kugel  berühren,  berühren  noch  eine  zweite 
Kugel,  welche  mit  der  ersteren  in  Be^ug  auf  das  Centrum  des  Ge- 
büsches^ als  ÄhnlichlceitspunM,  ähnlich  gelegen  ist.  Jede  durch  dieses 
Centrum  gehende  Gerade  trifft  die  beiden  Kugeln  in  vier  Punkten, 
von  welchen  Btvei  die  Berührungspunkte  einer  Kugel  des  Gebüsches 
und  die  beiden  anderen  die  Berührungspunkte  einer  zweiten  Kugel 
des  Gebüsches  repräsentieren^^ 

§.  283. 

Der  Ähnlichkeitspunkt  zweier  Kugeln  spielt  somit  bei  dem 
Systeme  von  Kugeln,  welche  die  beiden  gegebenen  Kugeln  gleichzeitig 
berühren,  eine  nicht  untergeordnete  Eolle.  Wir  wollen  dessen  Bedeu- 
tung näher  kennen  lernen. 

Seien  S^  und  S^  zwei  beliebige  Kugeln,  von  denen  wir,  der  Ein- 
fachheit wegen,  mit  welcher  die  Betrachtung  durchgeführt  werden 
kann,  voraussetzen  wollen,  dass  sie  außerhalb  einander  liegen, 
dass  also  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte  M^  und  M^  größer  als 
die  Summe  der  Kugelradien  B^  und  B^  sei. 
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Der  äußere  Ähnlichkeitspunkt  Ä  dieser  Kugeln,  d.i.  der 
eine  Scheitel  der  diesen  Kugeln  umschriebenen  Kegel  liegt  auf  der 
Centralen  M^  M^  und  theilt  die  Strecke  M^  I/o  äußerlich  in  dem  Ver- 
hältnisse der  beiden  Kugelradien  B^  und  B^^,  Es  verhält  sich  demnach 

M,A:  3l,Ä  =  B,  :  B^. 

Ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade  gr,  welche  die  Kugel 
/S'i  in  den  Punkten  a^  und  \,  und  die  Kugel  S^  in  den  Punkten  a^^ 
und  ^2  schneiden  möge.  Führen  wir  sodann  die  Geraden  If,  ö^,,  M^h^y 
M^a^  und  M^b^,  welche  sämmtlich  in  jener  Ebene,  welche  die  Gerade^ 
mit  der  Centralen  i^/,  i/2  bestimmt,  liegen,  so  sieht  man  sofort,  dass 
hiedurch  zwei  Paare  ähnlicher  Dreiecke  Äa^M^  und  Äa^Mo^  und 
Ä\Af^  und  Äh^Mf^  entstehen.    Es  verhält  sich  nämlich: 

ÄM^  :  AM,^  =  a^M^  :  a^JI,,  =  B,  :  B^ 
und  andererseits 

AM,  :  AMo  =  &,  M,  :\M,^B,:  B,. 

Die  Geraden  M^a^  und  M^a^;  ebenso  wie  die  Geraden  M-^^h, 
und  M^\  sind  unter  einander  parallel.  Infolge  dieser  Eigenschaften 
nennt  man  Punktepaare  wie  %  und  ao,  ^^  und  63,  welche  auf  den 
beiden  Kugeln  3,  und  S^  durch  parallele  Kadien  M^a,  und  i/^a^, 
resp.  ifj^j  und  M^bt^  bestimmt  werden,  ähnlich  liegende  Punkte 
der  beiden  Kugeln,  und  zwar  in  Bezug  auf  den  äußeren  Ähn- 
lichkeitspunkt A,  sobald  die  Kadien  iH/^a,  und  iM„a^  den  glei- 
chen Sinn  haben,  die  Verbindungsgerade  a^a,^  also  durch  J.  geht. 

Ebenso  gut  kann  selbstverständlich  auch  von  ähnlich  liegenden 
Punkten  in  Bezug  auf  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt  J  ge- 
sprochen werden;  dieselben  sind  Endpunkte  zweier  paralleler, 
aber  entgegengesetzt  gerichteter  Radien  der  beiden  Kugeln 
Sj  und  /S2,  deren  Verbindungsgerade  durch  den  inneren  Ähnlich- 
•  keitspunkt  J  führt.  Der  Beweis  hiefür  stimmt  mit  jenem  für  den  vor- 
hergehenden Fall  vollkommen  überein. 

Hieraus  ist  zu  entnehmen,  dass  jede  beliebige,  durch  den  Ähn- 
lichkeitspunkt A  gezogene  Gerade  g  die  Kugeln  S,  und  S^  in  zwei 
Paaren  ähnlich  liegender  Punkte  a,,  a^\  &j,  b^  treffe. 

Betrachten  wir  aber  auch  die  Punklepaare  a^^h^  und  a^yb,,  welche 
nicht  ähnlich  liegen,  etwas  näher.  Vor  allem  ergeben  die  beiden 
Proportionen : 

Aa,  :  A a,j^  =^  B^  :  B^ 
und 

Ab,  :Ab^  =  B,  :  B^ 

Pesclika,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.. III.  13 
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unmittelbar  die  dritte: 

Aa^  :  Aa„'=  Ä\  :  A \, 
woraus  folgt: 

Aa^.Ah^  =  Aüo.Ab^. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der  Ähnlichkeit spankt  A  in  Bezug 
auf  das  Punktepaar  a^  b„  dieselbe  Potenz  wie  in  Bezug  auf  das  Punkte- 
paar 0^2  6j  habe. 

Nun  ist  aber  das  Product  :4ai  .  ^^^  für  jede  Lage  des 
Strahles^  constant  und  dem  Werte  nach  gleich  der  Potenz  Xj^  des 
Ähnlichkeitspunktes  4  in  Bezug  auf  die  Kugel  S^]   ebenso  ist 


2 


Aa^,AK  =  Ko 

gleich  der  Potenz  des  Ähnlichkeitspunktes  A  in  Bezug  auf  die  Kugel 
S,j_.    Hieraus  folgt: 

Aa^.A\  X  Aao.Ah^  =  K.^'.Ko^ 
oder,   weil  Aa^.A\  =  Aa^^Ah^   ist, 

Aa.^Ab^''  =  Ab,\Aa^''  =  K^\K^^ 
oder  auch 

Aa^,Ah„  —  Ah^.AüQ  =  K^.K„. 

Der  Wert  K^  .  K,^  ist  unabhängig  von  der  Lage  des  Strahles  g, 
woraus  die  Folgerung  entspringt,  dass  der  Punkt  A,  in  Bezug  auf 
alle  Punktepaare  von  der  Beschaffenheit  a^^h»  oder  ag,  fcj  auf  der  Kugel, 
dieselbe  Potenz  habe. 

Dieses  Ergebnis  führt  unmittelbar  zu  dem  Resultate,  dass  die 
eine  Kugel  S^  stets  in  die  andere  S,^  invers  verwandelt  werden 
kann,  wenn  man  den  Ähnlichkeitspunkt  A  als  Inversions- 
cent r  um,  und  die  Größe  K^,K^^  d.  L  das  geometrische  Mittel  aus 
den  Potenzen  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  beide  Kugeln  ß^  und  S«; 
als  Inversionsmodul  annimmt.    Hiernach  gilt  der  Satz: 

251.  j^Zwei  'beliebig  im  Baume  gegebene  Kugeln  Icönnen  stets 
invers  ineinander  transformiert  werden  ^  wenn  man  den  Ahnlichheits- 
punM  derselben  als  Inversionscentrum  und  das  geometrische  Mittel 
der  Potenzen  dieses  Punldes ,  in  Be^ug  auf  die  beiden  Kugeln ,  als 
Inversio nsmodul  wählt, " 

§.  284 

Es  bedarf  wohl  keines  besonderen  Beweises,  dass  auch  der 
innere  Ähnlichkeitspunkt  J  der  beiden  Kugeln  S^  und  ^2  als 
Inversionscentrum  angenommen  Werden  kann,  nur  ist  diesfalls, 
wie  selbstverständlich,  der  Inversionsmodul  negativ,  also  gleich 
( — K^.Kt,)  zu  nehmen. 
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Der  gefundenen  Eigenschaft  gemäß  werden  wir  jene  Punkte- 
paare, in  welchen  ein  beliebiger  Ähnlichkeits strahl  die  beiden 
Kugeln  trifft,  und  nicht  ähnlich  liegen,  als  „i^^^rse  Punkte"  oder 
als  ^invers  liegende  Punkte"  der  beiden  Kugeln  bezeichnen. 

Zu  dem  vorstehenden  Satze  können  wir  auch  ohne  jedwede  Eech- 
nung  auf  folgende  Weise  gelangen. 

Ist  S  eine  beliebige  Kugel,  und  sind  K^  und  Kj,  zwei  auf  der- 
selben liegende  beliebige  Kreise,  so  können  durch  diese  letzteren,  wie 
bekannt,  stets  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades  gelegt  werden. 

Dies  im  Auge  behaltend,  nehmen  wir  vorerst  zwei  beliebige 
Kugeln  /?!  und  S,^  an,  und  erinnern  uns  des  Satzes  197),  auf  Grund 
dessen  es  eine  unendliche  ^Anzahl  von  Kugeln  S^^  gibt ,  welche  die 
beiden  gegebenen  Kugeln  S^  und  S,^  orthogonal  schneiden.  Die  Mittel- 
punkte dieser  Kugeln  sind  die  Punkte  der  Potenzebene  von  S^  und  Sa- 

Wählen  wir  nun  eine  von  diesen  Orthogonalkugeln  /S„,  welche 
•die  beiden  Kugeln  S^  und  S2  in  den  beiden  Kreisen  K^  und  K^ 
schneiden  möge.  Durch  diese  beiden  Kreise  K^  und  Kj,  lassen  sich, 
weil  sie  auf  einer  und  derselben  Kugel  3q  liegen,  ohneweiters  zwei 
Kegelfiächen  legen.  Sei  Ä  der  Scheitel  eines  dieser  zwei  Kegel.  — 
Nimmt  man  den  letztgenannten  Punkt  als  Inversionscentrum  und  die 
Potenz  desselben,  in  Bezug  auf  die  Kugel  S^^,  als  Inversionsmodul  an, 
so  verwandelt  sich  diese  Kugel  aS^,  in  sich  selbst,  wobei  der  Kreis  K^ 
in  den  Kreis  K^  übergeht. 

Die  Kugel  /S',  ,  welche  durch  ÜT,  geht,  und  längs  dieses  Kreises 
die  Kugel  S^^  orthogonal  schneidet,  übergeht  durch  Inversion  in  eine 
zweite  Kugel,  welche  durch  den  Kreis  K^^  geht,  die  Kugel  Sq  eben- 
falls orthogonal  schneidet,  und  daher  keine  andere  als  die  Kugel  S^ 
sein  kann. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Kugel  S^  durch  inverse  Transformation 
stets  in  die  Kugel  S2  verwandelt  werden  kann,  wenn  man  den  Punkt  Ä 
als  Inversionscentrum  und  dessen  Potenz  in  Bezug  auf  eine  Orthogonal- 
kugel der  beiden  Kugeln  S^  nud  So^  als  Inversionsmodul  annimmt. 

Nachdem  aber  bekanntlich  zwei  inverse  Kugeln  stets  einem  und 
demselben  Kegel,  dessen  Scheitel  das  Inversionscentrum  ist,  ein- 
geschrieben sind,  so  folgt,  dass  das  Inversionscentrum  J.  gleichzeitig 
einer  der  beiden  Ähnlichkeitspunkte  beider  Kugeln  Si  und  Sq  ist. 
Dies  gibt  vor  allem  den  Satz: 

252.  ^Schneidet  man  zwei  'beliebige  Kugeln  durch  eine  gemein- 
schaftliche Orthogonalkugel ,  so  sind  die  Scheitel  der  beiden  durch  die 
mvei  Schnittkreise  gehenden  Kegelfiächen^  die  beiden  Ähnlichkeit spunkte 
der  gegebenen  ^wei  Kugeln^'' 

18* 
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§.  285. 
Berücksichtigt  man  ferner,  dass  sämmtliche  Kugeln,  welche  zwei 
gegebene  Kugeln  orthogonal  schneiden,  ein  Kugeibündel  erzeugen, 
dessen  Potenzachse  die  Centrale  dieser  beiden  Kugeln  ist,  und  dass 
jeder  Punkt  der  letzteren  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  alle  diese 
Orthogonalkugeln  besitzt,  so  ergibt  sich  auf  Grundlage  der  früheren 
Betrachtung  noch  der  Satz: 

253.  ^Eine  Kugel  kann  invers  in  jede  heliebige  andere  Kugel 
transformiert  iverden^  wenn  man  als  Inversionscentrum  einen  der 
leiden  ÄhnlicMeitspunhte  heider  Kugeln,  und  als  Inversionsmodul 
die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Bündel  der  Orthogonal- 
Jcugeln  heider  Kugeln  annimmt,"' 

§.  286. 
Betrachtet  man  weiters  das  Inversionscentrum,  d.  h.  den  Ähn- 
lichkeitspunkt Ä  der  beiden  Kugeln  Si  und  S^  als  Centrum  eines 
Kugelgebüsches,  dessen  Potenz  der  Potenz  des  Punktes  A  in  Bezug  auf 
das  Bündel  der  Orthogonalkugeln  von  Si  und  S^^  gleich  ist,  oder  mit 
anderen  Worten:  nimmt  man  Ä  als  Centrum  eines  Kugelgebüsches  an, 
welches  das  Bündel  der  Orthogonalkugeln  von  S^^  und  S^  als  Bestand- 
theil  enthält,  so  wird  (nach  Satz  179)  jede  Kugel  dieses  Gebüsches, 
welche  eine  der  Kugeln  S^  und  S^  berührt,  nothwendig  auch  die 
andere  berühren  müssen,  und  werden  die  beiden  Berührungspunkte 
zwei  „inverse  Punkte"  der  Kugeln  S^  und  S„  darstellen.  Dies 
ergibt  den  Satz: 

254,  y^ Sämmtliche  Kugeln^  welche  zwei  gegebene  Kugeln  be- 
rühren^ gehören  demselben  Gebüsche  an,  wie  das  Bündel  der  Ortho- 
gonalJcugeln  beider  Kugeln.  Das  Centrum  dieses  Gebüsches  ist  der 
eine  oder  der  andere  ÄhnlichkeitspunM  der  beiden  Kugeln,  Die  Be- 
rührungspunkte einer  Kugel  mit  den  beiden  gegebenen  Kugeln  sind 
stets  invers  liegende  Punkte  der  letzteren,^ 

§.  287. 

Als  eine  weitere  Folgerung  ergibt  sich  noch  eine  besondere 
Eigenschaft  der  Orthogonalkugel  des  Gebüsches. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  beiden  Kugeln  S^  und  So  aus  dem 
Centrum  J.  in  einander  transformiert  werden  können,  wenn  man  als 
Inversionsmodul  die  Potenz  K^  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  Ortho- 
gonalkugeln von  S^  und  S^  annimmt,  und  dass  sämmtliche  Kugeln, 
welche  S^  und  S^^  berühren,  demjenigen  Gebüsche  angehören,  welches 
einerseits  die  genannte  Potenz  und  andererseits  A  als  Centrum  besitzt. 
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Bei  der  angeführten  Inversion  verwandelt  sich  die  Orthogonalkugel 
dieses  Gebüsches  Punkt  für  Punkt  in  sich  selbst  und  die  Kugel  yS, 
wird  in  die  Kugel  S^  überführt.  Gesetzt  nun,  die  Kugel  S^  schneide 
die  eben  erwähnte  Orthogonalkugel,  so  muss  durch  den  Schnittkreis, 
da  dieser  sich  selbst  entspricht,  auch  die  inverse  Kugel  So  gehen. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  fragliche  Orthogonalkugel  keine 
andere,  als  jene  Kugel  sein  könne,  welche  den  Ähnlichkeitspunkt  Ä 
zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  den  reellen  oder  inaaginären  Schnitt- 
kreis der  beiden  Kugeln  S^  und  /Sg  geht,  oder  was  dasselbe  ist,  dem 
durch  S^  und  S^  bestimmten  Kugelbüschel  angehört.  Dies  gibt 
den  Satz: 

255.  „Sowohl  die  Orthogonalkugeln  ziveier  heliehig  gegebenen 
Kugeln,  als  auch  jene  Kugeln^  tvelche  die  beiden  gegebenen  Kugeln 
gleichzeitig  berühren ^  gehören  sivei  verschiedenen  Kugelgebüschen  an; 
die  OrthogonalJcugeln  dieser  beiden  Gebüsche  sind  jene  beiden  Kugeln 
des  durch  die  gegebenen  zwei  Kugeln  bestimmten  Kugelbüschels,  tvelche 
die  beiden  ÄhnlichkeitspimMe  der  letzteren  als  Mittelpunlcte  besitzen^'' 

§.  288. 

Der  vorstehende  Satz  gestattet,  wie  eine  einfache  Betrachtung 
lehrt,  noch  eine  Erweiterung. 

Seien  wieder  Ä,  und  S^  zwei  beliebig  gegebene  Kugeln,  die 
sich  in  einem  Kreise  K  schneiden  mögen.  Diesen  Kreis  können  wir 
anstandslos  immer  reell  annehmen,  da  die  Kesultate  natürlich  auch 
dann  gelten  werden,  wenn  er  imaginär  ist. 

Der  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kugeln,  für  welchen  wir,  um 
einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  den  äußeren  wählen 
wollen,  sei  A,  Dies  vorausgesetzt,  wird  die  im  vorhergehenden  Satze 
genannte  Orthogonalkugel  die  Kugel  S^  sein,  welche  den  Mittelpunkt 
A  besitzt  und  durch  den  Kreis  K  geht. 

Zu  den  Punktepaaren  jenes  Gebüsches,  welches  diese  Kugel  Sq 
zur  Orthogonalkugel  hat,  gehören,  wie  aus  den  früheren  Betrachtungen 
klar  wurde,  auch  sämmtliche  Paare  inverser  Punkte  der  beiden  Kugeln 
S^  und  /Sg. 

Hievon  kann  man  sich  auch  direct  durch  folgende  Betrachtung 
überzeugen. 

Zieht  man  durch  A  einen  beliebigen  Strahl  g  nach  irgend 
einem  Punkte  a  des  Kreises  iC,  so  wird  derselbe  die  beiden  Kugeln 
S^  und  S^  in  zwei  Paaren  inverser  Punkte  treffen,  wovon  jedoch  das 
eine  Paar  in  a  zusammenfällt.  Es  ist  sonach  das  Quadrat  von  Aa 
die  Potenz  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  alle  Paare  invers  liegender 
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Punkte,  lind  wird  folglich  die  Kugel  S^,   welche  den  Kadius  Äa  be- 
sitzt, die  Orthogonalkugel  für  diese  Punktepaare  sein. 

Nimmt  man  den  Punkt  Ä  als  Inversionscentrum  und  das  Qua- 
drat des  Kugelradius  von  /S^  als  Inversionsmodul  an,  so  verwandelt 
sich  die  Kugel  S^  in  die  Kugel  S^,  während  die  Kugeln,  Kreise  und 
Punktepaare  des  Gebtisches  S^^  in  sich  selbst  transformiert  werden. 

Sind  demnach  %  und  &o  zwei  beliebige  inverse  Punkte  der  bei- 
den Kugeln  S^  und  S^,  so  repräsentieren  dieselben  auch  ein  Punkte- 
paar des  Gebtisches  S^  und  jede  durch  diese  Punkte  gelegte  Kugel  27 
gehört  sodann  selbstverständlich  dem  Gebüsche  an. 

Eine  solche  Kugel  wird  durch  Inversion  in  sich  selbst  trans- 
formiert und  die  Kugel  S^  übergeht  hierbei  in  Ä;  es  muss  daher 
(nach  Satz  179)  jener  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Kugeln  S^  und 
Z  schneiden,  demjenigen  Winkel,  unter  welchem  sich  die  ihnen  inversen 
Kugeln  So  und  U  treffen,  gleich  sein.  Wir  sehen  also,  dass  jede 
Kugel,  welche  durch  zwei  inverse  Punkte  der  Kugeln  S^  und  So  ge- 
legt wird,  diese  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneidet. 

Nimmt  man  umgekehrt  eine  beliebige  Kugel  des  Gebüsches  S^y 
an,  so  wird  einerseits  in  Bezug  auf  die  Gleichheit  der  Winkel  das- 
selbe gelten,  andererseits  aber  auch  klar  hervorgehen,  dass  besagte 
Kugel  durch  eiue  unzählige  Menge  von  Paaren  inverser  Punkte  der 
beiden  Kugeln  /S^  und  S^  gehe. 

Sind  nämlich  K^  und  /^^  jene  beiden  Kreise,  in  denen  eine  solche 
Kugel  die  beiden  Kugeln  S^  und  So  schneidet,  so  sind  diese  Kreise 
offenbar  selbst  invers  und  liegen  daher  auf  einer  Kegelfläche,  welche 
das  Inversionscentrum  Ä  zum  Scheitel  hat.  Jede  Erzeugende  dieses 
Kegels  trifft  somit  die  beiden  Kreise,  also  auch  die  Kugeln  /S^  und 
So  in  einem  inversen  Punktepaar.    Dies  gibt  den  Satz: 

256.  jjSind  swei  heliebige  Kugeln  gegeben  und  bestimmt  man  in- 
dem durch  sie  gegebenen  KugelbüscJiel  jene  Kugel ,  welche  einen  der 
beiden  ÄhnlichJceitspunMe  sum  MittelpunJcte  hat,  so  ist  diese  die  Ortho- 
gonaTkugel  eines  Kiigelgebüsclies,  dessen  sämmtliche  Kugeln  die  beiden 
gegebenen  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden^  also  speciell 
auch  berühren  oder  orthogonal  schneiden.'' 

§.  289. 

Wenn  man  berücksichtigt,  dass  alle  Kugeln,  welche  durch  zwei 
feste  Punkte  gehen,  ein  Kugelbündel  erzeugen  und  weiters  beachtet, 
dass  durch  zwei  inverse  Punkte  der  Kugeln  S^  und  S^  ein  Kugel- 
bündel gelegt  werden  kann,  welches  dem  nämlichen  Gebüsche  S^  wie 
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das  Bündel  der  Orthogonalkugeln  von  S^  und  S^^  angehört  und  mithin 
mit  demselben  ein  Kugelbüschel  gemein  haben  muss,  so  folgt  unmittel- 
bar der  nachstehende  Satz: 

357,  ,,Sämmtliche  Kugeln,  tvelche  durch  irgend  ein  Paar  inverser 
Punkte  zweier  Kugeln  gelten^  erzeugen  ein  Bündel ;  dieselben  schneiden 
die  beiden  Kugeln  stets  unter  'gleichen  Winkeln.  Insbesondere  gibt 
es  in  dem  Kugelbündel  ein  Kugelbüschel^  dessen  Elemente  beide  Kugeln 
orthogonal  schneiden;  dagegen  existiert  nur  eine  einzige  Kugel,  tvelche 
die  beiden  Kugeln  berührt.^^ 

§.  290. 

Durch  zwei  beliebige  Paare  inverser  Punkte  zweier  Kugeln  lässt 
sich,  da  sie  in  Bezug  auf  Ä  gleiche  Potenzen  haben,  stets  ein  Kreis 
K  legen.  Während  die  eine  der  beiden  Kugeln  durch  Inversion  aus  A 
in  die  andere  übergeht,  verwandelt  sich  der  Kreis  K  in  sich  selbst 
und  es  ist  daher  klar,  dass  er  die  beiden  gegebenen  Kugeln  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden  muss.  Dies  Ergebnis  führt  zu  dem 
Satze: 

258.  ,,Durch  irgend  zwei  Paare  inverser  Punkte  zweier  Kugeln 
lässt  sich  stets  ein  Kreis  legen;  derselbe  schneidet  die  beiden  Kugeln 
unter   gleichen   Winkeln.'-^ 

Auf  demselben  Wege  kann  die  Richtigkeit  des  folgenden  allge- 
meineren Satzes  eingesehen  und  gerechtfertigt  werden:; 

259,  ^,  Jeder  Kreis  ^  welcher  durch  ein  Paar  inverser  Punkte 
zweier  Kugeln  beliebig  gelegt  wird,  schneidet  beide  Kugeln  unter 
gleichen   Winkeln. '' 

§.  291. 

Wir  wollen  nun  die  vorhergehenden  Sätze  unter  der  Voraus- 
setzung specialisieren,  dass  die  eine  der  gegebenen  Kugeln  S^ 
und  So^  unendlich  klein  werde,  sich  also  auf  einen  Punkt  s^ 
reduciere. 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  sich  bei  unbegrenzter  Abnahme 
des  Radius  von  S^,  die  Ähnlichkeitspunkte  von  S^  und  S„  immer  mehr 
dem  Punkte  s^  nähern  werden,  bis  dieselben  endlich,  w^enn  der  Radius 
gleich  Null  wird,  also  >Si  auf  die  Punktkugel  s^  reduciert  erscheint, 
mit  demselben  zusammenfallen. 

Irgend  eine,  durch  den  nunmehr  mit  s^  zusammenfallenden  Ähn- 
lichkeitspunkt A  gehende  Gerade  g  trifft  die  Punktkugel  s^  in  zwei 
Punkten  a^  und  fc^,  die  beide  mit  s-^  zusammenfallen,  während  die- 
selbe Gerade  die  Kugel  S^^  in  zwei  Punkten  a^  und  b^  schneidet. 
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Nimmt  man  s^  als  Inversionscentrum  an  und  setzt  man  den 
Inversionsmodul  gleich  Null,  so  verwandelt  sich  jeder  Punkt  des 
Eaumes  invers  in  den  Punkt  s^.  Es  sind  sonach  s^  und  a^  ebensowohl 
als  5*1  und  b^  Paare  inverser  Punkte. 

Da  ferner  die  die  Punktkugel  berührenden  Kugeln  durch  den 
sie  vertretenden  Punkt  gehen,  so  folgt,  dass  alle  Kugeln,  welche  durch 
s^  führen  und  die  Kugel  Sq  berühren,  dem  Kugelgebüsch  mit  dem 
Centrum  s^  und  der  Potenz  Null  angehören. 

Ferner  ist  klar,  dass  jede  Kugel  des  Gebüsches,  d.  h.  jede  be- 
liebige durch  5i  gehende  Kugel  die  Punktkugel  und  die  Kugel  ä^ 
unter  gleichen  Winkeln  (da  der  Schnittwinkel  mit  der  ersteren  über- 
haupt ganz  unbestimmt  ist)  schneiden  wird. 

§.  292. 

Zu  bestimmteren  Eesultaten  gelangt  man,  wenn  vorausgesetzt 
wird,  dass  der  Eadius  der  einen  von  den  beiden  Kugeln  /S'i  und  So 
unendlich  groß  werde,  dass  diese  Kugel  also  in  eine  Ebene 
übergehe. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  wieder  zwei  beliebige  Kugeln 
S^  und  S,/f  der  Ähnlichkeitspunkt  beider  sei  Ä  und  Sa  stelle  die 
Orthogonalkugel  aller,  die  beiden  Kugeln  Si  und  S^  unter  gleichen 
Winkel  schneidenden  (also  auch  speciell^aller  orthogonal  schneidenden 
und  berührenden)  Kugeln  dar,  repräsentiere  also  diejenige  Kugel, 
welche  Ä  zum  Mittelpunkt  hat  und  durch  den  Schnittkreis  K  von  Sy 
und  S,j  geht. 

Wählen  wir  jetzt  auf  der  einen  Kugel,  etwa  auf  S^  ein  beliebiges 
Inversionscentrum  31  und  transformieren  wir  alle  Kugeln,  so  über- 
gebt : 

a)  Die  Kugel  S^  wieder  in  eine  gewisse  Kugel  S\; 

h)  die  Kugel  /Sg,  auf  welcher  das  Inversionscentrum  M  liegt,  in 
eine  Ebene  S'e] 

c)  der  Kreis  K,  als  Schnittkreis  von  S^  und  5^2,  in  jenen  Kreis 
K\  in  welchem  sich  die  transformierte  Kugel  S\  und  die  Ebene  S'e 
schneiden ; 

d)  die  Kugel  Sa,  welche  durch  den  Kreis  K  geht,  in  eine 
Kugel  S'a,  die  durch  den  transformierten  Kreis  X'  führt,  und  endlieh 

e)  das  Gebüsch  aller  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  unter  gleichen 
Winkeln  schneidenden  Kugeln,  welches  die  Kugel  Sa  zur  Orthogonal- 
kugel hat,  wieder  in  ein  Gebüsch  von  Kugeln,  welcher  die  Kugel  S'a 
als  Orthogonalkugel  zukömmt  und  dessen  sämmtliche  Kugeln  die 
Kugel  S\  und  die  Ebene  S*e  unter  gleichen  Winkeln  scheiden. 
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Hieraus  erhellt,  dass  alle  Eigenschaften,  welche  ira  Vor- 
hergehenden für  zwei  Kugeln  aufgestellt  wurden,  auch  dann  erhalten 
bleiben,  wenn  man  der- einen  dieser  Kugeln  eine  Ebene  substituiert. 
Dies  Ergebnis  lieferb  vorderhand  den  Satz: 

260.  ^SämmtlicJie  Kugeln,  ivelche  eine  gegebene  Ebene  und  eine 
gegebene  Kugel  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  {also  auch  speciell 
orthogonal  schneiden  oder  berühren) ,  gehören  einem  Gebüsche  an, 
dessen  Orthogonallmgel  durch  den  {reellen  oder  imaginären)  Schnitt- 
kreis  der  gegebenen  Ebene  und  der  gegebenen  Kugel  geht.^ 

Es  ist  selbstverständlich,  dass,  wenn  bei  der  vorigen  Betrachtung 
vom  zweiten  oder  inneren  Ähnlichkeitspunkte  ausgegangen 
worden  wäre,  man  ein  zweites  Gebüsch  von  der  gleichen  Bedeutung 
erhalten  hätte. 

§.  293. 

Untersuchen  wir  die  Lage  der  Orthogonalkugeln 
dieser  beiden  Gebüsche  etwas  näher. 

Sei  E  irgend  eine  Ebene  und  S  eine  beliebige  Kugel,  welche  die 
Ebene  E  in  dem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  K  schneiden  möge. 

Da  wir  soeben  gefunden  haben ,  dass  bezüglich  der  sich  unter 
gleichen  Winkeln  schneidenden  Kugeln  alle  Eigenschaften  dieselben 
bleiben,  wie  im  Falle  zweier  Kugeln,  so  können  wir  unmittelbar  von 
dem  Satze  260)  Gebrauch  machen  und  das  dort  Gesagte  in  richtiger 
Weise  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden. 

Gestützt  auf  den  eben  angeführten  Satz  erzeugen  jene  Kugeln, 
welche  die  Ebene  E  und  die  Kugel  S  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
den, zwei  verschiedene  Kugelgebüsche,  von  welchen  das  eine  den  einen 
Ähnlichkeitspunkt  von  E  und  /S,  das  andere  dagegen  den  zweiten 
Ähnlichkeitspunkt  von  E  und  aS  als  Centrum  hat  und  deren  Ortho- 
gonalkugeln durch  den  Kreis  K,  welchen  E  und  8  gemein  haben, 
gehen. 

Es  fragt  sich  nunmehr  noch  um  die  Lage  der  beiden  Ähn- 
lichkeitspunkte einer  Kugel  S  und  einer  Ebene  E.  Hier- 
über gibt  eine  einfache  Grenzbetrachtung  Aufschluss. 

Denken  wir  uns  zwei  Kugeln  S  und  aS"  und  den  diesen  beiden 
Kugeln  umschriebenen  Kegel,  dessen  Scheitel  A  sei.  Setzen  wir  weiters 
die  Kugel  S  als  unveränderlich  voraus,  während  der  Eadius  der  Kugel 
vS'  ohne  ünterlass  wachsen  möge. 

Gemäß  dieser  letzteren  Annahme  wird  gleichzeitig  der  den  beiden 
Kugeln  umschriebene  Kegel  immer  stumpfer,  während  dessen  Scheitel 
A  sich  immer   mehr   und   mehr  der  Peripherie  der  Kugel  S  nähern 
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wird.  Gehen  wir  liierl)ei  bis  zur  äußersten  Grenze  vor,  d.  i.  bis  der 
Kadius  der  Kugel  S'  unendlich  groß  wird,  diese  letztere  Kugel 
also  in  eine  Ebene  E  übergeht.  Diesfalls  verwandelt  sich  der  den 
Kugeln  S  und  S'  umschriebene  Kegel  in  eine  zur  Ebene  E  parallele 
Tangentialebene  der  Kugel  S  und  dessen  Scheitel  Ä  in  den  Berüh- 
rungspunkt dieser  Ebene.  Die  zweite  zu  E  parallele  Berührebene  der 
Kugel  8  hat  sodann  als  Berührungspunkt  den  zweiten  Ähnlichkeits- 
punkt I  von  S  und  E. 

Dieser  Betrachtung  ist  hiernach  zu  entnehmen,  dass  die  beiden 
Ähnlichkeitspunkte  einer  Kugel  S  und  einer  Ebene  E  die  Berührungs- 
punkte der  ersteren  mit  den  zu  der  letzteren  parallelen  Tangential- 
ebenen sind,  oder  was  dasselbe  ist,  mit  den  Endpunkten  des  zur  Ebene 
E  senkrechten  Durchmessers  der  Kugel  S  zusammenfallen.  Man  er- 
hält somit  als  Specialsatz: 

261,  ^^Sämmtliche  Kugeln,  welche  eine  Ebene  und  eine  Kugel 
unter  gleichen  Winkeln  schneiden  (also  insbesondere  auch  orthogonal 
schneiden  oder  berühren),  bilden  0wei  Kugelgebüsche.  Die  Orthogonal- 
Icugeln  dieser  beiden  Gebüsche  gehen  durch  jenen  Kreis,  ivelchen 
die  gegebene  Kugel  mit  der  gegebenen  Ebene  gemein  hat  und  ihre 
MittelpimMe  sind  die  Endpiinlde  des  .^ur  gegebenen  Ebene  senior  echten 
Durchmessers  der  gegebenen  KugeV' 

§.  294. 

Durch  nachstehende  Betrachtung  gelangen  wir  auch  direct  zu 
gleichem  Resultate. 

Sei  S  eine  gegebene  Kugel  und  E  eine  gegebene  Ebene,  welche, 
um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  eine  solche  Lage 
habe,  dass  sie  die  Kugel  S  in  einem  reellen  Kreise  K  schneide. 
Ferner  sei  Ä  der  eine  Endpunkt  des  zu  E  senkrechten  Durchmessers 
der  Kugel  S;  es  ist  also  die  Tangentialebene  der  Kugel  S  im  Punkte 
A  parallel  zur  Ebene  E. 

Nach  Satz  177)  ist  es  immer  möglich,  die  Kugel  S  durch  In- 
version in  die  Ebene  E  zu  transformieren.  Es  genügt  zu  diesem 
Zwecke,  den  Punkt  A  als  Inversionscentrum  anzunehmen  und  als  In- 
versionsmodul das  Product  aus  dem  Durchmesser  der  Kugel  S  und 
dem  Abstände  des  Punktes  A  von  der  Ebene  E  vorauszusetzen.  Die 
Punkte  des  Kreises  K  sind  selbstentsprechend,  woraus  folgt,  dass  jene 
Kugel  S„,  welche  A  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  den  Kreis  K 
geht,  alle  selbstentsprechenden  Punkte  enthält,  und  dass  deren  Radius 
der  Quadratwurzel  aus  dem  Inversionsmodul  gleich  sei. 
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Ziehen  wir  durch  Ä  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  die  Kugel 
S  im  Punkte  a  und  die  Ebene  E  im  Punkte  h  treffen  möge,  so  sind 
diese  Punkte  einander  invers  entsprechend  und  können  als  conju- 
gierte  Punkte  jenes  Kugelgebüsches  betrachtet  werden,  welches  die 
Kugel  Sf^  zur  Orthogonalkugel  hat.  Legt  man  daher  durch  die  beiden 
Punkte  a  und  b  eine  beliebige  Kugel  27,  so  gehört  diese  dem  genannten 
Gebüsche  an. 

Transformiert  man  invers  in  der  vorangegebenen  Weise,  so  ver- 
wandelt sich  die  Kugel  U  in  sich  selbst,  die  Kugel  S  aber  in  die 
Ebene  E  und  es  wird  mithin  der  Winkel,  unter  welchem  sich  die 
Kugeln  S  und  U  schneiden,  jenem  Winkel  gleich  sein,  unter  welchem 
die  Kugel  U  der  Ebene  E  begegnet.  Hiemit  ist  die  Richtigkeit  des 
letztangeführten  Satzes  auch  direct  erwiesen. 

Denken  wir  uns  speciell  diejenige  Kugel  27  construiert, 
welche  durch  die  Punkte  a  und  h  geht  und  die  Ebene  E 
in  h  berührt,  so  wird  dieselbe  offenbar  auch  die  Kugel  ^S  berühren 
müssen. 

Dasselbe  gilt  von  allen  invers  liegenden  Punktepaaren,  d.  h.  von 
air  jenen  Punktepaaren,  welche  sich  als  Schnitte  der  Kugel  S  und 
der  Ebene  E  mit  einem  beliebigen,  durch  Ä  gehenden  Strahle  ergeben» 
Wir  erhalten  demnach  unmittelbar  als  zweiten  Satz: 

^62.  y^Ist  eine  Kugel  und  eine  beliebige  Ebene  gegeben  und  melit 
man  durch  den  einen  oder  anderen  Endpunkt  des  su  der  Ebene  senk- 
rechten  Kugeldurchmessers  einen  beliebigen  Strahl^  so  schneidet  dieser 
die  Kugel  und  die  Ebene  in  je  einem  Funkte,  ivelche  Tunkte  allemal 
Berührungspunkte  einer  und  derselben  Kugel  sind.^ 

§.  295. 

Was  den  Fall  anbelangt,  wenn  wir  statt  der  beiden  Kugeln  &\ 
und  5^  die  Ebenen  E^  und  E^  voraussetzen,  so  ist,  infolge  der  Sym- 
metrie dieser  beiden  Ebenen  gegen  ihre  zwei  Winkelhalbier- 
ebenen II^  und  Hof  sofort  einleuchtend,  dass  jede  Kugel,  die  ihren 
Mittelpunkt  auf  H^  oder  E^  hat,  die  Ebenen  E^  und  Eo  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden  müsse  (speciell  berühre),  dass  also  die  beiden  Ge- 
büsche der  Kugeln,  welche  die  gegebenen  Ebenen  unter  gleichen  Win- 
keln schneiden,  zwei  symmetrische  Kugelgebüsche  sind, 
deren  Symmetrieebenen  die  Winkelhalbierebenen  H^  und 
H^  sind. 

Ein  besonderes  Verhalten  zeigen  diesfalls  auch  jene  Kugeln, 
welche  die  beiden  Ebenen  E^  und  Eo  orthogonal  schneiden. 
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Da  nämlich  eine  Kugel  eine  Ebene  nur  dann  orthogonal  schneidet, 
wenn  deren  Mittelpunkt  auf  dieser  Ebene  liegt,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  Mittelpunkte  aller  Orthogonalkugeln  der  beiden  Ebenen  E^ 
und  E^  auf  der  Schnittgeraden  der  letzteren  liegen  müssen. 

Zu  diesen  Orthogonalkugeln  der  Ebenen  jB,  und  E^  sind  auch 
die  auf  denselben,  also  auf  der  gemeinschaftlichen  Schnitt- 
geraden senkrecht  stehenden  Ebenen,  als  Kugeln  von  unend- 
lich großem  Eadius,  zu  rechnen. 

Endlich  gehören  zu  den  degenerierten  Kugeln,  welche  E^  und 
Eq  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  auch  alle  jene  Ebenen, 
welche  auf  den  beiden  Symmetrieebenen  senkrecht  stehen, 
d,  h.  alle  Ebenen,  welche  den  beiden  symmetrischen  Kugelgebüschen 
mit  den  Orthogonalebenen  S,  und  Hc^  angehören. 

Da  die  Centra  symmetrischer  Kugelgebüsche  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  zu  ihren  Orthogoualebenen  senkrechten  Geraden  sind,  so 
hat  man  als  inverse  Punkte  der  beiden  Ebenen  £Jj  und  E^^  jene  zu 
betrachten,  deren  Verbindungsgeraden  auf  H^  oder  Ho  senkrecht  stehen. 

§.  296. 

Schließlich  wollen  wir  noch  einen  besonderen  Fall  auch  schon 
deswegen  anführen,  weil  sich  eine  sehr  interessante  Folgerung  aus 
demselben  ziehen  lässt. 

Es  ist  dies  nämlich  jener  Fall,  in  welchem  das  Gebüsch  aller 
Kugeln,  welche  zwei  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln 
schneiden,  ein  symmetrisches  wird,  also  nicht  eine  Ortho- 
gonalkugel, sondern  eine  Orthogonalebene  besitzt,  ohne  dass, 
wie  vorher,  die  beiden  Kugeln  in  Ebenen  zu  übergehen  brauchen. 

Dieser  Fall  tritt  offenbar  nur  dann  ein,  wenn  die  beiden 
Kugeln  gleich  groß    sind. 

Sind  nämlich  zwei  Kugeln  S^  und  S^  gleich  groß,  so  sind  die- 
selben gegen  jene  Ebene,  welche  ihre  Centrale  halbiert  und  auf 
derselben  senkrecht  steht,  symmetrisch.  Jede  Kugel,  welche  auf 
dieser  Ebene  ihren  Mittelpunkt  hat,  zeigt  'gegen  die  beiden  Kugeln 
aSj  und  Sf^  ein  symmetrisches  Verhalten,  schneidet  also  auch  beide 
stets  unter  gleichen  Winkeln.  Hieraus  folgt,  dass  das  Gebüsch  der 
sich  unter  gleichen  Winkeln  schneidenden  Kugeln,  mit  Beibehaltung 
der  vorgenannten  Ebene,  als  gleichzeitige  Symmetrie-  und  Orthogo- 
nalebene, ein  symmetrisches  ist. 

Halten  wir  dies  fest  und  setzen  wir  zwei  beliebige  ungleiche 
Kugeln  /S,  und  ß^  voraus,  ß^  sei  die  Orthogonalkugel  des  einen 
Kugelgebüsches,    dessen  Kugeln  die  beiden  gegebenen  Kugeln  S^  und 
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aS'o,  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  d.  i.  also  eine  Kugel,  welche 
als  Mittelpunkt  einen  der  beiden  Ähnlichkeitspunkte  Ä  von  aS'^  und 
Sq  hat  und  durch  den  (reellen  oder  imaginären)  Schnittkreis  von  3^^ 
und  ^2  geht. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Orthogonalkugel  S^  einen  beliebigen 
Punkt  M  als  Inversionscentrum  an  und  setzen  wir  einen  ganz  will- 
kürlichen Inversionsmodul  voraus,  so  werden  die  beiden  Kugeln  S^  und 
Äg  in  zwei  andere  Kugeln  S\  und  /S"^  transformiert,  während  die  Kugel 
Sq^  da  sie  das  Inversionscentrum  M  enthält,  in  eine  Ebene  Ä'^  über- 
gehen wird.  Ferner  verwandelt  sich,  da  bei  der  Inversion  alle  Winkel 
unverändert  erhalten  bleiben,  das  Gebüsch  jener  Kugeln,  die  ortho- 
gonal zu  aSj,  sind  und  mithin  aS,  und  S2  unter  gleichen  Winkeln 
schneiden,  wieder  in  ein  Gebüsch,  dessen  Kugeln  die  beiden  trans- 
formierten Kugeln  S\  und  /S'o  unter  gleichen  Winkeln,  die  Ebene  S^q 
aber  orthogonal  schneiden. 

Hieraus  folgt,  dass  das  transformierte  Gebüsch  ein,  mit  der 
Orthogonalebene  >S'ß  symmetrisches  sei,  und  dass  daher  die  beiden 
transformierten  Kugeln  S\  und  S^o  nothwendig  gleich  groß  sein 
müssen. 

Dasselbe  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  M  auf  der  Kugel  S^, 
als  Inversionscentrum.  Aber  auch  die  sämmtlichen  Punkte  der  Ortho- 
gonalkugel des  zweiten  Kugelgebüsches,  dessen  Kugeln  /Sj  und  S^ 
sich  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  d.  h.  jener  Kugel,  die  den 
anderen  Abnlichkeitspunkt  als  Centrum  hat  und  durch  den  Schnitt- 
kreis von  S^  und  ß^  geht,  haben  dieselbe  Eigenschaft.  Daher  der 
Satz : 

263.  ^Ztvei  beliebige  ungleich  große  Kugeln  Jcönnen  durch  In- 
version stets  in  mvei  gleich  große  transformiert  iverden;  es  genügt  011 
diesem  Ztveche^  das  Inversionscentrum  auf  einer  jener  beiden  Kugeln 
anzunehmen,  welche  m  dem,  durch  die  beiden  gegebenen  Kugeln  be- 
stimmten Kugelbüschel  gehören  und  deren  Mittelpimlde  die  Ahnlich' 
heitspunlcte  der  beiden  gegebenen  Kugeln  sind,'' 

§.  297. 

Gegenseitige  Beziehung  dreier  Kugeln,  Entwicklung  der  Eigenschaften 
in   Bezug    auf     deren    Ähnliclikeitspunkte    und    der    sie    berührenden 

Kugeln. 

Betrachten  wir  drei  beliebige  Kugeln,  und  versuchen  wir  deren 
Eigenschaften,  welche  sie  in  Bezug  auf  ihre  Ähnlichkeitspunkte  und 
die  sie  berührenden  Kugeln  besitzen,  zu  entwickeln. 


286 

Die  drei  beliebigen  Kugeln  seien  aSj,  S^  und  S^.  Nehmen  wir, 
um  die  Betrachtung  möglichst  einfach  zu  gestalten,  die  Central- 
ebene  derselben,  d.  h.  die  Ebene,  welche  durch  die  drei  Kugelmittel- 
punkte Cj,  Co  und  C3  (Taf.  XIII,  Fig.  70)  geht,  als  Zeichnungsebene  an. 

Die  Ähnlichkeitspunkte  Ä^  und  J3  der  beiden  Kugeln  S^  und  S^, 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Scheitel  der  den  beiden  Kugeln  S^  und  ß^ 
umschriebenen  Kegel,  liegen,  wie  aus  dem  Vorhergegangenen  bekannt, 
auf  der  Geraden  C^  C^ ,  welche  die  Mittelpunkte  dieser  Kugeln  ver- 
bindet, und  theilen  die  Strecke  C\  Q  äußerlich  oder  beziehungsweise 
innerlich  im  Verhältnisse  der  beiden  Kugelradien  B^  und  jB.,. 

Analoges  gilt  von  den  beiden  Ähnlichkeitspunkten  A^  und  Jg  der 
Kugeln /Sj  und  S^,  sowie  auch  von  den  Ähnlichkeitspunkten  A^  und 
7j  der  Kugeln  S^  und  /S3. 

Die  so  erhaltenen  sechs  Ähnlichkeitspunkte  liegen  sämmtlich  in 
der  Centralebene  C^C^C^  der  drei  Kugeln  S, ,  S^  und  S^.  Wie 
unschwer  zu  erkennen,  sind  C^ ,  Cg,  A^  und  i^  vier  harmonische 
Punkte,  und,  wie  leicht  einzusehen,  gilt  das  Gleiche  auch  von  Cq,  Cg, 
J.J    und  J,   und  von  Cg,  C,,  Ao  und  I^. 

Verbinden  wir  irgend  zwei  beliebige  dieser  sechs  Ähnlichkeits- 
punkte, etwa  A^  und  A„  durch  eine  Gerade  a,  und  denken  wir  uns 
durch  dieselbe  die  beiden  möglichen  Tangentialebenen  an  die  Kugel  S^ 
gelegt. 

Es  ist  diesbezüglich  sofort  klar,  dass  diese  beiden  Ebenen  auch 
jene  zwei  Kegelfiächen  berühren  müssen,  welche  aus  A^  und  A^  der 
Kugel  /S3,  und  mithin  auch  den  beiden  Kugeln  S^  und  S^  umschrieben 
sind.  Als  solche  müssen  aber  wiederum  diese  beiden  Ebenen  auch  die 
letztgenannten  Kugeln  S^^  und  S^,  und  folglich  auch  den  diesen  letz- 
teren gemeinschaftlich  umschriebenen  Kegel  berühren.  Hieraus  folgt 
aber  weiter,  dass  die  eben  bezeichneten  Ebenen  den  Scheitel  A^  dieses 
Kegels  enthalten  müssen,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  ihre  Schnitt- 
gerade, welche  keine  andere  als  die  Gerade  A^A^  ist,  durch  den 
Scheitel  A^  gehen  muss. 

Wie  nunmehr  ohne  weiters  zu  erkennen,  müssen  die  drei  äußeren 
Ähnlichkeitspunkte  A^,  Ac^  und  A^  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden a  liegen.  Noch  bedarf  es  aber  des  Nachweises,  dass  der  vorher 
auf  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  äußeren  Ähnlichkeitspunkte  A^ 
und  A^  bestimmte  dritte  Ähnlichkeitspunkt  A^  thatsächlich  auch  der 
dritte  äuß  ere  Ähnlichkeitspunkt  sein  müsse  und  kein  innerer 
sein  könne. 

Der  Voraussetzung  gemäß  liegt  A^  außerhalb  der  Strecke  C^  G^ 
und    A^    außerhalb    der   Strecke  G^  G^.     Das    Dreieck    C^  G^  G^    liegt 
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mithin  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Geraden  Ä^A„,  und 
kann  daher  die  dritte  Seite  C^  Co  des  Dreiecks  von  Aj^  A^  auch  nur 
in  ihrer  Verlängerung  getroffen  werden. 

Verbindet  man  einen  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  A^  mit  einem 
inneren  Ähnlichkeitspunkte  I,^  durch  eine  Gerade  i^ ,  so  liefert  eine 
Wiederholung  der  eben  angestellten  Betrachtungen  das  Resultat,  dass 
diese  Gerade  ebenfalls  noch  einen  dritten  Ähnlichkeitspunkt  enthalten 
müsse,  welcher  aber  nothwendig  ein  innerer  sein  wird. 

Wäre  nämlich  besagter  Punkt  ein  äußerer,  so  würde  die  Gerade  i^ 
zwei  äußere  Ähnlichkeitspunkte  enthalten,  mithin  als  äußere  Ähn- 
lichkeitsachse auch  den  dritten  enthalten  müssen,  was,  der  Voraus- 
setzung gemäß,  nicht  möglich  ist.  Übrigens  ist  einleuchtend,  dass 
eine  Gerade ,  wie  beispielsweise  i^  ,  wenn  sie  eine  Seite  des  Dreieckes 
zwischen  den  Eckpunkten  Cj  und  G^  trifft,  auch  noch  eine  zweite 
Dreiecksseite  (C^  G^  in  derselben  Art  schneiden  müsse. 

Wir  erhalten  daher  vier  Geraden,  von  welchen  die  eine  die  sämmt- 
lichen  drei  äußeren  Ähnlichkeitspuukte  enthält,  während  jede 
der  drei  übrigen  je  zwei  innere  und  einen  äußeren  Ähnlichkeits- 
punkt in  sich  schließt. 

Diese  Geraden  werden  die  „Ähnlichkeitsachsen  der  drei 
Engeln  S^,  So  und  /S3"  genannt,  und  zwar  pflegt  man  die  erstere 
die  „äußere",  die  drei  übrigen  aber  die  „inneren"  Ähnlich- 
keitsachsen zu  heißen. 

Aus  der  harmonischen  Lage  der  Kugelcentren  mit  den  Paaren 
von  Ähnlichkeitspunkten  erkennt  man  sofort,  dass  die  vier  Ähnlich- 
keitsachsen ein  vollständiges  Vierseit  bilden,  dessen  Diagonal- 
dreieck das  Mittelpunktsdreieck  C^  Cg  C3  ist.  Es  besteht  mithin 
der  Satz: 

264,  ,^Von  den  sechs  ÄhnlicMeitspunMen ^  tvelcJie  drei  beliebige 
Kugeln  paarweise  bestimmen ,  liegen  die  drei  äußeren  auf  einer  Ge- 
raden,  tvährend  ferner  je  ^tvei  innere  und  ein  äußerer  gleichfalls  auf 
einer  Geraden  gelegen  sind.  Diese  vier  Geraden,  von  ivelchen  die 
erstere  die  äußere  und  die  drei  letzteren  die  inneren  Ahnlichlmts- 
aclisen  der  drei  Kugeln  heißen^  bilden  ein  vollständiges  Vierseit ,  dessen 
DiagonaldreiecJc  das  DreiecJc  der  drei  Kugelmittelpunlie  ist. " 

Aus  den  vorausgeschickten  Betrachtungen  geht  ferner  gleich- 
zeitig auch  noch  der  nachstehende  Satz  hervor: 

265.  ^An  drei  beliebige  Kugeln  im  Baume  lassen  sich  acht 
(reelle  oder  mim  Theilc  oder  auch  gans  imaginäre)  gemeinschaftliche 
JBerührebenen  legen ,  von  welchen  je  sivei  durch  eine  Ähnlichkeitsachse 
gellen,^ 
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§.  298. 

Deüken  wir  uns  durch  eine  Ähnlichkeitsachse,  beispielsweise 
durch  die  äußere  a  (Taf.  XIII,  Fig.  70)  eine  beliebige  Ebene  e  gelegt. 
Dieselbe  schneide  die  drei  Kugeln  Äp  8^^  und  S^  beziehungsweise  in 
drei  Kreisen  üTj,  K^  und  A3.  Dabei  wird  gleichzeitig  jeder  der  drei, 
den  Kugeln  paarweise  aus  A^ ,  A^^  und  J.3  umschriebenen  Kegel  in 
zwei  Erzeugenden  geschnitten,  welche  offenbar  gemeinschaftliche  Tan- 
genten der  Schnittkreise  K^y  K^^  und  A3  sein  müssen. 

Wie  leicht  einzusehen,  werden  also  durch  J.j,  A^  und  A^  auch 
die  Ähnlichkeitspunkte  und  folglich  durch  die  Gerade  a  auch  die 
äußere  Ähnlichkeitsachse  der  drei  Schnittkreise  iC , ,  K^  und  K^ 
dargestellt.  Dasselbe  gilt  selbstverständlich  auch  von  jenen  Ebenen,  die 
durch  eine  der  inneren  Ähnlichkeitsachsen  gelegt  werden,  und  es  er- 
gibt sich  sonach  der  Satz: 

266.  j^Legt  man  durch  eine  der  Ähnliclikeitsachsen  dreier  Kugeln 
eine  Ehene,  welche  die  leUteren  in  drei  Kreisen  schneidet,  so  ist  die 
genannte  Ähnlichheitsachse  auch  eine  Ahnlichkeitsachse  der  drei  Schnitt- 
kreise,  und  swar^eine  äußere  oder  innere^  je  nachdem  sie  für  die 
Kugeln  eine  äußere  oder  innere  ist.^ 

Die  Ebene,  welche  durch  die  drei  Kugelmittelpunkte 
geht,  enthält  sämmtliche  vier  Ähnlichkeitsachsen,  und  es 
folgt  daher  aus  dem  vorhergehenden  Satze  unmittelbar  der  nach- 
stehende: 

267.  ^Die  Ebene  ^  welche  durch  die  Mittelpunkte  dreier  Kugeln 
geht^  schneidet  diese  letzteren  in  drei  größten  Kreisen,  deren  vier 
Ahnlichheitsachsen  mit  jenen  der  drei  Kugeln  identisch  sind.^ 

Liegen  die  drei  Kugelmittelpunkte  insbesondere  auf  einer  und 
derselben  Geraden,  so  enthält  diese  die  sechs  Ähnlichkeitspunkte, 
und  mithin  auch  die  vier  Ähnlichkeitsachsen. 

§.  299. 

Seien  Sj,  Sg,  und  S^  wieder  drei  beliebig  liegende  Kugeln  und 
(7^,  Cg,  und  C.^  deren  Mittelpunkte. 

Denken  wir  uns  durch  0^,  C^,  C^  drei  beliebige  unter  einander 
parallele  Geraden  gezogen ,  welche  die  drei  Kugeln  beziehungsweise  in 
den  Punkten  a^  6^;  a^,  ö^  und  a,,  b^  schneiden  mögen,  und  setzen 
wir  gleichzeitig,  um  einen  bestimmten  Fall  behufs  der  vorstehenden 
Betrachtung  hervorzuheben,  voraus,  dass  die  Strecken  G^a^^C^a^  und 
C.^a^  den  nämlichen  Sinn  haben. 
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Der  getroffenen  Annahme  gemäß  geht  sodann  die  Verbindungs- 
gerade «1  ao ,  wie  bereits  früher  bei  Betrachtung  zweier  Kugeln  ge- 
funden wurde,  durch  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  A^  der  beiden 
Kugeln  8^  und  So,.  Ferner  führt  die  Gerade  a^^a^  durch  den  Ähn- 
lichkeitspunkt J.^  der  Kugeln  S^  und  S^^  und  endlich  geht  die  Gerade 
a^a^  durch  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  J.,^  der  Kugeln  63  und  S^. 

Die  drei  Geraden  a^a^,  a^a^,  a^a^  schneiden  sich  in  a^^  a,y  und 
0^3,  treffen  nebstbei  die  äußere  Ähnlichkeitsachse  A^A^A^  der  drei 
Kugeln,  liegen  also  mit  der  letzteren  in  einer  und  derselben  Ebene. 
Würde  man  die  Eadien  nehmen,  welche  verschiedenen  Sinn  besitzen, 
wie  beispielsweise  C^l^,  C^a^  und  C^%y  so  findet  man  auf  dieselbe 
einfache  Weise ,  dass  auch  die  drei  Punkte  \ ,  a,^  und  a^  mit  der 
inneren  Ähnlichkeitsachse  ij ,  welche  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  A^ 
der  Kugeln  S^  und  A3  enthält,  gleichfalls  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen.     Demnach  folgt  der  Satz: 

268.  ^Zielit  man  in  drei  Ijeliebigen  Kugeln  drei  imtereinander 
parallele.,  sonst  aber  ieliehig  gerichtete  Eadien,  so  liegen  die  End- 
punlzte  derselben  allemal  in  einer  Ebene,  welche  eine  Ähnlichlceits- 
acJise  der  drei  Kugeln  enthalten  mtiss.  Diese  Ähnlichheitsachse  ivird 
die  äußere  oder  eine  innere  sein,  je  nachdem  die  genannten  drei  End- 
punlde  entiveder  sämmtlich  auf  einerlei  Seite  der  Centralebene^  oder 
zu  verschiedenen  Seiten  derselben  liegen.''^ 

§.  300. 

Sind  >Sj ,  So  und  S^  drei  beliebige  Kugeln,  und  stellt  S  eine 
Kugel  dar,  welche  die  drei  ersteren  in  drei  Punkten  x^ ,  Xo  und  x^ 
berührt,  so  geht,  wie  wir  aus  Satz  254)  wissen,  die  Yerbindungs- 
gerade  x^x,,  durch  den  Ähnlichkeitspunkt  A^  der  beiden  Kugeln  >S\ 
und  So. 

Dieselbe  könnte  offenbar  ebenso  gut  auch  durch  den  inneren 
Ähnlichkeitspunkt  I^  dieser  Kugeln  gehen,  doch  hängt  dies  lediglich 
von  der  Art  und  Weise  ab,  wie  die  Kugel  S  die  drei  Kugeln  ä^,  S^ 
und  S^  berührt.  Wir  setzen  daher,  um  einen  bestimmten  Fall  vor 
Augen  zu  haben,  voraus,  die  drei  Berührungspunkte  x^,  Xo,  x^  lägen 
auf  einerlei  Seite  der  Centralebene.  Ferner  geht,  der  nun- 
mehr getroffenen  Wahl  entsprechend,  aus  demselben  Grunde  wie  oben 
die  Gerade  x^Xo  durch  den  Ähnlichkeitspunkt  A^  von  S^  und  S^ 
und  ebenso  die  Gerade  x^x^  durch  den  Ähnlichkeitspunkt  Ao  von  S^ 
und  ^,. 

Dies  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Ebene 
des    Dreieckes    der    Berührungspunkte    x^,    Xo    und    x^    die 

Peschka,  Darstellende  u,  projective  Geometrie.  III.  ]9 
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Ähnlichkeitsachse  A^^  A^,  A^  enthalten  müsse  und  dass  dem- 
nach der  Satz  gelte: 

269.  y^Die  Ebene,  ivelclie  durch  die  drei  BerührimgspunMe  dreier 
gegebenen  Kugeln  mit  irgend  einer  vierten  Kugel  geht,  enthält  stets 
eine  ÄhnlichJieitsaclise  der  ersten  drei  Kugeln.^ 

§.  301. 

Aus  dem  Satze  254)  folgt,  dass  sämmtliche  Kugeln,  welche  zwei 
gegebene  Kugeln  aS'^  und  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  (also 
insbesondere  auch  berühren),  zwei  Kugelgebüschen  angehören,  deren 
Centren  die  Ähnlichkeitspunkte  A^  und  Ig  der  beiden  Kugeln  S^  und 
aS2  sind. 

Ebenso  findet  man,  dass  jene  Kugeln,  welche  die  gegebenen 
Kugeln  aSi  und  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  oder  beziehungs- 
weise berühren,  zwei  Kugelgebüschen  angehören,  welche  die  Ähnlich- 
keitspunkte A^  und  7o  als  Centra  besitzen.  Es  ist  daher  einleuchtend, 
dass  jede  Kugel,  welche  alle  drei  Kugeln  /S^,  8,^^  8^  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet  oder  insbesondere  berührt,  einem  der  Kugelgebüsche 
A^  oder  Jg  und  gleichzeitig  einem  der  Kugelgebüsche  JLq  oder  /„  an- 
gehören muss. 

Besagte  Kugel  muss  also  einem  der  v^ier  Kugelbündel  an- 
gehören, welches  die  Kugelgebüsche  A^  und  A^-,  A^  und  J„;  A^  und 
J3;  ig  ^i^d  ^  gemeinschaftlich  haben.  Gestützt  auf  den  Satz  201) 
wissen  wir  aber,  dass  die  Potenzachse  eines  Kugelbündels,  welches 
zwei  gegebenen  Gebüschen  angehört,  die  Verbindungsgerade  der  beiden 
Centra  dieser  Gebüsche  sei. 

Im  vorliegenden  Falle  erkennt  man  sofort,  dass  diese  Verbin- 
dungsgeraden keine  anderen,  als  die  vier  Ähnlichkeitsachsen  der  ge- 
gebenen drei  Kugeln  /Sj,  S^  und  S^  sind.  Hiernach  gelangen  wir  zu 
dem  Schlüsse,  dass  sämmtliche  Kugeln,  welche  die  drei  gegebenen 
Kugeln  /Sj,  /S^  und  8^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  oder  speciell 
berühren,  gewissen  vier  Kugelbündeln  angehören,  deren 
Potenzachsen  die  vier  Ähnlichkeitsachsen  der  gegebenen 
drei  Kugeln  darstellen. 

Nachdem  bei  der  vorstehenden  Betrachtung  überhaupt  alle 
Kugeln  einbezogen  wurden,  welche  die  obangeführte  Eigenschaft  be- 
sitzen, so  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  man  von  anderen  Gebüschen, 
beispielsweise  von  A^,  I^  und  A^,  lo  ausgegangen  wäre,  die  vier  durch 
sie  bestimmten  Kugelbündel  doch  keine  anderen,  als  die  erst  gefun- 
denen sein  können. 


291 

Dies  kann,  wie  folgt,  nachgewiesen  werden.  Stellen  wir  uns 
allenfalls  vor,  die  beiden  Gebüsche  Ä^  und  Äo  würden  ein  anderes 
Kngelbündel  [mit  der  Potenzachse  A^A^A^  gemein  haben,  als  die 
beiden  Gebüsche  A^  und  J.3,  oder  in  anderer  Ausdrncksform,  die 
beiden  festen  Punkte  m^  und  m^ ,  in  welchen  sämmtliche  Kugeln  des 
Bündels  (J.,,  X)  die  Potenzachse  J-, ^2  A3  treffen,  wären  von  jenen 
beiden  festen  Punkten  m\  und  m'^  verschieden,  in  welchen  sämmt- 
liche Kugeln  des  Bündels  {A^^  A^  die  Potenzachse  J.j^a -^43  schneiden. 

Ist  nun  S  eine  Kugel,  welche  die  drei  Kugeln  S^^  S^^  S^  äußer- 
lich berührt,  d.  h.  liegen  die  drei  Berührungspunkte  x^^  Xo,  x^  auf 
derselben  Seite  der  Centralebene,  so  muss  diese  Kugel,  den  vorher- 
gehenden Untersuchungen  gemäß ,  sowohl  dem  Bündel  {A^.  A^  als 
auch  dem  Bündel  (^1,^3)  angehören;  besagte  Kugel  müsste  also  die 
Gerade  A-^A^A^  in  den  vier  Punkten  m^,  m^^  m\^  m'^  schneiden,  was 
offenbar  ganz  und  gar  unmöglich  ist.  Es  bleibt  demnach  kein  anderer 
Ausweg  als  der  übrig,  dass  das  Punktepaar  m^,  m^,  mit  dem  Paare 
m\,m^Q  zusammenfalle,  d.  h.  dass  die  beiden  Kugelbündel  (A^,  A^) 
und  (^p  J-3)  identisch  seien.     Es  gilt  also  der  Satz: 

270.  „Smnmtliche  Kugeln^  ivelcJie  drei  gegebene  Kugeln  tinter 
gleichen  Winkeln  schneiden  (also  insbesondere  auch  orthogonal  schnei- 
den oder  berühren)^  gehörest  vier  Kugelbündeln  an,  deren  Potenmchsen 
die  Ahnlichkeitsachsen  der  gegebenen  drei  Kugeln  sind.''^ 

§.  302. 

Die  Specialfälle,  wenn  eine  oder  mehrere  der  drei  Kugeln  sich 
auf  einen  Punkt  reducieren,  oder  aber  unendlich  groß  werden,  d.  h.  in 
Ebenen  übergehen,  wollen  wir  hier  nicht  weiter  in  Betracht  ziehen. 
Die  hierauf  bezüglichen  Sätze  sind  entweder  durch  Inversion  oder  durch 
geeignete  Specialisieruug  aus  dem  vorstehenden  Satze  ebenso  schwierig- 
keitslos abzuleiten,  wie  es  früher  bezüglich  zweier  gegebenen  Kugeln 
durchgeführt  wurde. 

Einen  Fall  jedoch  wollen  wir  noch  hervorheben  und  den  dies- 
bezüglichen Satz  aufstellen: 

271.  ^^Alle  Kugeln,  ivelche  drei  gleich  große  Kugeln  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden  oder  berühren,  bilden  ein  besonderes  Kugel- 
bimdelj  d.  i.  ein  Kugelbändel ,  dessen  Orthogonallcreis  insbesondere 
durch  eine  Gerade  vertreten  ist.  Auf  dieser  Geraden,  die  gleichzeitig 
die  Potenzachse  der  drei  gegebenen  Kugeln  darstellt,  liegen  die  Mittel- 
punJde  aller  die  drei  Kugeln  unter  gleichen  Winkel  schneidenden  oder 
insbesondere  beri^ihrenden  Kugeln.'^ 

19* 
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§.  303. 

Wenn  die  drei  gegebenen  Kugeln  S^,  S^  und  Äg  nicht  gleich 
groß  sind,  so  kann  man  durch  eine  einfache  Betrachtung  auch  zur 
Kenntnis  der  Orthogonalkreise  jener  Kugelbiindel  gelangen,  welche 
die  drei  gegebenen  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 

Wählen  wir,  um  die  Betrachtung  zu  fixieren,  unter  den  vier 
möglichen  Kugelbündeln  dasjenige,  dessen  Kugeln  die  drei  gegebenen 
Kugeln  aSi,  aS«,  S^  in  denjenigen  drei  Punkten  berühren,  deren  Ebene 
stets  durch  die  äußere  Ähnlichkeitsachse  A^A^Ä^  =  a  geht. 

Die  Kugeln  dieses  Bündels  gehören  jenem  Gebüsche  an,  dessen 
Kugeln  die  beiden  Kugeln  Si  und  So  unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 
Die  Orthogonalkugel  S^i2  dieses  Gebüsches  ist  (nach  Satz  256)  die- 
jenige, welche  den  Ähnlichkeitspunkt  A^  der  Kugeln  S,  und  Sa^  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  den  Schnittkreis  K^^  von  ß^  und  3,^  geht. 

In  übereinstimmender  Weise  findet  man,  dass  sämmtliche  Kugeln, 
welche  S^y  aSo,  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  orthogonal  sein 
müssen  zu  jener  Kugel  /S%3,  die  den  Ähnlichkeitspunkt  A^  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  den  Schnittkreis  K^^  der  Kugeln  S,-^  und 
/S3  führt,  sowie  ferner  auch  orthogonal  zu  jener  Kugel  S^^^j  welche 
den  Ähnlichkeitspunkt  J.^  als  Mittelpunkt  hat  und  durch  den  Schnitt- 
kreis Ky^  der  Kugeln  Ä,  und  A3  gelegt  werden  kann. 

Wir  wissen  aber  auch,  dass  die  sämmtlichen  Kugeln,  welche  die 
Kugeln  jSi,  So  und  S.^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  einerseits 
ein  Kugelbündel  bilden  und  andererseits  ist  bekannt,  dass  sämmtliche 
Orthogonalkugeln  eines  Kugelbüudels  ein  Kugelbüschel  erzeugen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  drei  eben  gefundenen  Orthogonalkugeln 
S\^,  aS%3  und /S'^ai  sich  in  einem  und  demselben  Kreise,  dem  Ortho- 
gonalkreise des   genannten  Kegelbündels   schneiden  müssen. 

Zu  gleichen  Kesultaten  gelangt  man,  wenn  die  inneren  Ähn- 
lichkeitspunkte I,,  J2,  I3  der  drei  Kugeln  Ä,,  S^,  S^  in  Betracht 
gezogen  werden.     Man  erhält  somit  den  Satz: 

272,  ^Sind  drei  Kugeln  S^,  So,  S^  gegeben  und  sind  A^,  I^  ; 
A^,  ig;  J.3,  Zj  die  sechs  ÄhnlicMeitspunUe  derselben,  so  kann  man 
sechs  Kugeln  construiereUj  deren  MittelpunMe  die  sechs  AhnlichJceits- 
punUe  sind.  Die  letdgenannten  Kugeln  gehören  beziehungsweise  den 
drei  Kugelbüscheln  an,  welche  die  gegebenen  drei  Kugeln  paarweise 
bestimmen.  —  Je  drei  dieser  sechs  Kugeln ,  deren  MittelpunJäe  auf 
derselben  Ähnlichkeit sachse  der  gegebenen  drei  Kugeln  liegen,  schnei- 
den sich  in  einem  Kreise  und  jede  Kugel,  tvelche  m  einem  der  so  ent- 
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stehenden  vier  Kreise  orthogonal  ist^  schneidet  die  drei  gegebenen 
Kugeln  unter  gleichen  Winkeln.  —  Die  vier  Kreise  gelten  durch  jene 
zwei  Funkte,  in  ivelchen  sich  die  drei  gegebenen  Kugeln  schneiden,"' 
Der  letztere  Theil  dieses  Satzes  ergibt  sich  einerseits  als  Fol- 
gerung aus  der  in  der  vorausgeschickten  Betrachtung  angeführten 
Eigenschaft,  dass  die  drei  Kugeln  S^^^,  ^"03,  S^^^  durch  die  Schnitt- 
kreise üCj2,  ÜL23,  ÜLgj  der  Kugelpaare  S^,  S^\  So,  S^;  ä^,  S^  gehen,  also 
nothwendig  die  Schnittpunkte  der  drei  Kugeln  S^,  So  und  S^  ent- 
halten müssen,  wornach  sich  als  selbstverständlich  herausstellt,  dass 
auch  der  Schnittkreis  K  der  drei  Kugeln  S^^,^^  S^^^,  >§°.j,  durch  die 
genannten  Punkte  führen  muss.  Andererseits  kann  man  die  Schnitt- 
punkte der  drei  gegebenen  Kugeln  S^,  S^  und  S^  als  Punktkugeln 
auifassen,  welche  diese  drei  Kugeln  berühren  und  mithin  jeden  der 
vier  Orthogonalkreise  orthogonal  schneiden,  was  offenbar  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  die  besagten  Punktkugeln  diesen  Kreisen  angehören. 

§.  304. 

Nimmt  man  auf  einem  der  vier  Kreise  einen  Punkt  an  und  be- 
trachtet denselben  als  Inversionscentrum,  so  verwandeln  sich  (nach 
Satz  263)  sowohl  die  Kugeln  S^  und  /S^,  als  auch  die  beiden  Kugeln 
Sq  und  S^  in  zwei  gleich  große  Kugeln.  Sämmtliche  drei  Kugeln 
werden  also  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  solche  von  gleichen 
Eadien  transformiert.  Dies  gibt,  wenn  wir  die  Definitionen  der  vier 
Kreise  auf  den  vorstehenden  Satz  272)  beziehen,  den  Satz: 

273.  „Betrachtet  man  einen  helieUgen  Punkt  auf  einem  der  vier 
Kreise  als  Inversionscentrum,  so  verwandeln  sich  die  drei  gegebenen 
Kugeln  in  drei  gleich  große  Kugeln.'^ 

§.  305. 
Gegenseitige  Beziehungen  von  vier  Kugeln. 

Sind  die  vier  gegebenen  Kugeln  S^,  S^,  S.^  und  S^,  so  wird  man 
durch  den  vorhergegangenen  Erörterungen  analoge  Betrachtungen  zu 
folgenden  Eesultaten  gelangen. 

Die  vier  Kugeln  können  auf  sechsfache  Art  zu  je  zweien  zu- 
sammengefasst  werden  und  bieten  daher  zwölf  Ähnlichkeits- 
punkte. 

Ferner  kann  man  dieselben  zu  je  dreien  auf  vierfache  Weise 
combinieren,  wodurch  man  sechzehn  Ähnlichkeitsachsen  erhält. 
Von  diesen  sechzehn  Ähnlichkeitsachsen  sind  vier  äußere  und  zwölf 
innere. 
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Die  vier  äußeren  liegen,  da  je  zwei  von  ihnen  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  die  „äußere 
Ähnlichkeitsebene"  der  vier  Kugeln  genannt  wird. 

Ferner  bestimmen  die  äußeren  Ähnlichkeitsachsen  mit  den  in- 
neren noch  weitere  sieben  Ebenen,  die  „inneren  Ähnlichkeits- 
ebenen", von  welchen  wieder  jede  eine  äußere  und  drei  innere 
Ähnlichkeitsachsen  enthält.  Durch  jeden  der  zwölf  Ähnlichkeits- 
punkte gehen  vier  Ähnlichkeitsachseu  und  drei  Ähnlichkeits- 
ebenen  etc.  etc. 

§.  306. 

Sind  /Sj,  S^y  A3,  /S4  vier  beliebige  Kugelu,  so  fragt  es  sich  zunächst 
um  jene  Kugeln,  welche  alle  vier  gegebenen  Kugeln  unter  gleichen 
Winkeln   schneiden  oder  insbesondere  berühren  werden. 

Alle  Kugelü,  welche  die  drei  Kugeln  /Sj,  jSq  und  S^  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden,  bilden  (nach  Satz  271)  ein  Kugelbündel,  dessen 
Orthogonalkreis  K^o^  auf  den  zugehörigen  drei  Kugeln  /S'^jg,  S^^^, 
/S»o3  liegt. 

In  gleicher  Weise  werden  sämmtliche  Kugeln,  welche  die  drei 
Kugeln  Sj,  Sc^  und  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  ein  Kugel- 
bündel bilden,  dessen  Orthogonalkreis  Äjo4  der  Schnittkreis  der  ent- 
sprechenden drei  Kugeln  S^^^y  S^^^  und  Ä^^  ist. 

Wir  sehen  somit,  dass  die  beiden  Orthogonalkreise  X,23  und 
ür,2  4  auf  derselben  Kugel  S^^^  liegen,  dass  also  auch  die  beiden  Kugel- 
bündel einem  und  demselben  Kugelgebüsche  und  zwar  jenem,  mit  der 
Orthogonalkugel  S^^„  angehören.  Die  beiden  Kugelbündel  haben  mit- 
hin ein  Kugelbüschel  gemein  und  den  Kugeln  dieses  Büschels  kömmt 
die  Eigenschaft  zu,  sämmtliche  vier  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln 
zu  schneiden. 

Da  aber  die  vier  Kugeln  zwölf  Ähnlichkeitspunkte  haben,  so 
gibt  es  auch  zwölf  verschiedene  Kugeln  von  der  Art  S\^.  Je  drei 
solcher  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  auf  derselben  Ähnlichkeitsachse 
liegen,  schneiden  sich  in  einem  gewissen  Kreise  Kxyz- 

Nachdem  es  aber  im  ganzen  sechzehn  Ähnlichkeitsachsen  gibt, 
so  existieren  auch  sechzehn  derartige  Kreise.  Auch  haben  wir  gesehen, 
dass  vier  solche  Kreise,  die  zu  drei  Kugeln  gehören,  die  nämlichen 
Punkte  wie  die  Kugeln  selbst  gemein  haben.  Ferner  ist  bekannt,  dass 
durch  jeden  Ähnlichkeitspunkt  vier  Ähnlichkeitsachseu  gehen,  dass 
sich  also  auf  jeder  Kugel  S^xy  vier  Kreise  Kxyz  vorfinden  werden. 
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Die  sechzehn  Kreise  K  lassen  sich  also  sechzehnmal  zu  je  zweien 
so  gruppieren,  dass  sie  auf  einer  und  derselben  Kugel  liegen.  Da  aber 
jeder  Kreis  K  -gleichzeitig  auf  zwei  Kugeln  S^^^  liegt,  so  liefern  die 
sechzehn  Paare  von  Kreisen  Kxyz  doch  nur  acht  von  einander  ver- 
schiedene Kugelbüschel.  Nachdem  weiters  die  Potenzachsen  der 
vier  Kugelbündel,  deren  Kugeln  drei  gegebene  Kugeln  unter  gleichen 
Winkeln  treffen-  die  vier  Ähnlichkeitsachsen  dieser  drei 
Kugeln  sind,  so  werden  (nach  Satz  216)  die  Potenzebenen  der  acht 
Kugelbüschel,  deren  Kugeln  vier  gegebene  Kugeln  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden,  die  acht  Ähnlichkeitsebenen  dieser  vier 
Kugeln  darstellen.     Daher  der  Satz: 

274.  ,,Sämmtlic]ie  Kugeln,  tvelcJie  vier  gegebene  Kugeln  unter 
gleichen  Winkeln  sehneiden  (also  insbesondere  auch  orthogonal  schnei- 
den oder  berühren)^  bilden  acht  verschiedene  Kugelbüschel ,  deren 
Fotenzebenen  die  acht  Ähnlichkeitsebenen  der  vier  gegebenen  Kugeln 
sind,^' 

§.  307, 

Die  Achsen  dieser  acht  Kugelbüschel,  d.  h.  die  geometrischen 
Orte  ihrer  Kugelmittelpunkte  stehen  bekanntlich  auf  den  be- 
treffenden acht  Ähnlichkeitsebenen  (Potenzebenen)  senkrecht  und  treffen 
dieselben  in  den  Mittelpunkten  jener  acht  Kreise,  in  welchen  sich  die 
sämmtlichen  Kugeln  der  acht  Büschel  schneiden. 

Wir  wissen  ferner,  dass  zu  vier  gegebenen  Kugeln  nur  eine 
einzige  Orthogonalkugel  existiere.  Der  Mittelpunkt  derselben 
ist  der  Potenzpunkt  der  vier  Kugeln.  Diese  Orthogonalkugel  gehört 
gleichzeitig  den  sämmtlichen  acht  Kugelbüscheln  an  und  schneidet 
mithin  die  acht  Ähnlichkeitsebenen  in  den  acht,  diese  Kugelbüschel 
bestimmenden  Kreisen.    Es  besteht  mithin  der  Satz: 

275,  j^Die  Achsen  der  acht  Kugelhüschel,  deren  Kugeln  vier  ge- 
gebene Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  sind  die  Senkrechten 
von  dem  Fotenzpunkte  der  vier  Kugeln  auf  die  acht  Ähnlichkeits- 
ebenen.  Die  Kreise,  in  welchen  sich  die  Kugeln  eines  jeden  der  acht 
Kugelbüschel  schneiden,  sind  jene,  in  tvelchen  die  Orthogonalkugel  der 
vier  Kugeln  die  acht  Ähnlichkeitsebenen  trifft.  Die  Ahnlichkeitsebenen 
selbst  sind  die  Fotenzebenen  der  acht  Kugelbüschel."' 

§.  308. 

Im  Vorhergegangenen  wurde  gezeigt  (Satz  248),  dass  es  im  all- 
gemeinen zwei  Kugeln  gebe,  welche  eine  gegebene  Kugel  berühren 
und  durch  einen  gegebenen  Kreis  gehen,  oder  was  dasselbe  ist,  dass 
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in  jedem  Kugelbüschel  zwei  Kugeln  existieren,    die    eine   gegebene, 
dem  Büschel  nicht  angehörende  Kugel  berühren. 

In  jedem  der  vorgenannten  acht  Büschel  gibt  es  demnach  zwei 
Kugeln,  welche  eine  von  den  gegebenen  vier  Kugeln,  also  überhaupt 
alle  vier  Kugeln  berühren.     Demnach  folgt  unmittelbar  der  Satz : 

276.  ,^Es  gibt  sechzehn  Kugeln,  deren  jede  vier  gegebene  Kugeln 
berührt.  Diese  Kugeln  haben  ihre  Mittelpunkte  paarweise  auf  jenen 
Geraden,  welche  durch  den  Poten^punJct  der  vier  gegebenen  Kugeln 
senlcrecht  zu  ihren  acht  Ähnlichheitsebenen  gezogen  iverden;  dieselben 
gehen  paarweise  durch  diejenigen  Kreise,  in  welchen  die  acht  Ähnlich- 
Jceitsebenen  von  der  Orthogonalhugel  der  gegebenen  vier  Kugeln  ge- 
schnitten iverden.'-'' 

§.  309. 

Mit  Kücksicht  auf  die  in  den  §§.  306  und  307  gepflogene  Er- 
örterung ergibt  sich  folgende  einfache  Construction  für  die  sechzehn 
Kugeln,  welche  vier  gegebene  Kugeln  berühren. 

Man  bestimmt  zunächst  die  acht  Ähnlichkeitsebenen  und  die 
Orthogonalkugel  der  vier  gegebenen  Kugeln.  Die  letztere  schneidet 
die  vier  Kugeln  in  vier  Kreisen,  deren  Ebenen  mit  den  acht  Ähnlich- 
keitsebenen zum  Schnitte  gebracht,  zweiunddreißig  Geraden  liefert.  Die 
Berührungsebenen,  welche  man  durch  diese  zweiunddreißig  Geraden 
an  eine  der  Kugeln  legt,  fallen  paarweise  in  sechzehn  Ebenen  zu- 
sammen; die  Berührungspunkte  derselben  sind  jene  der  gesuchten 
sechzehn  Kugeln. 

Es  bedarf  wohl  kaum  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  nicht 
immer  alle  sechzehn  Kugeln  reell  sein  werden;  es  kann  sogar  der 
Fall  eintreten,  dass  sie  sämmtlich  imaginär  sind,  wie  es  beispielsweise 
dann  vorkömmt,  wenn  die  Kugel  Sy  die  Kugel  S^^  umschließt,  dagegen 
aber  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  ausschließt  etc. 
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XVII.  Capitel. 
Die  Dupin'sche   Cyclide. 

§.  310. 

„Eine  Dupin'sche  Cyclide  ist  die  Umhüllungsfläche 
aller  Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  berühren." 

Die  Centralebeue  der  drei  gegebenen  Kugeln  S,,  S2  und  S.^  ist 
eine  Symmetrieebene  für  diese  Kugeln;  daher  auch  für  die  berührenden 
Kugeln  und  ebenso  für  deren  Enveloppe,  d.  i.  für  die  Cyclide. 

Wie  aus  Vorhergegangenem  (Band  11)  bekannt,  wird  eine  Um- 
hüllungsfläche im  allgemeinen  von  allen  umhüllten  Flächen  in 
Curven  berührt,  welche  man  die  „Charakteristiken"  der  Um- 
hüllungsfläche nennt;  ebenso  wissen  wir  bereits,  dass  diese  Cha- 
rakteristiken gleichzeitig  die  Schnitte urven  zweier  unmittel- 
bar  auf  einander  folgender,  umhüllten  Flächen  sind. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  die  umhüllten  Flächen  Kugelflächen 
und  da  sich  zwei  Kugelflächen  nur  in  einem  Kreise  schneiden  können, 
so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Umhüllungsfläche  von  Kugeln 
immer  nur  Kreise  zu  Charakteristiken  hat.  Hieraus  folgt  un- 
mittelbar der  Satz: 

277.  ^Bie  GharaUeristihen  der  Dupin' sehen  Cyclide  sind  Kreise.^ 

§.  311. 

Da  ferner  jede  umhüllte  Fläche  von  der  Umhüllungsfläche 
längs  einer  Charakteristik  berührt  wird,  so  besitzen  die  beiden  Flächen 
längs  dieser  Charakteristik  eine  gemeinschaftliche  Normalen- 
fläche, d.  i.  der  geometrische  Ort  der  Flächennormalen  in  den  Punkten 
der  letzteren. 

Ist  die  umhüllte  Fläche  eine  Kugel,  so  ist  bekannt,  dass  die 
Normalen  derselben  in  jedem  ihrer  Punkte  durch  den  Mittelpunkt 
derselben  gehen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  jede  Umhüllungsfläche 
einer  veränderlichen  Kugel,  also  auch  die  Cyclide,  längs  ihrer 
Charakteristiken,  als  Normalenflächen  gerade  Kreiskegel  besitzen, 
deren  Scheitel  die  Mittelpunkte  der  jeweiligen  Lage  der  umhüllten 
Kugel  repräsentieren. 

Ist  aber  auf  irgend  einer  krummen  Fläche  eine  Curve  vorhan- 
den, längs  welcher  die  zugehörige  Normalenfläche  abwickelbar 
ist,  so  nennt  man  bekanntlich  eine  solche  Curve  eine  „Krümmungs- 
linie" der  Fläche, 
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Da  dieser  Fall  bei  der  Cyclide  längs  ihrer  Charakteristiken  ein- 
tritt, so  kann,  als  hieher  gehörend,  der  Satz  aufgestellt  werden: 

278,  y^Die  (kreisförmigen)  CharaMeristiJcen  einer  Dupin' seilen 
Cyelide  stellen  eine  Schar  von  Krümmungslinien  dieser  Fläche  dar."" 

§.  312. 

Sind  die  drei  gegebenen  Kugeln  S^,  S2,  Sr^  so  gelegen,  dass  ihre 
Mittelpunkte  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so  ist  diese 
gemeinschaftliche  Centrale  gleichzeitig  eine  gemeinschaftliche 
Eotationsachse  für  die  obgenannten  drei  Kugeln. 

Kennt  man  eine  Kugel,  welche  die  drei  Kugeln  berührt,  so  wird 
diese  Kugel,  um  die  genannte  Achse  gedreht,  in  jeder  Lage  eine 
Berührkugel  der  drei  Kugeln  vorstellen;  die  Umhüllungsfläche 
derselben  ist  sodann  eine  Eotationsfläche,  und  zwar  diesfalls  eine 
Eing-  oder  Wulstfläche.  Es  kann  hiernach  die  Eingfläche  als  ein 
besonderer  Fall  der  Dupin'schen  Cyclide  angesehen  werden. 

Ein  anderer  besonderer  Fall  einer  Cyclide,  oder  richtiger  gesagt, 
einer  degenerierten  Cyclide,  ist  der  gerade  Kreiskegel, 
welcher  entsteht,  sobald  vorausgesetzt  wird,  dass  die  drei  gegebenen 
Kugeln  unendlich  große  Eadien  besitzen,  diese  Kugeln  also  in 
drei  Ebenen  übergehen. 

Auf  diese  beiden  besonderen  Fälle  werden  wir  zurückkommen 
und  werden  wir  dieselben  überdies  zur  Untersuchung  der  Eigenschaften 
der  Cyelide  benützen. 

Denken  wir  uns  nun  die  drei  gegebenen  Kugeln  S^,  S^  und  ^3 
in  beliebiger  gegenseitiger  Lage. 

Wir  wollen  diese  Kugeln,  indem  die  veränderliche  (umhüllte) 
Kugel  dieselben  in  jeder  ihrer  Lage  berührt,  in  ihrer  dermaligen 
Eigenschaft  die  „Leitkugeln"  der  Cyclide   nennen. 

Sämmtliche  Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  berühren, 
gehören,  wie  wir  wissen  (Satz  270),  vier  Kugelbündeln  an,  deren 
Potenzachsen  die  vier  Ähnlichkeitsachsen  der  gegebenen  drei  Kugeln 
sind.  Ferner  ist  bekannt,  dass  alle  Kugeln  eines  jeden  dieser  vier 
Bündel  durch  zwei  feste  Punkte  (reell  oder  imaginär),  auf  je  einer 
dieser  Ähnlichkeitsachsen  gehen. 

Die  Kugeln  jener  vier  Bündel,  welche  gleichzeitig  die  drei  Kugeln 
>S'p  5^2,  S3  berühren,  erzeugen  sodann  vier  verschiedene  Cycliden, 
von  welchen  jede  einem  dieser  vier  Bündel  entspricht. 

Um  unsere  Betrachtungen  einigermaßen  einzuschränken  und  zu 
fixieren,  nehmen  wir  an,  die  Cyclide  solle  von  jenen  Kugeln  erzeugt 
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werden,  deren   entsprechendes   Kugelbündel    die    äußere    Ähnlich- 
keitsachse  Ä  zur  Potenzachse  hat. 

Besagte  Ähnlichkeitsachse  oder  Potenzachse  wird  von  allen  Kugeln 
des  zugehörigen,  die  Kugeln  S^  S^  und  S^  unter  gleichen  Winkeln 
schneidenden  Kugelbündels  in  zwei  festen  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  geschnitten.  Durch  diese  Punkte,  wir  wollen  dieselben  z/^ 
nnd  z/q  nennen,  gehen  also  nicht  nur  die  sämmtlichen  erzeugenden 
Kugeln  der  Cyclide,  sondern  weiters  auch,  wie  übrigens  selbstver- 
ständlich, die  Schnittkreise  zweier  solcher  Kugeln.  Dies  gilt  nament- 
lich von  den  Schnittkreisen  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgender 
umhüllten  Kugeln,  d.  h.  von  den  Charakteristiken  der  Cyclide. 
Es  folgt  daher  der  Satz: 

279,  ^^Die  CharaJderistiJcen  einer  Dupin' sehen  Cijelide  sind  Kreise^ 
ivelche  sämmtlieh  durch  0ivei  feste  (reelle  oder  imaginäre)  PunJcte  auf 
einer  ÄhnlichJceitsachse  der  drei  Leitkiigeln  gehen.^^ 


§.  313. 

Es  wird  nunmehr  auch  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  zu  unter- 
scheiden, ob  diese  beiden  obbezeichneten  Punkte  z/j  und  z/o,  welche 
die  „Knotenpunkte"  oder  „Doppelpunkte"  erster  Art  der 
Cyclide    genannt  werden,  reell  oder  imaginär  sind. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Scheitelpunkte  eines  Kugelbündels, 
d.  h.  die  beiden  festen  Punkte  auf  der  Potenzachse  des  Bündels  reell 
oder  imaginär  sind ,  je  nachdem  sich  die  Orthogonalkugeln  dieses 
Bündels  beziehungsweise  nicht  schneiden  oder  schneiden,  oder  mit 
anderen  Worten:  die  Scheitelpunkte  eines  Kugelbündels  sind  reell, 
wenn  ihr  Orthogonalkreis  imaginär  ist,  und  umgekehrt. 

Andererseits  wurde  aber  auch  gezeigt  (Satz  272),  dass  die  Ortho- 
gonalkreise derjenigen  Kugelbündel,  welche  S^,  8,^,  S^  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet,  durch  die  beiden  Schnittpunkte  dieser  drei  Kugeln 
gehen,  also  mit  denselben  beziehungsweise  reell  oder  imaginär  werden. 

Die  Knotenpunkte  der  Cyclide  werden  demgemäß  reell  sein,  wenn 
die  beiden  Schnittpunkte  der  drei  Leitkugeln  S,,  S„,  S^  imaginär  sind, 
und  umgekehrt.    Es  gilt  folglich  der  Satz: 

280,  y^Die  beiden  Knotenpunkte  der  Cyclide,  d.  h.  die  beiden 
PitnJde,  durch  welche  sämmtliche  Charakteristiken  gehen,  sind  reell 
oder  imaginär,,  je  nachdem  die  Schnittpunkte  der  drei  gegebenen  Leit- 
kugeln imaginär y  beziehungsweise  reell  sind,''' 
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Wir  werden  in  der  Folge  noch  zwei  anderweitige  Doppel- 
punkte auf  der  Fläche  kennen  lernen,  welche  zu  den  beiden  ersteren 
in  ebenso  interessanten  als  eigenthümlichen  Beziehungen  stehen. 

§.  314, 

Nehmen  wir  weiters  einen  beliebigen  Punkt  im  Kaume  als 
Inversionscentrum  an,  und  untersuchen  wir,  was  sich  in  dem 
Falle  ergibt,  als  die  Cyclide  transformiert  wird. 

Die  drei  gegebenen  Leitkugeln  verwandeln  sich  durch  die  In- 
version wieder  in  drei  Kugeln  S\^  /S'^,  ^^'3;  ebenso  werden  die  die 
Leitkugeln  berührenden  Kugeln  wieder  in  Kugeln,  welche  die  drei 
transformierten  S\,  S'2,  S^s  berühren,  übergehen. 

Endlich  wird  durch  den  gleichnamigen  Vorgang  offenbar  auch  die 
Cyclide  in  jene  Fläche  verwandelt  werden,  welche  all  die  Kugeln  be- 
rührt, die  mit  den  transformierten  Kugeln  S\^  S^^^j  8^^  eine  Berührung 
eingehen.  Hieraus  folgt  also,  dass  auch  die  Cyclide  durch  inverse 
Tränsformation  immer  wieder  in  eine  Cyclide  übergeht.  Wir 
können  demnach  den  Satz  aufstellen: 

281.  j^Eme  Cyclide  transformiert  sich  diircli  Inversion  stets 
wieder  in  eine  Cyclide,^ 

§.  315. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  drei  Leitkugeln  zwei  reelle  Punkte 
gemein  haben  (wobei,  nach  Satz  280,  die  Knotenpunkte  der  Cyclide 
imaginär  werden),  und  wählen  wir  den  einen  dieser  Schnitt- 
punkte als  Inversionscentrum,  so  übergehen  die  drei  Leit- 
kugeln durch  Inversion  in  drei  Ebenen;  die  erzeugenden  Kugeln  der 
Cyclide  dagegen  verwandeln  sich  in  jene  Kugeln,  welche  die  drei 
Ebenen  berühren,  und  die  Umhüllungsfläche  der  ersteren,  die  Cyclide 
nämlich,  übergeht  in  die  Umhüllungsfläche  der  letzteren, 
d.  i.    in    einen  geraden  Kreiskegel. 

Endlich  übergehen  die  Charakteristiken  der  Cyclide  als  Schnitt- 
kreise unmittelbar  aufeinander  folgender  Kugellagen  in  eben  solche 
auf  dem  Kreiskegel,  d.  i.  in  die  Kreisschnitte,  während  die  beiden 
imaginären  Knotenpunkte,  welche  allen  Charakteristiken  ge- 
meinsam sind,  in  die  imaginären  Kreispunkte  auf  der  allen  (parallelen) 
Kreisschnittsebenen  gemeinschaftlichen  unendlich  fernen  Geraden  ver- 
wandelt werden. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 
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282.  „Jede  Dupin' sehe  Cyclide  ,  deren  beide  KnotenpunMe  erster 
Art  (sämmtUchen  Charakteristil^en  gemeinsam)  imaginär  sind,  Icann 
ditrch  Inversion  in  einen  geraden  Kreiskegel  transformiert  tverden, 
Behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  genügt  es,  das  Inversionscentriim 
in  einen  der  beiden  Funkte  su  verlegen^  in  ivelchen  sich  die  drei 
Leitkugeln  {selbstverständlich  reell)  schneiden.  Unter  dieser  An- 
nahme transformieren  sich  die  drei  Leitkugeln  in  drei  Ebenen-^  die 
Cyclide  in  einen  diesen  Ebenen  eingeschriebenen  geraden  Kreiskegel; 
der  zweite  Schnittpunkt  der  Leitkugeln  in  den  Scheitel  dieses  Kegels 
und  die  Charakteristiken  der  Cyclide  in  die  Kreisschnitte  des  Kegels.'' 

§.  316. 

Die  Möglichkeit  dieser  Transformation  lässt  den  geraden  Kreis- 
kegel als  Mittel  erscheinen,  gewisse  Eigenschaften  einer 
Cyclide  mit  imaginären  Knotenpunkten  erster  Art  zu 
entwickeln. 

Vor  allem  ist  sofort  einleuchtend,  dass  den  geradlinigen  Erzeu- 
genden des  Kotationskegels  auf  der  Cyclide  Kreise  .entsprechen  werden, 
welche  sämmtlich  durch  die  beiden  Schnittpunkte  der  Leitkugeln  gehen 
müssen.  Durch  den  einen  dieser  Schnittpunkte  gehen  besagte  Kreise 
deshalb,  weil  derselbe  dem  Kegelscheitel  invers  ist,  und  durch  den 
anderen  aus  dem  Grunde,  weil  sich  jede  Gerade  in  einen  durch  das 
Inversionscentrum  gehenden  Kreis  verwandelt. 

Aus  der  charakteristischen  Eigenschaft  der  Inversion,  kleinste 
Theile  ähnlich  abzubilden,  folgt  aber,  dass  die  Fläche  in  jedem  der 
beiden  genannten  Punkte  eine  Gestalt  annehmen  müsse,  welche  jener, 
die  die  Kegelfläche  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Kegelscheitels  be- 
sitzt, ähnlich  ist,  dass  also  diesfalls  die  beiden  genannten  Punkte 
wieder  zwei  reelle  „Knotenpunkte",  „conische  Punkte"  oder 
„Doppelpunkte"  der  Cyclide  darstellen. 

Durch  diese  Knotenpunkte  geht  auf  der  Cyclide  noch  eine  von 
der  Charakteristikenschar  verschiedene  zweite  Schar  von  Kreisen. 

Diese  Kreise  stehen  mit  den  Charakteristiken  in  einer  wichtigen 
Wechselbeziehung.  Nachdem  dieselben  die  Inversen  der  Erzeugenden 
des  Rotationskegels  sind,  und  diese  zu  den  Kreisschnitten  des  Kegels 
senkrecht  stehen,  so  bilden  sie,  weil  sich  Winkelgrößen  durch 
Inversion  nicht  ändern,  gleichfalls  rechte  Winkel  mit  den  Cha- 
rakteristiken; dieselben  sind  also  die  orthogonalen  Trajectorien 
der  letzteren.  Es  ist  aber  bekanntlich  bei  jeder  Fläche  der  Fall, 
dass   die  orthogonalen  Trajectorien  einer  Schar  von  Krümmungslinien 


302 

ebenfalls  eine  Curvenschar,  d.  i.  die  zweite  Schar  von  Krümmungs- 
linien  der  Fläche  vorstellen. 

Dass  die  Kreise  auf  der  Cyclide,  welche  den  Kegelerzeugenden 
invers  entsprechen,  Krümm ungsiinien  siud^  ist  auch  unmittelbar 
auf  folgende  Weise  leicht  einzusehen. 

Der  Kegel  wird  längs  einer  Erzeugenden  von  einer  Ebene  be- 
rührt. Diese  Ebene  verwandelt  sich  durch  Inversion  in  eine  Kugel, 
welche  die  Cyclide  längs  dem  der  Erzeugenden  entsprechenden  Kreise 
berührt.  Die  Normalen  fläche  der  Kugel,  also  auch  jene  der 
Cyclide,  ist  daher  in  diesem  Falle,  sowie  vorher  bei  den  Charakte- 
ristiken, wieder  ein  gerader  Kreiskegel  ^  woraus  uumittelbar  folgt, 
dass  alle  diese  Kreise  Krümmungslinien  der  Cyclide  sind. 
Man  erhält  demgemäß  den  Satz: 

283,  ^JBei  jeder  Diiphrschen  Cyclide  sind  'beide  Scliarcn  von 
Krllmmungslinien  ebene  Citrven,  und  ^war  Kreise.  Jede  Schar 
von  Krümmungslinien  gelit  durch  0wei  feste  Punkte.  Das  eine  Paar 
dieser  KnotenpunJcte  sind  die  SchnittpunMe  der  drei  Leifkugeln, 
ivährend  das  andere  Paar  von  Knotenpunläen  die  beiden  Sclieitel- 
punMe  des  Kugelbündels  sind^  dessen  Kugeln  die  drei  LeitJcugeln 
unter  gleichen  WinJceln  schneiden.^ 

§.  317. 

Denken  wir  uns  die  Cyclide  durch  drei  Leitkugeln  S^,  So,  S^, 
welche  die  beiden  Punkte  ö^  und  d^  gemein  haben,  gegeben,  und  die- 
selbe wieder  dadurch  in  einen  Kotationskegel  verwandelt,  dass  wir 
das  Inversionscentrum  in  einen  der  beiden  Punkte  d^  und  ö^^  etwa 
nach  ^^J  verlegen. 

Hierbei  übergehen  die  drei  Leitkgeln  S^^  Ä^;  ^s  i^  drei  Ebenen 
S\,  /S'2  und  /S'g,  welche  sich  in  einem  Punkted'o  schneiden,  der  dem 
Punkte  ^2  invers  entspricht. 

Sämmtliche  Kugeln,  welche  die  drei  Kugeln  Sj,  Sg,  S^  berühren, 
transformieren  sich  in  Kugeln,  welche  mit  den  drei  Ebenen  S\^  S'o 
und  ^S'g  eine  Berührung  eingehen.  Während  die  ersteren  die  C3^clide 
umhüllen,  umhüllen  die  letzteren  den  den  drei  Ebenen  S\,  S^^  und  S'3 
eingeschriebenen  Eotationskegel,  dessen  Scheitel  der  Punkt  d^^  ist. 

Betrachten  wir  eine  beliebige  Berührebene  des  Kegels.  Die- 
selbe berührt  den  Kegel  längs  einer  Erzeugenden;  die  sämmtlichen 
Kugeln  dagegen,  welche  dem  Kegel  eingeschrieben  sind,  in  Punkten, 
welche  dieser  Erzeugenden  angehören. 

Diese  Berührebene  verwandelt  sich  invers  in  eine  Kugel,  welche 
durch  die  Punkte  d^  und  ö\^  geht,  die  Cyclide  längs  der  den  Kegel- 
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erzeugenden  invers  entsprechenden  Kreislinie  berührt,  und  endlich 
auch  alle  umhüllten  Kugeln  der  Cyclide  in  Punkten  dieses  Kreises 
tangiert. 

Nachdem  es  aber  unendlich  viele  solcher  Berührungsebenen  des 
Kegels  gibt,  so  existieren  auch  unendlich  viele  derartige  Kugeln,  oder 
mit  anderen  Worten :  die  Cyclide  hüllt  noch  eine  zweite  Schar 
von  Kugeln  ein,  welche  demselben  Kugelbündel  wie  die  drei  Leit- 
kugeln angehören,  welche  also  durch  die  beiden  Schnittpunkte  der 
drei  Leitkugeln  gehen  und  nebstbei  sämmtliche  Kugeln  der  anderen 
Schar  in  Punkten  berühren,  welche  den  Krümmungslinien  der 
Fläche  angehören.    Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

284,  ^Eine  Dupin'sche  Cyclide  ist  die  ümhüllungsfläche  zweier 
verschiedenen  Kugelscharen.  Diese  Kugelscharen  gehören  0wei  ver- 
schiedenen Kugelbündeln  an-,  je^e  Kugel  der  einen  Schar  wird  von 
sämmtlichen  Kugeln  der  siveiten  Schar  in  PunMen  ierührt ,  die  auf 
einem  Kreise  liegen,  ivelcher  eine  Krümmungslinie  der  Cyclide  dar- 
stellt, und  umgekehrt.'"'' 

Hieraus  folgt  unmittelbar  noch  der  Satz: 

285.  „  Wird  eine  Cyclide  von  einer  veränderlichen  Kugel  um- 
hidlt  j  die  stets  drei  gegebene  Leithugeln  schneidet^  und  nimmt  man 
drei  beliebige  Lagen  der  veränderlichen  Kugel  als  Leithugeln  an,  so 
wird  eine  veränderliche  Kugel,  ivelche  die  letzteren  berührt,  ebenfalls 
dieselbe  Cyclide  umhüllen.^ 

§.  318. 

Die  beiden  Kugelbündel,  welche  die  beiden  Scharen  umhüilter 
Kugeln  enthalten ,  besitzen  je  eine  Symmetrieebene.  Diese 
beiden  Symmetrieebenen  müssen  auch  Symmetrieebenen  für  die 
Cyclide,  als  Erzeugnis  dieser  Kugelscharen,  sein. 

Die  Symmetrieebene  jener  Schar  umhüilter  Kugeln,  zu  welchen 
die  gegebenen  drei  Leitkugeln  gehören,  ist  die  Centralebene  dieser 
drei  Kugeln. 

Die  Symmetrieebene  der  zweiten  Kugelschar,  d.  h.  jene  des 
Kugelbündels,  dessen  Elemente  die  Leitkugeln  unter  gleichen  Winkeln 
schneiden,  ist  zur  Potenzachse  dieses  Bündels  normal,  und,  nach- 
dem die  Potenzachse  gleichzeitig  eine  Ähnlichkeitsachse  der 
gegebenen  drei  Leitkugeln  ist,  mithin  in  der  Centralebene  der  letz- 
teren liegt,  so  steht  die  gesuchte  Symmetrieebene  der  zweiten  Schar 
auf  der  Centralebene  der  drei  Leitkugeln,  d.  i.  auf  der  Symmetrie- 
ebene der  ersten  Schar  senkrecht. 
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Die  Cyclide  besitzt  sonach  zwei  zu  einander  normale  Symmetrie- 
ebenen—die Symmetrieebenen  der  beiden  Kugelbündel  — 
welchen  die  erzeugenden  Kugeln  angehören, 

Es  ist  nicht  schwer,  nachzuweisen,  dass  jede  dieser  Symmetrie- 
ebenen durch  die  Potenzacbse  des  entsprechenden  anderen  Bündels, 
d.  t  durch  die  Verbindungsgeraden  z/j  z/g  und  d\  d^  der  beiden  Paare 
von  Knotenpunkten  der  Cyclide  gehe. 

Die  Potenzachse  desjenigen  Kugelbündels,  welches  auch  die 
drei  Leitkugeln  S^,  S^,  S^  enthält,  ist  die  Yerbindungsgerade  der 
Punkte  d^  und  d^,  in  welchen  sich  diese  Kugeln  begegnen.  Die 
Symmetrieebene,  welche  dem  Bündel  entspricht,  dessen  Kugeln 
die  S^,  Ä^,  S.^  unter  gleichen  Winkeln  treffen,  enthält  die  Mittel- 
punkte aller  dieser  Kugeln.  Nachdem  aber  die  beiden  Punkte  ^^  und 
do  als  Punkt  kugeln  aufgefasst  werden  können,  welche  S^^  So,  S^ 
gleichfalls  berühren  oder  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  so  müssen 
dieselben,  also  auch  deren  Verbindungsgerade  d^öo,  der  genannten 
Symmetrieebene  angehören. 

Dasselbe  gilt  von  der  zweiten  Symmetrieebene  und  der  Potenz- 
achse des  zweiten  Kugelbündels. 

Da  weiters  die  beiden  Potenzachsen  auf  den  Symmetrieebenen 
ihrer  eigenen  Kugelbündel  senkrecht  stehen,  und  die  Symmetrieebenen 
selbst  normal  zu  einander  sind,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  den 
Potenzachsen.     Es  folgt  mithin  der  Satz: 

286.  „Jede  Dupm'sche  Cyclide  hesitd  zwei  su  einander  normale 
Symmetrieebenen ^  welche  gleichzeitig  die  Symmetrieebenen  jener  Kugel- 
bündel  sind,  denen  die  beiden  erzeugenden  Kugelscharen  angehören. 
Die  Symmetrieebene  des  einen  Kugelbilndels  enthält  die  Potenzachse 
des  anderen  und  umgehehrt.  Die  beiden  Potenzachsen  sind  zwei  sich 
Jcreuzende  auf  einander  senkrecht  stehende  Geraden,  Jede  derselben 
ist  die  Verbindungsgerade  eines  Paares  von  KnotenpunMen  der  Cyclide,^' 

§.  319. 

Greifen  wir  auf  den  Satz  284)  zurück,  so  können  wir  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  weitere  Folgerungen  ziehen. 

Es  wurde  dortselbst  gezeigt,  dass  alle  Kugeln  der  einen  Schar 
eine  beliebige  Kugel  der  anderen  Schar  in  Punkten  eines  Kreises 
berühren,  welcher  eine  Krümmungslinie  der  Cyclide  darstellt. 

Sind  demnach  wieder  S^,  S^  und  S^  die  drei  gegebenen  Leit- 
kugeln, so  lässt  sich  die  Cyclide,  auf  Grund  der  eben  ausgespro- 
chenen Eig-enschafteu,  leicht  aus  ihren  Krümmungslinien  cön- 
struieren. 
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Sei  nämlich  2  eine  beliebige  Kugel  der  einen  Schar,  welche  die 
Kugeln  aS'i,  Äj  und  S3  in  den  Punkten  a^^  a^  und  a,  berühren  mag. 
Diese  Kugel  27  wird  von  allen  Kugeln  der  anderen  Schar  in  Punkten 
eines  Kreises  berührt,  welcher  eine  Krümmungslinie  der  Cyclide  reprä- 
sentiert. Zu  den  Kugeln  dieser  anderen  Schar  gehören  aber  auch  die 
drei  Leitkugeln  8^^^  S^  und  8^\  es  sind  daher  deren  Berührungspunkte 
a^  a^  und  a^  drei  Punkte  des  genannten  Kreises. 

Da  bekanntlich  die  Ebene  der  drei  Punkte  a^,  a^  und  a^  durch 
die  Ähnlichkeitsachse  A  der  drei  Leitkugeln  geht,  so  wird  es  zur 
Construction  des  genannten  Kreises  genügen,  einen  von  den  drei 
Punkten  a^,  a»  a^  zu  kennen;  denn  der  Kreis  wird  sich  als  Schnitt 
der  Kugel  2  mit  der  durch  die  Ähnlichkeitsachse  A  und  durch  den 
bekannten  Punkt  a^  gelegten  Ebene  ergeben. 

Besonders  hervorzuheben  sind  die  beiden  durch  die  Ähnlich- 
keitsachse A  gehenden  gemeinschaftlichen  Berührebenen 
der  drei  Leitkugeln  aSj,  S^^  und  S^. 

Heißen  die  Berührungspunkte  der  drei  Kugeln  S^,  aSj,  89  mit 
diesen  beiden  Ebenen  beziehungsweise  a^,  a^y  a^  und  ßi,  ßqi  ß^y  so  sind, 
der  vorhergehenden  Betrachtung  gemäß,  die  durch  diese  Punkte  gehen- 
den zwei  Kreise  Ka  und  Kß  zwei  Krümmungslinien  der  Cyclide. 

Die  beiden  Ebenen  berühren  einerseits  die  Cyclide  längs  der 
beiden  Kreise  üT«  und  Kß^  berühren  aber  auch  andererseits  (nach 
Satz  284)  alle  Kugeln  der  anderen  zu  aS^,  8^^  8.^  gehörenden  Kugel- 
schar in  Punkten  dieses  Kreises.  Dieses  Ergebnis  führt,  wenn  man 
berücksichtigt ,  dass  die  beiden  Berührebenen  sowohl,  als  auch  die  in 
denselben  liegenden  Kreise  symmetrisch  gegen  die  Centralebene  der 
drei  Kugeln  /S^,  /Sg,  83  liegen,  zu  der  nachstehenden  Erzeugungs- 
art  der  Cyclide: 

287.  j^Sind  in  0ivei  Ebenen  sivei  gleich  große  Kreise  in  sym^ 
metrischer  Lage  gegen  eine  WinJcelhalbierehene  der  beiden  Ebenen 
gegeben ,  so  umhüllen  sämmtliche  Kugeln ,  welche  die  beiden  Ebenen 
in  Punkten  dieser  beiden  Kreise  berühren,  eine  Dupin'sche  Cyclide.^^ 

§.  320. 

Nachdem  man  die  beiden  genannten  Berührebeneu  der  drei 
Leitkugeln  8^,  a^^,  8^  (nach  Satz  285)  auch  als  Leitflächen  für  die 
Schar  jener  erzeugenden  Kugeln,  zu  denen  /S,,  8^  und  8^  gehören, 
betrachten  kann,  so  findet  man  ohne  weiteres  folgende  Erzeugungs- 
weisen : 

Pesclika,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  IIT.  20 
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288.  ,^Eine  Kugel ^  welche  eine  Kugel  und  Bivei  Ebenen  in  jeder 
Lage  berührt,  umhüllt  eine  Dupin^'sche  Cyclide^^ 

und: 

289.  j^Eine  veränderliche  Kugel,  welche  in  jeder  Lage  ^tvei 
Kugeln  und  eine  Ebene  berührt,  umhüllt  eine  Dupin'sche  Gyclide,^ 

Ferner : 

290.  y^Eine  veränderliche  Kugel,  ivelche  in  jeder  Lage  eine 
Kugel  und  eine  Ebene  berührt,  und  deren  MittelpunJd  sich  in  einer 
anderen  Ebene  fortbewegt^  erzeugt  als  Umhüllung s fläche  eine  Dupin- 
sehe  Cyclide.^^ 

§.  321. 

Sind  aSi,  /Sg,  xS'g  die  drei  Leitkugeln,  e^  und  e^  die  beiden  gemein- 
schaftlichen Berührebenen  derselben  und  endlich  U^  und  2J^  zwei 
beliebige  Kugeln,  deren  jede  die  drei  Kugeln  S^,  Sq  und  S^  berührt. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  jede  Kugel  S,  deren  Mittel- 
punkt auf  der  Centralebene  der  drei  Kugeln  S^,  S^  und  Äj  liegt  und 
die  Kugeln  U^  und  2Jj  'berührt,  eine  erzeugende  Kugel  der 
Cyclide  sei. 

Um  hieraus  eine  Erzeugungsweise  der  Cyclide  zu  folgern,  haben 
wir  bloß  zu  untersuchen,  welche  Beziehungen  die  Kugeln  2^  und  i:^ 
zu  der  genannten  Centralebene  haben. 

Aus  Früherem  wissen  wir,  dass  die  Potenzachse  des  Kugelbündels, 
welcher  die  Kugeln  der  einen  Schar,  beispielsweise  der  Schar  U  an- 
gehören, in  der  Symmetrieebene  der  anderen  Schar  S,  d.  i.  in  der 
Centralebene  der  drei  gegebenen  Kugeln  S^,  S^,  S^  liege,  und  ferner 
ist  bekannt,  dass  die  beiden  Symmetrieebenen  auf  einander  senkrecht 
stehen. 

Diese  Bedingungen  werden  offenbar  immer  erfüllt,  wie  man  auch 
die  Kugeln  27,  und  2^2  und  die  Centralebene  gegen  einander  liegend 
annehmen  mag.  Man  ist  demnach  berechtigt,  behufs  Erzeugung  einer 
Cyclide  zwei  Kugeln  der  einen  Schar  und  die  Symmetrie- 
ebene der  anderen  Schar  willkürlich  zu  wählen. 

Hievon  kann  man  sich  auch  folgendermaßen  überzeugen.  Sei  E 
die  gegebene  Symmetrieebene,  seien  ferner  27,  und  U^  die  beiden  ge- 
gebenen Kugeln,  so  können  leicht  drei  Kugeln  >S',,  S^  und  /S3  con- 
struiert  werden,  deren  Mittelpunkte  auf  E  liegen  und  die  beiden  Kugeln 
2",  und  2^2  berühren.   Diese  drei  Kugeln  bestimmen  sodann  als  „Leit- 
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kugeln"  eiüe  Cyclide,  deren  Symmetrieebene  E  ist  und  von  welcher 
Z^  und  -Sj  Lagen  der  umhüllten  Kugel  repräsentieren.  Es  gilt 
demnach  der  Satz : 

291,  „Eine  veränderliche  Kugel  ^  deren  MittelpunU  sich  auf 
einer  festen  Ebene  fortbewegt  y  wahrend  sie  selbst  ^wei  feste,  beliebig 
gegebene  Kugeln  berührt^  umhüllt  eine  Dupin^sche  Cyclide,^ 

§.  322. 

Da,  wie  wir  wissen,  sämmtliche  Lagen  dieser  veränderlichen 
Kugeln  von  zwei  Ebenen  e^  und  Co  berührt  werden,  welche  gegen  die 
Symmetrieebene  E  symmetrisch  liegen,  so  kann  der  Satz  aufgestellt 
werden: 

292,  y,Alle  Kugeln,  welche  0wei  feste  Kugeln  berühren  und 
deren  Mittelpunkte  auf  einer  'gegebenen  Ebene  liegen,  werden  auch 
von  0wei,  m  der  letsteren  symmetrisch  liegenden  Ebenen  berührt.^ 

%.  323. 

Da  die  Krümmungslinien  der  einen  Schar  auf  einer  Cyclide 
Kreise  sind,  welche  sich  in  den  beiden  Knotenpunkten  dieser 
Schar  schneiden  und  nachdem  alle  Krümmungslinien,  welche  auf 
Kugeln  der  einen  Schar  liegen,  von  den  Kugeln  der  anderen  Schar 
berührt  werden,  so  folgt: 

293,  y,Berührt  eine  veränderliche  Kugel  in  jeder  Lage  drei  feste 
Kreise,  welche  0wei  PunMe  gemein  haben,  so  umhüllt  dieselbe  eine 
Dupin^sche  Cyclide,^ 

§.   324. 

Sind  a,  bj  c  die  Berührungspunkte  einer  solchen  obgedachten 
Kugel  mit  den  drei  Kreisen  ÜT,,  K^,  K^^  so  sind  dieselben  auch  Be- 
rührungspunkte dieser  Kugel  mit  den  Kugeln  der  anderen  Schar, 
welche  durch  die  drei  Kreise  gehen.  Derjenige  Kreis,  welcher  durch 
a,  6,  c  gelegt  werden  kann,  wird  sodann  (nach  Satz  284)  ebenfalls 
eine  Krümmungslinie  der  Cyclide  darstellen. 

Nachdem  aber  jede  Krümmungslinie  einer  Schar  (auf  jeder  belie- 
bigen Fläche)  auf  jeder  Krümmungslinie  der  anderen  Schar  senkrecht 
steht,  so  folgt  der  interessante  Satz: 

294,  „Legt  man  durch  die  drei  PunMe,  in  u)elchen  eine  Kugel 
drei  Kreise,  die  zwei  PunMe  gemein  haben,  berührt,  einen  Kreis,  so 
schneidet  dieser  letztere  jeden  der  drei  Kreise  unter  rechtem  WinJcel,'^ 

20* 
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Ebenso  einfach  gelangt  man  zu  den  folgenden  Erzeugungs- 
weisen: 

295.  jjÄlle  Kreise,  welche  durch  hwei  belieiige  Punkte  gehen 
und  einen  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der  Verbindungsgeraden  der 
beiden  FunJcte  senkrecht  steht ^  rechtwinklig  schneiden,  erzeugen  eine 
Dupin'sche  Cyclide,  m  deren  Krümmungslinien  die  obgenannten  Kreise 
zählen,''^ 

und: 

296.  j^Älle  Kreise,  welche  0wei  feste  Ebenen  beriXhren  und  einen 
festen  Kreis,  dessen  Ebene  durch  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen 
geht,  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  erzeugen  eine  Gyclide,  deren 
Krümmungslinien  diese  Kreise  sind."' 

Ferner :; 

297.  „Alle  Kreise,  welche  drei  feste  Kreise,  die  0wei  Punkte 
gemein  haben ,  rechtwinklig  schneiden ,  [erzeugen  eine  Dupin'sche 
Cyclide^^ 

§.  325. 

Seien  wieder  S^,  /Sa,  S^  drei  Leitkugeln  der  Cyclide,  welche  sich 
in  den  Punkten  8^  und  d^  schneiden  mögen.  Die  Verbindungsgerade 
ö^  (5*2  ist  sodann  die  Potenzachse  dieser  drei  Kugeln. 

Ist  Z  eine  beliebige  erzeugende  Kugel,  welche  die  Kugeln  8^, 
S^f  /Sg  beziehungsweise  in  den  Punkten  a^,  a^  und  a^  berührt  und 
denkt  man  sichi  in  den  Punkten  \,  a^,  a^  die  Tangentialeben  der 
Kugel  2,  also  auch  der  drei  Kugeln  S^,  S^,  S^  construiert,  so  schnei- 
den sich  diese  drei  Berührebenen  in  einem  Punkte  6,  welcher  notb- 
wendig  auf  der  Potenzgeraden  d^  d^  liegen  muss,  da  derselbe  der 
Potenzpunkt  der  vier  Kugeln  S^,  S2,  S^,  U  ist.  Dieser  Punkt 
ist  aber  gleichzeitig  auch  der  Scheitel  des  der  Kugel  2,  also  auch  der 
der  Cyclide,  längs  des  Kreises  {a^  a^  a^  umschriebenen  Kegels.  Dies 
ergibt  den  Satz: 

298.  yfiie  Scheitel  aller  Kegel,  welche  einer  Gyclide  längs  den 
Kreisen  der  einen]  Schar  umschrieben  sind,  liegen  auf  der  Verbindungs- 
geraden  der  Knotenpunkte  der  anderen  Schar  und  umgekehrt,'' 

§.  326. 

Die  Kugeln  der  Schar  Z  werden  von  zwei  festen  Ebenen  berührt, 
welche  durch  die  Verbindungsgerade  der  Knotenpunkte  der  anderen 
Schar  gehen.     Nun  haben  wir  aber  gefunden,  dass  die  Scheitel  jener 
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Kegel,  welche  längs  den  Krümmungskreisen  der  Schar  U  der  Cyclide 
umschrieben  sind,  auf  der  eben  genannten  Verbindungsgeraden  liegen; 
es  werden  daher  auch  diese  von  den  beiden  Ebenen  berührt  werden 
müssen.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

299,  „Die  der  Dupin' sehen  Cyclide  aus  den  PunMen  jener  Ge- 
raden^ welche  die  0wei  Knotenpunkte  der  einen  Schar  von  Kreisen 
verbindet,  umschriebenen  Kegelflächen  sind  gerade  KreisJcegel,  tvelche 
sämmtlich  von  zwei  festen  Ebenen  berührt  werden  und  die  Cyclide 
selbst  in  den  Kreisen  der  anderen  Schar  berühren."' 

§.  327. 

Die  Cyclide  besitzt,  wie  dem  vorstehenden  Satze  leicht  zu  ent- 
nehmen ist,  zwei  umschriebene  gerade  Kreiscylinder,  deren 
Achsen  und  Erzeugenden  zu  den  Verbindungsgeraden  der 
beiden  Paare  von  Knotenpunkten  parallel  sind.  Da  diese 
beiden  Geraden  zu  einander  rechtwinklig  sind  und  auch  zu  den  be- 
treffenden Symmetrieebenen  der  Fläche  (Satz  286)  senkrecht  stehen, 
so  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  man  die  beiden  Symmetrieebenen 
als  Projectionsebenen  annimmt,  die  beiden  Contouren 
der  Cyclide  auf  diesen  Projectionsebenen  Kreise  sein 
werden,  welche  gleichzeitig  die  Schnitte  der  Cyclide  mit  den  beiden 
Projectionsebenen  darstellen. 

Ferner  gibt  es  in  jedem  Systeme  zwei  Kegel,  welche  in 
Ebenen,  und  zwar  in  die  beiden  Ebenen  jeder  Kugelschar  degene- 
rieren, welche  die  sämmtlichen  Kugeln  der  anderen  Schar  berühren. 

§.  328. 

Da  sich  durch  Inversion  eine  Curve  n-ter  Ordnung  im  allge- 
meinen in  eine  Curve  2n-ter  Ordnung  verwandelt,  so  ist  leicht  zu 
zeigen,   dass    die  ^Cyclide    eine   Fläche    vierter   Ordnung   sei. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Cyclide  durch  inverse  Transforma- 
tion in  einen  Eotationskegel  verwandelt  und  durch  das  Inversions- 
centrum  eine  beliebige  Ebene  gelegt,  welche  diesen  Kegel  selbstver- 
ständlich nach  einen  Kegelschnitt  schneidet,  so  entspricht  diesem 
letzteren  in  derselben  Ebene  invers  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche 
im  Inversionscentrum  einen  Doppelpunkt  besitzt  und  den  Schnitt 
dieser  Ebene  mit  der  Cyclide  darstellt. 

Oder  man  denkt  sich  durch  das  Inversionscentrum  eine  beliebige 
Gerade  g  gezogen.   Dieselbe  hat  im  Inversionscentrum  mit  der  Fläche 


310 

zwei  Punkte  gemeiü,  da  das  Centrum  mit  einem  conischen  Punkte 
der  Cyclide  coincidiert.  Ferner  trifft  diese  Gerade  die  Kegelfläche  in  zwei 
Punkten,  welchen  invers  die  beiden  weiteren  Schnittpunkte  der  Cyclide 
mit  der  Geraden  g  entsprechen.  Außer  diesen  vier  Punkten  hat  die 
Gerade  mit  der  Fläche  keine  Punkte  gemein;  es  ist  daher  die  be- 
sprochene Fläche  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  und  mithin  besteht 
der  Satz : 

SOO,    ^Die   Dupin'sche    Cyclide   ist    eine   Fläche   vierter    Ord- 
nung.^' ^) 


Dritter  Abschnitt. 
Die  Eotationsflächen  zweiten  Grades. 

XVIII.  Capitel. 

§.  329. 

In  Früherem  (Band  II)  wurde  bereits  der  Nachweis  erbracht,  dass, 
wenn  zwei  von  den  drei  Hauptachsen  einer  Fläche  zweiten  Grades  gleich 
lang  sind,  der  durch  diese  Achsen  bestimmte  Hauptschnitt  der  Fläche 
ein  Kreis  sei,  während  die  beiden  anderen  Hauptschnitte  zwei  con- 
gruente  Kegelschnitte  sind. 

Unterziehen  wir  nun  diesen  Fall  einer  eingehenderen  Betrachtung. 
Die  drei  Hauptachsen  einer  Fläche  zweiten  Grades  seien  a,  6,  c.  Setzen 
wir  diesfalls  voraus,  dass  die  beiden  Hauptachsen  h  und  c  einander 
gleich  wären  und  die  Länge  h  besäßen,  während  die  dritte  Hauptachse 
als  die  von  den  genannten  Achsen  verschiedene,  durch  a  repräsentiert 
werden  mag. 

Infolge  dieser  Annahme  ist  der  durch  die  beiden  gleichen  Achsen 
&  =  c  bestimmte  Hauptschnitt  der  Fläche  ein  Kreis  K^  dessen  Ebene 
zu  der  dritten  Achse  a  senkrecht  steht.  Jede  durch  die  Achse  a  ge- 
legte Ebene  schneidet  diesen  Kreis  K  in  zwei  Punkten,  welche  End- 
punkte eines  Kreisdurchmessers  sind.  Die  Achse  a  und  je  einer  dieser 
letztbezeichneten  Durchmesser  bestimmen  die  Achsen  des  Schnittes, 
in  welchem  die  genannte,  durch  a  gelegte  Ebene  die  Fläche  zweiten 
Grades  schneidet. 

Berücksichsigt  man,  dass  alle  Durchmesser  eines  Kreises  unter 
einander  gleich  sind,  dass  also  alle  Kegelschnitte,  in  welchen  die 
durch    die   Achse    a    gehenden    Ebenen   die   Fläche    schneiden,   diese 
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Achse  a  gemein,  die  zweiten  Achsen  aber  sämmtlich  gleich  haben,  so 
folgt  ohne  weiters,  dass  diese  Fläche  durch  Umdrehung  irgend  eines 
Kegelschnittes  um  eine  seiner  Achsen  entstanden  gedacht  werden  kann. 
Zwei  in  diese  Kategorie  gehörende  Flächen  und  zwar  das  wind- 
schiefe Umdrehungshyperboloid,  welches  man  durch  Eotation 
einer  Hyperbel  um  ihre  imaginäre  Achse,  oder  durch  Drehung  einer 
Geraden  um  eine  feste,  die  erstere  nicht  schneidende  Gerade  er- 
zeugenkann, und  die  Kugel,  welche  durch  Umdrehung  eines  Kreises 
um  einen  seiner  Durchmesser  entsteht,  haben  wir  bereits  kennen 
gelernt. 

Jede  solche  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  Umdrehung 
eines  Kegelschnittes  um  eine  seiner  Achsen  entsteht,  nennt  man  eine 
„Umdrehungsfläche",  „Drehfläche",  „Rotationsfläche"  oder 
„Revolutionsfläche"  zweiten  Grades. 

Was  diese  Flächen  betrifft,  so  kann  man  fünf  verschiedene 
Arten  derselben  unterscheiden,  und  zwar: 

a)  Das  bifocale  oder  überhöhte  Ellipsoid,  welches  durch 
Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  große  Achse  entsteht» 

V)  Das  sphärofocale  oder  abgeplattete  Ellipsoid,  oder 
auch  Sphäroid,  welches  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  deren  kleine 
Achse  entsteht. 

c)  Das  Eotationsparaboloid,  welches  eine  Parabel  bei  der 
Umdrehung  um  ihre  Achse  erzeugt. 

d)  Das  einmantelige,  einfache  oder  windschiefe  Hy- 
perboloid, erzeugt  durch  Rotation  einer  Hyperbel  um  ihre  imagi- 
näre Achse,  und  endlich: 

e)  Das  zweitheilige  oder  zweimantelige  Rotations- 
hyperboloid, welches  durch  eine  um  ihre  reelle  Achse  rotierende 
Hyperbel  erzeugt  wird. 

§.  330. 

Gemeinschaftliche,  charakteristische  Eigenschaften  der  Flächen 
zweiten  Grades. 

Bevor  wir  darauf  übergehen,  uns  mit  jeder  dieser  Flächen  einzeln 
zu  beschäftigen  j  dürfte  es  ebenso  zweckmäßig  als  nothwendig  er- 
scheinen, einige  denselben,  infolge  ihrer  Erzeugung  als  Umdrehungs- 
flächen, anhaftende  gemeinsame  charakteristische  Eigenschaften  auf- 
zusuchen. 
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Der  Kürze  wegen ,  wollen  wir  zunächst  gewisse  Bezeich- 
nungen einführen.  Den  rotierenden  Kegelschnitt  bezeichnen  wir, 
einerlei  in  was  immer  für  einer  Lage  sich  derselbe  während  der 
Drehung  befindet,  stets  mit  K\  den  Kreis,  welchen  die  zweite  Achse  bei 
der  Umdrehung  beschreibt,  wollen  wir  immer  G  heißen;  ferner  werden 
wir  die  Eotationsachse  mit  Z  und  eine  beliebige  durch  dieselbe 
gehende  Ebene,  mit  jK^,  e^,  J?^,  Hz  etc.  bezeichnen. 

Jeder  beliebige  Punkt  des  Kegelschnittes  K  beschreibt  bei  der 
Umdrehung  um  Z  einen  Kreis,  dessen  Ebene  zur  Ebene  des  Kreises 
G  parallel  ist,  also  zur  Eotationsachse  Z  senkrecht  steht,  dessen  Mittel- 
punkt der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Achse  Z,  oder  mit  anderen 
Worten,  der  Faßpunkt  des  von  dem  obgenannten  rotierenden  Punkte 
auf  die  Achse  Z  gefällten  Perpendikels  ist,  und  dessen  Eadius  durch 
die  jeweilige  Länge  dieses  Perpendikels  bestimmt  wird. 

Es  gilt  daher  allgemein  für  die  Eotationsf lachen  der  Satz: 

SOI.  j^Jede  Botationsfläche  zweiten  Grades  wird  von  einer  mir 
Drehachse  senhrechten  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten,  dessen 
Mittelpunlä  auf  der  Drehachse  liegt, '^ 

§.  331. 

Alle  auf  diese  Weise  erhaltenen  Kreisschnitte  nennt  man  die 
„Parallelkreise"  der  Rotationsfläche.  Der  Kreis  C\  welchem 
unter  den  genannten  Kreisen  im  allgemeinen  der  größte  Eadius  (beim 
windschiefen  Umdrehungshyperboloid  der  kleinste)  entspricht,  wird 
häufig  auch  als  „Äquator"  der  Eotationsfläche  bezeichnet. 

Geht  die  schneidende  Ebene  durch  einen  der  Endpunkte  der 
Eotationsachse,  während  sie  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  reduciert 
sich  deren  Schnittkreis  mit  der  Fläche  auf  diesen  Endpunkt;  die 
schneidende  Ebene    wird    also    zur  Berührungsebene. 

Gleichzeitig  erhalten  wir  auch  den  wichtigen,  aus  der  Erzeu- 
gungsart der  Flächen  „als  Umdrehungsflächen"  direct  folgenden  Satz: 

802,  y,Die  Ehenen^  welche  durch  die  Drehachse  einer  Botations- 
fläche zweiten  Grades  gehen ,  schneiden  diese  stets  in  congruenten 
Kegelschnitten,"' 

Besagte  Ebenen,  welche  bei  allen  Umdrehungsflächen  durch  die 
Drehachse  derselben  gehen,  pflegt  man  die  „Meridianebenen"  und 
die  in  denselben  liegenden  congruenten  Schnitte  der  Fläche,  die 
„Meridiane  der  Umdrehungsfläche"  zu  nennen. 
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§.  332. 

Da  jedes  Paar  aufeinander  senkrecht  stehender  Durchmesser 
eines  Kreises  als  dessen  Achsen  betrachtet  werden  können,  so  ist  klar, 
dass  die  Drehachse  Z  einer  ümdrehungsfläche  im  Vereine  mit  zwei 
beliebigen  rechtwinkligen  Durchmessern  Dj  uod  D^  des  Äquatorial- 
kreises (7,  stets  als  drei  Achsen  der  Fläche  aufgefasst  werden  können. 

Der  Durchmesser  D^  ist  sodann  der  Haupt-  oder  Meridianebene 
(Dg,  Z)  conjugiert,  und  der  der  Kotationsfläche  längs  des  zugehörigen 
Meridians  umgeschriebene  Cylinder  hat  daher  den  Durchmesser  D^ 
(nach  Satz  435,  Band  II)  zur  Achse,  oder  was  auf  dasselbe  hinaus- 
läuft, der  der  Kotationsfläche  längs  eines  Meridians  umschriebene 
Cylinder  hat  diesen  Meridian  zum  senkrechten  Querschnitt. 

Aus  dieser  Eigenschaft  und  der  Cougruenz  sämmtlicher  Meridiane 
folgt  sofort  auch  die  Cöngruenz  aller  der  Eotationsfläche,  längs  der 
Meridiane,  umschriebenen  Cylinder.  Mithin  gilt  der  Satz: 

SOS.  ^^SämmÜiche  einer  Bevolutionsfläche  zweiten  Grades  längs 
ihrer  Meridiane  umschriebenen  Cylinder  sind  untereinander  und  deren 
senhreehte  Querschnitte  den  Meridianen  congruent,^ 

Denkt  man  sich  den  einen  dieser  Cylinder  mit  der  Rotationsachse 
in  starrer  Verbindung,  und  letzteren  um  diese  herumgedreht,  so  wird 
derselbe  in  jeder  Lage  die  Rotationsfläche  längs  eines  Meridianes 
berühren.   Hiernach  ergibt  sich  die  nachstehende  Entstehungsart: 

S04,  ^Dreht  sich  ein  beliebiger  Cylinder  zweiten  Grades  um 
eine  der  Achsen  seines  normalen  Querschnittes ,  so  umhüllt  derselbe 
eine  Botationsfläehe  zweiten  Grades^  deren  Meridiane  mit  dem  ge- 
nannten Querschnitte  congruent  sind.^' 

§.  333. 

Da  die  Rotationsachse  einer  ümdrehungsfläcbe  zweiten  Grades 
zur  Ebene  des  Äquators,  sowie  zu  jeder  zu  derselben  parallelen  Ebene 
conjugiert  ist,  folgt  (als  Specialfall  eines  allgemeineren  Satzes  444, 
Band  II),  dass  der  einer  Rotationsfläche  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Rotationsachse  aus  umschriebene  Kegel  ein  Rotationskegel  ist, 
dass  dessen  Berührungscurve  ein  Parallelkreis  und  dass  seine  Achse 
mit  der  Rotationsachse  identisch  sei. 

Zu  gleichem  Resultate  gelangen  wir  übrigens  auch  unmittelbar 
durch  nachstehende  einfache  Betrachtung. 

Vor  allem  Anderen  berücksichtigen  wir,  dass  jede  Gerade,  welche 
eine  auf  einer  beliebigen  Fläche  liegende  Curve  in  einem  Punkte 
berührt,  auch  eine  Tangente   der  Fläche  in   diesem  Punkte  dar- 
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stelle,  und  ferner  beachten  wir,  dass  der  einer  Fläche  aus  einem  Punkte 
außerhalb  umschriebene  Kegel  von  denjenigen  Tangenten  der  Fläche 
gebildet  werde,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen. 

Denken  wir  uns  nun  einen  beliebigen  Punkt  S  auf  der  Rotations- 
achse angenommen,  und  von  demselben  an  irgend  einen  beliebigen 
Meridiankegelschnitt  Je  die  Tangente  t  gelegt,  deren  Berührungs- 
punkt a  sein  möge^ 

Dreht  man  den  Kegelschnitt  Je  sowohl,  als  auch  die  Tangente  t 
um  die  Rotationsachse  Z,  so  erzeugt  der  erstere  die  Rotationsfläche 
selbst,  die  Tangente  t  hingegen  einen  Kegel,  dessen  Erzeugenden  die 
Meridiane,  also  auch  die  Fläche  selbst  berühren.  Letzterer  wird  dem- 
gemäß den  der  Fläche  aus  dem  Punkte  S  umschriebenen  Kegel 
repräsentieren.  Der  Berührungspunkt  a  beschreibt  hierbei  einen  Kreis, 
welcher  gleichzeitig  die  Berührungscurve  des  Kegels  darstellt.  Der 
Kegel  selbst  ist,  da  derselbe  durch  Umdrehung  einer  Geraden  ent- 
steht, ein  RotationskegeL  Mithin  der  Satz: 

305.  ^Jeder  einer  EotationsfläcJie  Limiten  Grades  ans  einem 
PimJcte  ihrer  BotationsacJise  umscJiriehene  Kegel  ist  ein  Eotations- 
Jcegel^  dessen  Achse  mit  jener  der  Fläche  zusammenfällt,  und  welcJier 
die  letztere  in  einem  ParallelJcreise  herührt,^ 

Rückt  der  Kegelscheitel  auf  der  Rotationsachse  in  unendliche 
Entfernung,  so  übergeht   der  umschriebene  Kegel  in  einen  um- 
schriebenen   Cylinder,    welcher    die    Rotationsfläche    längs    des" 
Äquatorialkreises  berührt. 

§.  334. 

Da  eine  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche  in  einem  ihrer 
Punkte  vollkommen  bestimmt  ist,  sobald  man  zwei  Tangenten  der 
Fläche  im  betrelBfenden  Berührungspunkte  kennt,  so  wird  es  offenbar 
in  dem  Falle,  als  wir  es  mit  Rotationsflächen  zu  thun  haben,  am 
einfachsten  sein,  behufs  Bestimmung  der  Tangentialebene  in  einem 
ihrer  Punkte,  die  Tangenten  des  durch  diesen  Punkt  gehen- 
den Parallelkreises  und  Meridianes  zu  verwenden. 

Sei  demnach  Z  die  Rotationsachse,  a  ein  beliebiger  Punkt  der 
Rotationsfläche,  Ka  der  durch  denselben  gehende  Meridian,  c«  der 
durch  den  nämlichen  Punkt  gehende  Parallelkreis  und  o  der  auf  der 
Rotationsachse  Z  liegende  Mittelpunkt  des  letzteren. 

Die  Tangente  4  des  Meridians  Ka  im  Punkte  a  schneidet  die 
Rotationsachse,  da  beide  Geraden  in  der  Ebene  des  Meridians  Ka  liegen, 
in  einem  Punkte  S, 
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Die  Tangente  tc  des  Parallelkreises  c  im  Punkte  a  steht  senkrecht 
zu  dem  Eadius  ao.  Da  dieselbe  aber  in  der  Parallelkreisebene  liegt 
und  diese  zur  Rotationsachse,  also  auch  zu  der  Ebene  des  Meridianes  Ka 
senkrecht  steht,  so  wird  offenbar  die  besagte  Parallelkreistangente  auch 
zu  der  Ebene  des  Meridianes  Ka  senkrecht  stehen  müssen. 

Die  Berührungsebene  der  Rotationsfläche  im  Punkte  a 
wird  mithin,  da  sie  durch  die  beiden  Tangenten  h  und  tc  bestimmt 
ist,  ebenfalls  auf  der  Ebene  des  Meridianes  Ka  senkrecht  stehen. 
Daher  der  Satz: 

306.  ,^Die  Berührungsehene  einer  Botationsfläche  steht  stets  senk- 
recht auf  jener  Meridianebene,  welche  durch  ihren  BerührungspunM 
geht.'' 

§.  335. 

Die  Normale  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  ist  jene 
Gerade,  welche  durch  diesen  Punkt  senkrecht  zu  der  betreffenden 
Berührebene  gezogen  wird.  Da  nun  auf  Grund  des  vorstehenden  Satzes 
die  Berührebene  auf  der  Meridianebene  selbst  senkrecht  steht,  so  ist 
einleuchtend,  dass  die  Normale  der  Rotationsfläche  in  dem  Punkte  a, 
in  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Meridianebene  liegen  müsse. 
Nachdem  aber  in  der  letzteren  auch  die  Rotationsachse  liegt,  so  ist 
selbstverständlich,  dass  die  jeweilige  Normale  der  Rotationsfläche  in 
dem  betreffenden  Punkte  a  die  Rotationsachse  Z  in  einem  Punkte 
schneiden  müsse.  Da  das  Gleiche  von  jedem  anderen  Punkte  der 
Rotationsfläche  gilt,  so  besteht  der  Satz: 

307.  ^Sämmtliche  Normalen  einer  Botationsfläche  schneiden  die 
Botationsachse  der  Fläche.^ 

Die  Normale  einer  Fläche  in   einem  Punkte  a  steht  senkrecht 

auf  allen    durch    diesen  Punkt  gezogenen  Curven    der  Fläche.     Dies 

beachtend,  können  wir  den  eben  aufgestellten  Satz  auch  in  folgender 
Form  aussprechen: 

308.  ^Die  Normale  einer  Botationsfläche  in  einem  ihrer  Bunläe 
ist  gleichzeitig  die  Normale  des  durch  diesen  Punkt  gehenden  Meri- 
dians.'^ 

§.  336. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Meridian  K  an;  Ua  sei  die  Nor- 
male desselben  im  Punkte  a,  also  auch,  mit  Zugrundelegung  des  eben 
ausgesprochenen  Satzes,  die  Normale  der  Rotationsfläche  in  dem  näm- 
lichen Punkte  a.  Diese  Normale  möge  die  Rotationsachse  im  Punkte 
Na  schneiden. 
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Denkt  man  sich  den  Meridian  K  in  starrer  Verbindung  mit  der 
Normale  n«  um  die  Eotationsachse  Z  gedreht,  so  erzeugt  derselbe 
eine  Eotationsfläche.  Die  Normale  hingegen,  welche  in  jeder  Lage 
während  der  Rotation  zu  dem  betrejafenden  Meridian,  also  auch  zur 
riäche  selbst  normal  bleibt,  erzeugt  einen  Kotationskegel  mit  dem 
Scheitel  Na,  während  ihr  Fußpunkt  a  auf  der  Fläche  einen  Parallel- 
kreis Ca  beschreibt.    Mithin  der  Satz: 

809.  „Die  Normalen  einer  Eotationsfläche  in  den  Funkten  eines 
und  desselben  FaralleTkreises  sind  Erzeugenden  eines  BotationsJcegels, 
dessen  Achse  mit  der  Eotationsachse  identisch  ist,^ 

Den  Kegel  {NajCa)  pflegt  man  den  „Normalenkegel"  der 
Eotationsfläche  längs  des  Parallelkreises  Ca  zu  nennen. 

§.  337. 

Denkt  man  sich  aus  dem  Punkte  JV«,  als  Mittelpunkt,  eine 
Kugel  beschrieben,  welche  durch  den  zugehörigen  Parallelkreis  Ca  geht, 
deren  Eadius  somit  der  Länge  aNa  der  Normalen  gleich  kömmt,  so 
ist  klar,  dass  diese  Kugel  die  Eotationsfläche  längs  des  Parallelkreises 
Ca  berühren  muss,  da  deren  Berührebene  in  einem  beliebigen  Punkte 
a  dieses  Parallelkreises  zu  dem  zugehörigen  Eadius  aNa  senkrecht 
steht.  Die  besagte  Ebene  ist  mithin  auch  die  Tangentialebene  der 
Eotationsfläche  in  dem  nämlichen  Punkte  a.  Wir  erhalten  mithin 
den  Satz: 

810,  y^Längs  eines  jeden  FaralleTkreises  lässt  sich  einer  Eota- 
tionsfläche eine  Kugel  einschreiten.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  ist 
der  Scheitel  des  0U  dem  Farallelkreise  gehörenden,  Normalenkegels 
der  Eotationsfläche.^^ 

§.  338. 

Da  die  Normale  der  Eotationsfläche  in  jedem  Punkte  derselben 
in  der  Meridianebene  dieses  Punktes  liegt,  so  erfüllen  die  Normalen 
einer  Eotationsfläche  in  allen  Punkten  eines  und  desselben  Meridians 
eine  Ebene,  d.  i.  die  Ebene  dieses  Meridians. 

Nachdem  also  sowohl  die  Normalen  flächen  einer  Eotations- 
fläche längs  der  Parallelkreise,  als  auch  längs  der  Meridiane  auf- 
wickelbare Flächen  sind  (die  ersteren  sind  [nach  Satz  310] 
Eotationskegel,  die  letzteren,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  sind  Meri- 
dianebenen), so  bilden  diese  Curven  die  beiden  Systeme  von 
Krümmungslinien  der  Eotationsfläche.    Daher  der  Satz: 
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311.  „Die  Parallelkreise  einer  BotationsfläcJie  bilden  das  eine 
System,  die  Meridiane  das  zweite  System  von  Krümmungslinien  dieser 
Fläche.'' 

§.  339. 

Noch  sei  der  folgenden  zwei  Erzeugungsweisen  der  Kotations- 
flächen  Erwähnung  gethan,  welche  aus  den  Sätzen  301)  und  310) 
unmittelbar  folgen: 

312.  ^Bewegt  sich  ein  veränderlicher  Kreis  derart ^  dass  sein 
MittelpunU  beständig  auf  einer  Geraden,  seine  Ebene  aber  senkrecht 
^u  dieser  Geraden  bleibt,  und  ein  Funkt  seiner  Peripherie  stets  eine 
gegebene  feste  Curve  schneidet ,  so  erzeugt  derselbe  eine  Botationsfläche,^- 

Und: 

313.  y^Bewegt  sich  eine  Kugel  so ,  dass  ihr  Mittelpunkt  stetig 
auf  einer  Geraden  fortrückt,  ^vährend  ihr  Badius  sich  stetig  ver- 
ändert,  so  umhüllt  dieselbe  eine  Bot ations fläche .^^ 

Die  sämmtlichen  hier  entwickelten  Sätze  gelten  überhaupt  für  jede 
Art  von  Kotationsflächen ,  die  Meridiane  derselben  mögen  was  immer 
für  Curven  sein.  Bezeichnete  Sätze  wurden  hier  vorausgeschickt,  resp. 
abgeleitet  und  festgestellt,  weil  uns  dieselben  in  der  Folge  bei  der 
speciellen  Untersuchung  der  Eotationsflächen  zweiten  Grades  von 
Nutzen  sein  werden. 

Hiermit  übergehen  wir  auf  die  Entwicklung  der  besonderen 
Eigenschaften  der  fünf  Arten  von  Kotationsflächen  zweiten  Grades. 

§.  340. 
A.  Das  bifocale  oder  überhöhte  Ellipsoid. 

Die  meisten  Eigenschaften  dieser  Fläche,  sowie  überhaupt  aller 
Umdrehungsflächen  zweiten  Grades,  werden  sich  aus  jenen  ihres  Meri- 
diankegelschnittes ergeben. 

Das  bifocale  Ellipsoid  entsteht  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  um  ihre  große  Achse.  Die  Endpunkte  der  kleinen  Achse  be- 
schreiben den  Äquatorialkreis. 

Nehmen  wir,  der  Einfachheit  wegen,  die  horizontale  Projections- 
ebene  parallel  zu  der  Ebene  s^  (Taf.  XIV,  Fig.  71)  des  Äquatorial- 
kreises (G,  C)  an,  wählen  diese  Projectionsebene  also  so,  dass  der 
letztere,  auf  diese  orthogonal  projiciert,  in  wahrer  Größe  dargestellt 
erscheint. 

Auf  dem  Ellipsoid  selbst  denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  a 
angenommen^  und  überdies  die  verticale  Projectionsebene  so  gewählt. 
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dass  sie  eine  zu  der  Meridianebene  rjh  dieses  Punktes  parallele  Lage 
anninamt.  Der  letztere  wird  sodann  durch  (a,a')  dargestellt  erscheinen. 
Die  diesen  Punkt  enthaltende  Meridianellipse  (E,E^)  erscheint,  zufolge 
dieser  Annahme,  in  der  verticalen  Projection  in  wahrer  Größe  und 
Gestalt.  Die  Drehungsachse  (Z,Z')  stellt  sich  sonach  diesfalls  als 
eine  horizontalprojicierende  Gerade  dar. 

Nach  dieser  Vorbereitung  wollen  wir  eine  der  wichtigsten  Eigen- 
schaften des  TJmdrehungsellipsoides  ableiten. 

Schreiben  wir  dem  EUipsoide  eine  Kugel  (Z^,  K'^)  längs  des  Äquators 
(0,  C)  ein.  Diese  Kugel  hat  als  Eadius  jenen  des  Äquators ,  d.  i.  die 
kleine  Halbachse  der  Meridianellipse  (E,E^),  Besagte  Kugel  wird  von 
der  Meridianebene  rjv  in  einem  größten  Kreise  Kq  geschnitten,  welcher 
die  Meridianellipse  in  den  Endpunkten  A  und  B  der  kleinen  Achse 
berührt,  gleichzeitig  aber  mit  der  Ellipse  concentrisch  ist. 

Wie  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekannt,  ist  dieser 
Kreis  Kq  mit  der  Ellipse  E  affin.  Hierbei  repräsentiert  die  kleine 
Achse  AB  die  Affinitätsachse.  Die  Affinitätsstrahlen  stehen  auf  dieser 
Achse  senkrecht,  und  der  Affinitätsmodul,  d.  h.  das  Verhältnis  der 
Abstände  entsprechender  Punkte  beider  Curven  E  und  Kq  von  der 
Affinitätsachse  ist  dem  Verhältnisse  der  beiden  Achsen  der  Meridian- 
ellipse gleich. 

Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  a  der  Ellipse  E  eine 
Senkrechte  ao:  zu  der  Achse  J.J5,  so  wird  letztere  in  einem  Punkte  a 
und  der  Kreis  Kq  in  einem  Punkte  %  geschnitten  und  es  ist: 

aa  :  a^cc  =  constant  =  ^  :  r^ 

wenn  ^  die  Länge  der  großen  Halbachse  der  Ellipse  und  r  den  Eadius 
des  Kreises  K^^  repräsentiert. 

Nun  ist  aber,  wie  bereits  bei  der  Darstellung  des  EUipsoides 
angenommen  wurde,  (a,  a')  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche.  Der  Punkt 
(^0,  a')  des  Kreises  (Z'„,Z'„)  liegt  auf  der  Kugel  {K,K'),  und  ist  der 
Durchstoßpunkt  derselben  mit  der  durch  (a,  a')  gehenden,  zur  Äquator- 
ebene senkrechten  Geraden.    Es  wird  demnach  die  Beziehung 

aa  :  a^a  ^=  8  \  r 
für  jeden  beliebigen  Punkt  {a,a')  des  EUipsoides  und  den  zugehören- 
den Punkt  (a^„a')  der  eingeschriebenen  Kugel  {K,K')  gelten. 

Aus  der  ConstaDz  dieses  Verhältnisses  ist  leicht  zu  entnehmen, 
dass  die  Kugel  und  das  EUipsoid  zwei  affine  Gebilde  sind,  deren 
Affinitätsebene  die  Äquatorialebene  e,  des  EUipsoides  ist;  die  Af- 
finitätsstrahlen   sind   zur    Affinitätsebene   senkrecht,    und 
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der  AffiDitätsiBodiil  ist  durch  das  Achsenverhältnis  der  Meridian- 
ellipse dargestellt. 

Wir  erhalten  daher  den  wichtigen  Satz: 

314.  j^Die  einem  hifocalen  Ellipsoide  längs  des  Aquatorial- 
Jcreises  eingeschriebene  Kugel  ist  mit  der  Fläche  des  ElUpsoides  ortho- 
gonal affin  verwandt.  Die  Äffinitätsehene  ist  die  Aquatorialehene  und 
der  Äffinitätsmodul  ist  dem  Achsenverhältnisse  der  Meridianellipse 
gleich,''' 

Auf  der  Anwendung  dieses  Satzes  beruhen  die  meisten  Verein- 
fachungen in  der  Construction  der  Schnitte,  sowie  jener  der  Tangential- 
ebenen des  Eotationsellipsoides ,  wie  wir  in  der  Folge  häufig  genug 
Gelegenheit  finden  werden,  uns  zu  überzeugen. 

§•  341, 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich,  wenn  wir  die  bereits  bekannten 
Gesetze  der  räumlichen  Affinität  berücksichtigen,  unmittelbar  der  nach- 
stehende. 

Da  nämlich  die  Tangentialebene  einer  Fläche  durch  affine  Trans- 
formation in  die  Tangentialebene  der  transformierten  Fläche  übergeht, 
und  weiters  einander  entsprechende  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  der 
Affinitätsebene  schneiden,  so  findet  man  den  Satz: 

815,  „  Wird  einem  Botationsellipsoide  eine  Kugel  längs  des 
Äquatorialhreises  eingeschrieben,  und  legt  man  durch  eine  beliebige 
Gerade  der  Äquatorialebene  eine  Tangentialebene  an  das  Ellipsoid 
soiüohly  als  auch  an  die  eingeschriebene  Kugel,,  so  liegen  die  Berüh- 
rungspunkte beider  in  einer  und  derselben  zur  Aquatorialebene  senk- 
rechten Geraden.^'' 

Ebenso  leicht  ist  der  nachstehende  Satz  aus  den  bekannten  all- 
gemeinen Gesetzen  der  affinen  Transformation  abzuleiten: 

816.  y,Wird  einem  bifocalen  Ellipsoide  eine  Kugel  längs  des 
Äquatorialhreises  eingeschrieben  und  schneidet  eine  beliebige  Gerade  g 
das  Ellipsoid  in  zwei  Funkten,  so  tverden  die  Senkrechten  von  diesen 
beiden  Funkten  auf  die  Äquaiorebene  die  eingeschriebene  Kugel  in 
vier  Funkten  derart  treffen^  dass  zwei  von  den  vier  möglichen  Ver- 
bindungsgeraden dieser  Funkte  die  Äquatorial  ebene  in  dem  nämlichen 
Funkte  schneiden,,  wie  die  Gerade  ^/' 

§.  342. 

Wie  wir  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wissen,  sind  über- 
haupt zwei  Ellipsen,  welche  eine  gemeinschaftliche  Achse   (der  Eich- 
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tung  und  Länge  nach)  besitzen,  in  Bezug  auf  die  obgenannte  Achse 
als  Affinitätsachse  und  das  Verhältnis  der  beiden  anderen  ungleich 
langen  Achsen  als  Affinitätsnaodul,  affin. 

Sind  demnach  zwei  Ellipsen,  welche  dieselbe  kleine  Achse  haben, 
gegeben,  und  dreht  man  diese  Ellipsen  um  ihre  große  Achse,  so 
erhält  man  zwei  bifocale  Ellipsoide,  welche  sich  längs  des  Äquatorial- 
kreises berühren. 

Diese  beiden  Ellipsoide  sind  affin,  da  es  ihre  entsprechenden 
Meridiane  sind.  Die  Äquatorialebene  ist  die  Affinitätsebene,  die 
Affinität  ist  eine  orthogonale,  und  der  Affinitätsmodul  ist  dem  Ver- 
hältnisse der  beiden  anderen,  in  der  Rotationsachse  vereinigten  Ellipsen- 
achsen, gleich.    Dies  liefert  den  Satz: 

317.  ,^Berühren  sich  zwei  hifocale  Botationsellipsoide  längs  des 
Äquatorialhreises^  so  sind  dieselben  immer  orthogonal  affin  verwandt; 
die  Affinitätsebene  ist  die  Äquatorialebene  beider  Flächen  und  das 
Verhältnis  der  in  der  ^Rotationsachse  vereinigten  Ellipsenachsen  reprä- 
sentiert den  Affinitätsmodul. '^ 

Wie  unschwer  zu  erkennen,  ist  der  Satz  314)  nur  ein  specieller 
Fall  des  vorstehenden  allgemeineren  Satzes. 

§.  343. 

Eine  andere  Eeihe  von  Sätzen  ergibt  sich  durch  Übertragung 
der  Brennpunktseigenschaften  einerEllipse  auf  die  Rota- 
tionsfläche. 

Dreht  sich  nämlich  die  Ellipse  E  (Taf.  XIV,  Fig.  71)  um  ihre 
große  Achse,  so  bleiben  sämmtliche  Punkte  der  letzteren,  also  aucli 
die  beiden  Brennpunkte  E^  und  F^  der  Meridianellipse  unverändert. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  alle  Meridianellipsen  des  bifocalen 
TJmdrehungsellipsoides  die  nämlichen  Brennpunkte  besitzen.  Die  letz- 
teren werden  die  „Brennpunkte"  des  Ellipsoides  genannt. 
Infolge  der  Existenz  dieser  beiden  Brennpunkte  heißt  das  Ellipsoid 
ein  ^bifocales". 

Denken  wir  uns  nun  einen  beliebigen  Punkt  a  des  Ellipsoides 
angenommen  und  mit  den  beiden  Brennpunkten  F^  und  F^  verbunden. 
Die  beiden  Radienvectoren  F^  a  und  F^  a  liegen  in  der  Meridianebene 
des  Punktes  a  und  sind  demnach  auch  Focalradien  des  durch  a 
gehenden  Meridianes.  Als  solche  ist  die  Summe  ihrer  Längen  gleich 
der  Länge  der  Rotationsachse.  Da  dasselbe  von  jedem  anderen  Punkte 
des  Ellipsoides  gilt,  so  erhält  man  den  Satz: 

Pescbka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  21 
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318.  „  Verbindet  man  einen  heliehigen  PunM  eines  bifocalen 
JEUipsoides  mit  den  beiden  BrennpunMen  der  Fläehe,  so  ist  die. 
Längensumme  derselben  gleich  der  Länge  der  Rotations-  {Brenn- 
punJcts-)  Achse  des  Ellipsoides.^' 

Durch  ümkehrung  des  vorstehenden  Satzes  findet  man  den 
folgenden : 

319.  „Der  geometrische  Ort  aller  Bunlde  im  RamnCy  die  von 
^wei  festen  PunMen  Abstände  besitzen,  deren  Summe  einer  gegebenen 
Streclce  gleich  kömmt  ^  ist  ein  bifocales  Umdrehungsellipsoid,  dessen 
Rotationsachse  durch  die  Verbindungsgerade  der  beiden  festen  Punkte 
der  Lage  nach  und  durch  die  gegebene  Strecke  der  Länge  nach  be- 
stimmt ist,^ 

§.  344. 

Denken  wir  uns  zwei  Kugeln  S  und  s,  wovon  die  eine  s,  inner- 
halb der  andern  S  liegen  soll.  Es  fragt  sich  una  den  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  die  beiden  Kugeln 
S  und  s  berühren. 

Sei  m  der  Mittelpunkt  einer  solchen  Kugel,  q  ihr  Eadius,  während 
0  und  0  die  Mittelpunkte,  R  und  r  die  Eadien  der  beiden  gegebenen 
Kugeln  S  und  s  vorstellen  mögen. 

Die  Kugel  (m,  q)  berührt  die  Kugel  s  von  außen;  es  ist  daher 
mo  :=  r  -\-  Q\ 
die  Kugel  S  hingegen  werde  von  innen  berührt;  es  wird  somit 

m  0  =  B  —  9 

sein. 

Hieraus  findet  man  sofort: 

m  0  -{-  mo  =:  R  -\-  r 
d.  h.  der  veränderliche  Mittelpunkt  m  besitzt  von  den   beiden  festen 
Mittelpunkten    0    und   o   Abstände,    deren    Summe    der  Summe    der 
Radien  der  gegebenen  Kugeln  gleich  ist.  Somit  erhalten  wir  den  Satz : 

320.  ^Der  Ort  des  Mittelpunktes  einer  veränderlichen  Kugel, 
welche  in  jeder  Lage  swei  gegebene  Kugeln  {wovon  die  eine  innerhalb 
der  anderen  liegt)  berührt,  ist  ein  bifocales  Ellipsoid.  —  Die  Mittel- 
punkte der  beiden  gegebenen  Kugeln  sind  die  Brennpunkte  des  Ellip- 
soides;  die  Verbindungsgerade  der  leideren  ist  die  Rotationsachse, 
deren  Länge  der  Summe  der  Radien  beider  Kugeln  gleich  ist/' 

Hiernach  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass,  wenn  bei  einer  Dupin- 
schen  Cyclide  zwei  Leitkugeln  von  der  dritten  umschlossen  werden, 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  umhüllenden  Kugeln  die  Schnittcurve 
zweier  Rotationsellipsoide,  d.  h.  eine  Curve   vierter  Ordnung  sei. 
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§.  345. 

Sei  S  eine  beliebige  Kugel,  M  der  Mittelpunkt  derselben  und  B 
deren  Eadius.  Im  Inneren  dieser  Kugel  sei  irgend  ein  Punkt  N 
gegeben.  Es  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  festzustellen,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  iV  gehen 
und  die  Kugel  S  berühren. 

Vorausgesetzt,  es  sei  2J  eine  derartige  Kugel,  o  deren  Mittelpunkt 
und  Q  ihr  Eadius.  Dieselbe  berühre  die  gegebene  Kugel  S  im  Punkte  a. 
Die  drei  Punkte  il/,  o  und  a  liegen  bekanntlich  auf  einer  und  der- 
selben Geraden. 

Hiernach  ist  Ma  =  B  =  Mo  -^^  q  oder  B  —  q  =  Mo. 

Ferner  ist,  da  die  Kugel  U  durch  N  geht,  No  =  q 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

Mo  +  No  =  B  —  Q  +  Q  =  B 
d.   h.  die  Summe    der  Abstände   des  Kugelmittelpunktes  o  von   dem 
Mittelpunkte    M    der    gegebenen    Kugel    und    von    dem    gegebenen 
Punkte  N  ist  c  o  n  s  t  a  n  t,  u.   z.   gleich  dem  Eadius  der  gegebenen 
Kugel.    Es  besteht  mithin  der  Satz: 

321.  ^Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln y  welche 
durch  einen  gegebenen  PunU  im  Innern  einer  gegebenen  Kugel  gehen 
und  die  leidere  berühren,  ist  ein  bifocales  BotationselUpsoid,  dessen 
Botationsachse  die  Verbindungsgerade  des  gegebenen  Punktes  mit  dem 
Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugel  ist,  und  dessen  Brennpunkte  diese 
beiden  Punkte  sind.  Die  Länge  der  Botationsachse  ist  gleich  dem 
Badius  der  gegebenen  Kugel."' 

§.  346. 

Denken  wir  uns  in  einem  beliebigen  Punkte  a  eines  bifocälen 
EUipsoides  die  Berührebene  construiert;  dieselbe  steht  (nach  Satz  306) 
auf  der  Ebene  des  durch  a  (Taf.  XIV,  Fig.  71)  gehenden  Meridianes 
senkrecht  und  enthält  die  Tangente  t  dieses  Meridianes  im  Punkte  a. 

Verbindet  man  die  beiden  Brennpunkte  des  EUipsoides  mit  dem 
Berührungspunkte  a,  so  erhält  man  bekanntlich  zwei  gegen  die 
Tangente  t  gleichgeneigte  Geraden.  Diese  Geraden  liegen  nun  aber 
in  der  zur  Berührungsebene  senkrechten  Meridianebene;  daher,  als 
natürliche  Folge,  die  Tangente  t  deren  orthogonalen  Projectionen  auf 
die  Berührebene  in  sich  vereinigt.  Hieraus  erhellt  aber  sofort,  dass 
die  beiden  Geraden  F^  a  und  JP^  ^  ^^^^  ^i^  ^^^'  Berührungsebene  in  a 
gleiche  Winkel  bilden,  oder  kurz,  dass  a  der  Glanzpunkt  in  der 
Berühr  ebene  für  die  beiden  Punkte  F^  und  F^j^  sei.  Mithin: 

21* 


324 

322.  „  Wird  eine  beliebige  Tangentialebene  an  ein  bifocales  Um- 
drehungsellipsoid  gelegt,  so  ist  der  entsprechende  JBerührungspunM  der 
GlampunU  der  Ebene  für  die  beiden  BrennpunUe  des  EUipsoides.^^ 

§.  347. 

Beschreiben  wir  über  der  Kotationsachse  eines  bifocalen  Ellip- 
soides,  als  Durchmesser,  eine  Kugel  Sei  ferner  Ta  die  Tangentialebene 
des  Ellipsoides  in  einem  beliebigen  Punkte  a  und  Ka  der  durch  a  gehende 
Meridian. 

Die  Ebene  dieses  Meridians  steht  auf  der  Berührebene  Ta  senk- 
recht und  schneidet  dieselbe  in  einer  Geraden  ta,  welche  nichts  anderes, 
als  die  Tangente  des  Meridians  Ka  im  Punkte  a  darstellt.  Die  oben 
genannte  Kugel  wird  ferner  durch  diese  Meridianebene  in  einem 
Kreise  Ca  geschnitten,  der  die  große  Achse  des  Meridians  (Rotations- 
achse) zum  Durchmesser  hat. 

Fällen  wir  von  den  Brennpunkten  F^  und  F^  der  Meridianellipse 
die  Senkrechten  F^  a^  und  F^  a^  auf  die  Ebene  T«.  Die  Fußpunkte 
dieser  Senkrechten  seien  a^  und  «o.  Da  die  Geraden  F^  a^  und  F^  cc^ 
in  der  Ebene  des  Meridianes  Ka  liegen,  so  sind  deren  Fußpunkte  a^ 
und  «2  Punkte  der  Tangente  ta  des  Meridianes,  u.  z.  repräsentieren 
dieselben  die  Fußpunkte  der  von  den  Brennpunkten  F^  und  F^  auf 
die  Ellipsentangente  ta  gefällten  Perpendikel. 

Diese  Fußpunkte  liegen  aber  bekanntlich  auf  dem  Kreise  C«, 
welcher  über  der  großen  Achse  der  Meridianellipse  Ka  als  Durchmesser 
beschrieben  wird;  es  sind  dieselben  daher  auch  Punkte  jener  Kugel, 
von  welcher  Ca  ein  größter  Kreis  ist.   Es  gilt  somit  der  Satz: 

323,  „Die  Fußpunhte  der  Perpendikel,  die  von  den  Brenn- 
punUen  eines  bifocalen  Ellipsoides  auf  die  Tangentialebenen  des 
letzteren  gefallt  iverden,  liegen  auf  jener  Kugel,  welche  über  der 
Botationsachse  als  Durchmesser  beschrieben  ivird." 

§,  348. 

Ist  E  irgend  eine  Ellipse,  F  ein  Brennpunkt  derselben  und  D  die 
Polare  von  F,  d.  h.  die  dem  Brennpunkte  F  entsprechende  Directrix, 
so  hat,  wie  bekannt,  die  Ellipse  die  Eigenschaft,  dass  die  Entfer- 
nungen irgend  eines  Punktes  derselben  von  dem  Brennpunkt  F  und 
von  der  Directrix  D  in  einem  constanten  Verhältnisse  (kleiner  als  1) 
stehen. 

Denken  wir  uns  die  Ellipse  E  um  ihre  große  Achse  gedreht,  so 
erzeugt  dieselbe   ein  bifocales  EUipsoid,   und  die  Directrix  D,   da  sie 
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zur  Eotationsachse  senkrecht  steht,  eine  zu  der  letzteren  senkrechte 
Ebene,  welche  offenbar  die  Polarebene  des  Brennpunktes  F  in 
Bezug  auf  das  Ellipsoid  darstellt. 

Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  a  des  EUipsoides  eine 
Senkrechte  6^  auf  die  obgenannte  Ebene,  welche  wir  als  die  dem 
Brennpunkte  jF  entsprechende  „Di  re  et  r  ix  ebene"  bezeichnen  wollen, 
und  verbinden  wir  a  mit  dem  Brennpunkte  F  durch  die  Gerade  6^^ 
so  liegen   <s^   und   6o   in   der  Meridianebene   des   Punktes  a.     Es  ist 

hiernach  für   die  Meridianellipse  das  Verhältnis:  —  constant. 

Da  aber  alle  Meridiane  congruent  sind  und  alle  die  gleiche  Lage 
gegen  die  Directrixebene  haben,  so  gilt  dieses  constante  Verhältnis 
nicht  nur  für  alle  Punkte  eines  Meridians,  sondern  überhaupt  für  alle 
Punkte  des  EUipsoides.    Mithin  besteht  der  Satz: 

824.  j^Das  Verhältnis  der  Abstände  der  Punkte  eines  Mfocalen 
BotationselUpsoides  von  einem  Brennpunkte  desselben  und  von  der 
ihm  entsprechenden  Directrixehene  {Polarebene  des  PrennpunJctes)  ist 
constant  und  Meiner  als  die  Einheit.^ 

Durch  Umkehrung  dieses  Satzes  gelangen  wir  zu  nachstehendem 
Eesultate : 

325.  j^Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  Baume,  die  von 
einem  festen  Punkte  und  von  einer  festen  Ebene  Abstände  besitzen^ 
deren  Verhältnis  constant  und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  ist  ein 
bifocales  Rotationsellipsoid,  Die  Potationsachse  desselben  ist  die  Nor- 
male von  dem  festen  Punkte  auf  die  feste  Ebene,  der  feste  Punkt  ist 
ein  Brennpunkt  und  die  feste  Ebene  ist  die  ihm  entsprechende  Directrix- 
ebene des  EUipsoides.^'' 

§.  349. 

Denken  wir  uns  weiters  einem  bifocalen  Eotationsellipsoide  einen 
beliebigen  Kegel  umschrieben;  S  (Taf.  XIV,  Fig.  72)  sei  dessen 
Scheitel. 

Da  jede  Meridianebene  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie 
für  das  Ellipsoid  repräsentiert,  so  wird  insbesondere  die  durch  den 
Kegelscheitel  S  gehende  Meridianebene  auch  eine  Ebene  orthogonaler 
Symmetrie  für  den  aus  S  dem  EUipsoide   umschriebenen  Kegel   sein. 

Die  letztbezeichnete  Ebene,  welche  wir  unmittelbar  als  Projections- 
ebeue  wählen,  schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Meridianellipse  E  und 
den  aus  S  umschriebenen  Kegel  in  zwei  Erzeugenden^  welche  diesfalls 
als  die  von  S  aus  an  E  gezogenen  Tangenten  Sa  und  Sb  dargestellt 
erscheinen. 
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Der  Schnitt  dieses  Kegels  mit  der  Äquatorebene  e^  ist  ein 
Kegelschnitt  K,  Die  Punkte  a  und  &,  in  welchen  diese  Ebene  Sv  die 
vorgenannten  Kegelerzeugenden  Sa  und  Sh  trifft,  sind  als  eine  un- 
mittelbare Folge  der  früher  angegebenen  Symmetrie,  zwei  Scheitel 
dieses  Kegelschnittes  K. 

Ziehen  wir  ferner  noch  jene  Geraden,  welche  den  Kegelscheitel  S 
mit  den  Endpunkten  A  und  B  der  Kotationsachse  verbinden.  Diese 
Geraden  liegen  gleichfalls  in  der  Ebene  der  Meridianellipse  E,  und 
treffen  daher  die  Achse  ah  des  Kegelschnittes  Z,  in  zwei  Punkten 
F^  und  F^,  von  welchen  sich  ohne  besondere  Schwierigkeit  nachweisen 
lässt,  dass  sie  die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  K  sind. 

Auf  Grund  des  Vorausgeschickten  (Satz  314)  ist  bekannt,  dass 
ein  bifocales  Ellipsoid  und  die  demselben,  längs  des  Äquatorialkreises, 
eingeschriebene  Kugel  orthogonal  affin  sind  in  Bezug  auf  die 
Äquatorebene,  als  Affinitätsebene.  Der  Modul  der  Affinität  ist  dem 
Verhältnisse  der  beiden  Achsen  der  Meridianellipse  gleich. 

Denken  wir  uns  diesfalls  das  Ellipsoid  in  die  eben  erwähnte 
Kugel  affin  transformiert,  und  vollführen  wir  dasselbe  gleichzeitig 
auch  bezüglich  des  aus  8  umschriebenen  Kegels. 

Nachdem  einer  Tangente  des  Ellipsoides  affin  eine  Tangente  der 
Kugel  entspricht,  so  wird  dem  Kegel,  welcher  aus  dem  Scheitel  S 
dem  Ellipsoide  umschrieben  ist,  jener  Kegel  affin  entsprechen,  welcher 
der  Kugel  aus  dem  dem  Punkte  S  affin  entsprechenden  Punkt  So 
umschrieben  ist.  Da  sich  weiters  je  zwei  affin  entsprechende  Geraden 
in  einem  und  demselben  Punkte  der  Affinitätsebene  schneiden,  so  ist 
einleuchtend,  dass  die  beiden  affinen  Kegel  den  in  der  Affinitäts- 
ebene liegenden  Kegelschnitt  K  gemein  haben  müssen. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  den  Endpunkten  A  und  B  der 
Kotationsachse  des  Ellipsoides  jene  beiden  Punkte  Ao  und  Bo  ent- 
sprechen, in  welchen  die  affine  Kugel  die  Eotationsachse  schneidet, 
so  entsprechen  sich  auch  die  Geradenpaare  SA  und  So  Ao;  SB  und  So  Bo, 
und  müssen  sich  dieselben  daher  wieder  in  denselben  zwei  Punkten  F^ 
und  -Fq  der  Affinitätsebene  schneiden. 

Sehen  wir  nun  nach,  was  durch  die  vollzogene  Transformation 
erreicht  wurde.  Wir  erhielten  einen  geraden  Kreiskegel,  mit  dem 
Scheitel  So,  welcher  einer  gewissen  Kugel  umschrieben  ist.  Diesen 
Kreiskegel  haben  wir  durch  eine  Ebene  Sv  nach  einem  Kegelschnitt  K 
geschnitten,  sodann  die  Endpunkte  Ao  und  Bo  des  zu  dieser  Ebene 
senkrechten  Durchmessers  der  eingeschriebenen  Kugel  mit  dem  Kegel- 
scheitel So  verbunden,  und  schließlich  die  Schnittpunkte  F^  und  Fg 
dieser  Verbindungsgeraden  mit  der  schneidenden  Ebene   Sv   bestimmt. 
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Hieraus  folgt  mit  Zugrundelegung  des  Dan deli naschen  Satzes 
(Satz  507,  Band  IIj  unnaittelbar,  dass  die  Punkte  F^  und  F^  die 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  K  seien. 

Nachdem  aber  der  Kegelschnitt  K  auch  jenem  Kegel  angehört, 
welcher  dem  Ellipsoide  aus  dem  Scheitel  8  umschrieben  ist,  und  die 
Punkte  F^  und  jPg  auf  jenen  Geraden  liegen,  welche  den  Kegelscheitel 
mit  den  Endpunkten  A  und  B  der  Kotationsachse  des  EUipsoides 
verbinden;  nachdem  ferner,  weil  parallele  Ebenen  einen  Kegel  stets 
in  ähnlichen  Kegelschnitten  schneiden^  deren  Brennpunkte  sämmtlich 
auf  zwei  der  L^gQ>  der  schneidenden  Ebenen  entsprechenden^  durch  den 
Kegelscheitel  gehenden  Geraden  liegen  —  wird  jede  zur  Ebene  Bv  parallele, 
kurz  jede  zur  Kotationsachse  senkrechte  Ebene  den  aus  S  dem  Ellip- 
soide umschriebenen  Kegel  nach  einem  Kegelschnitt  K*  schneiden, 
und  die  beiden  Geraden  SA  und  SB  in  zwei  Punkten  F^'  und  F2 
treiFen^  welche  wieder  die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  K'  reprä- 
sentieren werden.     Wir  gelangen  demnach  zu  dem  Satze: 

326.  „  Wird  einem  bifocalen  Botaüonsellipsoide  aus  einem  helie- 
hiyen  Punkte  außerhalb  ein  Kegel  umscJiriehen  und  werden  die  End- 
punMe  der  BotationsacJise  mit  dem  KegelseJieitel  durch  ^wei  Geraden 
verbunden,  so  schneidet  jede  sur  Botationsachse  senkrechte  Ebene  den 
Kegel  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Brennpunkte  die  Treffpunkte  der 
schneidenden  Ebene  mit  den  beiden  vorgenannten  Geraden  sind.'^ 

§.  350. 

Eine  weitere  Eigenschaft  des  Rotationsellipsoides  ergibt  sich,  wenn 
man  den  mit  dem  Dan deli naschen  Satze  verwandten  Quetelet'schen 
Satz  in  geeigneter  Weise  benützt. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Sätze  sind  nämlich  die  Brennpunkte 
eines  Kegelschnittes  die  Mittelpunkte  zweier  unendlich 
kleinen  Kreise,  welche  mit  dem  Kegelschnitte  eine 
doppelte    Berührung    eingehen. 

Denken  wir  uns  einem  bifocalen  Rotationsellipsoide  längs 
eines  Parallelkreises  C^  (Taf.  XIV,  Fig.  73),  eine  Kugel  /Sj  einge- 
schrieben, und  legen  wir  an  diese  Kugel  eine  beliebige  Berührebene  T, 
deren  Berührungspunkt  /i  sein  mag.  Der  Berührungshalbmesser,  indem 
wir  0  als  den  Mittelpunkt  der  Kugel  S^  annehmen,  ist  of^.  Ferner 
sei  K  derjenige  Kegelschnitt,  in  welchem  das  EUipsoid  von  der 
Ebene  T  geschnitten  wird. 

Auf  Grund  des  angezogenen  Quetelet'schen  Satzes  kann  nun 
leicht  gezeigt  werden,  dass  der  Berührungspunkt  f^  der  Kugel  S^  mit 
der  Ebene  T  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  K  sei. 
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Führen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  Ebene  T  parallel  zur  Ebene  T 
derart,  dass  sie  den  Parallelkreis  q,  in  welchem  die  Kugel  8^  das 
EUipsoid  berührt,  in  den  Punkten  a^  und  «2  treffe.  Diese  Ebene 
T'  wird  sodann  das  EUipsoid  in  einem  Kegelschnitte  K^  und  die 
Kugel  Si  in  einem  Kreise  y^  schneiden.  Die  so  erhaltenen  Schnitt- 
curven  werden  sich  in  den  beiden  Punkten  a^  und  a^  berühren ;  denn 
dieselben  besitzen  in  diesen  Punkten  gemeinschaftliche  Tangenten. 
Die  Schnittgeraden  der  Ebene  T  gehen  also  mit  den  Berührebenen  des 
EUipsoides  und  der  Kugel  in  den  Punkten  a^  und  a^  oder  mit  anderen 
Worten,  der  Kreis  y^  geht  mit  dem  Kegelschnitte  K^  eine  doppelte 
Berührung  ein. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Ebene  T'  parallel  zu  sich  selbst  in 
der  Weise  verschoben,  dass  sie  sich  der  ursprünglichen  Ebene  T  un- 
aufhörlich nähert.  Dabei  werden  sich  die  beiden  Curven  Z,  und  y^ 
selbstverständlich  ändern,  ohne  dass  dieselben  jedoch  aufhören,  sich  in 
zwei  Punkten,  den  jeweiligen  Schnittpunkten  a^  und  cc^  von  T  mit 
dem  Parallelkreise  c,  zu  berühren. 

Das  Gesagte  gilt  selbst  auch  dann  noch,  wenn  die  Punkte  a^ 
und  ofo  hei  fortgesetzter  Verschiebung  der  Ebene  T  imaginär  werden, 
der  Kreis  y^  also  innerhalb  des  entsprechenden  Kegelschnittes  zu 
liegen  kommt.  Die  doppelte  Berührung  ist  eben  in  diesem  Falle  eine 
imaginäre. 

Übergeht  endlich  die  Ebene  T  in  die  Grenzlage  T,  so  übergeht 
gleichzeitig  der  Kegelschnitt  K^  in  den  Kegelschnitt  K  und  der  Kreis 
y^  in  den  Berührungspunkt  /",,  d.  h.  in  einen  unendlich  kleinen 
Kreis  jf^,  welcher  mit  dem  Kegelschnitte  K  ebenfalls  eine  (imagi- 
näre) doppelte  Berührung  eingeht  und  mithin,  nach  dem  Quetelet- 
schen  Satze,  den  einen  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  K  darstellt. 

Es  lässt  sich  endlich  dem  EUipsoide  noch  eine  zweite  Kugel  ä^ 
einschreiben,  die  gleichfalls  die  Ebene  T  berührt.  Der  entsprechende 
Berührungspunkt  fg  ist  sodann  der  zweite  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnittes K,     Mithin  der  Satz: 

327.  „Die  Brennpunkte  eines  ebenen  Querschnittes  des  Ufocalen 
Botationsellipsoides  sind  die  Berührungspunkte  der  schneidenden  Ebene 
mit  jenen  0wei  dieselben  tangierenden  Kugeln  ^  deren  jede  auch  das 
EUipsoid  nach  je  einem  Parallelkreise  berührt.'^ 

Dieser  Satz  hat,  wie  unschwer  zu  erkennen,  eine  merkwürdige 
Analogie  mit  dem  vorerwähnten  Dandelin'schen  Satze. 

§.  351. 
Wird  ein  beliebiges  bifocales  Rotationsellipsoid  durch  irgend  eine 
Ebene  P  (Taf.  XIV,  Fig.  74)  in  einem  Kegelschnitte  K  getroffen  und 
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projiciert  man  diesen  Kegelschnitt  aus  einem  der  beiden  Scheitel  des 
Ellipsoides  (unter  Scheitel  die  Endpunkte  der  Kotationsachse  ver- 
standen) durch  einen  Kegel,  so  hat  dieser  letztere  eine  besondere 
Eigenschaft. 

Transformieren  wir,  um  diese  Eigenschaft  feststellen  zu  können, 
das  Ellipsoid  wieder  affin  in  jene  Kugel  /S^,,  welcher  der  Äquatorial- 
kreis als  größter  Kreis  entspricht,  so  übergeht  die  Ebene  P  in  eine 
Ebene  P^  und  der  Kegelschnitt  Z,  in  welchem  die  Ebene  P  das 
Ellipsoid  schneidet  in  jenen  Kreis,  in  welchem  die  Ebene  Pq  die  affine 
Kugel  Sq  begegnet. 

Ferner  entspricht  dem  Scheitel  Ä  des  Ellipsoides  der  Endpunkt 
Af^  des  zur  Affinitätsebene  s„  senkrechten  Kugeldurchmessers,  mithin 
dem  Kegel  (Ä,  K)  der  Kegel  {A^,  K^).  Diese  beiden  affinen  Kegel 
schneiden  sich  nothwendig  in  einer  und  derselben  in  der  Affinitäts- 
ebene liegenden  Curve  y. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Charakter  dieser  sich  selbst- 
entsprechenden Curve  y  beider  Kegel  zu  finden. 

Bringen  wir  zu  diesem  Behufe  den  Satz  189)  in  Anwendung, 
nach  welchem  die  zweiten  Kreisschnittsebenen  eines  Kegels, 
dessen  Scheitel  in  einem  Kugelpunkte  liegt  und  irgend  einen  auf  der 
Kugel  liegenden  Kreis  enthält,  zu  der  Berührebene  der  Kugel  in  dem 
Kegelscheitel  parallel  sind,  so  ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle  un- 
mittelbar, dass  der  Kegel  ( J.^,  iTJ ,  außer  von  den  zu  P^  parallelen 
Ebenen,  auch  noch  von  jenen  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  wird, 
welche  zur  Berührungsebene  der  Kugel  im  Punkte  A^^  also  zur  Äqua- 
torialebene parallel  sind. 

Es  wird  mithin  auch  die  Schnittcurve  y  des  Kegels  {A^,  Kq) 
mit  der  Äquatorebene  ein  Kreis  sein.  Da  aber  dieser  Kreis  y  auch 
dem  Kegel  (A,K),  welcher  dem  Kegel  (A^,  K^^)  affin  entspricht,  an- 
gehört, so  folgt  der  merkwürdige  Satz: 

328.  ^^  Nimmt  man  einen  Scheitel  eines  bifocalen  Rotations- 
ellipsoides  als  Kegelscheitel  an  und  einen  'beliebigen  Kegelschnitt  auf 
dem  EUipsoide  als  Leitcurve  des  Kegels,  so  wird  letderer  von  allen 
ßur  Botationsachse  senJcr echten  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten."' 
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XIX.  Capitel. 

Das  sphäroidale  oder  abgeplattete  Rotationsellipsoid  oder 
das  Sphäroid. 

§.  352. 

Diese  Umdrehungsfläche  entsteht  durch  Rotation  einer  Ellipse 
um  ihre  kleine  Achse.  Besagte  Fläche  kann,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soll,  ebenfalls  affin  in  eine  Kugel  transformiert  werden. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Ellipse  E  (Taf.  XIV,  Fig.  75) 
und  beschreiben  wir  über  der  großen  Achse  CD  derselben  als  Durch- 
messer einen  Kreis  E^,  so  wird  dieser  die  Ellipse  E  in  den  beiden 
Punkten  C  und  D  berühren.  Die  beiden  genannten  Curven  E  und  Eq 
sind  orthogonal  affin,  die  Achse  CD  ist  die  Affinitätsachse  und 
der  Affinitätsmodul  ist  dem  Achsenverhältnisse  der  Ellipse  E  gleich. 

Denkt  man  sich  nun  sowohl  die  Ellipse,  als  auch  den  Kreis  E^^ 
um  die  kleine  Achse  AB  der  ersteren  gedreht,  so  erzeugt  die  Ellipse 
E  ein  Sphäroid  und  der  Kreis  Eq  eine  dem  Sphäroid  längs  des  Äqua- 
torialkreises umschriebene  Kugel 

Da  sämmtliche  durch  die  Achse  gehenden,  also  zur  Äquator- 
ebene senkrechten  Ebenen  das  Sphäroid  und  die  Kugel  in  Ellipsen, 
beziehungsweise  Kreisen  schneiden,  die  affin  verwandt  sind,  so  gilt 
das  Gleiche  auch  für  das  Sphäroid  und  die  Kugel.  Die  Affinitäts- 
ebene ist  die  Äquatorebene  und  der  Affinitätsmodul  wird  durch  das 
Achsen  Verhältnis  der  Meridianellipse  bestimmt.  Es  gilt  daher  der  Satz: 

829.  ,,  Jedes  Sphäroid  ist  orthogonal  affin  mit  derjenigen  Kugel, 
tvelehe  demselben  längs  des  ÄquatorialJcreises  umschrieben  ist;  die 
Äquatorialebene  ist  diesfalls  die  Äfßnitätsebene  und  das  Achsenver- 
hältnis der  Meridianellipse  repräsentiert  den  Modul  der  Affinität.'^ 

§.  353. 

Nachdem  dieser  Satz  ebenso  für  das  bifocale  Ellipsoid 
wie  für  das  Sphäroid  gilt  (nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dort  die 
affine  Kugel  nicht  um-  sondern  eingeschrieben  ist),  so  werden 
für  das  Sphäroid  auch  all  diejenigen  Sätze  gelten,  die  aus  dem  vor- 
stehenden Satze  abgeleitet  werden  können.  Es  sind  dies  die  Sätze  326) 
und  328),  welche,  sobald  man  das  bifocale  und  das  abgeplattete  Ellip- 
soid allgemein  oder  gemeinschaftlich  als  „ümdrehungsellipsoide" 
auffasst  und  ebenso  bezeichnet,  folgendermaßen  ausgesprochen  werden 
können: 
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330.  „  Wird  aus  irgend  einem  Punkte  im  Baume  als  Scheitel 
einem  heliehigen  Rotationsellipsoide  ein  Kegel  umschrieben  und  ver- 
bindet man  den  Kegelscheitel  mit  den  Endpunkten  der  Rotationsachse 
durch  ^wei  Geraden  y  so  schneidet  jede  mr  Rotationsachse  senkrechte 
Ebene  diesen  Kegel  in  einem  Kegelschnitt^  dessen  Brennpunkte  die 
Burchstoßpunkte  der  oben  genannten  zwei  Geraden  mit  der  schnei- 
denden Ebene  sind.'''' 

Der  zweite  obangezogene  Satz  328)  lautet  nun  allgemein: 

331.  ^^Betr achtet  man  bei  einem  beliebigen  Umdrehung sellipsoide 
den  einen  oder  anderen  Scheitel  {Endpunkt  der  Rotationsachse)  als 
Scheitel  eines  Kegels,  welcher  durch  einen  beliebigen  Kegelschnitt  auf 
dem  Ellipsoide  gelegt  werden  kann,  so  wird  dieser  Kegel  von  allen 
mir  Rotationsachse  senkrechten  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten, '^ 

§.  354. 

Während  bei  einem  bifocalen  Ellipsoide  die  Brennpunkte  der 
Meridianellipse  ihre  Lage  bei  der  Eotation  nicht  änderten,  da  die 
Brennpunktsachse  als  Eotationsachse  diente,  wird  die  Sachlage  bei  dem 
Sphäroid  eine  andere  sein. 

Die  beiden  Brennpunkte  f^  und  f^  der  Meridianellipse  liegen  in 
diesem  Falle  nicht  auf  der  Eotationsachse,  beschreiben  daher  bei  ihrer 
diesfallsigen  Drehung  einen  in  der  Äquatorebene  liegenden,  mit  dem 
Äquatorialkreise  concentrischen  Kreis,  dessen  Eadius  die  lineare  Ex- 
centricität  der  Meridianellipse  ist.  Diesen  Kreis  nennen  wir  den 
„Focalkreis^  des   Sphäroides. 

Die  Endpunkte  eines  Durchmessers  dieses  Kreises  sind  offenbar 
die  Brennpunkte  derjenigen  Meridianellipse,  welche  diesen  Durchmesser 
zur  Achse  hat,  oder  was  dasselbe  ist,  deren  Meridianebene  durch  den 
besagten  Durchmesser  geht. 

Die  Brennpunkte  eines  beliebigen  Meridians  sind  also  die  Schnitt- 
punkte der  Meridianebene  mit  dem  Focalkreise.  Wir  pflegen  die- 
selben „die  der  zugehörigen  Meridianebene  conjugierten  Brenn- 
punkte" zu  nennen. 

Denken  wir  uns  nun  einen  beliebigen  Punkt  a  auf  dem  Sphäroide 
angenommen.  Die  durch  denselben  gehende  Meridianebene  schneidet 
das  Sphäroid  in  der  durch  a  gehenden  Meridianellipse  und  den  Pocal- 
kreis  des  Sphäroides  in  den  Brennpunkten  /i  und  f^  dieser  Meridian- 
ellipse. 

Die  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  a  von  diesen 
Punkten  f^  und  /g  ist  sodann  gleich  der  großen  Achse  der  Meridian- 
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ellipse,  oder  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Durchmesser  des  Sphäroid- 
äquators.  Besagte  Summe  ist  mithin  für  jeden  Punkt  des  Sphäroides 
dieselbe.  Dies  Resultat  gibt,  mit  Eücksicht  auf  die  oben  angegebene 
Bezeichnung,  den  Satz: 

332.  y^Die  Summe  der  Entfernungen  eines  beliebigen  Punhtes 
des  Sphäroides  von  den  Brennpunlcten,  welche  der  durch  diesen  PunM 
gehenden  Meridianebene  conjugiert  sind^  ist  constant,  und  zwar  gleich 
dem  Durchmesser  des  ÄquatorialJcreises  des  Sphäroides,'-'' 

§.  355. 

Vorstehendem  Satze  können  wir  noch  eine  andere  einfachere 
Gestalt  geben. 

Behufs  Erreichung  besagten  Zweckes  stellen  wir  folgende  einfache 
Betrachtung  an.  Sei  K  (Taf.  XIV",  Fig.  76)  ein  beliebiger  Kreis, 
Ä  ein  Punkt  im  Eaume  und  a  dessen  Projection  auf  die  Kreisebene  E. 
Ziehen  wir  den  durch  a  gehenden  Kreisdurchmesser,  dessen  End- 
punkte m  und  n  sein  mögen,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  Am  und  An 
die  kleinste,  beziehungsweise  größte  Entfernung  des  Punktes  A  von 
den  Punkten  des  Kreisumfanges  sei. 

Ist  nämlich  p  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreises,  so  wird  es 
nicht  schwer  sein,  zu  zeigen,  dass  immer 

Am  <:  Ap  <  An 
ist;  denn  offenbar  ist 

am  <:  ap  <c  an^  also  auch  am^  <:  ap'^  <^an^ 
und  mithin 

am^  +  Aa^  <  ap""  -f  Aa""  <  an""  +  Aa"" 
oder,  was  dasselbe  ist, 

Am"^  <  Ap^  <:  An"^  und  folglich 
Am  <z  Ap  <:  An. 

Diese  Strecken  Am  und  An  wollen  wir  beziehungsweise  als 
„Minimal-  und  Maximal-Distanz"  eines  Punktes  A  ivon  dem 
Kreise  K  bezeichnen. 

Dieselben  liegen  stets  in  derjenigen  zur  Kreisebene  senkrechten 
Ebene,  welche  sowohl  den  Punkt  A,  als  auch  den  Mittelpunkt  o  des 
Kreises  K  enthält.  Wir  können  sonach  den  Satz  332)  auch  in  der 
folgenden  einfacheren  Form  aussprechen: 

333,  y^Die  Summe  der  Maximal-  und  Minimaldistans  eines 
beliebigen  PunMes  des  Sphäroides  von  dem  Focalhreise  ist  constant 
und  gleich  dem  Durchmesser  des  Äquator ialkreises,'^ 
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Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren  und  daher  in  nachstehender 
Form  zum  Ausdrucke  bringen: 

334,  y^Der  geometrische  Ort  aller  Funkte,  für  welche  die  Summe 
der  Maximal-  und  Minimaldistan^  von  einem  gegebenen  Kreise  con- 
stant  ist,  ist  ein  Sphäroid^  dessen  Focalhreis  der  gegebene  Kreis  und 
dessen  Äquator  ein  Kreis  von  einem  jener  constanten  Strecke  gleichen 
Durchmesser  ist»^' 

§.  356. 

Die  Berührungsebene  eines  Sphäroides  in  einem  Punkte  a  sei  T«. 
Verbindet  man  a  mit  den  der  Meridianebene  (durch  ä)  conjugierten 
Brennpunkten  /i  und  f^,  so  liegen  die  Verbindungsgeraden  f\a  und 
f„a  in  der  Meridianebene,  und  schließen  mit  der  Tangente  ta  der 
Meridianellipse  im  Punkte  a  gleiche  Winkel  ein. 

Nachdem  aber  die  Meridianebene  auf  der  Tangentialebene  Ta 
senkrecht  steht  und  dieselbe  in  der  genannten  Tangente  4  schneidet, 
so  folgt,  dass  die  Geraden  f  a  und  /g  a  auch  mit  der  Tangential- 
ebene Ta  gleiche  Winkel  einschließen. 

Da  überdies  die  genannten  Geraden  in  der  zur  Tangentialebene 
senkrechten  Meridianebene  liegen,  so  ist  klar,  dass  der  Punkt  a  der 
Glanzpunkt  der  Ebene  Ta  für  die  Punkte  /"^  und  /q  ist.  Wir 
gelangen  sonach  zu  dem  Satze: 

335.  „  Wird  an  ein  Sphäroid  in  einem  Punkte  eine  Berührebene 
gelegt,  so  ist  der  Berührungspunkt  gleichzeitig  der  Glanzpunkt  der 
Ebene  für  jene  beiden  Brennpunkte,  welche  der  Meridianebene  des 
Berührungspunktes  conjugiert  sind,'' 

§.  357. 

Sei  wieder  Ta  eine  beliebige  Tangentialebene  des  Sphäroides ; 
a  der  Berührungspunkt  derselben  und  Ka  die  durch  den  Berührungs- 
punkt a  gehende  Meridian  ellipse. 

Die  Ebene  dieses  Meridians  schneidet  den  Poealkreis  in  den 
Brennpunkten  /i  und  /i  der  Ellipse  Ka,  die  Tangentialebene  Ta  dagegen 
in  der  Tangente  ta  der  Meridianellipse  Ka  im  Punkte  a,  und  die  dem 
Sphäroide  längs  des  Äquators  umschriebene  Kugel  9  in  einem  größten 
Kreise  Eo,  welcher  die  Meridianellipse  Ka  in  den  Endpunkten  ihrer 
großen  Achse  berührt. 

Zieht  man  nun  von  jT,  und  f^  die  Perpendikel  auf  die  Gerade  ta^ 
so  liegen  die  Fußpunkte  derselben  bekanntlich  auf  dem  eben  genannten 
Kreise  Eo^  also  auch  auf  der  Kugel  Ä 
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Da  aber  weiters  die  besagten  Normalen  in  der  Meridianebene 
des  Berührungspunktes  a  liegen  und  diese  Ebene  senkrecht  zur  Tan- 
gentialebene Ta  ist,  so  sind  dieselben  auch  Perpendikel  dieser  Tangential- 
ebene und  es  gehören  somit  die  früher  genannten  Fußpunkte  auf  ta 
auch  der  Ebene  Ta  an. 

Hiernach  ist  ersichtlich,  dass  die  Fußpunkte  der  Normalen, 
welche  von  den  der  Meridianebene  K/  conjugierten  Brennpunkten  f^  und  f^ 
auf  die  Tangentialebene  T«  gefällt  werden,  auf  jener  Kugel,  welche  dem 
Sphäroide  längs  des  Äquators  umschrieben  wird,  liegen  müssen.  Daher 
der  Satz: 

336.  „  Wird  an  ein  Sphäroid  eine  delieiige  Tangentialebene 
gelegt  und  fällt  man  von  jenen  BrennpunMen^  welche  der  Meridian- 
ebene  des  Berührungspunktes  conjugiert  sind,  Perpendikel  auf  diese 
Tangentialebene,  so  liegen  die  Fußpunkte  derselben  auf  jener  Kugel, 
ivelche  dem   Sphäroide  längs  des  Äquator ialkr ei ses    umschrieben  ist.'^ 

Auf  ähnliche  Weise  könnten  nunmehr  eine  große  Zahl  namentlich 
metrischer  Eigenschaften  der  Ellipse,  auf  die  beiden  EUipsoide 
übertragen  werden,  doch  dürfte  es,  da  deren  Entwicklung  keinerlei 
Schwierigkeit  bietet,  überflüssig  seio,  dieselben  speciell  zu  erörtern. 
Eine  Eeihe  von  Eigenschaften,  die  beiden  eben  besprochenen  Flächen 
zweiten  Grades  betreffend,  werden  wir  noch  an  späterer  Stelle  kennen 
lernen. 


XX.   Capitel. 
Das  Rotations -Paraboloid. 

§.  358. 

Diese  Umdrehungsfläche  zweiten  Grades  wird  von  einer  Parabel 
erzeugt,  welche  um  ihre  Achse  rotiert. 

Der  Brennpunkt  der  Meridianparabel  liegt  auf  der  Eotationsachse 
und  bleibt  mithin  während  der  Rotation  unveränderlich.  Derselbe  ist 
gleichzeitig  der  Brennpunkt  aller  Meridianparabeln,  und  wird 
daher  auch  der  „Brennpunkt  des  Rotationsparaboloides" 
genannt. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Parabel  P;  JL  sei  deren  Achse; 
F  deren  Brennpunkt  und  d  die  Polare  des  Brennpunktes,  d.  h.  die 
Directrix  der  Parabel.  Jeder  Punkt  a  der  Parabel  hat  bekanntlich  die 
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Eigenschaft,  dass  seine  Distanz  von  dem  Brennpunkte  jener  von  der 
Directrix  gleich  ist. 

Wird  nun  die  Parabel  P  um  die  Achse  Ä  gedreht,  so  erzeugt 
dieselbe  ein  Kotationsparaboloid;  die  Directrix  d  erzeugt,  da  sie 
zur  Kotationsachse  A  senkrecht  steht,  eine  Ebene,  die  selbst  wieder 
zur  Eotationsachse  normal  ist  und  die  „Directrixebene"  des 
Eotationsparaboloides  heißen  mag. 

Stellt  a  einen  ganz  willkürlich  gewählten  Punkt  des  Paraboloides 
dar,  so  ist  unschwer  nachzuweisen,  dass  dessen  Abstand  von  dem 
Brennpunkte  F  des  Paraboloides  dem  Abstände  a  ä  von  der  Directrix- 
ebene  gleich  ist. 

Legen  wir  nämlich  durch  den  Punkt  a  die  Meridianebene,  so 
enthält  diese  die  beiden  genannten  Abstände,  und  schneidet  das 
Paraboloid  in  einer  Meridianparabel,  deren  Brennpunkt  F  ist  und 
deren  Directrix  sich  als  die  Schnittgerade  d  der  Directrixebene  D  mit 
der  Meridianebene  ergibt.  Für  diese  Parabel,  also  auch  für  das  Para- 
boloid selbst,  ist  der  Abstand  aö  =  aF, 

Das  Gleiche  gilt  für  jeden  beliebigen  Punkt  a  des  Paraboloides 
und  mithin  gilt  der  Satz: 

337,  y^  Jeder  PunM  des  Botationsparaholoides  hat  den  nämlichen 
Abstand  von  dem  BrennpimMe  des  Paraboloides  wie  von  der  Directrix- 
ebene desselben."" 

Aus  diesem  Satze  folgt  unmittelbar,  durch  einfache  ümkehrung, 
der  nachstehende  Satz: 

338,  jjDer  geometrische  Ort  aller  PunJcte,  welche  von  einer  ge- 
gebenen Ebene  und  von  einem  gegebenen  festen  PunJcte  gleiche  Ab- 
stände besitzen  ^  ist  ein  Botationsparaboloid  ^  dessen  Eotationsachse 
die  SenJcrechte  von  dem  festen  Punkte  auf  die  feste  Ebene^  dessen 
BrennpunM  der  feste  PunM  und  dessen  Directrixebene  die  feste 
Ebene  ist'''' 

§.  359. 

Der  vorbezeichnete  geometrische  Ort  lässt  noch  eine  ander- 
weitige Deutung  zu. 

Ist  nämlich  D  eine  feste  Ebene,  F  ein  fester  Punkt  und  stellt  S 
eine  Kugel  vor,  welche  die  Ebene  D  in  einem  Punkte  d  berührt  und 
durch  den  Punkt  F  geht,  so  sind,  wenn  wir  den  Kugelmittelpunkt 
mit  1/ bezeichnen,  die  Strecken  i/ jF  undilfd^  als  Kugelradien  einander 
gleich.  Die  Strecke  Md  repräsentiert  aber  überdies  noch,  da  sie  den 
Berührungsradius  der  Ebene  D  mit  der  Kugel  8  darstellt,  den  Abstand 
des  Kugelmittelpunktes  M  von  dieser  Ebene. 
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Denken  wir  uns  nun  die  oberwähnte  Kugel  veränderlich,  und 
berücksichtigen  wir  den  vorstehenden  Satz,  so  ergibt  sich  direct  der 
folgende : 

339.  \jDer  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln, 
welche  eine  gegebene  feste  Ebene  berühren  und  durch  einen  gegebenen 
PunJct  gehen^  ist  ein  Botationsparaboloid,  dessen  Drehachse  die  Nor- 
male von  dem  gegebenen  Funkte  auf  die  feste  Ebene,  dessen  Brenn- 
punkt der  feste  Punkt  und  dessen  Directrixebene  die  gegebene  Ebene  ist,'^ 

§.  360. 

Dreht  sich  eine  Parabel  um  ihre  Achse  und  wird  ihre  Scheitel- 
tangente tA  gleichzeitig  mitgedreht,  so  erzeugt  diese  letztere  bei  der 
Drehung  die  Tangentialebene  Ta  des  Paraboloides  im 
Scheitel  Ä  desselben. 

Jede  Meridianebene  wird  somit  die  Fläche  in  einer  Parabel  und 
die  Ebene  Ta  in  der  zugehörigen  Scheiteltangente  tA  schneiden. 

Die  Berührebene  des  Kotationsparaboloides  in  einem  beliebigen 
Punkte  a  desselben  sei  Ta.  Fällen  wir  von  dem  Brennpunkte  F  des 
Paraboloides  eine  Senkrechte  Fa  auf  die  eben  erwähnte  Tangential- 
ebene und  sei  cc  deren  Fußpunkt.  Legen  wir  ferner  durch  den  Punkt  a 
die  Meridianebene,  so  schneidet  dieselbe  einerseits  die  Tangential- 
ebene Ta  in  der  der  Meridianparabel  im  Punkte  a  entsprechenden 
Tangente  ta  und  andererseits  die  Scheiteltangentialebene  Ta  in  der 
Scheiteltangente  tA  der  Meridianparabel. 

Nachdem  aber  das  Perpendikel  Fa  auf  der  Ebene  Ta  auch 
zugleich  das  Perpendikel  auf  die  in  dieser  Ebene  liegende  Tangente  4 
ist,  und  nachdem,  gemäß  eines  bekannten  Satzes,  der  Fußpunkt  a 
dieses  Perpendikels  in  der  Scheiteltangente  tA<,  also  auch  in  der 
Scheiteltangentialebene  Ta  liegt,  so  folgt  der  Satz: 

340.  y^  Zieht  man  von  dem  Brennpunkte  eines  Botationsparaboloides 
beliebige  Geraden,  und  legt  in  jenen  Punkten,  in  welchen  sie  die 
Scheiteltangentialebene  schneiden,  auf  dieselben  senkrechte  Ebenen,  so 
sind  diese  letderen  stets  Tangentialebenen  des  Paraboloides.^^ 

Oder  auch  in  folgender  Form: 

341.  „Bewegt  sich  ein  Strahl  iim  einen  gegebenen  Punkt  im 
Baume,  und  legt  man  jedesmal  in  dem  Punkte,  in  welchem  derselbe 
eine  gegebene  feste  Ebene  trifft,  eine  0u  ihm  senkrechte  Ebene,  so  um- 
hüllt diese  letztere  ein  Botationsparaboloid.  Der  gegebene  Punkt  ist 
der  Brennpunkt ,  die  gegebene  Ebene  die  Scheiteltangentialebene,  und 
die  Senkrechte  von  dem  gegebenen  Punkte  mr  gegebenen  Ebene  die 
Botationsachse  des  Paraboloides.^'' 
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§.  361. 

Da  die  Parabel,  als  Grenzfall  einer  Ellipse  mit  unendlich  großer 
Achse  angesehen  werden  kann,  so  kann  auch  das  Kotationspara- 
boloid  als  Grenzfall  eines  Rotationsellipsoides  betrachtet 
werden,  oder  mit  anderen  Worten :  es  erscheint  zulässig  das  Botations- 
paraböloid  als  ein  Rotationsellipsoid  aufzufassen,  dessen  eine  Scheitel 
in  unendliche  Entfernung  fällt. 

Auf  Grund  dieser  Anschauung  lässt  sich  auch  der  Satz  328)  auf 
das  Paraboloid  übertragen. 

Ist  nämlich  K  ein  beliebiger  ebener  Schnitt  des  Rotationspara- 
boloides,  und  legt  man  durch  denselben  einen  Cylinder  parallel  zur 
Rotationsachse,  d.  h.  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  der  unendlich  ferne 
zweite  Scheitel  des  Paraboloides  ist,  so  wird,  nach  dem  obangezogenen 
Satze,  dieser  Cylinder  von  den  zur  Rotationsachse  senkrechten  Ebenen 
in  Kreisen  geschnitten. 

Da  aber  die  Erzeugenden  des  Cylinders,  als  parallel  zur  Rota- 
tionsachse, auf  diesen  Kreisschnittsebenen  selbst  senkrecht  stehen,  so 
folgt,  dass  dieser  Cylinder  ein  gerader  Kreiscylinder  oder  ein  Rota- 
tionscylinder  sein  müsse. 

Dieses  Ergebnis  führt  zu  dem  merkwürdigen  Satze: 

842.  y, Jeder  Cylinder,  welcher  durch  einen  beliebigen  ebenen 
Schnitt  eines  Eotationspardboloides  parallel  mr  Botationsachse  ge- 
führt wird^  ist  ein  gerader  Kreiscylinder.^ 

Oder  auch  in  folgender  Form: 

343.  ^Die  orthogonale  Projection  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes 
eines  'Eotationspardboloides  auf  eine  zur  Rotationsachse  senJcrechte 
Ebene  ist  stets  ein  Kreis .^^ 

§.  362. 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  bei  der  Annahme,  dass  das  Rotations- 
paraboloid  als  Grenzfall  eines  Rotationsellipsoides  aufgefasst  werden 
kann,  der  Satz  326)  auf  die  vorliegende  Fläche  übertragen. 

Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  denselben  in  einer  anderen  Weise  direct 
abzuleiten. 

Sei  Kq  (Taf.  XIV,  Fig.  77)  ein  Kreis,  den  wir  collinear  in  eine 
Parabel  K  verwandeln  wollen.  Die  einzige  Bedingung  hiefür  ist  be- 
kanntlich die,  dass  die  Gegenachse  Ga  den  Kreis  Kq  in  einem 
Punkte  Bq  berühre. 

Die  Collineationsachse  wählen  wir  als  eine  beliebige,  zur  Gegen- 
achse Ga   parallele  Gerade  C«,    und    das  Collineationscentrum  C  auf 
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jenem  Durchmesser  Z  des   Kreises  Z^?    welcher   auf  den  Achsen  Ga 
und  Ca  senkrecht  steht. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  transformiert  sich  der  Kreis  K^ 
coUinear  bekanntlich  in  eine  Parabel  K^  deren  Achse  Z  das  CoUinea- 
tionscentrum  enthält  und  deren  Scheitel  J.  dem  einen  Endpunkte 
A^  des  zur  CoUineationsachse  Ca  senkrechten  Kreisdurchmessers  ent- 
spricht. Das  Collinearbild  des  zweiten  Endpunktes  B^  ist  der  unendlich 
ferne  Punkt  B^  der  Parabel  K, 

Denken  wir  uns  den  Kreis  K^,  die  Parabel  K  und  die  beiden 
Achsen  Ca  und  Ca  um  die  Gerade  Z  gedreht,  so  erzeugt  der  Kreis  K^ 
eine  Kugel  B^^  die  Parabel  K  ein  Kotationsparaboloid ,  während  die 
beiden  Geraden  Ca  und  C«,  da  dieselben  zur  Drehachse  Z  senkrecht 
stehen,  zwei  Ebenen  Ge  und  Ce  beschreiben.  Das  Collineationscentrum  C, 
sowie  die  Punkte  A^,  Bq,  A^  und  JBoo  bleiben  bei  der  Drehung  um  Z 
selbstverständlich  ungeändert,  da  sie  auf  der  Drehachse  Z  liegen. 

Nimmt  man  nun  G  als  Collineationscentrum,  die  Ebenen  Ge  und 
Ce  beziehungsweise  als  Gegenebene  und  Collineations ebene  an,  so  ist 
unschwer  einzusehen,  dass  die  Kugel  S^  und  das  Eotationsparaboloid  S 
collineare  Flächen  sind.  Denn  trifft  irgend  ein  Strahl  g  aus  C 
die  Kugel  Sq  in  einem  Punkte  p^  und  das  Paraboloid  S  in  einem 
Punkte  p,  so  sind  dieselben  in  Bezug  auf  die  Ebene  Ce  als  Collinea- 
tionsebene  uijd  die  Ebene  Ge  als  Gegenebene  collinear. 

Legt  man  nämlich  durch  den  Strahl  g  und  die  Kotationsachse  Z 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  Sq,  S^,  Ge,  Ge  in  üC'o,  K\  C«  und  G'a  so, 
dass  beziehungsweise  K\  und  K'  einen  Kreis  und  eine  Parabel  dar- 
stellen, die  in  Bezug  auf  C«  und  G'«  als  Collineations-  und  Gegen- 
achse collinear  sind.  Offenbar  sind  sodann  p^  und  p  als  Punkte  von 
K^Q  und  K'  ebenfalls  collinear. 

Die  Tangentialebene  Ta^  der  Kugel  8^  im  Punkte  Aq  ist  zur 
CoUineationsebene  Ce  parallel;  es  wird  mithin  die  ihr  entsprechende 
Tangentialebene  Ta  ebenfalls  zur  CoUineationsebene  parallel,  oder  zur 
Kotationsachse  Z  senkrecht  sein.  Hieraus  folgt  aber,  dass  deren  Be- 
rührungspunkt A  der  Scheitel  des  Paraboloides  8  sein  müsse. 

Da  endlich  der  Kreis  K^  und  die  Parabel  K  zwei  gemeinschaft- 
liche, durch  das  Collineationscentrum  C  gehende,  und  gegen  die  Rota- 
tionsachse Z  symmetrische  Tangenten  besitzen,  die  bei  der  Umdrehung 
einen  Kreiskegel  erzeugen,  welcher  die  Kugel  und  das  Kotationspara- 
boloid berührt,  so  gelangen  wir  zu  folgendem  Satze: 

SM.  j^Ein  Boiationsparaholoid  kann  stets  als  die  collineare 
Fläche  einer  Kitgel  betrachtet  werden^  wenn  man  als  Collineations- 
centrum    einen  'beliebigen  PunJct  der  Botationsachse^    und  als  Kugel 
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eine  solche  wählt,  tvelche  dem  ans  diesem  Funhte  dem  Paraboloide 
umschriebenen  Botationslcegel  eingeschrieben  ist,  und  endlieh  als  Gegen- 
ebene  eine  von  den  beiden  0ur  Rotationsachse  senkrechten  Berührebenen 
der  Kugel  annimmt,'^ 

§.  363. 

Denken  wir  uns  weiters  einen  beliebigen  Punkt  2  im  Kaume. 
Der  dem  Eotationsparaboloide  S  (Taf.  XIV,  Fig.  77)  aus  diesem  Punkte 
U  umschriebene  Kegel  schneide  die  Collineationsebene  C^  in  einem 
Kegelschnitte  y.  Ferner  schneide  die  Gerade,  welche  den  Kegel- 
scheitel Z  mit  dem  Scheitel  A  des  Eotationsparaboloides  verbindet, 
die  Collineationsebene  Ce  in  /i  und  endlich  möge  jene  Gerade,  welche 
von  Z  aus  nach  dem  zweiten  unendlich  fernen  Scheitel  Ba, ,  d.  h. 
parallel  zur  Kotationsachse  Z,  also  senkrecht  zur  Collineationsebene 
Ge  geführt  wird,  diese  letztere  im  Punkte  f^  treffen. 

Es  kann  nunmehr  leicht  nachgewiesen  werden,  dass  f^  und  f^  die 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  y  seien. 

Dem  Punkte  E  entspricht  collinear  ein  Punkt  U^,  und  dem  aus 
^  dem  Paraboloide  S  umschriebenen  Kegel  entspricht  der  aus  2^  der 
Kugel  Sq  umschriebene  Kegel,  welcher  die  Collineationsebene  Ge  in 
dem  nämlichen  Kegelschnitte  y  wie  der  erstgenannte  Kegel  schneiden 
muss.  Ferner  entsprechen  den  beiden  Geraden  Z  A  und  2Bcc  die  beiden 
Geraden  Z^A^  und  Z^B^,  Selbstverständlich  müssen  die  letzteren, 
ebenso  wie  die  ersteren,  die  Collineationsebene  Ge  in  den  gleichnamigen 
Punkten  f^  und  f^  treffen. 

Wir  haben  hiernach  in  y  den  ebenen  Schnitt  eines  der  Kugel  8q 
aus  dem  Punkte  2^  umschriebenen  Kegels,  und  in  f^  und  f^  die 
Schnittpunkte  der  Ebene  Ge  des  Kegelschnittes  y  mit  jenen  beiden 
Geraden  2Aq  und  2Bq^  welche  den  Kegelscheitel  2q  mit  den  End- 
punkten Aq  und  Bq  des  zu  jener  Ebene  Ge  senkrechten  Kugeldurch- 
messers verbinden. 

Auf  Grund  des  D an delin 'sehen  Satzes  (Band  II,  Satz  507)  sind 
sonach  f^  und  f^  die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  y. 

Nachdem  einerseits  der  Kegelschnitt  y  auch  dem  aus  ZI  dem 
Eotationsparaboloide  umschriebenen  Kegel  angehört  und  andererseits 
parallele  Schnitte  eines  Kegels  ähnlich  Kegelschnitte  sind,  welche 
sämmtlich  ihre  Brennpunkte  auf  zwei  durch  den  Kegelscheitel  gehen- 
den Geraden  haben,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

345.  „  Wird  einem  Eotationsparaboloide  von  einem  beliebigen 
Funkte  außerhalb  ein  Kegel  umschrieben  und  der  Kegelscheitel  mit 
dem  Scheitel  des  Paraboloides  verbunden;   meht  man  weiters    durch 
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den  Kegelscheitel  eine  Parallele  mir  Rotationsachse,  so  sind  die  Brenn- 
punkte jener  Kegelschnitte ,  in  welchen  der  Kegel  von  mr  Rotations- 
achse senkrechten  Ebenen  geschnitten  wird,  die  SchnittpitnJcte  der 
schneidenden  Ebene  mit  den  beiden  obgenannten  Geraden.^ 

§.  364. 

Berücksichtigt  man,  dass  der  Kegel  U  von  einer  Ebene  Ce  in 
einem  Kegelschnitte  y  getroffen  wird ,  dessen  eine  Brennpunkt  fo  auf 
der  Senkrechten  aus  dem  Kegelscheitel  27  auf  die  schneidende  Ebene 
Ce  liegt,  so  ist,  nach  der  in  §.  490,  Band  II)  aufgestellten  Definition, 
die  Gerade  Zlf^  eine  „Pocallinie"  des  Kegels,  und  wir  erhalten 
mithin  den  Satz: 

346.  j^Wird  einem  Eotationsparaboloide  aus  einem  beliebigen 
Funhte  im  Baume  ein  Kegel  umschrieben  ^  so  ist  die  Gerade,  welche 
durch  den  Kegelscheitel  parallel  0ur  Botationsachse  gezogen  wird, 
stets  eine  Focalgerade  des  umschriebenen  Kegels."" 

§.  365. 

Ebenso  leicht  lässt  sich  nachweisen ,  dass  die  zweite  Focalgerade 
des  aus  einem  Punkte  27  (Taf.  XIV,  Fig.  78)  dem  Paraboloide  um- 
schriebenen Kegels  die  Verbindungsgerade  des  Kegelscheitels  27  mit 
dem  Brennpunkte  des  Paraboloides  sei. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  das  Rotationsparaboloid  durch 
jene  Meridianebene  geschnitten,  welche  den  Kegelscheitel  27,  also  auch 
die  zur  Rotationsachse  parallele  Focalgerade  ^'/g  enthält. 

Da  besagte  Ebene  gleichzeitig  eine  Hauptebene  (Symmetrieebene) 
des  umschriebenen  Kegels  ist,  so  muss  sie  auch  die  zweite  Focal- 
gerade enthalten. 

Diese  Meridianebene  schneidet  einerseits  das  Rotationsparaboloid 
in  einer  Meridianparabel  K,  deren  Brennpunkt  E  auch  jener  des  Para- 
boloides ist,  und  andererseits  den  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  27^;  und 
27/?,  welche  gleichzeitig  Tangenten  der  Meridianparabel  K  sind.  Ofifenbar 
muss  die  gesuchte  zweite  Focalgerade  27/",  mit  der  Erzeugenden  Zß 
den  nämlichen  Winkel  einschließen,  wie  die  erste  Focalgerade  27/2 
mit  der  Erzeugenden  27a. 

Denken  wir  uns  die  Scheiteltangente  t  gezogen,  welche  einer- 
seits senkrecht  auf  Ufo  steht,  und  andererseits  die  Parabeltangenten 
2«  und  2/3  in  a  und  ß  schneidet,  so  sind  nach  einem  bekannten  Satze 
die  Winkel  Fa2  und  Fß^  rechte  Winkel.  Da  ferner  auch  der  Winkel 
{If^,aß)  ein  rechter  ist,  so  muss  der  Winkel /jj 2" ]3  dem  Winkel  Fßa 
gleich  sein. 
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Denkt  man  sich  endlich  durch  die  vier  Punkte  JP,  27,  a^  ß  einen 
Kreis  gelegt,  was,  infolge  der  rechten  Winkel  bei  a  und  ß,  stets  mög- 
lich ist,  so  sind  Fßa  und  F2a  als  Peripheriewinkel  über  der  Sehne 
Fa  einander  gleich,  und  es  ist  daher  auch 

^ß^f^  ='^F2a, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  2F  die  zweite  Focalgerade  des  Kegels 
sei.    Daher  der  Satz: 

347.  „  Von  den  Focalgeraden  eines  heliehigen  einem  Botatlons- 
paraholoide  umschriehenen  Kegels  ist  die  eine  parallel  i3ur  Botations- 
achse,  während  die  zweite  durch  den  BrennpunM  des  Paraholoides 
geht'' 

§.  366. 

Der  in  342)  ausgesprochene  Satz  lässt  sich  durch  die  vorher 
festgestellte  collineare  Verwandtschaft  eines  Eotationspara- 
boloides  S  mit  einer  Kugel  Sq  ebenfalls  sehr  leicht  beweisen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  einen  beliebigen  Schnitt  K^^ 
des  Rotationsparaboloides  bestimmt.  Demselben  wird  ein  ebener  Schnitt 
Xj"  der  Kugel  S^,  also  ein  Kreis  entsprechen.  Wird  ferner  durch  den 
ersten  Kegelschnitt  K^  ein  Cylinder  parallel  zur  Achse  Z,  oder  mit 
anderen  Worten  ein  Kegel,  dessen  Scheitel  der  unendlich  ferne  Punkt 
JSoo  ist,  gelegt,  so  wird  diesem  Cylinder  cöllinear  derjenige  Kegel  ent- 
sprechen, welcher  durch  den  Kreis  Äj"  geht  und  den  Kugelpunkt  B^ 
zum  Scheitel  hat;  ferner  muss  dieser  Kegel  die  Collineationsebene  Ce  in 
derselben  Curve  c  wie  der  Cylinder  schneiden. 

Nach  Satz  189)  ist  aber  die  zweite  (zur  Ebene  des  Kreises  üC,° 
nicht  parallele)  Schar  von  Kreisschnittsebenen  des  Kegels  (S„, /i^,") 
diejenige,  welche  zur  Berührebene  Ge  der  Kugel  S^  im  Punkte  Bq 
parallel  ist.  Zu  dieser  Berührebene  Ge  ist  aber,  der  Voraussetzung 
gemäß,  die  Collineationsebene  Ge  parallel;  es  wird  mithin  der  Kegel- 
schnitt c,  in  welchem  der  Kegel  {Bq,K^^)  und  auch  der  ihm  collineare 
Cylinder  (jBoo,ä)  die  Collineationsebene  (7^  schneidet,  insbesondere  ein 
Kreis  sein. 

Nachdem  weiters  die  Erzeugenden  des  Cylinders  {B^,  K)  zu 
dessen  Kreisschnittsebene  Ce  senkrecht  stehen,  so  ist  derselbe  ein 
gerader  Kreis-  oder  Rotationscylinder. 

Hiemit  ist  der  Satz  342),  welcher  dortselbst  als  Specialfall  des 
Satzes  328)  unter  der  Voraussetzung  aufgestellt  wurde,  dass  das  Para- 
boloid  als  Grenzfall  des  Ellipsoides  betrachtet  wird,  jetzt  in  aller 
Strenge  bewiesen. 
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XXI.  Capitel. 

Die  Rotationshyperboloide. 

§.  367. 
a)  Das  einfache  Rotationshyperboloid. 

Übergehen  wir  hiermit  auf  jene  Flächen,  welche  durch  üm- 
drehnng  einer  Hyperbel  um  eine  ihrer  Achsen  entstehen.  Es  wird 
sich  diesfalls  eine  Verschiedenartigkeit  dieser  Flächengattung  zeigen, 
je  nachdem  als  „Drehungsachse"  die  imaginäre  oder  die  reelle 
Achse  der  Hyperbel  angenommen  wird. 

Durch  Rotation  einer  Hyperbel  um  ihre  imaginäre  Achse 
entsteht  eine  ümdrehungsfläche,  welche  wir  bereits  unter  dem  Namen 
des  eintheiligen  (windschiefen)  IJmdrenungshyperboloides,  oder  des 
einmanteligen  Rotationshyperboloides  kennen  lernten. 

An  der  betreffenden  Stelle  wurden  bereits  zahlreiche  Eigen- 
schaften dieser  Fläche  als  „wind  schiefe  Fläche"  abgeleitet,  so  dass 
wir  dieselbe  gegenwärtig  übergehen  können. 

Nur  eines  soll  hier  noch  bemerkt  werden.  Da  das  einmantelige 
Umdrehungshyperboloid  als  windschiefe  Fläche  eine  unendliche  Zahl 
von  geraden  Linien  besitzt,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  besagte 
Fläche  unter  keiner  Bedingung  aus  der  Kugel,  nachdem  diese  keine 
Geraden  enthält,  c ollin ear  oder  affin  abgeleitet  werden  kann. 

Wir  übergehen  daher  direct  auf  die  Besprechung  der  zweiten 
Art  des  Rotationshyperboloides. 

§.  368. 
b)  Das  zweimantelige,  zweitheilige  oder  bifocale  Rotationshyperboloid. 

Diese  Fläche  wird  durch  eine  Hyperbel  erzeugt,  welche  um  ihre 
reelle  Achse  rotiert. 

Da  in  der  bezeichneten  Achse  die  Brennpunkte  der  rotierenden 
Hyperbel  liegen,  so  bleiben  diese  selbstverständlich  ihrer  Lage  nach 
ungeändert.  Es  ist  demnach  einleuchtend,  dass  sämmtliche  durch 
die  Rotationsachse  gehenden  Ebenen  das  zweimantelige  Eota- 
tionshyperboloid  in  congruenten  Hyperbeln  schneiden  werden, 
welche  dieselben  beiden  festen  Punkte  der  Rotationsachse  zu  Brenn- 
punkten haben.  Dies  der  Grund,  weshalb  die  letzteren  auch  die 
„Brennpunkte  des  Rotationshyperboloides"  genannt  werden, 
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und  die  Fläche  selbst  als  das  „bifocale  Hyperboloid'*  be- 
zeichnet wird. 

Denken  wir  uns  auf  einena  solchen  bifocalen  Hyperboloide  einen 
beliebigen  Punkt  a  angenommen.  Die  durch  diesen  Punkt  gehende 
Meridianebene  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  iT«,  welche 
einerseits  den  Punkt  a  enthält,  und  andererseits  die  Brennpunkte  F^ 
und  F^  des  Hyperboloides  gleichfalls  zu  Brennpunkten  hat. 

Hiernach  ist  auch,  wie  wir  wissen,  die  Differenz  der  Strecken 
JF\  a  und  F^  a  constant,  und  zwar  gleich  der  Länge  der  reellen  Achse 
(Rotationsachse)  der  Meridianhyperbel.  Da  aber  sämmtliche  Meridian- 
hyperbeln diese  reelle  Achse  gemein  haben,  so  ist  diese  Differenz  über- 
haupt für  alle  Punkte  des  Hyperboloides  constant,  und  jener 
Achsenlänge  gleich.   Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

846,  „Die  Differenz  der  Entfernungen  eines  auf  einem  bifocalen 
Hyperholoide  gelegenen  PunJdes  von  den  beiden  JBrennpunJcten  des 
leideren  ist  constant^  und  swar  gleich  der  Länge  der  Botationsachse.^^ 

Durch  Umkehrung  gelangen  wir  direct  zu  folgendem  Satze: 

349,  y^Der  geometrische  Ort  aller  PunMe,  ivelche  von  zwei  festen 
Punkten  Abstände  besitzen,  deren  Differenz  constant  istj  ist  ein  bifo- 
cales  Hyperboloid ;  die  beiden  festen  PunJde  sind  die  BrennpunJde  und 
die  Strecke f  welcher  jene  constante  Differenz  gleichkömmt,  repräsen- 
tiert die  Länge  der  Botationsachse  des  Hyperboloides."' 

§.  369. 

Stellen  wir  uns  zwei  beliebige,  außerhalb  einander  liegende 
Kugeln  Si  und /S'2  vor;  die  Mittelpunkte  derselben  seien  M^  und  ikfg 
und  deren  Radien  seien  durch  B^  und  Bc^  bezeichnet. 

Sollen  die  beiden  Kugeln  außerhalb  einander  liegen,  so  muss  die 
Entfernung  M^Mc^  ihrer  Mittelpunkte  selbstverständlich  größer,  als 
die  Summe  ihrer  Radien  B^  und  i?2  sein. 

Fragen  wir  nun  um  den  geometrischen  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  Kugeln,  welche  diese  zwei  Kugeln /S^i  und /S2 
berühren. 

Sei  2  eine  solche  Ku^el,  0  ihr  Mittelpunkt  und  q  ihr  Radius. 
Wenn  diese  Kugel  2"  die  Kugel /S^  berühren  soll,  so  muss  bekanntlich 
die  Entfernung  ihres  Mittelpunktes  0  von  dem  Mittelpunkte  M^  gleich 
der  Summe  der  Radien  J?,  und  q  dieser  Kugeln  sein;   es  wird   also: 

M,0  =  B,  +  Q. 

Soll  die  Kugelt"  auch  die  Kugel /Sg  berühren,  so  findet  man  in 
gleicher  Weise: 

i¥2  0  =  B^  +  Q. 
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Diese  beiden  Beziehungen  ergeben  aber  sofort  durch  Subtraction 
die  folgende: 

M,0—  M^0  =  R,  —  jR,. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Größe  B^  —  B2  als  Radiendifferenz 
der  beiden  gegebenen  Kugeln  S^  und  S^^  eine  constante  Strecke 
repräsentiert,  so  ergibt  sich  (nach  Satz  349)  sofort,  dass  der  Mittel- 
punkt 0  der  veränderlichen  Kugel  ein  bifocales  Hyperboloid  beschreibt, 
dessen  Brennpunkte  die  Punkte  Jf,  und  M^  sind  und  dessen  Ro- 
tationsachse die  Länge    B^  —  B^   besitzt.   Daher  der  Satz  : 

350,  „Der  geometrische  Ort  des  MütelpunMes  einer  ver ander- 
liehen  Kugel,  welche  in  jeder  Lage  0wei  gegebene  feste  Kugeln  ierührt, 
ist  ein  hifocales  Botationshyperboloid,  dessen  Brennpunkte  die  Mittel- 
punkte der  beiden  gegebenen  Kugeln  sind.  Die  Länge  der  Botations- 
achse  ist  gleich  der  Differenz  der  Badien  der  beiden  gegebenen  Kugeln.''^ 

§.  370. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Kugel  S^  immer  kleiner  und  kleiner 
werde,  ohne  dass  deren  Mittelpunkt  M^  eine  Veränderung  seiner  Lage 
erfahre. 

Reduciert  sich  die  besagte  Kugel  endlich  auf  einen  Punkt  M^^ 
so  wird  der  Radius  Bo  gleich  Null  und  für  die  Bedingung,  .dass  die 
veränderliche  Kugel  U  die  Kugel  S^  berühre,  erwächst  somit  die  Be- 
dingung, dass  dieselbe  durch  den  Punkt  M^  gehe,  dass  also  31^0= q 
sei.  Dann  ist  M^O  —  M^O  ~  B^,  also  meder  constant.  Es  ergibt 
sich  demnach  der  specielle  Satz: 

851.  ,,Der  geometrische  Ort  des  MittelpunMes  einer  veränder- 
lichen Kugel,  welche  in  jeder  Lage  durch  einen  gegebenen  PunM  gehen 
und  eine  gegebene  Kugel  berühren  soll,  ist  ein  bifocales  Botations- 
hyperboloid, dessen  BrennpunUe  der  gegebene  PunJd  und  der  Mittel- 
punkt der  gegebenen  Kugel  sind.  Die  Länge  der  Botationsachse  ist 
dem  Badius  der  gegebenen  Kugel  gleich.'-^ 

§.  371. 

Sei  K  eine  beliebige  Hyperbel,  F^  ein  Brennpunkt  derselben 
und  d  dessen  Polare,  d.  h.  die  dem  Brennpunkte  F^  entsprechende 
Directrix  der  Hyperbel. 

Jeder  Punkt  a  der  Hyperbel  hat  die  Eigenschaft,  dass  dessen 
Entfernung  vom  Brennpunkte   F^    zu  seiner  Entfernung    aa    von  der 
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entsprechenden   Directrix   d   in   einem    constanten  Verhältnisse   stehe^ 
welches  größer  als  die  Einheit  ist.    Es  ist  also: 

(iF.  7  7  ^ 

^  =  Z;;     Z;>  1. 

aa 

Denken  wir  uns  weiters  die  Hyperbel  K  sowohl,  als  auch  ihre 
Directrix  d  um  die  reelle  Achse  gedreht,  so  erzeugt  die  erstere  ein 
bifocales  Hyperboloid,  die  letztere  aber,  nachdem  sie  zur  Drehungs- 
achse normal  ist,  eine  auf  der  letzteren  senkrecht  stehende  Ebene  J), 
welche  wir  die  dem  Brennpunkte  F^  entsprechende  „Direc- 
trixebene"  des  Hyperboloides  nennen  wollen. 

Dieser  Erzeugungsweise  entsprechend,  wird  die  Meridianebene  Ez, 
welche  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  des  Hyperboloides  legen, 
das  letztere  in  einer  Meridianhyperbel  Ka^  welche  durch  a  geht  und 
den  Brennpunkt  F^  des  Hyperboloides  ebenfalls  zum  Brennpunkte  hat, 
schneiden,  während  die  Directrixebene  D  in  einer  Geraden  d  geschnitten 
wird,  welche  nichts  anderes  als  die  Directrix  der  Meridianhyperbel  Ka 
für  den  Brennpunkt  F^   darstellt. 

Fällt  man  von  dem  Punkte  a  eine  Senkrechte  aa  auf  die  Direc- 
trixebene D,  so  muss  dieselbe,  da  sie  in  der  Meridianebene  Ez  liegt, 
auch  senkrecht  zu  der  Geraden  d  sein.  Der  Fußpunkt  a  muss  daher 
in  dieser  Geraden  liegen,  oder  mit  anderen  Worten,  der  Abstand  aa 
des  Punktes  a  von  der  Directrixebene  D  ist  gleichzeitig  dessen  Ab- 
stand von  der  Directrix  d. 

Da  aber  der  Punkt  a  auf  der  Meridianhyperbel  Ka  liegt,  so  ist 

— ^—  =:  h  =z  constant. 
a  a 

Nachdem  ferner  alle  Meridianhyperbeln  unter  einander  congruent 
sind,  so  folgt,  dass  für  jede  derselben  der  nämliche  Verhältnis- 
wert h  {>  1),  also  überhaupt  für  alle  Punkte  des  Hyperboloides  gilt. 
Dies  gibt  den  Satz: 

352.  j^Die  Abstände  eines  heliehigen  Punktes  des  hifocalen  Bota- 
tionshyperholoides  von  einem  Brennpunkte  desselben  und  von  der  diesem 
Brennpunkte  entsprechenden  Directrixebene  (Polarebene  dieses  Brenn- 
punktes in  Bezug    auf  das  Hyperboloid)   stehen  in  einem  constanten 
Verhältnisse^  ivelches  größer  als  die  Einheit  ist.''^ 

Dieses  Verhältnis  wird,  wie  bei  den  Kegelschnitten  die  „nume- 
rische Excentricität"  des  Hyperboloides  genannt. 

Durch  ümkehrung  des  vorstehenden  Satzes  folgt  unmittelbar  der 
nachstehende: 
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353,  y^Der  geometrische  Ort  aller  PunUe,  deren  Abstände  von 
einem  festen  Funlcte  und  von  einer  festen  Ebene  in  einem  constanten 
Verhältnisse  {größer  als  die  Einheit)  stehen^  ist  ein  bifocales  Hyper- 
boloid. —  Der  feste  Punkt  ist  ein  Brennpunkt,  die  feste  Ebene  ist  die 
entsprechende  Birectrixebene,  das  constante  Verhältnis  ist  die  nume- 
rische Excentricität  und  die  Senkrechte  vom  festen  Punkte  auf  die 
feste  Ebene  ist  die  Botationsachse  des  Hyperboloides.^^ 

§.  372. 

Um  zu  einer  weiteren  Eigenschaft  des  bifocalen  Hyperboloides  zu 
gelangen,  wollen  wir  vorerst  noch  einen  auf  die  Hyperbel  selbst 
bezughabenden  Satz  nachweisen. 

Sei  AB  (Taf.  XIY,  Fig.  79)  die  reelle  Achse  einer  Hyperbel, 
F^  und  F^  die  Brennpunkte  derselben  und  a  ein  beliebiger  Punkt 
der  Hyperbel.     Dann  ist  bekanntlich 

aF^  —  aF^  =  AB. 

Die  Tangente  t  der  Hyperbel  im  Punkte  a  halbiert,  wie  wir 
wissen,  den  Winkel  I'^f^F^. 

Ziehen  wir  demnach  von  F^  auf  diese  Tangente  t  das  Perpendikel 
F^  m  und  verlängern  wir  dasselbe  über  m  hinaus,  bis  zum  Schnitte  f 
mit  Foa,  so  ist  das  Dreieck  F^af  gleichschenklig.  Es  wird  also 
F^m  —  mf  und  weiters   af  =  aF^,  mithin  fF^  =  AB  sein. 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  mit  dem  Punkte 
m,  so  entstehen  die  ähnlichen  Dreiecke  F^mO  und  F^fF^,  aus 
welchen  sich,  da  F^m  =  ^F^f  ist,  auch  Om  =  \F,^f  ~  \  AB 
ergibt. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Fußpunkt  m  des  Perpendikels  von  einem 
Brennpunkte  jP\  auf  eine  Tangente  t  der  Hyperbel  auf  jenem  Kreise 
K  liegen  müsse,  welcher  über  der  reellen  Achse  als  Durchmesser 
beschrieben  wird.     Es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

354.  ^Der  geometrische  Ort  der  Fußpunkte  der  Perpendikel  aus 
den  Brennpunkten  einer  Hyperbel  auf  sämmtliche  Tangenten  der 
leideren  ist  derjenige  Kreis,  welcher  zum  Durchmesser  die  reelle  Achse 
der  Hyperbel  hatj' 

§.  373. 

Stellen  wir  uns  vor,  a  (Taf.  XIV,  Fig.  79)  sei  ein  beliebiger 
Punkt  auf  einem  bifocalen  Eotationshyperboloide  und  die  vorerwähnte 
Hyperbel  sei  der  Schnitt  des  Hyperboloides  mit  der  durch  a  gehen- 
den Meridianebene,    so    wird    der   Kreis  K  gleichzeitig    den   Schnitt 
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derselben  Meridianebene  mit  der  über  der  Rotationsachse  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kugel  S  darstellen. 

Die  Tangentialebene  Ta  des  Hyperboloides  im  Punkte  a  steht 
seükrecht  auf  der  Meridianebene  dieses  Punktes  und  enthält  die  Tan- 
gente t;  es  wird  dieselbe  mithin  auch  senkrecht  stehen  müssen  auf 
der  Geraden  J^,  m. 

Aus  diesem  Ergebnisse  ist  sonach  zu  ersehen,  dass,  wenn  man 
auf  eine  beliebige  Tangentialebene  T«  des  Hyperboloides  von  dem  einen 
oder  dem  anderen  Brennpunkte  aus,  eine  Senkrechte  zieht,  der  Fuß- 
punkt m  dieser  Senkrechten  auf  jener  Kugel  S  liegen  müsse,  welche 
über  der  Rotationsachse  als  Durchmesser  beschrieben  wird.  Dies  liefert 
demnach  den  Satz: 

355.  j^Die  FußpunJäe  der  Perpendikel  von  den  Brennpunkten 
eines  hifocalen  Botationsliyperioloides  auf  dessen  Tangentialebenen 
liegen  auf  jener  Kugel  ^  tvelcJie  viber  der  Eotationsaehse  als  Durch- 
messer beschrieben  wird.^ 

Erinnern  wir  uns  bei  dieser  Gelegenheit  an  den  analogen 
Satz  323)  für  das  bifocale  Ellipsoid,  so  erhalten  wir  folgende 
Entstehungs-  oder  Erzeugungsart  des  gleichnamigen  Hyperboloides: 

356.  „Legt  man  durch  die  einzelnen  Funkte  einer  gegebenen 
Kugel  senkrechte  Ebenen  auf  jene  Geraden^  ivelche  diese  Funkte  mit 
einem  festen,  nicht  auf  der  Kugel  liegenden  Funkte  verbinden,  so  um- 
hüllen diese  Ebenen  ein  bifocales  Ellipsoid  oder  Hyperboloid,  je  nachdem 
der  gegebene  Funkt  innerhalb  oder  außerhalb  der  gegebenen  Kugel  liegt. 

Derjenige  Kugeldurchmesser,  ivelcher  durch  den  festen  Funkt 
geht,  repräsentiert  die  Eotationsachse,  die  Endpunkte  desselben  die 
Scheitel  und  der  feste  Funkt  einen  Brennpunkt  dieses  Ellipsoides 
oder  Hyperboloides. '' 

§.  374. 

Weitere  Eigenschaften  des  bifocalen  Rotationshyperboloides  lassen 
sich  auch  höchst  einfach  aus  den  Eigenschaften  der  Meridian- 
h'yperbeln   in   Bezug  auf   ihre  Asymptoten   ableiten. 

Sei  K  eine  beliebige  Hyperbel  und  seien  (T^,  6,^  deren  Asymptoten. 
Werden  die  letzteren  sammt  der  Hyperbel  um  die  reelle  Achse  ^  der 
Hyperbel  gedreht,  so  beschreiben  dieselben,  da  sie  gegen  diese  Achse 
symmetrisch  liegen,  einen  und  denselben  geraden  Kreiskegel. 
Besagter  Kegel  repräsentiert  den,  dem  bifocalen  Hyperboloide 
aus  dessen  Mittelpunkt  umschriebenen  Kegel.  Die  Berüh- 
rungscurve  ist  der  unendlich  ferne  reelle  Kreis  des  Hyper- 
boloides;   denn   jede  Erzeugende    des  Kegels    ist    eine  Tangente    des 
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Hyperboloides  mit  unendlich  fernem  Berührungspunkte,  da  dieselbe 
gleichzeitig  eine  Asymptote  derjenigen  Meridianhyperbel  darstellt, 
in  welcher  das  Hyperboloid  von  der  durch  diese  Erzeugende  gelegten 
Meridianebene  geschnitten  wird. 

Aus  dem  angeführten  Grunde  nennt  man  den  in  Eede  stehenden 
Kegel  den  „Asymptotenkegel  des  bifocalen  Hyperboloides". 

Wir  können  daher  den  Satz  aufstellen : 

357.  ^^  Jedes  hifocale  Hyperboloid  hesitd  einen  reellen  Asymptoten- 
hegel;  derselbe  ist  ein  gerader  KreisJcegel,  dessen  Scheitel  der  Mittel- 
punM  des  Hyperboloides  ist  und  die  Achse  des  Hyperboloides  als  Achse 
besitzt.  Derselbe  Kegel  berührt  das  Hyperboloid  längs  dessen  unendlich 
fernen  Kreises,  Jede  durch  die  Rotationsachse  gehende  Ebene  schneidet 
den  Asymptotenhegel  in  zwei  Erzeugenden^  welche  die  Asymptoten  des 
durch  diese  Ebene  erzeugten  Meridianschnittes  des  Hyperboloides  dar- 
stellen.^ 

§.  375. 

Wenn  sich  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  a  berühren,  d.  h.  in 
diesem  Punkte  eine  und  dieselbe  Berührebene  Ta  besitzen,  so  wird 
jede  durch  den  Punkt  a  gelegte  Ebene  E  die  beiden  Flächen  in  zwei 
Curven  schneiden,  die  sich  ebenfalls  in  dem  nämlichen  Punkte  a 
berühren. 

Letzteres  geht  unmittelbar  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  die 
beiden  Curven  in  a  von  derselben  Geraden ,  d.  i.  der  Schnittlinie  der 
Ebenen  Ta  und  E,  berührt  werden. 

Ist  S  ein  bifocales  Kotationshyperboloid,  E  dessen  Asymptoten- 
kegel, und  legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  M  der  Fläche,  welcher 
gleichzeitig  der  Scheitel  des  Asymptotenkegels  ist,  eine  Ebene  J5J,  so 
schneidet  dieselbe  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  K  und  den 
Asymptotenkegel  E  in  zwei  Erzeugenden  6^  und  6^. 

Der  unendlich  ferne  Kreis,  längs  welchem  sich  S  und  E  berühren, 
wird  offenbar  von  der  Ebene  E  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche 
nur  die  unendlich  fernen  Punkte  von  6^  und  62  sein  können.  Der 
vorher  gepflogenen  Erörterung  gemäß,  müssen  nun  die  beiden  Ge- 
raden (Tj  und  02  den  Kegelschnitt  K  in  diesen  beiden  Punkten  berühren, 
oder  was  dasselbe  ist,  die  Geraden  a^  und  02  sind  die  Asymptoten 
des  Kegelschnittes  K 

Das  Gleiche  gilt  für  alle  möglichen  Lagen  der  Ebene  E,  voraus- 
gesetzt, dass  der  Asymptotenkegel  von  der  Ebene  E  in  reellen  Er- 
zeugenden 0^  und  02  geschnitten  wird.  Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 
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368.  ^Jede  Ebene,  welche  durch  den  MittelpimU  eines  bifocalen 
Hyperboloides  geht  und  dessen  ÄsymptotenJcegel  in  reellen  Erzeugenden 
schneidet^  trifft  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte^  dessen  Asymp- 
toten jene  beiden  Erzeugenden  des  ÄsymptotenJcegels  sind,^ 

§.  376. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  lässt  sich,  wenn  man  eine  bekannte 
Eigenschaft  der  Hyperbel  in  Betracht  zieht,  leicht  ein  anderer  ableiten. 

Sei  nämlich  g  eine  beliebige  Gerade,  welche  den  Asymptotenkegel 
in  den  beiden  Punkten  a  und  ß  und  das  Hyperboloid  in  den  Punk- 
ten a  und  b  schneiden  möge. 

Legen  wir  durch  diese  obbezeichnete  Gerade  g  und  durch  den 
Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides  eine  Ebene  E,  so  schneidet  dieselbe 
das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  K  und  den  Asymptotenkegel  in  den 
Asymptoten  <?j  und  a^  derselben.  Die  Punkte  a  und  ß  sind  offenbar 
gleichzeitig  jene  Punkte,  in  welchen  die  Gerade  g  die  Asymptoten  6^ 
und  ^2  trifft,  während  die  Punkte  a  und  b  diejenigen  sind,  in  welchen 
sie  die  Hyperbel  K  schneidet. 

Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbel  sind  die  Stücke 
einer  Geraden,  welche  zwischen  der  Hyperbel  und  ihren  Asymptoten 
liegen,  einander  gleich.  Es  ist  also  aa  =  b ß.  Da  dies  aber  gleich- 
zeitig auch  die  Stücke  der  Geraden  g  zwischen  dem  Hyperboloide  und 
dessen  Asymptotenkegel  sind,  so  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

359.  j^Die  StücJce  jeder  Geraden  zwischen  einem  bifocalen  Rota- 
ionshyperboloide  und  dessen  ÄsymptotenJcegel  sind  stets  einander 
gleich.'^ 

Ist  die  Gerade  g  eine  Tangente  des  Hyperboloides,  so 
fallen  die  beiden  Punkte  a  und  b  in  ihrem  Berührungspunkte  a 
zusammen  und  es  ist  sodann  aa  =  a ß  und  folglich  ergibt  sich 
der  Satz: 

360.  ^Das  Stück  jeder  Tangente  eines  bifocalen  Rotationshyper- 
boloides, welches  im  Inneren  des  entsprechenden  ÄsymptotenJcegels  liegt ^ 
wird  von  dem  zugehörigen  Berührung spunJcte  halbiert^ 

§.  377. 

Denken  wir  uns  an  das  bifocale  Hyperboloid  in  irgend  einem 
Punkte  a  eine  Berührungsebene  Ta  gelegt,  welche  den  Asymptoten- 
kegel in  einem  Kegelschnitte  K  trifft,  so  findet  man  mit  Zugrunde- 
legung des  vorstehenden  Satzes,  dass  der  Berührungspunkt  a  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K  sein  müsse. 
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Denn,  zieht  man  durch  a  in  der  Berührebene  T«  eine  beliebige 
Gerade  g,  welche  den  Kegelschnitt  K  in  a  und  ß  treffen  möge,  so  ist 
die  letztere  eine  Tangente  des  Hyperboloides  im  Punkte  a  und  es 
muss,  dem  vorstehenden  Satze  gemäß,  aa  =  a ß  sein.  Da  das  Gesagte 
aber  von  jeder  anderen  derartigen  durch  a  gehenden  Geraden  g  gilt, 
so  sind  alle  diese  Geraden  g  Durchmesser  des  Kegelschnittes  und 
folglich  ihr  gemeinschaftlicher  Punkt  a  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes K.  Es  ergibt  sich  demnach  der  Satz; 

361.  „  Wird  an  ein  hifocales  Umdreliimgsliyperboloid  in  einem 
helieUgen  FunUe  desselben  die  Tangentialebene  gelegt^  so  sehneidet 
dieselbe  den  entsprechenden  Äsymptotenlcegel  in  einem  Kegelschnitte , 
dessen  Mittelpunkt  der  genannte  BerührungspunM  ist,'^ 

Hervorgehoben  muss  hier  werden,  dass  die  Sätze  350)  und  360) 
für  ein  windschiefes  Hyperboloid  (gleichgiltig  ob  dasselbe  ein 
Umdrehuiigs-  oder  ein  dreiachsiges  Hyperboloid  ist)  wie  auch  der 
Satz  38)  zeigt,  gelten,  dass  aber  der  letztgefundene  Satz  nur  eine 
charakteristische  Eigenschaft  des  bifocalen  (zweimanteligen) 
Hyperboloides  sei,  welche  für  ein  windschiefes  Hyperboloid  keine 
Geltung  hat. 

§.  378. 

Da  zwei  sich  in  einem  Punkte  berührende  Flächen,  wie  schon 
früher  erörtert  wurde,  von  einer  jeden  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Ebene  in  zwei  sich  in  demselben  Punkte  berührenden  Curven 
geschnitten  werden,  so  werden  wir  auch  anstandslos  zu  dem  nach- 
stehenden Kesultate  geführt. 

Gesetzt,  ein  Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel  würden 
durch  eine  Ebene  E  derart  geschnitten,  dass  man  als  die  Schnittcurve 
mit  dem  letzteren  eine  Hyperbel  K*  erhielte. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Hyperbel  gehören  dem 
unendlich  fernen  Kreise  des  Asymptotenkegels  an  und  da  sich  beide 
Flächen  längs  dieses  Kreises  berühren,  so  folgt,  dass  die  Ebene  E 
auch  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  K  schneiden  müsse,  welche 
die  erstere  Hyperbel  Ä'  in  deren  unendlich  fernen  Punkten  berührt. 
Die  beiden  Hyperbeln  besitzen  hiernach  die  nämlichen  Asymptoten. 
Dies  Ergebnis  führt  zu  dem  Satze: 

362,  y^Eine  Ebene,  tvelche  den  Asymptoten'kegel  eines  bifocalen 
Botationshyperboloides  in  einer  Hyperbel  schneidet^  begegnet  auch  dem 
Hyperboloide  in  einer  Hyperbel ,  welche  mit  der  ersteren  gemeinschaft- 
liche Asymptoten  und  folglich  auch  denselben  Mittelpunkt  besitzt. ^ 
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§.  379. 

Setzen  wir  weiter  voraus,  dass  eine  Ebene  E  den  Asymptoten- 
kegel in  einer  Parabel  schneide. 

Diesfalls  wird  das  Hyperboloid  von  derselben  Ebene  in  einem 
Kegelschnitte  getroffen,  welcher  diese  Parabel  in  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte  berührt  und  welcher  demgemäß  wieder  eine  Parabel 
sein  muss,  deren  Achse  mit  jener  der  ersteren  zusammenfällt.  Es 
besteht  hiernach  der  Satz: 

363.  ^Schneidet  eine  Ebene  den  Asymptotenlcegel  eines  iifocalen 
Botationshyperboloides  in  einer  Parabel^  so  seJineidet  dieselbe  auch 
das  Hyperboloid  in  einer  Parabel,  deren  Achse  mit  jener  der  ersten 
zusammen  fällt.''*' 

§.  380. 

Schneidet  eine  Ebene  E  den  Asymptotenkegel  in  einer  Ellipse, 
hat  die  schneidende  Ebene  also  keinen  reellen  Punkt  mit  dem 
unendlich  fernen  Kreise  des  Hyperboloides  gemein,  so  muss  sie  auch 
das  Hyperboloid  in  einer  Ellipse  schneiden. 

Diese  beiden  Ellipsen  haben  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft, 
die  wir  in  Folgendem  ableiten  resp.  feststellen  wollen. 

Seien  K  und  X'  die  beiden  Ellipsen,  in  welchen  das  Hyperboloid, 
beziehungsweise  der  entsprechende  Asymptotenkegel  von  einer  Ebene  E 
geschnitten  wird,  und  sei  M  der  Mittelpunkt  von  K. 

Denken  wir  uns  durch  M  in  der  Ebene  E  eine  beliebige  Gerade  g 
gezogen.  Dieselbe  möge  das  Hyperboloid  in  den  Punkten  a  und  h  und 
den  Asymptotenkegel  in  a  und  ß  schneiden. 

Nach  Satz  359)  ist  sodann  aa=b ß.  Da  aber  M  der  Mittel- 
punkt von  K  ist,  also  g  einen  Durchmesser  von  K  darstellt,  so  ist 
Ma  =  Mb.  Hieraus  folgt  aber,  dass  auch  Ma=^  Mß  sei.  Dasselbe 
gilt  aber  auch  von  jeder  anderen  durch  M  in  der  Ebene  E  gezogenen 
Geraden.  Der  Punkt  M  ist  daher  auch  der  Mittelpunkt  von  K^.  Die 
beiden  Kegelschnitte  K  und  K^  sind  somit  ähnlich  gelegen.  Man  kann 
daher  den  Satz  aufstellen: 

364,  ,,Ein  bifocales  Botationshyperboloid  und  dessen  Asymptoten- 
Icegel  werden  von  einer  beliebigen  Ebene  in  concentrischen,  ähnlichen 
und  ähnlich  gelegenen,  d.  i.  in  homothetischen  Kegelschnitten  ge- 
schnitten.'^ 

§,  381. 
Denken  wir   uns   einen  beliebigen  Kreis  Ko  (Taf.  XV,  Fig.  80). 
Denselben  wollen  wir  collinear  in  eine  Hyperbel  Ä",  jedoch  unter 
einer  besonderen  Voraussetzung,  transformieren. 
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Die  Gerade  (?«  stelle  die  Gegenachse  dar,  welche  nothwendig 
den  Kreis  Ko  schneiden  muss,  wenn  das  Collinearbild  desselben  eine 
Hyperbel  K  werden  soll. 

Die  CoUineationsachse  Ca  wählen  wir  an  beliebiger  Stelle,  jedoch 
selbstverständlich  parallel  zu  Ga>  Als  CoUineationscentrum  C  hingegen 
soll  nicht  mehr  ein  beliebiger  Punkt  angenommen  werden,  sondern 
wollen  wir  hiefür  einen  solchen  wählen,  welcher  auf  dem  zur  Gegen- 
und  CoUineationsachse  Ga  beziehungsweise  Ca  senkrechten  Kreis- 
durchmesser Z  liegt. 

Hierdurch  erreicht  man  offenbar,  dass  Z  nicht  nur  eine  Symmetrie- 
achse für  den  Kreis  Ko^  sondern  auch  für  die  demselben  collineare 
Hyperbel  K  wird.  Jeder  Strahl  g  des  ebenen  Strahlenbüschels  mit  dem 
Mittelpunkte  G  schneidet  den  Kreis  Ko  in  zwei  Punkten,  welche  zu 
jenen  beiden  Punkten,  in  welchen  der  nämliche  Strahl^  die  Hyperbel  K 
trifft,  coUinear  sind. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  Ko,  die  Hyperbel  K,  die  Gegen- 
achse Ga,  die  CoUineationsachse  Ca  und  das  ebene  Strahlenbüschel  (C) 
um  die  Gerade  Z  gedreht,  so  erzeugt  der  Kreis  Ko  eine  Kugel  So; 
die  Hyperbel  K  ein  bifocales  Kotationshyperboloid  S-^  die  zur  Dreh- 
achse Z  senkrechte  Gerade  Ga  eine  zu  Z  senkrechte  Ebene  6r«;  die 
zu  Z  normale  Gerade  Ca  eine  zu  Z  senkrechte  Ebene  (Ce)  und 
endlich  das  ebene  Strahlenbüschel  C,  das  räumliche  Strahlenbüschel  mit 
dem  Centrum  C 

Es  ist  nun  klar,  dass  jeder  beliebige  Strahl  g  durch  C  die 
Kugel  So  in  zwei  Punkten  treffen  wird,  welche  zu  den  beiden  Punkten, 
in  welchen  derselbe  Strahl  g  das  Hyperboloid  schneidet,  collinear  sein 
werden,  wenn  man  C  als  CoUineationscentrum,  Ge  als  Gegenebene 
und  Ce  als  CoUineationsebene  betrachtet;  denn  der  Strahl  g  wird 
einer  gewissen  Lage  des  gedrehten  ebenen  Systemes  ((7,  Ka,  üT,  G^«,  Ca) 
und  zwar  jener  angehören,  welche  die  durch  g  und  Z  gelegte  Ebene 
bestimmt. 

Dasselbe  gilt  offenbar  von  jedem  anderen  Strahle  des  räumlichen 
Strahlenbündels  (7,  woraus  folgt,  dass  die  Kugel  So  und  das  Hyper- 
boloid S,  in  Bezug  auf  C  als  CoUineationscentrum,  Ge  als  Gegenebene 
und  Ce  als  CoUineationsebene,   collinear  verwandt  sind. 

Da  hierbei  das  CoUineationscentrum  C  nothwendig  auf  der 
Kotationsachse  des  Hyperboloides  liegen  muss,  so  erhalten  wir  den  Satz : 

365.  y^  Jedes  hifocale  Botationshyperboloid  hann  collinear  in  eine 
Kugel  transformiert  werden^  wenn  man  als  CoUineationscentrum  einen 
beliebigen  Punld  der  Botationsachse  wählt.  Der  Mittelpunkt  dieser 
Kugel  tvird  dann  nothwendig  ebenfalls  auf  der  Rotationsachse  liegen,^ 
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§.  382. 


Nehmen  wir  an,  es  sei  U  (Taf.  XV,  Fig.  80)  ein  beliebiger 
Punkt  im  Kaume.  Wir  betrachten  denselben  als  Scheitel  eines  dem 
Kotationshyperboloide  S  umschriebenen  Kegels  und  setzen  voraus, 
dieser  Kegel  möge  die  Collineationsebene  (Gl)  in  einem  Kegelschnitte  }^ 
schneiden.  Ferner  denken  wir  uns  die  Endpunkte  A  und  B  der 
Kotationsachse  Z  mit  dem  Scheitel  U  durch  zwei  Geraden  verbunden, 
welche  die  Collineationsebene  {Ce)  in  den  beiden  Punkten  f^  und  f^ 
treffen  mögen. 

Es  wird  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  nachzuweisen,  dass  die 
Punkte  /i  und  f^  die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  y  seien. 

Dem  Kegel,  welcher  aus  27  dem  Hyperboloide  umschrieben  ist, 
wird  collinear  ein  Kegel  entsprechen,  welcher  der  Kugel  So  umschrieben 
ist,  u.  z.  wird  der  Scheitel  dieses  Kegels  derjenige  Punkt  Ho  sein, 
welcher  dem  Punkte  U  collinear  entspricht.  Diese  beiden  Kegel 
schneiden  selbstverständlich  die  Collineationsebene  Ge  in  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  y. 

Da  ferner  den  Endpunkten  Ä  und  B  der  Rotationsachse  Z  des 
Hyperboloides  collinear  die  Endpunkte  A  und  JSo,  des  zur  Collineations- 
ebene Ge  senkrechten  Kugeldurchmessers  Z  entsprechen,  so  entsprechen 
auch  den  beiden  Geraden  2JÄ  und  2B  die  Geraden  UoÄo  und  IJoBo-, 
es  müssen  mithin  auch  2^0  A  und  UqBo  durch  die  Punkte  f^  und  /g 
der  Collineationsebene  Ge  gehen. 

Der  Kegel,  welcher  der  Kugel  S^  aus  dem  Punkte  2J^  umschrieben 
ist,  schneidet  also  die  Collineationsebene  Ge  in  einem  Kegelschnitte  y, 
dessen  Brennpunkte,  nach  dem  Dandelin'schen  Satze  (Band  II,  Satz  507) 
die  beiden  Punkte  /i  und  f^  sind,  in  welchen  die  Collineationsebene 
(Ce)  von  jenen  Geraden  geschnitten  wird,  welche  den  Kegelscheitel  2^ 
mit  den  Endpunkten  Äq  und  B^  des  zur  Collineationsebene  (Ge)  senk- 
rechten Kugeldurchmessers  Z  verbinden. 

Nachdem  aber  der  Kegelschnitt  y  auch  jenem  Kegel  angehört, 
welcher  dem  Rotationshyperboloide  8  aus  dem  Punkte  2  umschrieben 
ist,  und  die  Brennpunkte  f^  und  f^  gleichzeitig  die  Schnittpunkte  der 
Collineationsebene  Ge  mit  den  beiden  Geraden  sind,  welche  den  Kegel- 
scheitel 2  mit  den  Endpunkten  A  und  B  der  Rotationsachse  Z  ver- 
binden; nachdem  endlich  parallele  Ebenen  einen  Kegel  in  ähnlichen 
Kegelschnitten  schneiden,  deren  Brennpunkte  auf  zwei  durch  den  Kegel - 
Scheitel  gehenden,  nur  von  der  Stellung  der  schneidenden  Ebenen  ab- 
hängigen Geraden  liegen,  so  folgt  der  Satz: 

Feschka,  Darstellende  vi.  projective  Geometrie.  III.  23 
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366.  „  Wird  einem  fiifoealen  Motationsliyperboloide  aus  einem 
"beliebigen  PimMe  im  Baume  ein  Kegel  umselirieben,  so  wird  derselbe 
von  einer  beliebigen  zur  Botationsaehse  senl^rechten  Ebene  in  einem 
Kegelschnitte  getroffen,  dessen  Brennpunkte  die  Schnittpunkte  dieser 
Ebene  mit  jenen  beiden  Geraden  sind,  welche  den  Kegelscheitel  mit 
den  Endpunkten  der  Botationsachse  verbinden." 

§.  383. 

Denken  wir  uns  ferner  das  Hyperboloid  S  (Taf.  XV,  Fig.  80) 
durch  eine  beliebige  Ebene  nach  einem  Kegelschnitte  K^  geschnitten, 
und  legen  wir  durch  diesen  Kegelschnitt  einen  Kegel,  welcher  zum 
Scheitel  den  einen  der  beiden  Endpunkte  der  Botationsachse  Z,  allen- 
falls den  Endpunkt  A  hat,  so  wird  dem  Kegelschnitte  K  irgend  ein 
Kreis  K^q  auf  der  Kugel  Sq  collinear  entsprechen  und  ebenso  dem 
Kegel  (Ä,  K)  wieder  ein  Kegel  entsprechen,  welcher  durch  den  Kreis 
Kq  geht  und  dessen  Scheitel  der  eine  Endpunkt  J^,  des  zur  Colli- 
neationsebene  {G^  senkrechten  Kugeldurchmessers  Z  ist. 

Beide  Kegel  schneiden  selbstverständlich  die  Collineationsebene 
Ge  abermals  in  dem  nämlichen  Kegelschnitte  y\ 

Nach  Satz  189)  sind  die  zweiten  zu  K^  nicht  parallelen  Kreis- 
schnitte des  Kegels  (J.^,,  K^)  in  jenen  Ebenen  gelegen,  welche  zu  der 
Berührebene  der  Kugel  S^  in  dem  Kegelscheitel  Aq  parallel  sind.  Da 
aber  diese  Ebenen  zu  dem  Durchmesser  A^Bq  senkrecht  stehen,  so 
folgt  unmittelbar,  dass  die  Collineationsebene  ((7«)  diesen  Ebenen  mit 
angehört,  dass  also  der  vorgenannte  Kegelschnitt  y'  ein  Kreis  sein 
müsse.  Dieser  Kreis  gehört  aber  auch  dem  Kegel  (J.,  K)  an,  mithin 
folgt  der  Satz: 

S67.  j^Legt  man  durch  einen  beliebigen  ebenen  Schnitt  eines 
bifocalen  Botationshyperboloides  einen  Kegel^  dessen  Scheitel  einer  von 
den  beiden  Endpunkten  der  Botationsachse  ist,  so  wird  dieser  Kegel 
von  den  zur  Botationsachse  senkrechten  Ebenen]  stets  in  Kreisen  ge- 
schnitten,'^ 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  die  beiden  letztangeführten  Sätze 
überhaupt  für  alle  Eotationsflächen  zweiten  Grades,  mit  Aus- 
nahme des  windschiefen  Eotationshyperboloides,  ihre  Giltigkeit  haben. 


Vierter  Abschnitt. 
Die  dreiachsigen  Flächen  zweiten  Grades. 

XXn.  Capitel. 

EntWickelung  von  Eigenschaften,  welche  für  die  graphische  Dar- 
stellung von  Wichtigkeit  sind. 

§.  384, 

Es  wurden  in  dem  vorher  Besprochenen  (Band  II)  bereits  jene 
allgemeinen  Eigenschaften  entwickelt  und  festgestellt,  welche  eine  Fläche 
zweiten  Grades  überhaupt  besitzen  muss,  und  sind  wir  unter  anderem 
schließlich  zu  dem  Eesultate  gelangt,  dass  denselben  ein  Tripel  auf 
einander  senkrecht  stehender  Achsen  entspreche,  welche  entweder  alle 
von  unter  einander  verschiedener  Länge  sind,  oder  von  welchen  zwei 
einander  gleich,  oder  von  welchen  endlich  alle  drei  einander  gleich  sind. 

Die  Existenz  der  beiden  letztgenannten  Arten  haben  wir  bereits 
sichergestellt.  Es  sind  dies  die  Kotationsflächen  zweiten  Grades  und 
die  Kugel. 

Es  handelt  sich  demnach  noch  darum,  nachzuweisen,  dass  es  auch 
Flächen  zweiten  Grades  gebe,  welche  drei  ungleich  lange 
Achsen  besitzen.  E i n e  derartige  Fläche  und  zwar  das  windschiefe 
dreiachsige  Hyperboloid  haben  wir  bereits  kennen  gelernt. 

Nunmehr  wollen  wir  untersuchen,  ob  es  auch  dreiachsige  Flächen 
zweiten  Grades  gebe,  welche  keine  Geraden  enthalten. 

Zunächst  ist  klar,  dass  jede  Fläche  zweiten  Grades,  welche  keine 
geraden  Linien  besitzt  und  von  welcher  sich  herausstellt,  dass  sie 
weder  eine  Kotationsfläche  noch  eine  Kugel  sei,  eine  der- 
artige Fläche  repräsentieren  müsse. 

Denken  wir  uns  demgemäß  im  Eaume  eine  beliebige  Kugel  Sq, 
Wenn  wir  diese  Kugel  räumlich  collinear  transformieren,  so  muss  die 
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abgeleitete  Fläche  S  nothwendig  vom  zweiten  Grade  sein.  Denn,  da 
die  Kugel  Sq  von  einer  beliebigen  Geraden  g^  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten wird,  und  jedem  Punkte  coUinear  nur  wieder  ein  einziger 
Punkt  entspricht,  so  wird  die  der  Geraden  g^  collinear  entsprechende 
Gerade  g  mit  der  Fläche  S  nur  zwei  Punkte,  d.  i.  jene  gemein  haben 
können,  welche  den  beiden  Punkten,  die  g^  und  Sq  gemeinschaft- 
lich zukommen,  collinear  sind. 

Wir  wollen  nun  sehen,  ob  diese  collineare  Fläche  zweiten  Grades 
zu  den  bereits  bekannten  Flächen  zählt,  d.  h.  ob  sie  eine  Rotations- 
fläche zweiten  Grades  oder  eine  Kugel  sei,  oder  aber,  ob  sie  nicht 
diesen  Gattungen  angehöre,  d*  h.  ob  sie  eine  dreiachsige  Fläche  zweiten 
Grades  darstelle. 

Dass  die  Fläche  S  keine  geraden  Linien  enthält,  ist  schon  an 
und  für  sich  aus  dem  Grunde  klar,  weil  die  ihr  collineare  Kugel  S^ 
keine  geradlinigen  Erzeugenden  besitzt. 

Um  somit  auf  unsere  frühere  Frage  zurückzukommen,  denken  wir 
uns  im  ßaume  ein  beliebiges' Collineationscentrum  G  angenommen; 
ferner  eine  Collineationsebene  Ce  gewählt,  jedoch  so,  dass  sie  auf  der 
Geraden  Omq,  welche  das  Collineationscentrum  mit  dem  Mittelpunkte 
Mq  der  Kugel  Sq  verbindet,  nicht  senkrecht  stehe. 

Weiters  wählen  wir  eine  beliebige  zu  Ce  parallele  Ebene  Ge  als 
Gegenebene,  und  zwar  als  jene  Gegenebene,  welche  zu  demselben 
Eaumsysteme  wie  die  Kugel  Sq  gehört,  der  also  in  dem  collinearen 
Raumsysteme  (welches  die  Fläche  S  zweiten  Grades  enthält)  die  un- 
endlich ferne  Ebene  entspricht. 

Denken  wir  uns  ferner  den  zur  Collineationsebene  Ge  senkrechten 
Durchmesser  Zq  der  Kugel  Sq  gezogen;  derselbe  möge  die  Collineations- 
ebene Ce  in  dem  Punkte  d  und  die  Gegenebene  Ge  in  dem  Punkte  cp 
treffen.  Da  dieser  Durchmesser,  der  Voraussetzung  gemäß,  das  Col- 
lineationscentrum G  nicht  enthält,  so  wird  die  ihm  collinear  ent- 
sprechende Gerade  Z  offenbar  gegen  die  Collineationsebene  Ge  geneigt 
sein  müssen.    Wir  können  dieselbe  leicht  bestimmen. 

Die  Gerade  Z  muss  nämlich  einerseits  durch  den  Punkt  d  gehen, 
in  welchem  Zq  die  Collineationsebene  Ce  schneidet.  Da  ferner  der 
Schnittpunkt  9  von  Zq  mit  der  Gegenebene  Ge  den  Gegenpunkt  dieser 
Geraden  darstellt,  und  demselben  der  unendlich  ferne  Punkt  900  des 
durch  (p  gehenden  Collineationsstrahles  Gcp  entspricht ,  so  ergibt  sich 
Z  als  jene  Gerade,  welche  durch  d  parallel  zu  Gcp  gezogen  werden 
kann.  Nachdem  nun  Cg?  gegen  die  Collineationsebene  geneigt  ist,  so 
muss  es  nothwendig  auch  Z  sein. 
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Betrachten  wir  die  Fläche  Sj  welche  sich  durch  die  Collineation 
aus  der  Kugel  Sf^  ergibt,  etwas  näher. 

Schneiden  wir  die  Kugel  S^^  durch  eine  beliebige  Ebene  Eq  nach 
einem  Kreise  Ä"^,  so  wird  dem  letzteren  ein  Kegelschnitt  K  auf  der 
Fläche  S  entsprechen.  Dieser  Kegelschnitt  wird,  wie  wir  wissen,  der 
Schnitt  des  Kegels  (C,  Z'„),  welcher  den  Kreis  K^  aus  dem  CoUinea- 
tionscentrum  projiciert,  mit  derjenigen  Ebene  E  sein,  welche  der  Kreis- 
ebene Eq  collinear  ist.  Die  beiden  einander  entsprechenden  Ebenen 
Eq  und  E  schneiden  sich  bekanntlich  in  einer  Geraden  s  auf  der 
Collineationsebene. 

Ist  die  Ebene  Eq  zur  Collineationsebene  Ce  parallel,  so  muss  es 
auch  die  ihr  entsprechende  Ebene  E  sein. 

Denken  wir  uns  jetzt  insbesondere  die  schneidende  Ebene  Eq, 
also  auch  die  ihr  entsprechende  Ebene  E  parallel  zur  Collineations- 
ebene Ce. 

Die  Ebene  Eq  schneidet  die  Kugel  Sq  in  einem  Kreise  Kq,  dessen 
Mittelpunkt  Oq  auf  dem  Durchmesser  Zq  liegt,  da  letzterer  zur  Colli- 
neationsebene, also  auch  zur  Ebene  Eq  senkrecht  steht.  Diesem  Kreise 
Kq  entspricht  collinear  der  Schnitt  K  der  Ebene  E  mit  jenem  Kegel, 
welcher  den  Kreis  Kq  aus  dem  Collineationscentrum  C  projiciert. 

Nachdem  aber  die  Ebene  E  zur  Ebene  Eq  parallel  läuft,  muss 
der  Schnitt  K  dem  Schnitte  Kq  ähnlich,  also  wieder  ein  Kreis  sein. 
Der  Mittelpunkt  m  dieses  Kreises  K  muss  ferner  mit  dem  Mittel- 
punkte Mq  des  Kreises  Kq  auf  derselben  durch  den  Kegelscheitel  G 
gehenden  Geraden  liegen,  woraus  folgt,  dass  sich  die  beiden  Mittel- 
punkte Mq  und  m  collinear  entsprechen,  und  dass  demzufolge  auch  m 
auf  der  dem  Durchmesser  Zq  collinearen  Geraden  Z  liegen  muss. 
Ein  Gleiches  gilt  von  jeder  anderen,  zur  Collineationsebene  parallelen 
Ebene  Eq. 

Aus  diesen  einfachen  Betrachtungen  ist  zu  ersehen,  dass  alle  zur 
Collineationsebene  Ge  parallelen  Ebenen  E  die  Fläche  S  in  Kreisen  K 
schneiden,  deren  Mittelpunkte  m  sämmtlich  auf  der  gegen  die  Colli- 
neationsebene Ge  geneigten  Geraden  Z  liegen  müssen. 

Hieraus  ist  aber  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  einerseits  Z 
der  zu  diesen  Ebenen  E  conjugierte  Durchmesser  der  Fläche  S  sei, 
und  andererseits,  dass  diese  Fläche  keine  Kugel  sein  könne,  da  bei 
der  letzteren  jeder  Durchmesser  derselben  auf  der  Parallelschar  der 
ihm  conjugierten  Ebenen  senkrecht  steht. 

Die  gefundene  Fläche  S  kann  aber  auch  keine  Eotations- 
fläche  zweiten  Grades  sein.  Denn,  vorausgesetzt,  besagte  Fläche 
wäre  eine  durch  Kotation  entstandene,    so  müsste  dieselbe  noch   eine 
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zweite  Schar  von  Kreisen  c  besitzen,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  zu 
dieser  Schar  normalen  Geraden,  der  Eotationsachse,  senkrecht  stehen. 

Nehmen  wir  demgemäß  an,  es  sei  c  ein  solcher  Parallelkreis. 
Eine  beliebige  zur  Collineationsebene  Ce  parallele  Ebene  E  wird  den 
Kreis  c  in  zwei  Punkten  a  und  &  treffen  (man  kann  die  Lage  der 
Ebene  E  immer  so  wählen,  dass  a  und  l  reell  sind)  und  die  Fläche 
8  in  einem  Kreise  K  schneiden,  welcher  durch  die  beiden  Punkte  a 
und  h  geht.  Durch  zwei  Kreise  c  und  K,  welche  zwei  Punkte  a  und 
h  gemein  haben,  lässt  sich  aber  stets  eine  Kugel  2  legen.  Diese 
Kugel  müsste  .nun,  da  ihr  Mittelpunkt  ^nothwendigerweise  auf  der 
Eotationsachse  liegt,  die  Fläche  S  offenbar  noch  in  einem  zweiten 
Kreise  c^,  der  Schar  der  Parallelkreise,  treffen.  Besagte  Kugel  hätte 
also  mit  der  Fläche  8  die  drei  Kreise  K^  c  und  Cj  gemein,  was  offenbar 
ganz  unmöglich  ist. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Fläche  aS  keine  Kreise  besitzen 
kann,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  die  zu  den  Kreis- 
ebenen senkrecht  steht,  dass  sie  also  auch  in  keinem  Falle  eine 
Kotationsfläche  sein  könne. 

Die  Fläche  8,  welche  der  Kugel  8^^  collinear  ist,  wird  mithin 
eine  dreiachsige  Fläche  zweiten  Grades  sein. 

§.  385. 

Aus  der  collinearen  Beziehung  und  aus  der  Eigenschaft,  dass  die 
Fläche  8  von  allen  zur  Collineationsebene  parallelen  Ebenen  in  Kreisen 
geschnitten  wird,    lassen  sich  verschiedene  Schlussfolgerungen  ziehen. 

Nehmen  wir  wieder  eine  zur  Collineationsebene  parallele  Ebene 
E  an,  welche  die  Fläche  8  in  einem  Kreise  K  schneiden  möge.  Durch 
diesen  Kreis  K  und  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  der  Fläche  8 
legen  wir  eine  Kugel  2,  Diese  Kugel  2^  hat  mit  der  Fläche  8  (nach 
Satz  448,  Band  II)  noch  eine  zweite  ebene  Curve  K^  gemein,  welche, 
der  gemachten  Voraussetzung  entsprechend,  durch  den  Punkt  p  gehen 
muss.  Da  aber  bekanntlich  eine  ebene  Curve  auf  einer  Kugel  nur 
ein  Kreis  sein  kann,  so  muss  dasselbe  auch  in  Bezug  auf  die  eben 
genannte  Curve  K^  gelten;  diese  wird  also  ein  Kreis  sein. 

Dieser  Kreis  K^  kann  aber  keiner  von  jenen  Kreisen  K  sein, 
welche  in  den  zur  Collineationsebene  Ce  parallelen  Ebenen  liegen. 
Denn  durch  zwei  der  letzteren  Kreise  K  kann  nie  eine  Kugel  gelegt 
werden,  da  die  Verbindungsgerade  Z  ihrer  Mittelpunkte  auf  deren 
Ebenen  nicht  senkrecht  steht.  Die  Ebene  des  Kreises  K^  muss  daher 
nothwendig  gegen  die  Collineationsebene  geneigt  sein. 
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Da  die  Fläche  S  vom  zweiten  Grade  ist,  so  wird  (nach  Satz  4436, 
Band  II)  jede  zu  K^  parallele  Ebene  die  Fläche  auch  in  einem  Kreise 
schneiden.  Die  Fläche  S  besitzt  daher  zwei  verschiedene 
Scharen    von    Kreisschnittsebenen. 

Man  kann  jedoch  leicht  zeigen,  dass  diese  beiden  Scharen  von 
Kreisschnittsobenen  die  einzig  möglichen  sind,  d.  h.  dass  es  keine 
dritte  Lage  von  Ebenen  geben  könne,  welche  die  Fläche  S  ebenfalls 
nach  Kreisen  schneiden  würden. 

Gesetzt,  es  wären  K  und  K^  zwei  auf  derselben  Kugel  Z  liegende 
Kreise  der  Fläche  S  und  es  würde  c  ein  dritter  Kreis  auf  S  sein, 
welcher  weder  der  Schar  K,  noch  der  Schar  K^  angehört.  Dieser 
Kreis  c  möge  den  Kreis  K  in  a  und  h,  den  Kreis  K^  dagegen,  in  a^ 
und  \  schneiden.  Diese  vier  Punkte  hat  besagter  Kreis  demnach 
auch  mit  der  Kugel  2  gemein  und  müsste  mithin  als  solcher  ganz 
auf  derselben  liegen.  Nachdem  aber  der  obbezeichnete  Kreis  gleich- 
zeitig auch  als  ein  Kreis  auf  S  vorausgesetzt  wurde,  so  folgt,  dass 
die  Kugel  U  mit  der  Fläche  S  die  drei  Kreise  K^  K^  und  c  gemein 
hätte,  welche  Annahme  diesfalls  ganz  und  gar  unzulässig  ist. 

Es  kann  daher  ein  Kreis  von  der  Bescbaffeaheit  des  Kreises  c 
auf  der  Fläche  S  nicht  liegen  und  sind  somit  bloß  die  beiden 
vorher  gefundenen  Scharen  von  Kreisschnittsebenen,  als  die 
auf  einer  dreiachsigen  Fläche  zweiten  Grades  einzig  mög- 
lichen zu  bezeichnen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  gehen  nur  zwei  auf 
der  Fläche  liegende  Kreise,  wovon  der  eine  der  einen  Schar,  der  andere 
dagegen  der  zweiten  Schar  angehört;  dieselben  werden  als  Schnitte 
der  Fläche  mit  jenen  beiden  Ebenen  erhalten,  welche  durch  diesen 
Punkt  parallel  zu  den  Ebenen  der  beiden  Scharen  gelegt  werden. 

Zwei  Kreise  K  und  K^,  welche  verschiedenen  Scharen  an- 
gehören, liegen  immer  auf  einer  Kugel;  denn  diese  Kreise  haben 
zwei  Punkte,  d.  s.  die  Schnittpunkte  der  Fläche  S  mit  der  Schnitt- 
geraden der  beiden  Ebenen  von  K  und  K^  gemein.  Zwei  Kreise, 
welche  einer  Schar  angehören,  können  aber,  wie  wir  vorher  nach- 
gewiesen haben,  nie  auf  einer  Kugel  liegen. 

Wir  können  somit  den  Satz  aufstellen: 

368,  ^Jede  dreiachsige  Fläche  ziveiten  Grades  tvird  von  fowei 
verschiedenen  Scharen  paralleler  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten.  Durch 
jeden  PunJd  der  Fläche  geht  nur  ein  Kreis  der  einen  und  ein  Kreis 
der   anderen  Schar.     Zivei  Kreise.,  ivelche  verschiedenen  Scharen  an- 
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gehören,    liegen  stets    auf  einer  Kugel.     Durch  ^wei  Kreise,  welche 
derselben  Schar  angehören^  kann  keine  Kugel  gelegt  werden.''^ 

§.  386. 

Die  zwei  Ebenen  beider  Scharen  von  Kreisschnitten,  welche 
gleichzeitig  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  zweiten  Grades  gehen, 
also  Diametralebenen  derselben  darstellen,  werden  insbesondere 
die  „Kreisebenen"  der  Fläche  zweiten  Grades  genannt. 

Die  beiden  Durchmesser,  welche  diesen  Ebenen  conjugiert  sind, 
schneiden  die  Fläche  in  vier  Punkten  ^j,  y^\  x^^,  y^.  Die  Tangential- 
ebenen der  Fläche  in  diesen  Punkten  gehören,  da  sie  zu  den  betref- 
fenden Kreisebenen  parallel  sind  (Satz  435,  Band  II),  ebenfalls  zu 
den  Kreisschnittsebenen  und  ihre  Berührungspunkte  ^i,  ^i;  ^2»  2/2  ^^^^ 
als  die  unendlich  kleinen  Kreisschnitte  der  Fläche  zu  be- 
trachten. 

Obbezeichnete  vier  Punkte  werden  die  „Kreis-",  „Nabel-" 
oder  „Umbilical-"  Punkte  der  Fläche  zweiten  Grades 
genannt. 

Weitere  Eigenschaften  der  Kreisschnitte  etc.  werden  wir  gelegent- 
lich der  Betrachtung  der  einzelnen  Flächen  kennen  lernen  und  dort 
auch  eingehender  besprechen. 

§.  387. 

Die  Collineation  einer  Fläche  S  zweiten  Grades  mit 
einer  Kugel  Sq  dient  gleichzeitig  auch  als  Merkmal  oder  Kenn- 
ijeichen  für  die  verschiedenen  Arten  der  dreiachsigen  Fläche  zweiten 
Grades. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  die  Gegenebene  Ge  habe  mit  der 
Kugel  /S„  keine  reellen  Punkte  gemein.  Diesfalls  wird  natürlich 
die  Fläche  S,  welche  der  Kugel  /S^  collinear  ist,  keine  reellen  unendlich 
fernen  Punkte  besitzen,  sie  wird  eine  in  endlicher  Entfernung  liegende, 
vollkommen  geschlossene  Fläche  darstellen,  die  von  einer  jeden,  wie 
immer  liegenden  Ebene  nur  in  geschlossenen  Kegelschnitten, 
d.  h.  in  Ellipsen,  aber  von  keiner  Ebene  in  einer  Hyperbel  oder 
Parabel  geschnitten  werden  kann. 

Diese  Fläche  wird  deshalb  das  „dreiachsige  Ellipsoid" 
genannt. 

Setzen  wir  hingegen  voraus,  dass  die  Gegenebene  Ge  die  Kugel 
JSq  in    einem   reellen    Kreise    x    schneide.     Diesem  Kreise    wird 
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offenbar  eine  Curve  zweiten  Grades  in  unendlicher  Entfernung 
collinear  entsprechen,  welche  auch  der  Fläche  S  angehört. 

Eine  solche  Fläche  S,  die  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  kann 
von  Ebenen  in  allen  drei  Gattungen  von  Kegelschnitten  geschnitten 
werden.  Je  nachdem  nämlich  irgend  eine  Ebene  Eq  die  Kugel  8^  in 
einem  Kreise  K^  schneidet,  welcher  den  Kreis  z  in  der  Gegenebene  Ge 
in  keinen  reellen  Punkten,  in  zwei  reellen  und  getrennten 
Punkten,  oder  endlich  in  zwei  reellen  und  zusammenfallenden 
Punkten  trifft,  wird  die  der  obgenannten  Ebene  Eq  collinear  ent- 
sprechende Ebene  E  die  Fläche  S  in  einem  Kegelschnitte  K 
treffen,  der  entweder  keine  reellen,  oder  zwei  getrennte  reelle,  oder 
endlich  zwei  zusammenfallende  reelle  unendlich  ferne  Punkte  besitzt, 
also  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  darstellt. 

Eine  derartige  Fläche  zweiten  Grades  wird  ein  „ellip- 
tisches", „zweitheiliges  dreiachsiges",  oder  auch  „zwei- 
manteliges  dreiachsiges  Hyperboloid"  genannt. 

§.  388. 

Aus  der  CoUineation  mit  der  Kugel  S^  können  noch  einige 
wichtige  Eigenschaften  dieses  Hyperboloides  mit  Leichtigkeit  abgeleitet 
und  festgestellt  werden. 

Sei  /%  die  Kugel,  welche  von  der  Gegenebene  Ge  in  dem  reellen 
Kreise  k  geschnitten  wird,  und  sei  ferner  S  das  dieser  Kugel  collinear 
entsprechende  elliptische  Hyperboloid. 

Die  Kugel  Sq  wird  längs  des  Kreises  x  von  einem  Kreiskegel 
2Jf^  berührt,  dessen  Scheitel  M^^  der  Pol  der  Gegenebene  Ge  in  Bezug 
auf  die  Kugel  Sq  ist. 

Nachdem  nun  bekanntlich  die  harmonischen  und  folglich 
auch  die  polaren  Eigenschaften  geometrischer  Gebilde 
durch  collineare  Transformation  erhalten  bleiben,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  der  dem  Punkte  M^  collinear  entsprechende  Punkt 
M  der  Pol  jener  Ebene  sein  müsse,  welche  der  Polarebene  (Gegen- 
ebene) Ge  collinear  entspricht. 

Besagte  Ebene  ist  aber,  der  Voraussetzung  gemäß,  die  unendlich 
ferne  Ebene.  Der  dem  Punkte  M^  collinear  entsprechende  Punkt  M 
muss  daher,  als  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Fläche  S,  den  Mittelpunkt  der  Fläche  darstellen. 

Dem  Kegel  Uq  ,  welcher  der  Kugel  Sq  aus  dem  Punkte  3Iq,  also 
längs  des  Kreises  x,  umschrieben  ist,  wird  ein  Kegel  U  entsprechen, 
welcher  seinen   Scheitel  im  Mittelpunkte   M  der  Fläche  S   hat,  und 
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die  letztere  in  dem  dem  Kreise  z  entsprechenden  Kegelschnitte,  d.  h. 
in  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte  berührt. 

Dieser  Kegel  wird  daher  der  „Asymptotenkegel'*  des  ellip- 
tischen Hyperboloides   genannt.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

369.  ^^Das  elliptische  Hyperholoid  besitzt  einen  Asymptotenhegel ^ 
d,  li.  einen  längs  der  unendlich  fernen  Curve  der  Flüche  berührenden 
Kegel  y  ivelcher  vom  moeiten  Grade  ist  und  seinen  Scheitel  im  Mittel- 
punlde  der  Fläche  hat}^ 

§.  389. 

Eigenschaften    des  Asymptotenkegels  für  dreiachsige  Flächen  zweiten 

Grades. 

Auf  Grund  unserer  bisherigen  Erörterungen  werden  sich  nun 
unschwer  einige  wichtige  Eigenscüaften  dieses  Kegels  ergeben. 

Denken  wir  uns  diesbezüglich  durch  den  Scheitel  M^  des 
Kegels  Zq  eine  beliebige  Ebene  Fq  gelegt,  welche  die  Kugel  S^  in 
einem  Kreise  K^  schneiden  möge. 

Der  Kegel  27^  wird  von  dieser  Ebene  P^  offenbar  in  zwei  Erzeu- 
genden 6^^  und  6q^  geschnitten,  welche  den  Kreis  K^  in  jenen  beiden 
Punkten  dCq  und  ß^^  treffen,  die  gleichzeitig  dem  Kreise  %  in  der 
Ebene  Ge  angehören.  Der  Ebene  P^  wird  sodann  collinear  eine  durch 
den  Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides  gehende  Ebene  P  entsprechen, 
welche  diese  Fläche  in  einem  Kegelschnitte  K  schneiden  wird,  der 
dem  Kreise  K^^  collinear  ist. 

Den  beiden  Kegelerzeugenden  a^^  und  c?^'^  entsprechen  die  Er- 
zeugenden <?j  und  0*2,  in  welchen  die  Ebene  P  den  Asymptotenkegel  Z 
des  Hyperboloides  schneidet.  Nachdem  aber  c?^^  und  6^^  den  Kegel- 
schnitt Kq  in  den  Punkten  a^  und  ß^  berühren,  müssen  auch  die 
Geraden  0^  und  (?„  mit  dem  Kegelschnitte  K  in  den  den  Punkten  % 
und  ß^  entsprechenden  unendlich  fernen  Punkten  a  und  ß  eine  Be- 
rührung eingehen,  werden  also  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes  K 
darstellen.     Hiermit  folgt  der  Satz: 

370.  ^.^  Irgend  eine  durch  den  Mittelpunkt  eines  elliptischen 
Hyperboloides  gehende  Ebene  schneidet  diese  Fläche  in  einem  Kegel- 
schnitte, dessen  Asymptoten  diejenigen  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
hegels sind,  welche  in  der  schneidenden  Ebene    liegen.^ 

Aus  den  gepflogenen  Erörterungen  ist  gleichzeitig  zu  entnehmen, 
dass  das  elliptische  Hyperboloid  aus  zwei  gegen  den  Mittel- 
punkt symmetrisch  gelegenen,  sich  ins  Unendliche  er- 
streckenden Flächenmänteln    besteht,    welche  von   den  beiden 
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Mänteln  des  Asymptotenkegels  umschlossen  werden.  Daher  auch  die 
Benennung  der  Fläche  als  „zweitheiliges  oder  zweimanteliges 
Hyperboloid"    gerechtfertigt  erscheint. 

§.  390. 

Sei  g  eine  beliebige  Gerade,  welche  das  elliptische  Hyperboloid 
in  den  beiden  Punkten  a  und  &,  und  den  Asymptotenkegel  desselben 
in  den  Punkten  a  und  ß  schneiden  möge. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  g  und  durch  den  Mittelpunkt  M 
des  Hyperboloides  eine  Ebene  P,  so  schneidet  diese  das  Hyperboloid 
in  einer  durch  die  Punkte  a  und  h  gehenden  Hyperbel  und  den  Asymp- 
totenkegel in  zwei  durch  a  beziehungsweise  ß  gehenden  Erzeugenden, 
welche,  dem  vorstehenden  Satze  gemäß,  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
K  sein  werden. 

Nach  einem  bekannten,  die  Hyperbel  betreffenden  Satze  sind  die 
Stücke  aa  und  hß  der  Geraden  g^  welche  zwischen  dieser  und  ihren 
Asymptoten  liegen,  einander  gleich.  Wir  erhalten  demgemäß  den  Satz: 

371,  j,Die  Stücke  einer  helieiigen  Geraden ,  welche  ^ivischen 
einem  elliptischen  Hyperholoide  und  dessen  Asymptotenkegel  liegen, 
sind  stets  einander  gleich.''^ 

§.  391. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  führt  zu  wichtigen  Folgerungen. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  beliebige  Ebene  P,  welche  das  ellip- 
tische Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  K,  und  den  Asymptoten- 
kegel in  einem  Kegelschnitte  K*  schneiden  möge. 

Der  Mittelpunkt  des  erstgenannten  Kegelschnittes  (K)  sei  M. 
Ziehen  wir  durch  M  in  der  schneidenden  Ebene  P  eine  beliebige 
Gerade  g,  welche  K  in  den  Punkten  a  und  &,  den  Kegelschnitt  X' 
dagegen  in  den  Punkten  a  und  ß  schneiden  möge  ,  so  ist  einerseits 
Ma  =  Ml  und  andererseits,  nach  dem  vorstehenden  Satze,  aa  =  bß, 
mithin  auch: 

Ma  =  Mß. 

Da  dasselbe  von  jeder  Geraden  ^,  welche  in  der  Ebene  P  durch 
den  Punkt  M  gezogen  wird,  gilt,  so  folgt  unmittelbar,  dass  M  auch* 
der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K'  sei  und  dass  mithin  die  beiden 
Kegelschnitte  K  und  Z"'  concentrisch ,  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  sind,  oder  mit  einem  Worte:  zwei  „homotheti  sehe" 
Kegelschnitte  darstellen. 
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Ist  demnach  der  eine  von  ihnen  eine  Hyperbel,  so  ist  es  auch 
der  andere,  und  werden  überdies  den  beiden  Hyperbeln  dieselben 
Asymptoten  zukommen.  Ist  einer  der  Kegelschnitte  eine  Parabel,  so 
ist  es  auch  der  andere,  und  wird  die  letztere  eine  mit  der  ersteren 
coaxiale  Parabel  darstellen.     Mithin  besteht  der  Satz: 

872.  y,Eine  beliebige  Ebene  schneidet  ein  elliptisches  Hyperboloid 
und  dessen  Asymptoten'kegel    stets  in   homothetischen  Kegelschnitten.'^ 

§.  392. 

Denkt  man  sich  die  Ebene  P  parallel  zu  sich  selbst  verschoben, 
so  durchläuft  der  den  Kegelschnitten  K  und  K^  gemeinschaftliche 
Mittelpunkt  (nach  Satz  434,  Band  II)  eine  Gerade,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  geht  und  den  der  Schar  paralleler 
Ebenen  conjugierten  Durchmesser  darstellt. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  491,  Band  II)  ist  aber  die  nämliche 
Gerade  auch  der  derselben  Parallelschar  schneidender  Ebenen  con- 
jugierte  Durchmesser  des  Asymptotenkegels. 

Nachdem  das  Gleiche  offenbar  von  jeder  Lage  der  schneidenden 
Ebene  P  gilt,  ist  unschwer  zuerkennen,  dass  das  System  der  con- 
jugierten Durchmesser  des  Asymptotenkegels  mit  jenem  des 
Hyperboloides  identisch  ist,  dass  also  insbesondere  auch  das  ellip- 
tische Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel  dieselben  Haupt- 
achsen und  dieselben  Hauptebenen  besitzen.  Dieses  Ergebnis 
liefert  sofort  den  Satz: 

878.  ^Irgend  drei  conjugierte  Durchmesser  eines  elliptischen 
Hyperboloides  sind  gleichzeitig  auch  drei  conjugierte  Durchmesser 
seines  Äsymptotenlcegels.  Insbesondere  haben  das  Hyperboloid  und 
dessen  Asymptoten'kegel  gemeinschaftliche  Hauptachsen  und  gemein- 
schaftliche Hauptebenen.^^ 

§.  393, 

Aus  dem  Satze  371)  folgt  noch  ein  leicht  zu  ermittelnder 
Specialsatz. 

Ist  nämlich  g  eine  Tangente  des  Hyperboloides  in  einem 
Punkte  a,  so  fallen  selbstverständlich  die  beiden  Schnittpunkte  a  und 
"b  der  Geraden  g  mit  der  Fläche  in  diesem  Berührungspunkte  a  zu- 
sammen. Bezeichneter  Punkt  a  halbiert  demgemäß  (nach  Satz  371) 
die  Strecke  der  Geraden  g  innerhalb  des  Asymptotenkegels. 

Berührt  nun  irgend  eine  Ebene  Ta  das  Hyperboloid  in  einem 
Punkte  a  und  schneidet  dieselbe  den  Asymptotenkegel  in  einem  Kegel- 


365 

schnitte  K\  so  gilt  das  eben  Gesagte  von  allen  durch  a  in  der  Ebene 
Ta  gezogenen  Geraden  ^,  d.  h.  der  Berührungspunkt  a  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes  K,    Hiernach  besteht  der  Satz: 

574.  ^Jede  BerüJirehene  eines  elliptischen  Hyperboloides  schneidet 
den  demselben  entsprechenden  Asymptotenhegel  in  einem  Kegelschnitte, 
dessen  Mittelpunkt  der  Berührungspimht  dieser  Ebene  mit  dem  Hyper- 
boloide ist.^ 

Berücksichtigt  man  übrigens,  dass  der  Berührungspunkt  als 
unendlich  kleiner,  auf  einen  Punkt  reducierter  Schnitt  der  Fläche  mit 
einer  Ebene  betrachtet  werden  kann,  so  ist  klar,  dass  der  vorstehende 
Satz  auch  unmittelbar  als  eine  bloße  Folgerung  aus  dem  Satze  372) 
betrachtet  werden  könne. 

§.  394. 

Setzen  wir  endlich  den  besonderen  Fall  voraus,  dass  die  Kugel 
S(,  von  der  Gegenebene  Ge  in  einem  Punkte  u^^  berührt  werde  und 
untersuchen  wir  den  Charakter  der  derselben  collinear  ent- 
sprechenden Fläche  S  zweiten  Grades. 

Besagte  Fläche  wird  von  der  unendlich  fernen  (der  Gegenebene 
Ge  collinear  entsprechenden)  Ebene  in  einem  Punkte  u  berührt,  welcher 
collinear  dem  Punkte  Uq  entspricht  und  daher  der  unendlich  ferne 
Punkt  des  Collineationsstrahles  0%  ist. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Fläche  S  durch  eine  beliebige 
Ebene  E  nach  einen  Kegelschnitt  K  geschnitten.  Dieser  Kegelschnitt 
wird,  bei  allgemeiner  Lage  der  Ebene  E,  stets  eine  Ellipse  sein. 
Denn  der  Ebene  E  wird  collinear  eine  Ebene  Eq  entsprechen,  welche 
nicht  durch  den  Punkt  %  geht  und  infolge  dessen  die  Kugel  Sq  in 
einem  Kreise  Kq  schneiden  wird,  welcher  keine  reellen  Punkte  mit 
der  Gegenebene  gemein  hat.  Die  natürliche  Folge  hiervon  ist,  dass 
auch  der  diesem  Kreise  Kq  entsprechende  Kegelschnitt  keine  reellen 
unendlich  fernen  Punkte  besitzen  und  mithin  eine  Ellipse 
repräsentieren  wird. 

Hyperbeln  können  überhaupt  auf  der  Fläche  S  nicht  existieren, 
da  diese  von  der  unendlich  fernen  Ebene  in  einem  Punkte  berührt 
wird  und  daher  keine  getrennten  reellen  Punkte  der  Fläche  in 
unendlicher  Entfernung  vorhanden  sind. 

Enthält  endlich  die  schneidende  Ebene  P  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Fläche  S,  d.  h.  ist  dieselbe  zu  einer  gewissen  Geraden  (bei- 
spielsweise etwa  zu  dem  Collineationsstrahle  Cuq)  parallel,  so  schneidet 
sie  die  Fläche  S  in  einem  Kegelschnitte  K^  der  einen  unendlich 
fernen  Punkt  it  besitzt  und  in  demselben  von  der  Schnittgeraden  der 
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Ebene  F  mit  der  unendlich  fernen  Ebene,  d.  i.  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  schneidenden  Ebene  P  berührt  wird.  Besagter 
Kegelschnitt  K  wird  mithin  eine  Parabel  sein. 

Die  so  entstandene  Fläche  besteht  demnach  aus  einem  einzigen 
sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Mantel  und  wird  das  „elliptische 
Paraboloid"  genannt. 

Dasselbe  enthält  im  allgemeinen  nur  Ellipsen,  im  beson- 
deren dagegen,  d.  h.  in  Ebenen,  welche  zu  einer  bestimmten  Richtung 
parallel  sind,  Parabeln,  nie  aber  Hyperbeln. 

Die  Ebene  Ge  berührt  die  Kugel  S^  in  dem  Paukte  tf^;  sie  ist 
also  auch  die  Polarebene  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Kugel  S,. 

Nachdem  aber,  wie  bereits  bekannt,  Polarbeziehungen  durch 
collineare  Transformation  nicht  geändert  werden,  so 
wird  auch  der  dem  Punkte  u^  collinear  entsprechende  Punkt  u  der 
Pol  derjenigen  Ebene  sein,  welche  der  Gegenebene  Ge  collinear  ent- 
spricht. Da  aber  die  letzterwähnte  Ebene  die  unendlich  ferne 
Ebene  ist,  so  muss  der  Punkt  u  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des 
Paraboloides  sein. 

Das  elliptische  Paraboloid  hat  mithin  einen  unendlich 
fernen  Mittelpunkt  und  ist  daher  keine  centrische  Fläche 
zweiten  Grades. 

Jede  durch  den  obgenannten  Mittelpunkt  gehende  Gerade,  d.  h, 
jede  zu  dem  Collineationsstrahle  Cu^  parallele  Gerade  ist  sodann  ein 
Durchmesser  der  Fläche,  und  jede  durch  u  gehende,  also  zu  Cuq 
parallele  Ebene  ist  eine  Durchmesserebene  des  Paraboloides. 

Jeder  Durchmesser  trifft  die  Fläche  nur  in  einem,  im  End- 
lichen gelegenen  Punkte,  und  jede  Durchmesserebene  schneidet,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  das   elliptische  Paraboloid  in  einer  Parabel. 

Unter  allen  diesen  parallelen  Durchmessern  des  Paraboloides  gibt 
es  einen,  welcher  eine  Achse  der  Fläche  darstellt. 

Dieser  Durchmesser  kann  anstandslos  aus  der  collinearen  Kugel 
/Sfl  abgeleitet  werden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Tangential- 
ebene in  Endpunkte  des  Durchmessers  auf  demselben  senkrecht  stehen 
müsse. 

Da  nämlich  alle  Durchmesser  zu  einander  und  zum  Collineations- 
strahle C%  parallel  sind,  so  ist  die  Stellung  der  fraglichen  Tangential- 
ebene vollkommen  bestimmt. 

Denken  wir  uns  durch  das  Collineationscentrum  C  eine  Ebene  r 
senkrecht  zum  Strahle  0%  geführt.    Diese  Ebene    möge  die   Gegen- 
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ebene  Ge  in  der  Geraden  q}Q  treffen.  Durch  diese  Gerade  kann  au 
die  Kugel  /S^,  außer  der  Gegenebene  Ge,  noch  eine  zweite  Berühr- 
ebene Tq  gelegt  werden,  welche  die  Kugel  Sq  im  Punkte  Ä^  berühren 
und  die  Collineationsebene  Ce  in  der  zu  g)^  parallelen  Geraden  ö 
schneiden  mag.  Dieser  Ebene  T^  wird  collinear  eine  Ebene  T  ent- 
sprechen, welche  durch  die  Gerade  d  parallel  zur  Ebene  r  geht,  also 
senkrecht  zu  den  Durchmessern  des  Paraboloides  ist  und  das  Para- 
boloid  in  dem  Punkte  Ä^  welcher  dem  Punkte  Ä^  der  Kugel  Sq  ent- 
spricht, berührt. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  der  der  Ebene  T  conjugierte  Durch- 
messer Au  auf  derselben  senkrecht  steht  und  daher  die  im  Endlichen 
liegende  Hauptachse  des  Paraboloides  darstellt. 

Irgend  eine  zu  Au  senkrechte  Ebene  wird  mithin  das  Paraboloid 
in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Achse  Au 
liegt.  Diese  letztere  bestimmt  mit  den  Achsen  der  Schnittellipse  zwei 
Ebenen,  welche  offenbar  zwei  Hauptebenen  des  Paraboloides  reprä- 
sentieren. 

Die  unendlich  fernen  Geraden  dieser  Ebenen  sind  die 
beiden  anderen  Hauptachsen  des  Paraboloides  und  die  unend- 
lich ferne  Ebene  selbst,  stellt  die  dritte  Hauptebene  dar. 
Der  Punkt  A,  in  welchem  die  Hauptachse  das  Paraboloid  trifft,  heißt 
der  „ScheiteP  des  elliptischen  Praboloides. 

§.  395. 

Parallel  zu  einer  Ebene  lässt  sich  an  ein  elliptisches  Paraboloid 
nur  eine  im  Endlichen  liegende  Berührebene  legen. 

Beachtet  man  nämlich,  dass  zwei  parallele  Ebenen  sich  in  einer 
unendlich  fernen  Geraden  schneiden,  so  ist  einleuchtend,  dass  durch 
irgend  eine  unendlich  ferne  Gerade  (also  parallel  zu  irgend  einer 
Ebene),  außer  der  unendlich  fernen  Tangentialebene,  nur  noch  eine 
Tangentialebene  gelegt  werden  kann. 

Ist  jedoch  die  gegebene  Ebene  parallel  zur  Achse  des  Para- 
boloides, d.  h.  geht  deren  unendlich  ferne  Gerade  durch  den  Berüh- 
rungspunkt des  Paraboloides  mit  der  unendlich  fernen  Ebene,  so  fallen 
beide  durch  diese  unendlich  ferne  Gerade  gehenden  Berührebenen  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen;  es  gibt  daher  keine  Berühr- 
ebene des  Paraboloides  in  endlicher  Entfernung,  welche  zu  der 
gegebenen  Ebene,  also  auch  zur  Achse  des  Paraboloides,  parallel  wäre. 
Es  besteht  mithin  der  Satz: 

375,  „Parallel  0u  einer  Ebene  kann  an  'das  elliptische  Para- 
boloid nur  eine  einzige  Berührebene  im  Endlichen  gelegt  werden.   Ist 
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insbesondere  die  gegebene  Ebene  parallel  ^ur  Achse  des  Paraboloides, 
so  gibt  es  Jceine  im  Endlichen  gelegene  su  ihr  parallele  Berührebene 
der  Fläche.''^ 

§.  396. 

Wir  wollen  nun  noch  einige  auf  die  Kr  eis  schnitte,  die 
Hauptachsen  und  die  Hauptebenen  bezüglichen  Eigen- 
schaften entwickeln,  welche  für  alle  dreiachsigen  Flächen 
zweiten  Grades,  mit  Ausnahme  der  windschiefen  Flächen,  Geltung 
haben. 

Sei  Sq  eine  Kugel,  welche  wir  für  ein  beliebiges  Collineations- 
centrum  C,  eine  willkürliche  Collineationsebene  und  Gegenebene  Ce 
beziehungsweise  Ge,  in  eine  Fläche  S  zweiten  Grades  transformieren. 

Dem  zur  Collineationsebene  Ge  senkrechten  Kugeldurchmesser  Z^ 
entspricht  derjenige  Durchmesser  Z  der  Fläche  aS,  welcher  den  zu  der 
Collineationsebene  parallelen  Kreisschnittsebenen  conjugiert  ist.  Den 
Endpunkten  A^  und  B^  des  Kugeldurchmessers  Z^  entsprechen  mit- 
hin die  Kreispunkte  A  und  B  auf  Z. 

Denken  wir  uns  der  Fläche  S  aus  einem  beliebigen  Punkte  27 
im  Räume,  einen  Kegel  umschrieben,  welcher  die  Collineationsebene 
Ce  in  einem  Kegelschnitte  y  treffen  möge. 

Die  beiden  Geraden  ZA  und  ÜB  schneiden  die  Collineations- 
ebene Ce  in  zwei  Punkten  /j  und  f^- 

Diesem  Kegel  entspricht  wieder  ein  Kegel,  welcher  der  Kugel  Sq 
umschrieben  ist,  dessen  Scheitel  2;^  dem  Punkte  ZI  collinear  entspricht, 
und  welcher  die  Collineationsebene  Ce  in  dem  nämlichen  Kegelschnitte  y 
schneiden  muss. 

Den  beiden  Geraden  ZA  und  ZB  entsprechen  jene  Geraden, 
welche  den  Kegelscheitel  Z^  mit  den  Endpunkten  A^  und  B^  des  zur 
Collineationsebene  senkrechten  Kugeldurchmessers  Z^  verbinden.  Be- 
sagte Geraden  müssen  die  Collineationsebene  Ce  gleichfalls  in  den- 
selben Punkten  f^  und  f^  treffen ,  in  welchen  die  Collineationsebene  Ce 
von  den  Geraden  ZA  und  ZB  getroffen  wurde.  Nach  dem  Dande- 
lin'schen  Satze  sind  die  Punkte  f^  und  f^  die  Brennpunkte  des 
Kegelschnittes  y. 

Denkt  man  sich  den  der  Fläche  S  aus  Z  umschriebenen  Kegel 
durch  irgend  eine  zur  Collineationsebene  Ce  parallele  Ebene  geschnitten, 
so  wird  der  sich  so  ergebende  Schnitt  mit  dem  Kegelschnitte  y  ähn- 
lich sein,  und  dessen  Brennpunkte  werden,  ebenfalls  aus  Gründen  der 
Ähnlichkeit,  auf  den  beiden  Geraden  f^Z  und  foZ  oder  ZA  und  ZB 
liegen  müssen. 
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Diese  Ergebnisse  zusammengefasst,  erhalten  wir  den  Satz  : 
376.  ^^Wird  einer  heliehigen ,  nicht  ivindschiefen  dreiachsigen 
Fläche  zweiten  Grades  aus  einem  heliebigen  Punkte  im  Baume  ein 
Kegel  umschrieben,  so  schneidet  eine  Ijelietige ,  zu  einer  Kreisebene 
.'parallele  Ebene  diesen  Kegel  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Brenn- 
punMe  die  Schnittpunkte  der  Kegelschnittsebene  mit  jenen  beiden  Ge- 
raden sind^  welche  den  Kegelscheitel  mit  den  der  genannten  Kreis- 
ebene  conjugierten  KreispunJden  verbinden."' 

Der  eben  angeführte  Satz  gilt  offenbar  für  alle  Gattungen 
der  nicht  windschiefen  dreiachsigen  Flächen  zweiten 
Grades,  da  bei  der  Ableitung  desselben  keine  besondere  Voraus- 
setzung über  die  Lage  der  Gegenebene  Ge  gemacht  wurde. 

§.  397. 

Bezüglich  des  elliptischen  Paraboloides  ist  noch  Nach- 
stehendes ergänzend  hinzuzufügen. 

Diese  Fläche  besitzt  im  Endlichen  nur  zwei  Kreispunkte, 
da  (nach  Satz  375)  zu  einer  beliebigen  Ebene,  also  auch  zu  jeder  der 
beiden  Kreisebenen  nur  eine  parallele  Berührebene  gelegt 
werden  kann.  Die  jeweilig  zweite  Berührebene  ist  die  unendlich 
ferne  Ebene  selbst;  es  sind  daher  zwei  Kreispunkte  im  un- 
endlich fernen  Punkte  des  Paraboloides   vereinigt. 

In  Anbetracht  des  vorstehenden  Satzes  tritt  demnach  in  dem 
Falle,  als  wir  das  Paraboloid  im  Auge  haben,  an  die  Stelle  der  einen 
von  den  beiden  vorgenannten  Geraden  2Ä  und  2B  der  durch  den 
Kegelscheitel  2"  gezogene  Durchmesser  des  Paraboloides,  während  die 
andere  den  Kegelscheitel  2  mit  dem  Kreispunkte  A  des  Paraboloides 
verbindet. 

§.  398. 

Sei  wieder  S^^  eine  Kugel,  S  die  ihr  entsprechende  Fläche  zweiten 
Grades,  A^B^  der  zur  Collineationsebene  Ce  senkrechte  Kugeldurch- 
messer, AB  der  demselben  collinear  entsprechende  Durchmesser  von 
S,  welcher  den  zur  Collineationsebene  parallelen  Kreisschnitten  von  S 
conjugiert  ist.  Es  sind  mithin  A  und  B  zwei  Nabelpunkte  der  Fläche  S. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  K  sei  ein  beliebiger  ebener  Schnitt 
der  Fläche  /S,  welchem  auf  der  Kugel  S^  der  Kreis  Kq  entsprechen  möge. 

Legen  wir  nun  durch  den  Kegelschnitt  K  einen  Kegel,  dessen 
Scheitel  einer  der  beiden  Kreispunkte  A  und  B,  etwa  der  Punkt  A  ist. 
Dieser  Kegel  wird  die  Collineationsebene  in  einem  gewissen  Kegel- 
schnitt y  schneiden,  den  wir  näher  untersuchen  wollen. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  IIT.  24 
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Dem  Kegel  (Ä^K)  wird  collinear  der  Kegel  (A^^.Kq)  entsprechen, 
und  muss  dieser  die  Collineationsebene  Ce  in  dem  nämlichen  Kegel- 
schnitte y,  wie  der  Kegel  (Ä^  K)  schneiden.  Nachdem  aber  die  Col- 
lineationsebene Ge  zur  Berührebene  der  Kugel  in  dem  Punkte  A^^  der 
Voraussetzung  nach  {A^^Bq  steht  senkrecht  zu  0«),  parallel  ist,  so  folgt 
aus  dem  Satze  189),  dass  ihr  Schnitt  y  mit  dem  Kegel  {Aq^K^)  ein 
Kreis  sein  müsse.  Es  wird  daher  auch  der  Kegel  {A,K)  von  jeder 
zur  Collineationsebene  parallelen  Ebene   in  einem  Kreise  geschnitten. 

Da  bei  der  vorstehenden  Ableitung  alle  Betrachtungen  unabhängig 
von  der  Lage  der  Gegenebene  Ge  geführt  wurden,  so  ist  es  offenbar 
ganz  gleichgiltig ,  ob  die  Fläche  ein  dreiachsiges  Ellipsoid,  Hyper- 
boloid oder  Paraboloid  sei,  und  es  gilt  daher  ganz  allgemein  für  die 
eben  genannten  Flächen  der  Satz: 

877.  j-fLegt  man  durch  einen  heliehigen  Kegelschnitt  auf  einer 
nicht  windschiefen  Fläche  einen  Kegel  ^  der  seinen  Scheitel  in  einem 
KreispimMe  der  Fläche  hcd^  so  wird  dieser  Kegel  von  allen  Ebenen, 
welche  zu  der  entsprechenden  Kreisebene  parallel  sind^  in  Kreisen 
geschnitten, " 

§.  399. 

Gleichzeitig  sei  an  dieser  Stelle  noch  beigefügt,  warum  die  vor- 
stehenden Sätze  für  die  windschiefen  Flächen  zweiten  Grades  keine 
Geltung  haben  können. 

Jede  Berührungsebene  einer  windschiefen  Fläche  zweiten  Grades 
schneidet  diese  letztgenannte  Fläche  bekanntlich  in  zwei  durch  den 
Berührungspunkt  a  gehenden  Erzeugenden.  Wäre  a  in  der  That  ein 
Kreispunkt  einer  solchen  Fläche,  so  müsste  dieselbe  von  der  betreffen- 
den Tangentialebene  in  zwei  durch  a  gehenden  Erzeugenden  geschnitten 
werden-  es  müsste  aber  auch  jede  zu  dieser  Tangentialebene  parallele 
Ebene  die  Fläche  in  einem  Kreise  schneiden,  was  offenbar  schon  des- 
wegen nicht  möglich  ist,  da  sich  diesfalls  als  Schnitt  eine  Hyperbel 
ergibt,  deren  Asymptoten  zu  jenen  zwei  Erzeugenden  parallel  sind. 
Daher  der  Satz: 

378.  jjEine  windschiefe  Fläche  zweiten  Grades  besüd  keine 
(reellen)  KreispunJcte,"" 

§.  400. 

Sei  F^  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades,  H  eine  ihrer 
Hauptebenen  und  K^  der  in  derselben  liegende  Hauptschnitt. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  a^  auf  der  Fläche  an  und 
bestimmen  wir  seine  Tangentialebene  T\,  welche  die  genannte  Haupt- 
ebene H  in  einer  Geraden  g  schneiden  möge. 
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Da  die  Hauptebene  H  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie  für  die 
Fläche  F^  ist,  so  wird  die  durch  die  Gerade  g  gelegte  zweite  Berühr- 
ebene T^a  der  Fläche  mit  der  ersten  Berührebene  T\,  in  Bezug  auf 
die  Hauptebene  H,  als  Symmetrieebene,  symmetrisch  liegen,  und  ebenso 
wird  ihr  Berührungspunkt  a^  symmetrisch  mit  a^  in  Bezug  auf  H  ge- 
legen sein,  d.  h.  die  Gerade  a^  a^  wird  auf  H  senkrecht  stehen. 

Die  Gerade  a^o^^  ist  aber  (nach  Satz  409,  Band  II)  die  Polare 
der  Geraden  g  in  Bezug  auf  die  Fläche  JP^;  es  wird  daher  (nach  Satz  413, 
Band  II)  die  Gerade  g  auch  die  Polare  des  Punktes  a^  (in  welchem 
a^a^  die  Hauptebene  H  schneidet)  in  Bezug  auf  den  Hauptschnitt 
Kh   sein  müssen. 

Nachdem  aber  a,  e^g  auf  der  Ebene  H  senkrecht  steht ,  so  stellt 
der  Punkt  a  die  orthogonale  Projection  des  Punktes  a^  (oder  a^)  auf 
diese  Hauptebene  dar.  Dies  ergibt  den  für  die  Construction  wich- 
tigen Satz: 

379.  ^^Die  Trace  einer  JBerührungsehene  einer  'beliebigen  Fläche 
zweiten  Grades  auf  der  Ebene  eines  ihrer  drei  Hauptschnitte  ist  die 
Polare  der  orthogonalen  Projection  des  Berührungspunktes  auf  diese 
Hauptebene    in  Besug  auf  den  in  derselben  liegenden  Hauptschnitt. '-^ 

In  der  vorstehenden  Ableitung  wurde  durchwegs  nur  von  den 
Polareigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades  überhaupt  Gebrauch 
gemacht,  wodurch  wir  zu  dem  Schlüsse  berechtigt  werden,  dass  der 
eben  entwickelte  Satz  für  alle  Flächen  zweiten  Grades,  einerlei  ob 
windschief  oder  nicht,  seine  Giltigkeit  behaupte. 

§.  401. 

Da  bei  einer  Kotationsfläche  zweiten  Grades  jede  durch  die 
ßotationsebene  gehende  Ebene,  d.  i.  jede  Meridianebene,  als  Haupt- 
ebene, und  der  entsprechende  Meridiankegelschnitt  als  Hauptschnitt 
betrachtet  werden  darf,  so  folgt  aus  dem  eben  aufgestellten  Satze 
sofort  der  nachstehende: 

380.  jjDie  Trace  einer  Berührebene  einer  Rotationsfläche  zweiten 
Grades  auf  einer  beliebigen  Meridianebene  ist  die  Polare  der  ortho- 
gonalen Projection  des  BerührungspunMes  auf  diese  Meridianebene 
in  Bezug  auf  den  in  ihr  liegenden  MeridianJcegelschnitt.'^ 

Endlich  folgt  noch  speciell  für  die  Kugel  der  Satz: 

381.  j^Die  Trace  der  Berührebene  einer  Kugel  auf  einer  be- 
liebigen Diametralebene  derselben  ist  die  Polare  der  orthogonalen  Pro- 
jection des  BerührungspunMes  auf  diese  Diametralebene  in  Bezug  auf 
den  in  der  letzteren  liegenden  größten  KugelJcreis."' 

24* 
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§.  402. 
Beziehung  der  Kreisebenen  zu  den  Aehsenebenen  einer  Fläche. 

Die  beiden  Kreisebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades  stehen 
zu  den  Achsenebenen  der  Fläche  in  einer  einfachen  Beziehung, 
welche  wir  hier  erörtern  wollen. 

Denken  wir  uns  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  eine  Ebene  E 
nach  einem  Kreise  geschnitten.  Da  es  bloß  zwei  Kreisscharen  gibt, 
so  ist  einleuchtend,  dass  dieselben  zu  einer  der  drei  Hauptachsen 
parallel  sein  müssen. 

Denn  es  wird  in  Bezug  auf  irgend  eine  der  drei  Hauptebenen 
H^^H^yH^^  beispielsweise  für  fij  als  Symmetrieebene,  der  Ebene  J5 
eine  symmetrische  Ebene  jB'  entsprechen,  welche  die  vorliegende  Fläche 
in  einem  mit  dem  ersten  Kreise  in  Bezug  auf  H^  symmetrischen 
Kreise  schneiden  wird. 

Die  beiden  Ebenen  E  und  E'  schneiden  sich  in  einer  Geraden  g 
der  Ebene  iZj,  von  welcher  Geraden  sich  unschwer  darthun  lässt,  dass 
sie  zu  einer  der  Hauptachsen  der  Fläche  parallel  läuft,  oder  was  das- 
selbe ist,  dass  die  beiden  Ebenen  E  und  jB'  auf  einer  Hauptebene 
senkrecht  stehen  müssen. 

Wäre  nämlich  letzteres  nicht  der  Fall,  sondern  wären  die  Ebenen 
E  und  JB'  gegen  alle  drei  Hauptebenen  geneigt,  so  würden  sich,  in 
Bezug  auf  die  beiden  Hauptebenen  11^  und  A3,  noch  vier  ver- 
schiedene symmetrische  Lagen  von  Kreisschnitten  ergeben  müssen,  was 
offenbar  unmöglich  ist. 

Die  beiden  Kreisebenen,  d.  s.  die  durch  den  Mittelpunkt  der 
Fläche  gehenden  Kreisschnittsebenen,  müssen  daher  eine  Achse  der 
Fläche  enthalten  und  in  Bezug  auf  die  beiden  durch  diese  Achse 
gehenden  Hauptebenen,  symmetrisch  liegen.  Außerdem  findet  man 
leicht,  dass  diese  Achse  die  mittlere  Achse  sein  müsse.  Dieselbe 
repräsentiert  Dämlich  einen  Durchmesser  des  Kreises.  Wäre  es  allen- 
falls die  kleine  Achse,  so  würde  sich  kein  zweiter  ihr  gleicher  Durch- 
messer der  Fläche,  also  auch  kein  Durchmesser  des  Kreises  ergeben. 
Wäre  es  dagegen,  im  Falle  des  Ellipsoides,  die  große  Achse,  so  sind 
wieder  umgekehrt  alle  anderen  Durchmesser  der  Fläche  kleiner  und 
es  wird  sich  somit  abermals  kein  Kreis  ergeben  können.  Wir  ge- 
langen demnach  zu  dem  Satze: 

382.  „Die  beiden  Kreisebenen  einer  Fläche  0 weiten  Grades  gehen 
durch  die  mittlere  Achse  der  Fläche  und  sind  symmetrisch  in  Be^ug 
auf  die  beiden  durch  diese  Achse  gehenden  Hauptebenen  der  Fläche 
als  Symmetrieebenen.'''' 
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Für  das  elliptische  Paraboloid  werden  wir  die  Kreisscbnitte 
in  späterer  Folge  besonders  betrachten. 

§.  403. 
Schließlich  sei  noch  der  nachstehende  Satz  bewiesen: 
383.    j^Jede    dreiachsige    Fläche   zweiten    Grades   Jcann  —  iuit 
Ausnahme  des  hyperbolischen  Faraholoides  —  orthogonal  affin  in  eine 
Botationsfläche  zweiten  Grades  transformiert  tverden. 

Setzen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  die 
gegebene  Fläche  als  ein  dreiachsiges   Ellipsoid  voraus. 

Die  große  Achse  (EF,  ET)  (Taf.  XIV,  Fig.  81)  denken  wir 
uns  horizontalprojicierend,  die  kleine  Achse  ((7D,  C'D')  verticalpro- 
jicierend  und  folglich  die  mittlere  Achse  {AB,  A^ B')  parallel  zur 
Grundlinie,  Infolge  dieser  Annahme  sind  die  drei  Hauptebenen 
{AB,  FF),  {AB,  CD),  {CD,  EF)  beziehungsweise  zu  der  verticalen- 
der  horizontalen-  und  der  Kreuzriss-Projectionsebene  parallel. 

Wählen  wir  eine  von  den  drei  Hauptebenen,  etwa  die  zur  ver- 
ticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  a^,  welche  die  Achsen  AB 
und  EF  enthält,  als  Affinitätsebene. 

Die  Affinität  sei  eine  orthogonale,  d.  h.  die  Affinitätsstrahlen 
mögen  senkrecht  auf  der  Affinitätsebene,  also  verticalprojicierend  sein. 

A  Ti 

Als  Modul  der  Affinität  nehmen  wir  das  Achsenverhältnis 
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der  in  der  horizontalen  Hauptebene  liegenden  Ellipse  (K,  Ä')  an. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  jede  Ellipse,  welche  dasselbe  Achsen- 
verhältnis besitzt  und  mit  ihrer  großen  Achse  in  der  Ebene  su  liegt, 
während  ihre  Ebene  auf  der  letztgenannten  Ebene  senkrecht  steht, 
affin  in  einen  Kreis  übergeht. 

Dies  gilt  im  vorliegenden  Falle  von  allen  Ellipsenschnitten  der 
Fläche  mit  horizontalen  Ebenen,  da  diese  mit  der  Hauptellipse  (Ä",  Z"') 
ähnlich  sind  und  ihre  großen  Achsen  in  der  Ebene  Sh  haben.  Die 
besagte  Fläche  wird  daher  durch  Transformation  in  eine  Fläche  über- 
führt, deren  zur  Achse  EF  senkrechten  Schnitte  Kreise  sind.  Die 
Fläche  wird  also  in  eine  Eotationsfläche  übergehen. 

Der  Kegelschnitt  {ABEF)  in  der  Hauptebene  Sh  bleibt,  da 
diese  die  Affinitätsebene  repräsentiert,  unverändert;  derselbe  stellt 
somit  einen  Meridian  der  Eotationsfläche  dar. 

Noch  wäre  die  folgende,  für  durchzuführende  Constructionen 
nicht  unwichtige  Bemerkung  anzuschließen. 
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Ist  auf  der  Fläche  zweiten  Grades  irgend  eine  Curve  gezeichnet, 
so  übergeht  dieselbe  in  eine  Curve  auf  der  Eotationsfläche ,  wenn  sie 
auf  gleiche  Weise  wie  die  Fläche  selbst  affin  transformiert  wird. 

Die  ursprüngliche  und  die  transformierte  Curve  liegen  sodann 
auf  einem  Cylinder,  dessen  Erzeugenden  die  Affinitätsstrahlen  sind, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Affinitätsebene  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallel  sei,  sind  diese  Affinitätsstrahlen,  mithin 
auch  der  Cylinder  verticalprojicierend,  woraus  folgt,  dass  die  ursprüng- 
liche und  die  transformierte  Curve  dieselbe  Verticalpro- 
j  ection  besitzen. 

Beachtet  man,  dass  durch  affine  Transformation  projectivische 
Eigenschaften  der  transformierten  Gebilde  erhalten  bleiben,  dass  ferner 
parallele  Gerade  und  Ebenen  durch  affine  Transformation  wieder  in 
parallele  Gerade  und  Ebenen,  sowie  endlich  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Kegelschnitte  wieder  in  solche  übergehen,  so  ist  mit  Kück- 
sicht  auf  Satz  383)  einleuchtend,  dass  der  größte  Theil  der  vorher 
für  die  Rotationsflächen  zweiten  Grades  entwickelten  Eigen- 
schaften und  Sätze  entweder  unmittelbar  oder  doch  nur  mit  einer  ent- 
sprechenden Änderung  des  Wortlautes  auch  für  die  dreiachsigen 
Flächen  zweiten  Grades  als  giltig  angenommen  werden  können. 

So  wird  beispielsweise  der  Satz  343)  in  den  folgenden  über- 
gehen: 

383b.  „Die  orthogonale  Frojection  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes 
eines  elliptischen  Paraboloides  auf  eine  zur  Achse  senkrechte  Ebene 
ist  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  mit  dem  in  dieser  Ebene  liegenden 
Hauptschnitte.^^ 

Im  Satze  383)  wurde  hervorgehoben,  dass  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  in  keine  Rotationsfläche  affin  verwandelt  werden  könne. 
Dies  ist  leicht  einzusehen.  Soll  nämlich  eine  Fläche  zweiten  Grades 
in  eine  Rotationsfläche  affin  verwandelt  werden  können,  so  müssen  auf 
derselben  Ellipsen  existieren,  da  nur  diese  in  Kreise  affin  zu  trans- 
formieren ermöglicht  ist. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  enthält  jedoch  keine  Ellipsen, 
sondern  nur  Hyperbeln  und  Parabeln,  und  ist  somit  von  einer  der- 
artigen affinen  Transformation  ausgeschlossen. 
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XXIII.  Capitel. 

Constructionen  und  graphische  Aufgaben  die  Flächen  zweiten 
Grades  betreffend. 

§.  404. 

Wir  beginnen  auch  diesfalls  mit  dem  Einfachsten,  um,  auf  dieses 
gestützt,  das  Umständlichere  resp.  Schwierigere  mit  umso  größerer 
Leichtigkeit  und  Sicherheit  zur  Lösung  und  Durchführung  bringen  zu 
können. 

60,  Aufgabe,  Eine  Kugel  ist  durch  ihren  Radius  und  durch  die 
orthogonalen  Projectionen  ihres  Mittelpunktes  gegeben;  es  ist  die 
besagte  Fläche  darzustellen,  d.  h.  ihre  verticale  und  horizontale 
Contour  zu  construieren ;  ferner  ist  die  eine  Projection  eines  Punktes 
auf  der  Kugel  gegeben  und  die  zweite  Projection  dieses  Punktes  zu 
bestimmen. 

Die  verticale  Contour  der  Kugel  ist  der  Schnitt  der  verticalen 
Projectionsebene  mit  dem  der  Kugel  umschriebenen  verticalprojicierenden 
Cy linder.  Jeder  der  Kugel  umschriebene  Cylinder  ist  aber  (nach 
Satz  131)  ein  Kotationscylinder,  dessen  Achse  durch  den  Kugelmittel- 
punkt geht  und  dessen  senkrechter  Querschnitt  einem  größten  Kugel- 
kreise congruent  ist. 

Da  der  Cylinder  im  vorliegenden  Falle  verticalprojicierend  ist, 
so  wird  dessen  Schnitt  mit  der  verticalen  Projectionsebene,  d.  L  die 
gesuchte  Contour,  unmittelbar  ein  solcher  Kreis  sein.  Der  Mittelpunkt 
des  besagten  Kreises  ist  der  verticale  Durchstoßpunkt  der  Cylinder- 
achse,  also  identisch  mit  der  orthogonalen  Projection  0  (Taf.  XIV, 
Fig.  82)  des  Kugelmittelpunktes,  und  da  der  oberwähnte  Kreis  einem 
größten  Kugelkreise  congruent  sein  soll,  so  wird  als  der  verlangte 
Kreis  K  derjenige  erhalten,  welcher  aus  0  als  Mittelpunkt  mit  dem 
gegebenen  Kugelradius  beschrieben  wird. 

Beachten  wir  ferner,  dass  der  der  Kugel  umschriebene  vertical- 
projicierende  Cylinder  die  letztere  in  einem  größten  Kugelkreise  be- 
rührt, dessen  Ebene  die  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehende  zu  den 
Cylindererzeugenden  senkrechte,  also  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Ebene  8^  ist,  so  ist  unschwer  einzusehen,  dass  die  verticale 
Contour  gleichzeitig  die  Projection  dieses  Kugelkreises  ist.  Die  hori- 
zontale Projection  K^  dieses  Kreises  (X,  K')  fällt  in  die  Gerade  tu  als 
Trace  der  vorerwähnten  Ebene. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  die  horizontale  Contour  der  Kugel 
als  der  Kreis  K\,    welcher    aus  dem  Punkte  0'  als  Mittelpunkt  mit 
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dem  Kugelradius  beschrieben  wird.  Dieser  Kreis  K\  ist  gleichzeitig 
die  horizontale  Projection  des  zur  horizontalen  Projectionsebene  paral- 
lelen Kugelkreises,  dessen  verticale  Projection  K^  in  die  durch  0 
parallel  zur  Grundlinie  gezogene  Gerade  ri^  fällt, 

Ist  weiters  a  die  verticale  Projection  irgend  eines 
Punktes  auf  der  Kugel  und  soll  die  horizontale  Projection  desselben 
bestimmt  werden,  so  kann  man  auf  zweifache  Weise  vorgehen. 

Wir  denken  uns  durch  diesen  Kugelpunkt  a  eine  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallele  Ebene  e  gelegt;  die  verticale  Trace 
dieser  Ebene  ist  die  Gerade  e^,  welche  durch  a  parallel  zur  Grund- 
linie gezogen  wird.  Diese  Ebene  e  schneidet  die  Kugel  in  einem  durch 
den  Punkt  a  gehenden  Kreis  (Z^,  X'„),  dessen  horizontale  Projection 
K^d  in  wahrer  Größe  erscheinen  wird.  Der  Mittelpunkt  (0,  0')  dieses 
Kreises  ist  der  Fußpunkt  des  vom  Kugelmittelpuukte  (0,  0')  auf  die 
Ebene  e^  gefällten  Perpendikels.  Die  horizontale  Projection  0'  des- 
selben fällt  daher  mit  der  horizontalen  Projection  0'  des  Kugelmittel- 
punktes zusammen. 

Der  gesuchte  Kreis  (Z^,  K'^)  schneidet  ferner  den  größten  Kugel- 
kreis {K,  K*)  in  zwei  Punkten  (a,  a')\  (/3,  /3'),  deren  horizontale  Pro- 
jectionen  a*  und  /i'  in  der  Geraden  su  liegen.  Durch  diese  Punkte  a' 
und  |3'  muss  offenbar  die  horizontale  Projection  Z'^  des  gesuchten 
Kreises  gehen.  Wie  leicht  einzusehen,  ist  dessen  Durchmesser  der 
Sehne  aß  gleich,  welcher  Umstand  selbstverständlich  die  diesbezügliche 
Construction  nur  noch  erleichtert. 

Die  horizontale  Projection  a'  des  gesuchten  Punktes  muss 
einerseits  auf  diesem  Kreise  K^^  liegen,  andererseits  sich  aber  auch 
auf  der  durch  a  zur  Grundlinie  senkrecht  gezogenen  Geraden  vor- 
finden. Diese  Gerade  schneidet  den  Kreis  K^^  in  den  zwei  Punkten 
a'  und  a\ ;  es  können  demnach  sowohl  a  und  a\  als  auch  a  und 
a\  als  die  beiden  Projectionen  eines  Punktes  auf  der  Kngel  an- 
gesehen werden. 

Die  horizontale  Projection  a',  resp.  a\  des  Punktes  a  kann 
auch  folgendermaßen  abgeleitet  werden. 

Wir  zeichnen  einen  Kreis  K^^  welcher  0  zum  Mittelpunkte  hat 
und  durch  den  Punkt  a  geht.  Dieser  Kreis  ist  offenbar  die  verticale 
Projection  jenes  Kreises,  in  welchem  die  durch  den  Punkt  a  gelegte, 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  die  Kugel  schneidet. 
Die  Lage  dieser  Ebene  bestimmt  sich  höchst  einfach,  wenn  man  einen 
ihrer  Punkte  kennt.  Ein  solcher  Punkt  ist  bereits  der  Punkt  y,  in 
.welchem  der  Kreis  K.^  den  größten  Kugelkreis  {K^^  K\)  trifft.  Diesem 
Punkte  entsprechen  zwei  Horizontalprojectionen  y*  und  y\,  also  auch 
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zwei  Lagen  der  gesuchten  Ebenen.  Da  die  letzteren  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallel  sein  sollen,  so  sind  ihre  Horizontaltracen  die 
beziehungsweise  durch  y^  und  y\  zu  der  Grundlinie  xx  parallel  geführten 
Geraden  ph  und  n.  Die  gesuchten  Horizontalprojectionen  a'  und  a\ 
ergeben  sich  nun  unmittelbar  im  Schnitte  dieser  Tracen  mit  der  durch 
a  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden. 

§.  405. 

51.  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  einer  durch  den  Mittelpunkt 
und  Radius  gegebenen  Kugel  mit  einer  gegebenen  Ebene  zu  con- 
struieren,  d.  h.  es  sind  die  conjugierten  Durchmesser  oder  die  Achsen 
der  verticalen  und  horizontalen  Projection  dieses  Schnittes  (Kreises) 
zu  ermitteln. 

Seien  (0,  0')  (Taf.  XV,  Fig.  83)  die  beiden  Projectionen  des 
Kugelmittelpunktes,  K  die  verticale  und  K\  die  horizontale  Contour 
der  gegebenen  Kugel;   E.,Eh  stelle  die  schneidende  Ebene  dar. 

Der  Schnitt  dieser  Ebene  E  mit  der  Kugel  ist  ein  Kreis.  Zu- 
nächst ist  einleuchtend,  dass,  weil  die  Kugel  symmetrisch  in  Bezug 
auf  jede  ihrer  Durchmesserebenen  ist,  auch  ihr  Schnitt  mit  der  Ebene 
E„Eh  symmetrisch  sein  wird  in  Bezug  auf  jede  zu  der  schneidenden 
Ebene  senkrechten  Durchmesserebene  der  Kugel. 

Unter  allen  diesen  Durchmesserebenen  gibt  es  zwei,  welche  sich 
graphisch  am  leichtesten  darstellen  lassen;  es  sind  dies  die  beiden 
projicierenden  Durchmesserebenen.  Wir  wählen  im  vorliegenden  Falle 
die  horizontalprojicierende,  zur  Ebene  E„Eh  senkrechte  Durchmesser- 
ebene P.  Die  Horizontaltrace  Ph  derselben  geht  durch  0'  und  steht 
senkrecht  auf  Eh^  Diese  Ebene  ist,  wie  bereits  gesagt  wurde,  eine 
Symmetrieebene  des  Schnittkreises  der  Kugel  mit  der  Ebene 
EvEh'^  ihre  Schnittgerade  (?,  ?')  mit  der  Ebene  E^Ej,  wird  demgemäß 
einen  Durchmesser  des  gesuchten  Schnittes  darstellen. 

Besagter  Durchschnitt  (l,  V)  wird  am  einfachsten  folgendermaßen 
bestimmt.  Ein  Punkt  dieses  Schnittes  ist  unmittelbar  der  Schnitt- 
punkt (d,  d')  der  beiden  Tracen  Eh  und  Pä.  Ein  weiterer  Punkt 
desselben  wird  offenbar  der  Schnittpunkt  (<?,  ö')  des  horizontalprojicie- 
renden  Kugeldurchmessers  mit  der  Ebene  E^Eu  sein. 

Ist  auf  diese  Weise  der  Durchmesser  (?,  V)  des  Schnittkreises, 
als  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  {ß,  (J')  und  (er,  (?')  oder  als 
Verbindungslinie  von  {d,  d^)  mit  {v,  v^)  gefunden,  so  wird  es  sich  nur 
noch  darum  handeln,  die  Endpunkte  {a,  a')  und  (&,  &')  desselben  fest- 
zustellen.    Die  genannten  Punkte  sind  keine  anderen,  als  die  Schnitt- 
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punkte  der  Geraden  (l,  V)  mit  der  Kugel  {K,  K\).  Die  Ebene  P/,, 
welche  die  Gerade  (?,  V)  enthält,  schneidet  die  Kugel  in  einem  größten 
Kreise  {K^,  ^'.J,  welcher  (?,  V)  in  den  beiden  gesuchten  Punkten 
begegnen  wird. 

Um  die  bezeichneten  Punkte  graphisch  zu  bestimmen,  drehen 
wir  die  Ebene  Ph  sammt  der  Geraden  (l,  V)  und  dem  genannten 
größten  Kreise  (jST^,  K*^  um  die  Gerade  (0^,  0'(?')  in  eine  zur  Bild- 
ebene parallele  Lage.  Hierbei  ergibt  sich,  nach  vollbrachter  Drehung, 
als  die  Verticalprojection  des  Kreises  {K^,  K\)  der  Kreis  Kj  welcher 
die  verticale  Contour  der  Kugel  darstellt  Der  Punkt  ((?,  (?')  der  Ge- 
raden (?,  V)  bleibt  bei  der  Drehung  ungeändert,  während  der  Punkt 
(d\  d')  in  die  Lage  {d^,  d'^),  mithin  die  Gerade  (?,  V)  in  die  Lage 
(/jj,  PJ  gelangt,  wobei  Jq  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  a 
und  ^^^  repräsentiert.  Die  Gerade  l^^  schneidet  den  Kreis  K,  resp.  Z% 
in  zwei  Punkten  %  und  b^,  welche  in  die  Gerade  (?,  l')  zurückgedreht, 
die  Endpunkte  {a,  a')  und  (&,&')  des  gesuchten  Kreisdurch- 
messers ergeben.  Der  Halbierungspunkt  {m,m^)  der  Strecke  (a&,  a'6') 
ist  der  Mittelpunkt  des  Schnittkreises. 

Ebenso  einfach  wird  sich  ein  zweiter  Durchmesser  des  Schnitt- 
kreises  finden  lassen.  Wir  werden  diesfalls  den  zum  Durchmesser 
(l,  V)  senkrechten  Kreisdurchmesser  bestimmen.  Berücksichtigen  wir 
hierbei,  dass  der  Durchmesser  (?,  V)  zur  Horizontaltrace  Eh  senkrecht 
steht,  so  folgt  ohne  weiters,  dass  der  auf  demselben  senkrechte  Kreis- 
durchmesser {g,  g')  zur  Horizontaltrace  Eh  parallel  sein  müsse.  Die 
verticale  Projection  g  des  bezeichneten  Durchmessers  ist  demnach  die 
durch  m  gehende,  zur  Grundlinie  parallele  Gerade,  während  dessen 
horizontale  Projection  die  Gerade  g'  ist,  w^elche  durch  m*  parallel  zur 
Horizontaltrace  Eh  gezogen  werden  kann. 

Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers  (^,  ^')  kann  man  wieder  als 
die  Schnittpunkte  desselben  mit  der  Kugel  folgendermaßen  bestimmen. 
Die  durch  (^,  ^')  gelegte  horizontale  Ebene  ft«,  schneidet  nämlich  die 
Kugel ,  wie  bereits  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  gezeigt  wurde,  in 
einem  Kreise  {K^,  X'3),  dessen  Durchmesser  gleich  der  Sehne  aß  ist, 
welche  die  Gerade  g  oder  ^^  auf  der  verticalen  Contour  K  bestimmt^ 
während  dessen  horizontale  Projection  JS^'3  mit  deren  horizontalen 
Contour  K\  concentrisch  ist.  Dieser  Kreis  (Z3,  K*^  schneidet  die 
Gerade  {g^  g')  in  den  beiden  gesuchten  Punkten  (c,  &)  und  {d,  d'). 

Der  Schnittkreis  der  Ebene  E^Eh  mit  der  gegebenen  Kugel 
ist  sonach  dargestellt  durch  die  Projectionen  zweier  auf  einander  senk- 
recht stehender  Kreisdurchmesser  (a6,  a'&')  und  {cd,  & d').  Nach- 
dem wir  aber  bereits  wissen,  dass  die  Parallelprojectionen  rechtwink- 
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liger  Durchmesser  eines  Kreises  stets  coiijiigierte  Durchmesser  jener 
Ellipse  sind,  als  welche  sich  dieser  Kreis  projiciert,  so  werden  als 
natürliche  Folge  ab  und  cd  zwei  conjugierte  Durchmesser  der  verti- 
calen  Projection  des  Schnittkreises  und  ci'&',  c'c?',  welche  gleichzeitig 
auf  einander  senkrecht  stehen,  die  Achsen  jener  Ellipse  darstellen,  als 
welche  sich  der  Schnittkreis  horizontal  projiciert. 

Zu  bemerken  wäre  hierbei  noch,  dass,  weil  die  Verbindungs- 
gerade des  Kugelmittelpunktes  (0,  0')  mit  dem  Mittelpunkte  (m,  m') 
des  Schnittkreises  auf  der  Ebene  E^Eh  des  letzteren  senkrecht  steht, 
auch  Om  senkrecht  auf  Ev  und  O^m^  senkrecht  auf  Ej,  sein  müsse,  was 
diesfalls  bei  der  verticalen  Projection  gleichzeitig  als  Constructions- 
controle  dienen  kann. 


52  a.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Greraden  mit 
einer  gegebenen  Kugel  zu  construieren. 

a)  Erste  (allgemeine)  Methode  durch  ümlegung  der  Geraden  um 
ihre  Projection. 

Sei  {K,  K\)  (Taf.  XV,  Fig.  84)  die  gegebene  Kugel  und  (l,  V) 
die  gegebene  Gerade. 

Denken  wir  uns  durch  die  Gerade  (?,  V)  eine  horizontalprojicierende 
Ebene  P  gelegt,  deren  Horizontaltrace  Fu  natürlich  mit  der  Horizontal- 
projection  V  zusammenfällt.  Letztgenannte  Ebene  schneidet  die  Kugel 
in  einem  Kreise  K^j  welcher  die  Görade  (?,  V)  in  den  zu  bestimmen- 
den Punkten  treffen  wird.  Der  Mittelpunkt  {m,  m')  dieses  Kreises 
(iTo,  K\y)  liegt  auf  der  durch  den  Kugelmittelpunkt  (0,  0')  zur  Ebene 
P/i  senkrecht  gezogenen  Geraden  und  hat  daher  von  der  Horizontal- 
ebene den  nämlichen  Abstand  9,  wie  der  zugehörige  Kugelmittel- 
punkt (0,  0'). 

Der  Durchmesser  des  Kreises  (Zg,  K'^)  ist,  wie  bekannt,  jener 
Sehne  a'/3'  gleich,  welche  V  auf  der  horizontalen  Contour  K\  bestimmt. 
Legt  man  daher  den  Kreis  K^  um  V  oder  Fh  nach  K^^  in  die  Hori- 
zontalebene um,  so  gelangt  der  Mittelpunkt  (m,  m')  nach  m^,  wobei 
mQm'  =  nO=:Q  ist  und  auf  V  senkrecht  steht.  Der  Radius  des 
umgelegten  Schnittkreises  K^^  ist  durch  a'm'  =  ß'm'  dargestellt. 
Bringt  man  nun  auch  die  Gerade  (/,  Z')  durch  ümlegung  um  ihre 
Horizontalprojection  V  nach  l^^,  so  ergeben  sich  die  gesuchten  Punkte 
in  der  Umlegung  als  Schnittpunkte  a^,  und  &„  der  Geraden  ?„  mit  dem 
Kreise  ^%,  welche,  entsprechend  zurückgeführt,  in  {a,  a')  und  (?>,  b') 
dargestellt  erscheinen. 
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§.  407. 
52h.  Dieselbe  Aufgäbe.  Zweite  (besondere)  Methode. 

Die  gegebene  Kugel  sei  wieder  {K,  K\)  (Taf.  XV,  Fig.  85); 
die  gegebene  Gerade  sei  (?,  V).  Führen  wir  durch  die  Gerade  (?,  V) 
eine  verticalprojicierende  Ebene  P^,  so  wird  die  Kugel  in  einem  Kreise 
geschnitten. 

Legen  wir  durch  diesen  Kreis  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  der 
Endpunkt  {A,  A^)  des  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechten 
Kugeldurchmessers  ist,  so  schneidet  dieser  Kegel  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene (nach  Satz  189)  in  einem  Kreise  {K^^  jBT'o),  welcher  fol- 
gendermaßen  leicht  zu  bestimmen  ist. 

Die  Punkte  m  und  n,  in  welchen  l  die  verticale  Contour  K 
schneidet,  geben  mit  A  verbunden  die  verticalen  Contour-  oder  Um- 
risserzeugenden  des  Kegels;  dieselben  treffen  die  horizontale  Projec- 
tionsebene in  den  beiden  Punkten  (fi,ft')  und  {v,v')^  welche  bereits  einen 
Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  bestimmen.  Es  ist  einleuchtend, 
dass  die  Schnittpunkte  des  Kegels  {A^j  Kq)  mit  der  Geraden  (l,  V) 
identisch  sein  müssen  mit  den  Schnittpunkten  der  Geraden  (?,  V)  und 
der  gegebenen  Kugel,  da  dieselben  auf  dem,  den  beiden  Flächen  ge- 
meinschaftlichen Kreise  mn  liegen. 

Hiernach  sind  bloß  die  Schnittpunkte  von  (Z,  V)  mit  dem  Kegel 
{A^A*\K^  auf  die  bekannte  Weise  zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke 
bestimmen  wir  die  horizontale  Trace  V  der  durch  den  Kegelscheitel  {A,  A^) 
und  die  Gerade  (l,  V)  gelegten  Ebene.  Besagte  Trace  geht  offenbar 
durch  die  Horizontalspur  Qi^  h^)  von  (?,  V)  und  durch  die  Horizontal- 
spur {7C,7i^)  irgend  eines  von  {A,A^)  ausgehenden,  die  Gerade  {l^V)  in 
einem  Punkte  (j),  jp')  schneidenden  Strahles. 

Die  Ebene  {A^  l')  trifft  den  Kegel  (J.,  K^  in  zwei  Erzeugenden 
A^a'  und  4'/3',  welche  die  Gerade  (?,?')  in  den  beiden  Punkten  {a,a') 
und  (&,&')  treffen.  Die  so  erhalteneu  Punkte  sind  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  (Z,  V)  mit  dem  Kegel  {A,K^,  also  auch  jene,  der  Geraden 
(?,  V)  mit  der  gegebenen  Kugel. 

§.  408. 

62  c.  Aufgabe.  Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  Kugel 
sind  unter  der  besonderen  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass  die 
Gerade  einen  der  beiden  projicierenden  Kugeldurchmesser  schneidet 

Sei  {K,K\)  (Taf.  XV,  Fig.  86)  die  gegebene  Kugel  und  (?,?') 
die  gegebene  Gerade,    von  welcher  wir  voraussetzen  wollen,    dass  sie 
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den  horizontalprojicierenden  Kugeldurclimesser  (Z,  Z')  in  einem  Punkte 
(<?,(?')  schneiden  möge. 

Legen  wir  durch  die  Gerade  (?,  V)  eine  horizontalprojicierende 
Ebene  Ph,  so  ist  diese,  der  gemachten  Voraussetzung  gemäß,  gleich- 
zeitig eine  Diametralebene  der  Kugel,  und  wird  infolge  dessen  die 
letztere  in  einem  größten  Kugelkreise  schneiden,  dessen  Horizontal- 
projection  K^^  mit  der  Geraden  ?'  zusammenfällt.  Dieser  größte  Kugel- 
kreis wird  offenbar  die  Gerade  (?,  l')  in  den  gesuchten  Punkten  treffen. 

Denken  wir  uns,  um  diese  Punkte  mit  Bequemlichkeit  zu  con- 
struieren,  die  obgenannte  projicierende  Ebene  P  um  den  Kugeldurch- 
messer (Z^Z^)  in  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage 
gedreht,  so  wird  die  Verticalprojection  des  gleichzeitig  mit  gedrehten 
Kreises  K„  mit  dem  Contourkreise  K  zusammenfallen. 

Der  Punkt  (^,0  der  Geraden  (?,  V)  bleibt  als  Punkt  der  Drehungs- 
achse (Z,  Z')  ungeändert,  während  der  Punkt  {d^  6'),  d.  i.  die  Horizontal- 
spur von  (?,  V),  auf  Grund  einer  bekannten  Fundamentalconstruction,  nach 
(d^o,d'o)  gelangt.  Die  Gerade  d^ö  oder  l^  stellt  sodann  die  Verticalpro- 
jection  der  gedrehten  Geraden  l  dar.  Dieselbe  trifft  den  gedrehten  größten 
Kugelkreis  K\  =  K  in  zwei  Punkten  a^  und  h^ ,  welche  in  die  Gerade 
(?,?')  zurückgeführt,  die  gesuchten  Punkte  (a,  a')  und  (&,&')  ergeben. 

In  gleicher  Weise  könnte  man  auch  dann  verfahren ,  wenn  die 
Gerade  (1,1^)  den  verticalprojicierenden  Kugeldurchmesser  schneiden, 
oder  wenn  dieselbe  speciell  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen, 
also  selbst  einen  Kugeldurchmesser  repräsentieren  würde. 

§.  409. 

53.  Aufgabe.  An  eine  gegebene  Kugel  ist  in  einem  ihrer  Punkte 
eine  Tangentialebene  zu  legen. 

Die  gegebene  Kugel  (Taf.  XV,  Fig.  87)  sei  {K,K\)  und  (0,  0') 
der  Mittelpunkt  derselben.  Die  Verticalprojection  des  auf  der  Kugel 
gegebenen  Punktes  sei  a;  die  Horizontalprojection  a'  kann  nach  einer 
der  beiden  (in  Aufgabe  50)  angegebenen  Methoden   bestimmt  werden. 

Die  Berührungsebene  BvBh  der  Kugel  in  dem  Punkte  (a,  a') 
steht  (nach  Satz  124)  senkrecht  zu  dem  Kugeldurchmesser,  welcher 
durch  den  Punkt  (a,a')  geht,  d.  h.  senkrecht  zu  jener  Geraden  (5,s'), 
welche  (a,a')  mit  dem  Kugelmittelpunkte  (0^0')  verbindet.  Vor- 
stehende Aufgabe  ist  somit  auf  die  bekannte  Fundamentalaufgabe  zu- 
rückgeführt: Auf  eine  Gerade  (s,s')  in  einem  ihrer  Punkte 
{a,a')  eine  senkrechte  Ebene  B   zu  führen. 

Die  Tracen  dieser  Ebene  Bv  und  Bh  stehen  senkrecht  zu  den 
betreffenden  Projectionen  s  und  s'  der  Geraden.  Ein  Punkt  {v,v')  der 
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Verticaltrace  Bv    oder  ein  solcher  der  Horizontaltrace  Bh   kann    auf 
bekannte  Weise  gefunden  werden. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  man  die  beiden  durch  (a,  a')  ge- 
zogenen Geraden  (s,s')  und  {t,V)  auch  als  die  durch  den  betreffenden 
Punkt  geführten  Tangenten  an  die  Kugel  oder  beziehungsweise  an 
zwei  durch  {a,  a')  gehende  auf  der  Kugel  verzeichnete  Schnittcurven 
betrachten  und  B^  Bh  als  die  durch  diese  beiden  Tangenten  bestimmte 
Berührebene  ansehen  könne. 

§.  410. 

54.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  sind  die  möglichen 
Berührungsebenen  an  eine  gegebene  Kugel  zu  legen  und  sind  die 
Berührungspunkte  dieser  Ebenen  zu  ermitteln. 

Sei  (K,K\)  (Taf.  XV,  Fig.  88)  die  gegebene  Kugel,  {0,0') 
deren  Mittelpunkt,  und  (?,  V)  die<^  gegebene  Gerade. 

Denken  wir  uns  der  Kugel,  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden 
(?,  V),  einen  Cylinder  umschrieben,  so  werden  die  durch  (?,?')  an  diesen 
Cylinder  gelegten  Tangierungsebenen  auch  die  Kugel  in  zwei  Punkten 
der  entsprechenden  Berührungscurve  berühren,  und  mithin  gleichzeitig 
die  gesuchten  Berührebenen  an  die  Kugel  vorstellen. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  131)  ist  aber  die  Berührungs- 
curve einer  Kugel  mit  einem  derselben  umschriebenen  Cylinder  jener 
größte  Kreis,  in  welchem  die  zu  den  Cylindererzeugenden ,  also  auch 
zur  gegebenen  Geraden  (Z,  V)  senkrechte  Diametralebene ,  die  Kugel 
schneidet. 

Diesen  größten  Kreis  kann  man  als  Leitlinie  für  den  Cylinder 
betrachten,  und  durch  die  Gerade  (?,?')  an  denselben  die  beiden 
möglichen  Berührebenen  legen. 

Dies  geschieht  einfach  in  folgender  Weise.  Man  bestimmt  den 
Durchstoßpunkt  der  Geraden  (Z,  V)  mit  der  Ebene  des  Berührungs- 
kreises und  führt  von  demselben  an  den  Berührungskreis  die  beiden 
diesfalls  möglichen  Tangenten.  Jede  der  beiden  Tangenten  bestimmt  mit 
der  gegebenen  Geraden  eine  Berührungsebene  des  Cylinders  und  sonach 
auch  die  der  gegebenen  Kugel.  Der  Berührungspunkt  derselben  mit 
der  Kugel  ist  der  Berührungspunkt  der  entsprechenden  Tangente  mit 
dem  Berührungskreise. 

Man  hat  demnach ,  um  das  eben  Angedeutete  graphisch  durch- 
zuführen ,  zunächst  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  der  Kugel  eine 
Ebene  D,Dä  senkrecht  zu  der  gegebenen  Geraden  (Z,  ?')  zu  legen. 
Diese  Ebene  schneidet  einerseits  die  Gerade  (?,  V)  in  einem  auf  be- 
kannte Weise  ermittelten  Punkte  (5,  s'),  und  andererseits  die  Kugel  in 
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jenem  größten  Kreise  (E^^K'^)^  welcher  die  Berührungscurve  der  Kugel 
mit  dem  parallel  zu  der  Geraden  (Z,  V)  umschriebenen  Cylinder  reprä- 
sentiert. 

Um  an  diesen  Kreis  von  (s,  s')  aus  mit  Leichtigkeit  Tangenten 
ziehen  zu  können ,  legen  wir  sowohl  den  Punkt  (s,  s') ,  als  auch  den 
größten  Kreis  um  die  eine  Trace,  etwa  um  die  Horizontaltrace  Dh  in 
die  Horizontalebene  um.  Hierbei  gelangt  der  Punkt  (s,  s')  nach  s^, 
und  der  umgelegte  Kreis  Zg  nach  K\.  Die  von  s^  aus  an  K^^  ge- 
zogenen Tangenten  t^i  und  t\  berühren  den  Kreis  K^^  beziehungsweise 
in  den  Punkten   a\  und  a\. 

Die  Projectionen  (a^^a^)  und  (a^^^a'^)  dieser  beiden  vorgenannten 
der  Ebene  DvJDh  angehörenden  Punkte,  welche  aus  a^^  und  a\  abge- 
leitet wurden,  stellen  somit  nach  der  vorausgeschickten  Entwicklung 
die  Berührungspunkte  der  Kugel  mit  jenen  beiden  durch  (l,  V)  gehen- 
den Ebenen  dar.  Diese  letzteren  könnte  man  nun  dadurch  bestimmen, 
dass  man  von  den  beiden  eben  aufgefundenen  Berührungspunkten  (a,,a'j) 
und  {a^j^a^^)  Gebrauch  macht.  Kürzer  jedoch  gelangt  man  folgender- 
maßen zum  Ziele. 

Die  beiden  Tangenten  t^^  und  ^%  treffen  die  Horizontaltrace  D/, 
in  zwei  Punkten  ö^  und  d«;  durch  diese  Punkte  müssen  offenbar  die 
Tangenten  im  Eaume  gehen,  d.  h.  di  und  d^  repräsentieren  die  hori- 
zontalen Durchstoß  punkte  der  Tangenten  des  Kugelkreises  {K^^K*^  in 
den  Punkten  {a^ja\)  und  (a^^a^^. 

Da  nun  die  besagten  Tangenten  auch  in  den  gesuchten  Berüh- 
rungsebenen JB,  und  JBj  liegen  müssen,  so  ergeben  sich  die  Horizontal- 
tracen  Bhi  und  B^h  der  letzteren,  als  die  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  d^  und  ö^  mit  dem  Horizontaldurchstoßpunkte  W  der  Geraden 
{l,  V),  Die  Verticaltracen  JB^  und  B\  gehen  durch  den  Verticaldurch- 
stoßpunkt  V  von  (?,?')• 

§.  411. 

55,  Aufgabe.  An  eine  gegebene  Kugel  sind  die  beiden  zu  einer 
gegebenen  Ebene  parallelen  Tangentialebenen  zu  legen  und  deren 
Berührungspunkte  zu  ermitteln. 

Die  gegebene  Kugel  sei  iK,K\)  (Taf.  XV,  Fig.  89),  {0,0')  sei 
deren  Mittelpunkt;  die  gegebene  Ebene  E  sei  durch  ihre  Tracen 
Ev,  Eh  dargestellt. 

Derjenige  Durchmesser  der  Kugel,  welcher  nach  dem  Berührungs- 
punkte der  Kugel  mit  einer  Ebene  gezogen  wird,  steht,  wie  bereits 
bekannt,  auf  dieser  Ebene,  also  auch  auf  jeder  zu  ihr  parallelen  Ebene 
senkrecht. 
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Ziehen  wir  demgemäß  durch  den  Kugelmittelpunkt  (0,  0')  die 
Gerade  (s,  s')  senkrecht  zu  der  gegebenen  Ebene  Ey Eh,  so  repräsentiert 
diese  den  Kugeldurchmesser,  dessen  Endpunkte  die  Berührungspunkte 
der  zu  suchenden  Tangentialebenen  sein  werden. 

Um  die  besagten  Punkte,  beziehungsweise  Ebenen  zu  erhalten, 
denken  wir  uns  durch  (s,s')  eine  horizontalprojicierende  Ebene  P^  ge- 
legt; dieselbe  schneidet  die  Kugel  in  einem  größten  Kreise  X'^,  welcher 
um  Pä  in  die  horizontale  Projectionsebene  umgelegt,  in  X%  dargestellt 
erscheint.  Legt  man  gleichzeitig  auch  den  Kugeldurchmesser"  (5,  s') 
(am  einfachsten  mit  Zuhilfenahme  seiner  Horizontalspur  ä')  nach  Sq 
in  die  horizontale  Projectionsebene  um,  so  erhalten  wir  daselbst  dessen 
Endpunkte  a^  und  &„  im  Schnitte  mit  dem  umgelegten  Kreise  X%, 
Diese  Punkte  a^  und  h^  zurückgeführt,  geben  die  Projectionen  (a,  a') 
und  (&,  &')  der  Berührungspunkte  der  gesuchten  Ebenen,  welch'  letztere 
man  nunmehr  als  die  durch  {a,a')  und  (&,&')  zur  Ebene  E^Eh  ge- 
führten Parallelebenen  erhalten  könnte. 

Eascher  jedoch  gelangt  man  zum  Ziele,  wenn  man  in  der  üm- 
legung  direct  die  Tangenten  von  K^^  in  a^  und  b^  zieht,  und  deren 
Schnitte  d^  und  dr^  mit  der  Trace  Pu  feststellt.  Diese  Punkte  sind 
die  Horizontaldurchstoßpunkte  der  in  der  Ebene  P^  an  den  größten 
Kreis  (Z^,  jBT'g)  in  den  Punkten  (a,  a')  und  (&,  &')  gezogenen  Tangenten. 
Nachdem  diese  letzteren  nothwendig  in  den  gesuchten  Berührebenen 
liegen  müssen,  so  ergeben  sich  deren  Horizontaltracen  B^f^  und  P\  als 
jene  durch  die  Punkte  dj  und  dn  zu  E^  geführten  Parallelen.  Die 
Verticaltracen  B\  und  P%  sind  parallel  zu  Ev 

§.  412. 

56.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  einer  Kugel 
mit  dem  derselben  aus  einem  Punkte  außerhalb  umschriebenen  Kegel 
zu  construieren. 

Die  gegebene  Kugel  sei  durch  (K,  K\)  (Taf.  XVI,  Fig.  90)  dar- 
gestellt; (0,  0')  sei  deren  Mittelpunkt  und  (S,  S^)  der  außerhalb  der 
Fläche  gegebene  Punkt. 

Durch  den  Satz  401,  Band  II)  wurde  festgestellt,  dass  die  Ebene  der 
Berührungscurve  die  Polarebene  des  Punktes  {S,  5')  in  Bezug  auf  die 
Kugel  sei,  und  dass  dieselbe  durch  den  zu  S  conjugierten  vierten  har- 
monischen Punkt  {p^p')  des  Kugeldurchmessers  {SO^S^O')  gehen 
müsse;  ferner  entnehmen  wir  dem  Satze  129),  dass  die  besagte  Ebene 
zu  dem  letztgenannten  Durchmesser  senkrecht  stehe. 
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Denken  wir  uns  daher  den  Durchmesser  (SO,S^O^)  gezogen, 
und  um  dessen  horizontale  Projection  S'ö'  nach  SqOq  umgelegt.  In 
dieser  Umlegung  ergeben  sich  die  Endpunkte  %  und  \  desselben  sofort, 
wenn  man  0^%  und  Oq\  gleich  dem  Kugelradius  macht,  oder,  was 
dasselbe  ist,  wenn  man  die  Schnittpunkte  a^  und  h^  von  /S^^O^  mit 
dem  aus  0^^  mit  dem  Kugelradius  beschriebenen  Kreis  K^^  bestimmt. 

Sucht  man  nun  zu  S^^  %,  b^  den  vierten  harmonischen  Punkt  p^ 
und  führt  denselben  zurück,  so  erhält  man  die  Projectionen  jenes 
Punktes  (p,i>');  durch  welchen  die  Ebene  E^Ek  der  Berührungscurve 
senkrecht  zum  Durchmesser  (S  0,  aS"  0')  zu  führen  ist.  Der  Punkt  (p,p^) 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Berührkreises,  welcher 
nunmehr  als  Schnitt  der  Kugel  mit  der  Ebene  EvEh,  nach  der  in 
Aufgabe  51)  erläuterten  Weise,   anstandslos   construiert  werden  kann. 

Die  Construction  der  Ebene  der  Berührungscurve  lässt  übrigens 
noch  eine  Vereinfachung  zu. 

Da  wir  wissen,  dass  die  eben  bezeichnete  Ebene  auf  dem  durch 
den  Kegelscheitel  (Ä,  Ä')  (Taf.  XVI,  Fig.  91)  gehenden  Kugeldurch- 
messer (ä  0,  S' 0')  senkrecht  stehe,  so  ist  auch  einleuchtend,  dass  zu 
deren  Bestimmung  ein  ihr  angehörender  Punkt,  beispielsweise  ein 
Punkt  der  Berührungscurve  selbst,  vollkommen  hinreichen  wird.  — 
Ziehen  wir  demnach  von  S  aus  eine  Tangente  t  an  die  verticale  Con- 
tour  Z;  der  diesbezügliche  Berührungspunkt  sei  m.  Es  ist  klar,  dass 
diese  Tangente  die  Verticaltrace  einer  durch  den  Punkt  (*S,  aS')  gehen- 
den verticalprojicierenden  Ebene  darstelle,  und  dass  diese  Ebene  gleich- 
zeitig die  Kugel  in  dem  Punkte  (m,m')  des  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallelen  größten  Kugelkreises  (K,  K')  berühren  werde.  Der 
Punkt  {m^m')  gehört  daher  der  Berührungscurve,  also  auch  der  Ebene 
derselben  an.  Diese  letztere  ergibt  sich  sodann  unmittelbar  als  die 
durch  (m,  m')  senkrecht  zu  (ÄO,  ä'O')  geführte  Ebene. 

§.  413. 

57.  Aufgabe,  Es  ist  die  Berührungscurve  des  einer  gegebenen 
Kugel,  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden,  umgeschriebenen  Cylin- 
ders  zu  bestimmen. 

Nachdem  die  verlangte  Berührungscurve  derjenige  größte  Kugel- 
kreis ist,  in  welchem  die  Kugel  von  der  zu  den  Cjlindererzeugenden, 
also  auch  zur  gegebenen  Geraden,  senkrechten  Diametralebene  berührt 
wird  (Satz  131),  so  haben  wir  diesfalls  einfach  durch  den  Kugelmittel- 
punkt {0,  0')  (^Taf.  XVI,  Fig.  92)  eine  zur  Geraden  (?,  V)  senkrechte 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III,  t^^ 
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Ebene  E^Eh  zu  führen,  und  deren  Durchschnitt  nait  der  Kugel  zu 
suchen. 

Das  für  die  Construction  des  Durchschnittes  einer  Kugel  mit 
einer  Ebene  (Aufgabe  51)  entwickelte  Verfahren  gestattet  diesfalls 
jedoch  noch  einige  Vereinfachungen. 

Der  zur  Horizontaltrace  jEJä  der  Diametralebene  jB  parallele  Durch- 
messer des  gesuchten  Diametralschnittes  ist  offenbar  der  zu  Eh  parallele 
Durchmesser  {cd^  c'd')  des  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen 
größten  Kugelkreises  {K^,K\).  Der  zu  diesem  Durchmesser,  also  auch 
zuEh^  senkrechte  Durchmesser  hat  zur  Horizontalprojection  die  Senk- 
rechte aus  0'  auf  Eh.  Die  Horizontalspur  (d,  d')  desselben  ergibt  sich 
im  Schnitte  dieser  Senkrechten  mit  Eh»  Hieraus  findet  man  unmittelbar 
dessen  verticale  Protection  dO.  Die  Endpunkte  (a,  a')  und  (&,?>')  erhält 
man  (wie  in  Aufgabe  52  &)  durch  eine  Drehung  von  Od  um  den  hori- 
zontalprojicierenden  Kugeldurchmesser  in  die  zur  Bildebene  parallele 
Lage  0^0,  und  durch  die  nachherige  Zurückführung  der  beiden  Punkte 
%  und  &o,  in  welchen  Odo  den  Contourkreis  K  schneidet. 

§.  414 

58.  Aufgabe.  Es  sind  die  Achsen  jenes  Kegelschnittes  zu  be- 
stimmen, in  welchen  ein  einer  gegebenen  Kugel  aus  einem  Punkte 
außerhalb  umschriebener  Kegel  eine  der  beiden  Projectionsebenen 
schneidet,  oder  mit  anderen  Worten:  es  ist  die  Contour  der  Kugel 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene  für  ein  gegebenes  Projections- 
centrum  zu  ermitteln. 

Der  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel  ist  (0,  0')  (Taf.  XVI. 
Fig.  93) ;  K  und  K\  seien  deren  Contouren  in  Bezug  auf  eine  verticale 
und  horizontale  Ebene  und  (ä,  /S")  sei  der  gegebene  Punkt  im  Eaume. 

Der  Schnitt  des  der  Kugel  aus  dem  Punkte  (S^S^)  umschrie- 
benen Kegels  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  ist  ein  Kegel- 
schnitt, dessen  Brennpunkte,  nach  dem  Dandelin'schen  Satze,  die 
Horizontalspuren  /\  und  f^  jener  zwei  Geraden  sind,  welche  den  Kegel- 
scheitel (/S',/?')  mit  den  Endpunkten  (J.,J[')  und  {B^B*)  des  zur  hori- 
zontalen Projectionsebene  senkrechten  Durchmessers  der  Kugel  ver- 
binden« 

Um  diese  Punkte,  sowie  gleichzeitig  auch  die  eine  Achse  des  zu 
bestimmenden  Kegelschnittes  zu  finden,  denken  wir  uns  jene  Diametral- 
ebene Fh  der  Kugel  bestimmt,  welche  einerseits  den  Punkt  [S^  S')  und 
andererseits  den  vorgenannten  Durchmesser  {AB^A'B')  enthält. 

Besagte  Ebene  ist  die  durch  {S^S')  gehende  horizontalprojicierende 
Diametralebene,  deren  Horizontaltrace  Ph  die  Punkte  S'  und  0'  verbindet. 
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Legen  wir  den  in  dieser  Ebene  liegenden  größten  Kugelkreis  K„, 
sowie  den  Punkt  (>S,Ä')  um  die  Trace  Pä,  in  die  horizontale  Projections- 
ebene  beziehungsweise  nach  K^  und  Sq  um,  so  gelangt  der  gleichzeitig 
mit  umgelegte  Durchmesser  AB  in  die  zu  Pa  senkrechte  Lage  ^o-^o- 

Die  Geraden  SqAq  und  S^B^  treffen  bereits  die  Trace  P^  in  den 
gesuchten  Punkten  ^  und  f^. 

Zieht  man  ferner  von  Sq  aus  an  den  umgelegten  Kreis  K^^  die 
beiden  Tangenten  SQa  und  S^b,  so  repräsentieren  diese  die  Umlegungen 
zweier  vom  Punkte  {S,  S*)  ausgehenden  Tangenten  des  Kreises  K^,  also 
auch  der  gegebenen  Kugel  {K,K\),  während  ihre  Horizontalspuren, 
d.  i.  die  beiden  Punkte  a  und  6,  in  welchen  die  umgelegten  Tan- 
genten Sf^a  und  S^l  die  Trace  Pn  schneiden,  zwei  Punkte  des  ge- 
suchten Kegelschnittes  darstellen.  Nachdem  diese  letzeren  aber  mit 
den  beiden  Brennpunkten  /i  und  f^  auf  der  nämlichen  Geraden  Py, 
liegen ,  so  stellen  die  besagten  Punkte  bereits  die  Endpunkte  der  einen 
Achse  des  gesuchten  Kegelschnittes  dar.  Der  Mittelpunkt  o  dieses 
Kegelschnittes  ergibt  sich  als  Mittelpunkt  der  Strecke  al. 

Die  zweite  Achse  des  Kegelschnittes  ist  die  Normale  durch  o  zur 
Achse  a6,  während  deren  Endpunkte  c  und  d  erhalten  werden,  wenn 
man  die  besagte  Senkrechte  mit  einem  Kreise  durchschneidet,  dessen 
Mittelpunkt  ein  Brennpunkt  f^  und  dessen  Eadius  gleich  oa  ist. 

§.  415. 

o9.  Aufgabe.  Es  ist  jener  Kegelschnitt  durch  seine  Achsen  zu 
bestimmen,  in  welchen  ein  einer  gegebenen  Kugel  parallel  zu  einer 
gegebenen  Geraden  umschriebener  Cylinder  die  verticale  Projections- 
ebene  schneidet. 

Sei  {K,K\)  (Taf.XVI,  Fig.  94)  die  gegebene  Kugel,  {0,0')  der 
Mittelpunkt  derselben,  und  Q,V)  die  gegebene  Gerade. 

Die  Brennpunkte  des  gesuchten  Kegelschnittes  sind  (nach  Satz 
507,  Band  II)  die  Verticalspuren  f^  und  f^  jener  Geraden,  welche  durch 
die  Endpunkte  {A,  A')  und  (P,  P')  des  verticalprojicierenden  Kugel- 
durchmessers   parallel  zu    der  Geraden  (?,  V)  gezogen  werden  können. 

Die  Gerade  f^f^  bestimmt  somit  die  Eichtung  der  einen  Achse 
des  gesuchten  Kegelschnittes.  Der  Halbierungspunkt  o  der  Strecke  /\  /^ 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  und  jene  Gerade, 
welche  durch  o  senkrecht  auf  f^f^^  gezogen  wird,  die  kleine  Achse 
desselben. 

Zur  Kenntnis  der  Endpunkte  der  beiden  4chsen  gelangen  wir  durch 
folgende  einfache  Betrachtung.  Der  einer  Kugel  umschriebene  Cylinder  ist 

25* 
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stets  ein  Botationscylinder,  und  der  ebene  Schnitt  eines  Rotationscylinders 
ist,  wie  wir  wissen,  immer  ein  Kegelschnitt,  dessen  kleine  Achse,  der 
Länge  nach,  dem  Durchmesser  des  Cylinders  gleich,  im  vorliegenden 
Falle  also  auch  gleich  dem  Durchmesser  der  gegebenen  Kugel  ist. 
Wir  erhalten  hiernach  die  kleine  Achse  cd  des  verlangten  Kegel- 
schnittes, wenn  wir  auf  der  Normalen  zu  f^f^  vom  Punkte  o  aus  die 
Strecke  oc  =  od  gleich  dem  Radius  der  gegebenen  Kugel  auftragen. 
Die  Endpunkte  a  und  b  der  großen  Achse  des  Kegelschnittes  hingegen 
ergeben  sich  unmittelbar,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

oa  =  ob  =  f^c  =z  f^c 
sein  muss. 

§.  416. 

60,  Aufgabe,  An  eine  Kugel  {K,  K')  ist  durch  einen  außerhalb 
derselben  gelegenen  Punkt  {S,8')  eine  Berührungsebene  zu  legen, 
welche  mit  einer  Projectionsebene,  etwa  mit  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene,  einen  gegebenen  Winkel  a  einschließt. 

Denken  wir  uns  an  die  verticale  Contour  K  der  Kugel,  deren 
Mittelpunkt  (0,0')  (Taf.  XYl,  Fig.  95)  sei,  eine  Tangente  t  gezogen, 
welche  mit  der  Grundlinie  den  gegebenen  Winkel  a  einschließt.  Diese 
Tangente  kann  offenbar  als  die  Verticaltrace  einer  verticalprojicierenden 
Ebene  betrachtet  werden,  welche  die  Kugel  in  einem  Punkte  {m,m') 
des  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  größten  Kreises  {K^K') 
berührt,  außerdem  aber  unter  dem  Winkel  a  gegen  di'O  horizontale 
Projectionsebene  geneigt  ist.  Diese  Ebene  schneidet  den  horizontal- 
projicierenden  Kugeldurchmesser  in  einem  Punkte  (27,  Z")  und  die 
horizontale  Projectionsebene  in  der  zur  Grundlinie  senkrechten  Trace  h. 

Denken  wir  uns  die  besagte  Ebene  um  den  Durchmesser  {HO,  27' 0') 
gedreht,  so  wird  ihre  Enveloppe  offenbar  ein  gerader  Kreiskegel 
mit  dem  Scheitel  (27,2;')  und  der  Achse  {0:^,0' Z')  sein.  Die  Trace 
dieses  Kegels  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  ist  jener  Kreis  Z^', 
welcher  0'  zum  Mittelpunkte  hat  und  die  Trace  tu  berührt.  Außerdem 
ist  einleuchtend,  dass  bei  der  vorerwähnten  Rotation,  um  02  als  Achse, 
die  Ebene  (^4)  in  jeder  ihrer  Lagen  die  Kugel  berühren  wird,  dass 
also  der  eben  construierte  Kegel,  der  Kugel  aus  dem  Punkte  (2,2') 
umschrieben  ist  und  dieselbe  in  jenem  Parallelkreise  K^  berührt, 
dessen  Verticalprojection  die  durch  m  zur  Grundlinie  parallel  gezogene 
Gerade  ist. 

Legt  man  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  (S,  S')  an  diesen 
Kegel    (2,  K'^)   die   beiden  möglichen  Berührebenen   T^   und   T» ,  so 
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werden  diese  den  sämmtlichen  diesfalls  gestellten  Bedingungen  Genüge 
leisten. 

Um  besagte  Ebenen  zu  erhalten,  wird  man  bekanntlich  die  Hori- 
zontalspur /^'  der  Verbindungsgeraden  des  Punktes  (S,  S^)  mit  dem 
Kegelscheitel  (2",  2')  bestimmen.  Die  von  h^  aus  an  den  Kreis  £'o 
gezogenen  Tangenten  Th^  und  Tä^  sind  unmittelbar  die  Horizontal- 
tracen  der  gesuchten  Ebenen.  Die  Verticaltracen  T^^  und  T^^  werden 
auf  bekannte,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche  Weise  gefunden. 

Der  Berührungspunkt  einer  dieser  Ebenen,  beispielsweise  der 
Ebene  T/  Th^  liegt  einerseits  auf  dem  Berührungskreise  Zg,  anderer- 
seits aber  auf  dem  zur  Ebene  T/,  Th^  senkrechten  Kugeldurchmesser 
(Oa,  O'a'),  ist  mithin  der  Schnittpunkt  (a,  a')  beider. 

§.  417, 

61,  Aufgabe,  An  eine  Kugel  S  ist  parallel  zu  einer  gegebenen 
(jeraden  l  eine  Berührungsebene  so  zu  legen,  dass  dieselbe  mit  einer 
Ebene,  allenfalls  mit  der  verticalen  Projectionsebene,  einen  bestimmten 
Winkel  a  einschließt. 

Die  gestellte  Aufgabe  graphisch  durchzuführen,  dürfte  überflüssig 
erscheinen,  da  sich  dieselbe  auf  zwei  bereits  bekannte  Aufgaben  zu- 
rückführen lässt.  Es  wird  somit  die  bloße  Angabe  ihrer  Lösung  voll- 
kommen ausreichen. 

Denken  wir  uns  dieselbe  bereits  gelöst,  setzen  wir  also  voraus,  wir 
hätten  eine  Ebene  T  construiert,  welche  die  Kugel  S  berührt,  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  l  parallel  ist,  und  mit  der  verticalen  Projectionsebene 
den  gegebenen  Winkel  a  einschließt.  Denken  wir  uns  weiters  zu  dieser 
Ebene  durch  die  Gerade  l  eine  parallele  Ebene  J5J,  geführt,  so  muss 
selbstverständlich  auch  diese  mit  der  verticalen  Projectionsebene  den 
nämlichen  Winkel  a  einschließen.  Eine  dieser  letzteren  Bedingung 
entsprechende  Ebene  E^  zu  legen,  ist  aber  als  bereits  bekannt  vor- 
auszusetzen und  kann  daher  anstandslos  geführt  werden,  ohne  dass  die 
Ebene  T  selbst  als  schon  construiert  angenommen  wird. 

Man  hat  demnach  diesfalls,  um  obige  Aufgabe  zu  lösen,  bloß 
durch  die  gegebene  Gerade,  Ebenen  JS,  und  E^  zu  führen,  welche  mit 
der  verticalen  Projectionsebene  den  gegebenen  Winkel  a  einschließen, 
und    zu   diesen  Ebenen  parallel  Berührebenen  an  die  Kugel  zu  legen. 

Diese  Aufgabe,  sowie  die  vorhergegangene,  gestattet  selbstver- 
ständlich vier  Auflösungen. 
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§.  418. 

62,  Aufgabe,  An  eine  Kugel  ist  eine  Tangentialebene  zu  legen, 
welche  mit  der  horizontalen  und  der  verticalen  Projectionsebene  be- 
stimmte gegebene  Winkel  einschließt. 

Sei  K  und  K\  (Taf.  XVI,  Fig.  96)  beziehungsweise  die  verticale 
und  horizontale  Contour  der  Kugel  und  (0,  0')  deren  Mittelpunkt ;  ferner 
sei  a  der  Winkel,  welchen  die  zu  bestimmende  Berührebene  mit  der 
horizontalen  Projectionsebene,  und  ß  derjenige  Winkel,  welchen  dieselbe 
mit  der  verticalen  Projectionsebene  einschließen  soll. 

Ziehen  wir  an  die  verticale  Contour  K  eine  Tangente  ^^  welche 
mit  der  Grundlinie  den  Winkel  a  einschließt  und  die  besagte  Contour 
in  dem  Punkte  m  berühren  mag.  Diese  Tangente  ^,  stellt  gleichzeitig 
die  Verticaltrace  einer  verticalprojicierenden  Ebene  T^  dar,  welche  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a  einschließt  und  die 
Kugel  in  einem  Punkte  (m,  m')  des  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  größten  Kugelkreises  {K,  K^)  berührt.  Denken  wir  uns 
diese  Ebene  um  den  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechten 
Kugeldurchmesser  (0 S,  0' S')  gedreht,  so  beschreibt  dieselbe  einen 
geraden  Kreiskegel,  welcher  der  Kugel  längs  des  durch  den  Punkt 
{m^m^)  gehenden,  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Kugel- 
kreises (/iTg,  K^^  umschrieben  ist. 

Jede  Ebene,  welche  die  Kugel  in  einem  Punkte  dieses  Kreises 
berührt,  berührt  auch  den  genannten  Kegel  und  schließt  demnach  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a  ein. 

Denken  wir  uns  andererseits  unter  dem  Winkel  ß  gegen  die  Grund- 
linie an  die  horizontale  Contour  K\  der  Kugel  eine  Tangente  t,^  gelegt, 
welche  dieselbe  in  dem  Punkte  p'  berühren  mag,  so  kann  diese  Tan- 
gente als  Horizontaltrace  einer  horizontalprojicierenden  Ebene  T^  auf- 
gefasst  werden,  welche  mit  der  verticalen  Projectionsebene  den  Winkel 
ß  einschließt  und  die  Kugel  in  einem  Punkte  {p,p^)  des  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallelen  größten  Kugelkreises  {K^,K\)  berührt. 

Wird  diese  Ebene  Tg,  um  den  verticalprojicierenden  Kugeldurch- 
messer {02,  O'-S'')  gedreht,  so  beschreibt  dieselbe  gleichfalls  einen 
geraden  Kreiskegel,  welcher  die  Kugel  längs  des  durch  {p,p')  gehenden 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Kugelkreises  {K^,K'^)  berührt. 

Jede  Ebene,  welche  die  Kugel  in  einem  Punkte  dieses  Kreises 
berührt,  berührt  auch  den  Kegel  und  schließt  mithin  mit  der  verticalen 
Projectionsebene  den  Winkel  ß  ein. 

Die  beiden  Kreise  (K^,K'^)  und  {K^,K'^)  schneiden  sich  in  zwei 
Punkten,    von  welchen   jeder  derselben  die  Eigenschaft  besitzt,    dass 
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er  der  Berührungspunkt  der  Kugel  {K,K\)  mit  einer  Ebene  ist,  welche 
mit  der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a  und  mit  der  ver- 
ticalen  Projectionsebene  den  Winkel  ß  einschließt,  also  eine  der  ge- 
suchten Berührebenen  darstellt. 

Diese  Berührungsebene  wird  (nach  Aufgabe  53)  einfach  als  jene 
Ebene  construiert,  welche  durch  den  betreffenden  Berührungspunkt  geht 
und  auf  der  Verbindungsgeraden  des  letzteren  mit  dem  Kugelmittel- 
punkte senkrecht  steht. 

Berücksichtigt  man,  dass  noch  ein  zweiter  Kegel  existiert,  welcher 
die  Kugel  unter  denselben  Verhältnissen  berührt,  dessen  Berührebenen 
also  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a  einschließen, 
und  dass  sich  ebenso  ein  zweiter  Kegel  bezüglich  des  Winkels  ß  con- 
struieren  lässt^  der  den  gestellten  Bedingungen  entspricht,  so  findet 
man  leicht,  dass  im  allgemeinen  der  Aufgabe  acht  verschiedene  Ebenen 
Genüge  leisten  werden. 

§.  419. 

63.  Aufgabe,  An  eine  Kugel  und  an  einen  Rotationskegel  sind 
die  gemeinschaftlichen  Berührungsebenen  zu  legen. 

Der  gegebene  Kegel  sei  durch  seinen  Scheitel  {S,S^)  (Taf.  XVI, 
Fig.  97)  und  durch  seinen  in  der  horizontalen  Projectionsebene  lie- 
genden Basiskreis  (C  C)  dargestellt.  Der  Voraussetzung  gemäß  ist 
dieser  Kegel  ein  gerader  Kreiskegel;  es  fällt  daher  der  Mittelpunkt 
des  Basiskreises  mit  der  horizontalen  Projection  8'  des  Kegelscheitels 
zusammen.     Die  gegebene  Kugel  sei  {K^K\). 

Wir  wissen,  dass  sämmtliche  Berührungsebenen  eines  geraden 
Kreiskegels  mit  der  Basisebeue  desselben  gleiche  Winkel  einschließen 
und  dass  im  vorliegenden  Falle  dieser  Winkel  a  in  wahrer  Größe  auf- 
tritt, also  als  derjenige  erscheint,  welchen  die  Contourerzeugenden  des 
Kegels  mit  der  Grundlinie  einschließen. 

Denken  wir  uns  nun  an  die  verticale  Contour  K  der  gegebenen 
Kugel  (K,K\)  eine  parallele  Tangente  t  zu  einer  der  beiden  Contour- 
erzeugenden des  Kegels  gelegt,  so  wird  auch  diese  mit  der  Grundlinie 
den  nämlichen  Winkel  a  bilden.  Diese  Tangente  t  kann,  wie  in  den 
vorhergehenden  Aufgaben,  als  die  Verticaltrace  einer  verticalprojicieren- 
den  Ebene  betrachtet  werden,  welche  gegen  die  horizontale  Projections- 
ebene unter  dem  Winkel  a  geneigt  ist  und  die  Kugel  in  einem  Punktf^ 
(m,  m')  des  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  größten  Kugel- 
kreises  (K^K')  berührt. 

Der  Punkt,  in  welchem  besagte  Ebene  den  horizontalprojicieren- 
den  Kugeldurchmesser  {OU,  O'U')  schneidet,  ist  (27,  Z").   Denkt  man 
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sich  die  genannte  Ebene  um  diesen  Durchmesser  gedreht,  so  umhüllt 
dieselbe  einen  der  Kugel  {0,0^)  umschriebenen  Kegel,  dessen  Scheitel 
(27,2;')  ist,  dessen  Achse  der  Kugeldurchmesser  {OZ.O'Z')  ist  und 
dessen  sämmtliche  Berührungsebenen  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene  den  nämlichen  Winkel  a^  wie  die  Berührungsebenen  des  ge- 
gebenen Kegels  (S,,  G)  einschließen.  Jener  mit  K\  concentrische 
Kreis,  welcher  sich  als  die  Spur  des  Kegels  (27,27')  auf  der  horizon- 
talen Projectionsebene  ergibt,  sei  durch  {y,y)  dargestellt. 

Verbinden  wir  weiters  die  beiden  Kegelscheitel  (ä,  S')  und  (2",  2"') 
durch  eine  Gerade  (s,s')  und  legen  wir  durch  diese  Gerade  eine  Berühr- 
ebene J5'„jB'a  an  den  Kegel  (2"^,;^),  so  berührt  diese  Ebene  einerseits 
die  dem  Kegel  (2", 7)  eingeschriebene  Kugel  {K,K\)  andererseits  geht 
dieselbe  aber  auch  durch  den  Scheitel  (>S',  S')  des  gegebenen  Kegels 
(Äj,  G)  und  schließt  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a 
ein.  Besagte  Ebene  ist  daher  gleichzeitig  auch  eine  Tangentialebene 
des  Kegels  {S^G)\    repräsentiert  mithin  eine   der  gesuchten  Ebenen. 

Berücksichtigt  man,  dass  sich  durch  die  Gerade  (s,s')  noch  eine 
zweite  Berührebene  ü^t,  B^h  an  den  Kegel  (2",  y)  legen  lässt,  und  dass 
weiters  noch  ein  zweiter  Kegel  (mit  nach  abwärts  gekehrter  Spitze) 
von  derselben  Eigenschaft  wie  der  Kegel  (27,  y)  der  gegebenen  Kugel 
umschrieben  werden  kann,  so  findet  man,  dass  der  Aufgabe  im  all- 
gemeinen vier  verschiedene  Ebenen  entsprechen. 

§.  420. 

6^a.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  zwei  gegebene  Kugeln  gleichzeitig  berührt. 

Seien  {0,0^)  (Taf.  XVI,  Fig.  98)  und  {0,0')  die  Mittelpunkte  der 
beiden  gegebenen  Kugeln,  {K,K\)  und  (Iiyh\)  die  Contouren  derselben 
und  (jp,jp')  der  gegebene  Punkt. 

Wir  wissen  bereits,  dass  die  sämmtlichen,  den  beiden  Kugeln 
{Oj  0^)  und  (0,0')  gemeinschaftlichen  Berührebenen  zwei  Kota- 
tionskegel  umhüllen,  welche  die  Centrale  der  beiden 
Kugeln,  d.  i.  die  Gerade  (Oo,  O'o')  zur  gemeinschaftlichen 
Achse  haben,  und  deren  Scheitel,  beziehungsweise  der  äußere  und 
innere  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kugeln,  d.  h.  jene  Punkte 
{A,Ä^)  und  («/,«/')  sind,  welche  die  Strecke  (O0,  O'o')  äußerlich,  resp. 
innerlich  in  dem  Verhältnisse  der  beiden  Kugelradien  theilen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  sich  die  beiden  äußeren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  der  Contouren  K  und  Je  in  dem  Punkte  A,  welcher  die 
verticale  Projection  des  äußeren  Ähnlichkeitspunktes  darstellt,   treffen 
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werden.  Denn  ist  J.  die  Projection  dieses  Punktes,  so  muss  derselbe 
offenbar  auch  die  Projection  Oo  der  Strecke  (Oo,  O'o')  im  Räume,  in 
dem  Verbältnisse  der  Kugelradien  theilen ,  was  bekanntlich  durch  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Kreise  K  und  k  bewirkt  wird. 

Dass  A  die  verticale  Projection  des  äußeren  Ähnlichkeitspunktes 
sei,  folgt  übrigens  auch  aus  der  folgenden  Betrachtung.  Dieser  Ähn- 
lichkeitspunkt ist  der  Scheitel  jenes  Kegels,  dessen  Berührebenen 
gleichzeitig  die  äußeren  gemeinschaftlichen  Berührebenen  der  beiden 
Kugeln  darstellen.  Ist  eine  solche  Ebene  bekannt,  so  wird  sich  ob- 
bezeichneter  Punkt  offenbar  als  der  Durchstoßpunkt  dieser  Ebene  mit 
der  Centralen  (Oo,  O'o')  ergeben. 

Zieht  man  eine  gemeinschaftliche  äußere  Tangente  t  an  die 
verticalen  Kugelcontouren  K  und  k,  so  ist  diese  die  Verticaltrace  einer 
vertical-projicierenden  Ebene,  welche  sowohl  die  Kugel  {0,0')^  als 
auch  die  Kugel  (0,0')  berührt;  der  Schnittpunkt  {A,Ä^)  derselben  mit 
der  Centralen  {Oo^O'o')  ist  mithin  der  äußere  Ähnlichkeitspunkt. 

Dieser  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  sich  die  Projectionen  A 
und  A'  des  äußeren  Ähnlichkeitspunktes  als  die  Schnittpunkte  der 
gemeinschaftlichen  äußeren  Tangenten  an  die  verticalen,  resp.  hori- 
zontalen Kugelcontouren  ergeben. 

Desgleichen  sind  die  Schnittpunkte  J  und  J'  der  gemeinschaft- 
lichen inneren  Tangenten  an  die  verticalen,  resp.  horizontalen  Kugel- 
contouren die  Projectionen  des  inneren  Ähnlichkeitspunktes. 

Jede  gemeinschaftliche  Berührebene  der  beiden  Kugeln  0  und 
0  muss  somit  entweder  durch  den  Punkt  {A^A*)  oder  durch  den 
Punkt  (J,  J*)  gehen. 

Soll  diese  gemeinschaftliche  Berührebene  nebstbei  durch  den 
Punkt  {jpjP*)  gehen,  so  muss  dieselbe  außer  {p^p')  auch  die  durch 
{p,p')  führende  Gerade  {Ap.A'p')  oder  die  Gerade  (Jp,  J'p')  ent- 
halten. 

Legt  man  daher  durch  eine  dieser  obenangeführten  Geraden 
(Aufgabe  54)  eine  Berührebene  an  die  eine  Kugel,  beispielsweise  an 
die  Kugel  (0, 0'),  so  muss  dieselbe  nothwendig  auch  die  andere  Kugel 
(0,0')  berühren,  also  eine  der  gesuchten  Ebenen  darstellen. 

Nachdem  sowohl  durch  die  Gerade  (Ap,  A'p') ,  als  auch  durch 
die  Gerade  {Jp,  J'p')  zwei  gemeinschaftliche  Berührebenen  an  eine 
der  beiden  Kugeln  gelegt  werden  können,  so  ist  einleuchtend,  dass  es 
im  allgemeinen  vier  Ebenen  gibt,  welche  der  gestellten  Aufgabe 
Genüge  leisten. 

Auf  die  soeben  besprochene  Aufgabe  lässt  sich  auch  die 
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64b,  Aufgabe,    An   einen  Rotationskegel    und   an  eine   Kugel 
gemeinscliaftliclie  Berührebenen  zu  legen, 
zurückführen. 

Ist  nämlich  {S,  O)  (Taf.  XVI,  Fig.  97)  der  gegebene  Rotations- 
kegel (dessen  Basis  C  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegt)  und 
{0^  O'j  die  gegebene  Kugel,  so  kann  man  die  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  beider  auch  folgendermaßen  finden. 

Aus  früherem  wissen  wir,  dass  man  einem  Rotationskegel  un- 
endlich viele  Kugeln  einschreiben  kann.  Denken  wir  uns  daher 
dem  gegebenen  Kegel  (S^  C)  eine  Kugel  eingeschrieben.  Es  genügt, 
als  verticale  Contöur  der  Kugel  einen  Kreis  a  zu  wählen,  welcher  die 
Contourerzeugenden  des  Kegels  berührt.  Die  horizontale  Contour  6\ 
der  Kugel  ist  sodann  selbstverständlich  ein  Kreis  von  dem  nämlichen 
Radius,  welcher  zum  Mittelpunkte  die  Horizontalprojection  S'  des 
Kegelscheitels  hat. 

Es  ist  somit  klar,  dass  die  gestellte  Aufgabe  auf  die:  „eine  Ebene 
zu  finden,  welche  durch  den  Punkt  {S^S')  geht,  und  die  beiden  Kugeln 
{K^  K^)  und  (^,  ö')  berührt"  zurückgeführt  ist;  denn  jede  Ebene, 
welche  durch  (S^S^)  geht  und  die  Kugel  (<?,ö')  berührt,  muss  noth- 
wendig  auch  eine  Berührungsebene  des  Kegels  {S,  C")  sein. 

§.  421. 

65.  Aufgabe.  An  zwei  concentrische  Rotationskegel  sind  ge- 
meinschaftliche Berührebenen  unter  der  Voraussetzung  zu  legen,  dass 
mindestens  in  einer  Projection  die  Contourerzeugenden  der  beiden 
Rotationskegel  vorliegen. 

Sei  beispielsweise  S  (Taf.  XVI,  Fig.  99)  die  verticale  Projection 
des  den  beiden  Kegeln  gemeinschaftlichen  Scheitels,  und  seien  beziehungs- 
weise a^,b^  und  a^^b^  die  verticalen  Contouren  dieser  beiden  Kegel,  deren 
kreisförmige  Leitlinien  selbstverständlich  auch  in  Ebenen  liegen  können, 
welche  gegen  die  beiden  Projectionsebenen  geneigt  sind. 

Da  man  einem  Rotationskegel  unendlich  viele  Kugeln  eiu schreiben 
kann,  und  die  verticalen  Contouren  aller  dieser  Kugeln  die  Vertical- 
contour  des  Kegels  berühren  müssen,  so  werden  zwei  ganz  beliebige 
Kreise  K  und  /j,  wovon  der  erstere  die  beiden  Contourerzeugenden  a, 
und  &i,  der  zweite  aber  die  beiden  Contourerzeugenden  a^  und  b^  be- 
rührt, die  Verticalcontouren  zweier  Kugeln  darstellen,  welche  bezie- 
hungsweise dem  Kegel  {a^,\^  S)  und  dem  Kegel  {a^.b^,  S)  einge- 
schrieben sind. 


395 

Die  horizontalen  Contouren  dieser  Kugeln  sind  sodann  Kreise, 
welche  dieselben  Radien  wie  die  Kreise  K  und  Je  besitzen,  deren 
Mittelpunkte  jedoch  auf  den  horizontalen  Projectionen  der  Kegelachsen 
liegen  werden. 

Sind  auf  diese  Weise  die  beiden  Kugeln  {K,K\)  und  (k,'k\)  be- 
stimmt, so  genügt  es,  durch  den  gemeinschaftlichen  Kegelscheitel  S 
an  diese  beiden  Kugeln  gemeinschaftliche  Berührebenen  zu  legen  (Auf- 
gabe 64  a).  Jede  dieser  Ebenen  wird  auch  den  der  einen  oder  bezie- 
hungsweise der  anderen  Kugel  aus  dem  Punkte  S  umschriebenen  Kegel 
(>S,  aj,6j),  resp.  (/S,a2,  feg)  berühren,  und  mithin  eine  der  gesuchten 
Ebenen  repräsentieren. 

Da  durch  einen  Punkt  an  zwei  Kugeln,  wie  wir  vorher  fanden, 
vier  gemeinschaftliche  Berührebenen  möglich  sind,  so  entsprechen  auch 
zwei  Eotationskegeln,  die  einen  gemeinschaftlichen  Scheitel  besitzen,  im 
allgemeinen  vier  gemeinschaftliche  Berührungsebenen. 

Schließlich  wollen  wir  noch  einige  Aufgaben  über  gemein- 
schaftliche Berührungsebenen  zweier  Kugeln  anführen.  Es 
wird  sich  hierbei  leicht  zeigen  lassen,  dass  sich  die  eben  erwähnten 
Probleme  auf  bekannte  Aufgaben  reducieren;  sei  es  auf  solche,  welche 
sich  auf  die  Berührung  eines  geraden  Kreiskegels,  oder  auf  solche, 
welche  sich  auf  die  Berühruug  einer  Kugel  durch  Ebenen  beziehen. 

§.  422. 

66,  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  sind  an  zwd 
gegebene  Kugeln  gemeinschaftliche  Berührebenen  zu  legen. 

Da  die  Berührebenen  der  beiden  Kugeln  durch  den  äußeren  oder 
inneren  Ähnlichkeitspunkt  dieser  Kugeln  gehen  müssen,  so  werden  sie, 
falls  dieselben  zu  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sein  sollen,  auch 
jene  Gerade  enthalten  müssen,  welche  entweder  durch  den  äußeren 
oder  durch  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt  parallel  zu  der  gegebenen 
Geraden  gezogen  werden. 

Hiernach  wird  es  genügen,  durch  die  beiden  Ähnlichkeitspunkte 
Geraden  zu  führen,  welche  zu  der  gegebenen  Geraden  parallel  sind  und 
durch  jede  dieser  Geraden  an  die  eine  der  beiden  Kugeln  die  mög- 
lichen zwei  Berührebenen  zu  legen,  was  auf  die  in  Aufgabe  54)  an- 
gegebene Weise  geschehen  kann. 

Man  erhält  somit  vier  Lagen  der  gesuchten  Ebene. 

Die  gestellte  Aufgabe  ist  demnach  nur  ein  specieller  Fall  der 
Aufgabe  64  a),  da  in  dem  vorliegenden  Falle  der  gegebene  Punkt  in 
unendlicher  Entfernung  liegt  und  folglich  durch  die  Eichtuog  der 
gegebenen  Geraden  repräsentiert  ist. 
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§.  423. 


67.  Aufgabe.  An  zwei  gegebene  Kugeln  ist  eine  gemeinschaft- 
liehe  Berührebene  zu  legen,  welche  einen  bestimmten  Winkel  mit 
einer  gegebenen  Geraden  einschließt. 

Neunen  wir  die  beiden  gegebenen  Kugeln  S^  und  S^,  ferner  0^ 
und  Og  deren  Mittelpunkte,  l  die  gegebene  Gerade  und  a  den  gege- 
benen Winkel. 

Bestimmen  wir  zunächst  eine  ganz  beliebige  Ebene  e,  welche  mit 
der  gegebeneu  Geraden  l  den  Winkel  a  einschließt.  Unter  all'  den 
unendlich  vielen  Ebenen,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  wird  man 
jene  Ebene  wählen,  welche  sich  am  einfachsten  construieren  lässt,  wo 
möglich  also  eine  projicierende  Ebene. 

Parallel  zu  dieser  Ebene  e  denken  wir  uns  an  die  eine  der 
beiden  Kugeln,  beispielsweise  an  S^,  eine  Berührebene  E  gelegt 
(Aufgabe  55). 

Ziehen  wir  ferner  durch  den  Mittelpunkt  0,  dieser  Kugel  eine 
Gerade  X  parallel  zur  Geraden  Z,  so  wird  diese  die  gefundene  Berühr- 
ebene E  in  einem  Punkte  p  schneiden,  und  mit  derselben  ebenfalls 
den  Winkel  a  einschließen. 

Betrachten  wir  weiters  den  Punkt  p  als  Scheitel  eines  der  Kugel 
/S,  umschriebenen  Eotationskegels ,  so  werden  alle  Berührebenen  des- 
selben mit  der  Achse  ^0,  =  A  den  Winkel  a  einschließen,  weil 
eine  dieser  Berührebenen,  nämlich  i?,  mit  der  Achse  l  diesen  Winkel 
bildet. 

Legt  man  daher,  wie  in  Aufgabe  64  a)  gezeigt  wurde,  durch 
den  Punkt  p  die  vier  den  beiden  Kugeln  S^  und  S^  gemeinschaft- 
lichen Berührebenen,  so  wird  jede  derselben,  der  vorstehenden  Betrach- 
tung gemäß,  mit  der  Geraden  A,  also  auch  mit  der  gegebenen  zu  l 
parallelen  Geraden  l  den  Winkel  einschließen  und  somit  eine  der  ge- 
suchten Berührebenen  darstellen. 

Wäre  der  Winkel  a  speciell  ein  rechter,  so  müssen  die  gesuchten 
Berührebenen  beider  Kugeln  zu  jenen  Ebenen  gehören,  welche  auf  l 
senkrecht  stehen.  In  diesem  Falle  ist  offenbar  die  Aufgabe,  weil  zu 
viele  Bestimmungsstöcke  vorhanden  sind^  unmöglich. 

§.  424 

68.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Ebene  zu  construieren,  welche  von 
einem  gegebenen  Punkte  und  von  einer  gegebenen  (jeraden  bestimmte 
Abstände  besitzt. 
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Die  gegebene  Gerade  sei  Z,  0  der  gegebene  Punkt;  5,  und  s^ 
seien  die  diesbezüglichen  Entfernungen  der  zu  suchenden  Ebene  von 
l  und  0. 

Denken  wir  uns  0  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  dem  Kadius 
fo,  so  wird  jede  Berührebene  dieser  Kugel  der  einen  hier  gestellten 
Bedingung  entsprechen;  sie  wird  also  von  0  den  Abstand  So  besitzen. 

Nehmen  wir  ferner  einen  beliebigen  Punkt  0  der  gegebenen  Ge- 
raden l  als  Mittelpunkt  einer  zweiten  Kugel  vom  Eadius  e^  an,  so  ist 
einleuchtend,  dass  jede  Berührebene  dieser  Kugel,  wenn  dieselbe 
nebstbei  zur  Geraden  l  parallel  geführt  wurde,  von  dieser  Geraden 
den  Abstand  s^  haben  wird. 

Vorstehende  Aufgabe  ist  somit  auf  die  „parallel  zu  einer  gege- 
benen Geraden  l  an  zwei  gegebene  Kugeln  eine  gemeinschaftliche 
Berührungsebene  zu  legen",  zurückgeführt.  Dass  vier  verschiedene 
Lagen  der  gesuchten  Ebene  möglich  sind,  braucht  wohl  kaum  besonders 
bemerkt  zu  werden. 

Die  vorstehende  Aufgabe  lässt  sich  übrigens  auch  von  einem 
anderen  Gesichtspunkte  aus  auflassen  und  lösen^ 

Es  stelle  l  wieder  die  gegebene  Gerade  und  0  den  gegebenen 
Punkt  vor,  während  s^  und  £2  ^i^  Abstände  der  zu  suchenden  Ebene 
von  den  beiden  ersteren  seien.  Diese  Ebene,  nennen  wir  sie  T,  wird  die 
Kugel  /S,  welche  aus  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Kadius  £„  beschrieben 
wird,  sowie  ferner  auch  den  Cylinder  27,  dessen  Achse  die  gegebene 
Gerade  l  ist,  und  als  senkrechten  Querschnitt  einen  Kreis  vom  Kadius 
s^  hat,  berühren. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  0  eine  Ebene  P  senk- 
recht auf  die  Gerade  l  geführt,  so  wird  dieselbe  auch  normal  zu  der 
Berührebene  T  gerichtet  sein  und  wird  mithin  den  Berührungsradius 
sowohl,  also  auch  den  Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit  der  Kugel 
S  enthalten. 

Besagter  Berührungspunkt  wird  sodann  aber  auch  nothwendig 
auf  jenem  größten  Kreise  K^  der  Kugel  S  liegen  müssen,  in  welchem 
diese  von  der  Ebene  P  geschnitten  wird.  Selbstverständlich  wird 
dieser  Punkt  auch  der  Berührungspunkt  des  größten  Kreises  K^  mit 
derjenigen  Geraden  t  sein,  in  welchem  die  Diametralebene  P  die  Be- 
rührebene T  schneidet. 

Ferner  wird  die  Ebene  P  den  Cylinder  I  in  einem  Kreise  K^ 
vom  Kadius  s^  schneiden,  welcher  gleichfalls  von  der  Schnittgeraden  t 
der  beiden  Ebenen  T  und  P,  die  den  Cylinder  berührt,  tangiert  wird, 
oder  mit  anderen  Worten :  die  Schnittgerade  t  der  gesuchten  Ebene  T 
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mit  der  Diametralebene  P  ist  eine  gemeinschaftliche  Taugente  der 
beiden  Kreise  K^  und  K^. 

Die  hiemit  in  Erinnerung  gebrachte  Eigenschaft  liefert  folgende 
Lösung  der  obgestellten  Aufgabe. 

Man  wird  durch  den  gegebenen  Punkt  0  eine  Ebene  P  senk- 
recht auf  die  Gerade  l  legen.  Die  letztere  wird  von  der  erwähnten 
Ebene  P  in  einem  Punkte  o  geschnitten.  Zeichnet  man  in  dieser 
Ebene  zwei  Kreise  K^  und  Z^,  deren  Mittelpunkte  beziehungsweise  o 
und  0  und  deren  Kadien  beziehungsweise  den  beiden  gegebenen  Strecken 
s^  und  ^2  gleich  sind ;  zieht  man  ferner  an  die  beiden  Kreise  K^  und 
K^  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  (was  einfach  vermittelst  der 
ümlegung  der  Ebene  P  geschehen  kann)  und  legt  man  endlich  durch 
jede  dieser  Tangenten  eine  Ebene  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden  /, 
so  erhält  man  die  vier  verschiedenen  Lagen  der  gesuchten  Ebene. 

§.  425. 

69.  Aufgabe.  An  drei  gegebene  Kugeln  ist  eine  gemeinschaft- 
liche Berührebene  zu  legen. 

Die  Mittelpunkte  der  gegebenen  drei  Kugeln  seien  (0^yO\); 
{0^,0'^)  und  (03,0'3)  (Taf.  XVI,  Fig.  100).  Der  Kürze  halber 
wollen  wir  die  drei  Kugeln  selbst,  ebenfalls  mit  Oj,  O«  und  0^  be- 
zeichnen. 

Wie  bereits  mehrfach  hervorgehoben,  gehen  alle  jene  Ebenen, 
welche  die  beiden  Kugeln  0,  und  0^  berühren,  durch  den  äußeren 
oder  durch  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt  dieser  beiden  Kugeln.  Ebenso 
werden  alle  Ebenen,  welche  die  beiden  Kugeln  0,  und  0^  berühren, 
entweder  durch  den  einen  oder  den  anderen  Ähnlichkeitspunkt  dieser 
beiden  Kugeln  gehen  müssen. 

Denken  wir  uns  einen  dieser  Ähnlichkeitspunkte,  allenfalls  den 
äußeren  (J.3,^'3)  der  beiden  Kugeln  0,  und  0^  bestimmt.  Gelegentlich 
einer  früheren  Aufgabe  64a)  wurde  nachgewiesen,  dass  dessen  beide 
Projectionen  A^  und  J.  3  die  Schnittpunkte  der  äußeren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  an  die  verticalen,  beziehungsweise  an  die  horizon- 
talen Contouren  der  beiden  Kugeln  0^  und  0^  seien.  Bestimmen  wir 
ferner  in  gleicherweise  einen  Ähnlichkeitspunkt,  beispielsweise -wieder 
den  äußeren  {A^,  A'^,  der  beiden  Kugeln  0,  und  O3. 

Verbinden  wir  diese  beiden  Ähnlichkeitspunkte  {A^,  A'^)  und 
(^2)  ^'2)  cinrch  eine  Gerade  (5,  s')  und  legen  wir  durch  die  Gerade 
(s,  s'),  wie  in  Aufgabe  54)  gezeigt  wurde,  die  beiden  Tangentialebenen 
Tj  und  T^  an  die  Kugel  0^,  so  werden  die  so  erhaltenen  Ebenen, 
weil   sie    die  Ähnlichkeitspunkte  A^  und  ^^    enthalten,    nothwendig 


399 

auch  die  beiden  Kugeln  0^  und  O3  berühren  müssen,  also  zwei  Lagen 
der  gesuchten  gemeinschaftlichen  Berührebenen  aller  drei  Kugeln  dar- 
stellen. 

Berücksichtigt  man,  dass  noch  zwei  innere  Ähnlichkeitspunkte 
(J3,  J'3)  und  (J2,  J'„)  existieren ,  so  findet  man  unschwer  noch  drei 
weitere  Geraden,  welche  ihrer  Natur  nach,  mit  jener  der  Geraden  (5,s') 
übereinstimmen.  Es  sind  dies  nämlich  die  Gerade  (s^,  s\)  als  Ver- 
bindungsgerade von  (^3,  J-'g)  mit  {Jo,J*^\  die  Gerade  (§„,  s'^)  als 
Yerbindungsgerade  von  {A^^  A'^  und  (J3,  J'3)  und  endlich  die  Gerade 
(S3,  s'3) .  als  Verbindungsgerade  von  {J^,  J'g)  und  (Jg,  J'3). 

Durch  jede  dieser  Geraden  s  lassen  sich  ebenfalls  zwei  Ebenen 
legen,  welche  die  Kugel  0,,  mithin  auch  die  Kugeln  0„  und  O3  be- 
rühren, und  es  gibt  daher  im  allgemeinen  acht  Lagen  der  gesuchten 
Ebene,    welche   jedoch  theilweise  oder  ganz  imaginär  werden  können* 

§.  426. 

70.  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  zweier  Kugeln  zu  bestimmen. 

Der  Schnitt  zweier  Kugeln  ist,  wie  wir  bereits  wissen,  ein  Kreis, 
dessen  Ebene  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Mittelpunkte  der  beiden 
gegebenen  Kugeln  senkrecht  steht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
obgenannten  Geraden  liegt.  Es  wird  mithin  zur  Feststellung  dieses 
Kreises  die  Kenntnis  eines  seiner  Punkte  oder  die  Angabe  seines  Mittel- 
punktes vollständig  genügen. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  {K^  K\)  und  (Jc,'k\)  (Taf.  XVL 
Fig.  101)  die  beiden  gegebenen  Kugeln  (0,  0')  und  (0,  0')  deren 
Mittelpunkte. 

Es  wird  sich  nun  bloß  darum  handeln,  einen  Punkt,  welcher 
gleichzeitig  beiden  Kugeln,  also  auch  dem  Schnittkreise  derselben 
angehört,  zu  finden.    Dies  kann  einfach  folgendermaßen  geschehen. 

Man  denke  sich,  der  Einfachheit  halber,  beide  Kugeln  0  und  0 
durch  eine  und  dieselbe  zur  horizontalen  (oder  zur  verticalen)  Pro- 
jectionsebene  parallelen  Ebene  Sv  geschnitten.  Die  Schnitte  sind  dem- 
nach durch  die  zwei  Kreise  (K^^  K'^  und  (k^,  h'^)  dargestellt. 

Besagte  Kreise  erscheinen  in  der  horizontalen  Projection  in  wahrer 
Größe  und  schneiden  sich  daselbst  in  zwei  Punkten  (a,  a')  und  {h,h^). 
welche  den  beiden  Kugeln,  also  auch  dem  Schnittkreise  beider  an- 
gehören. Die  Ebene  dieses  Schnittkreises  ergibt  sich  sofort  als  jene 
Ebene  E^Eu.  welche  durch  einen  der  beiden  Punkte,  etwa  {a^a*), 
geht  [dieselbe  führt  selbstverständlich  auch  durch  den  zweiten  Punkt 
(5,  &')]  und  senkrecht  auf  die  Gerade  (Oo,  0' 0')  gelegt  wird.  Der 
Schnitt  dieser  Ebene  E  mit  der  einen  oder  der  anderen  Kugel,  dessen 
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Projectionen  unmittelbar  durch  conjugierte  Durchmesser  (wie  in  Auf- 
gabe 51)  bestimmt  werden  können,  repräsentiert  sodann  auch  gleich- 
zeitig den  Schnittkreis  der  beiden  Kugeln. 

§.  427. 

Oft  handelt  es  sich  bloß  darum,  den  Mittelpunkt  des  Schnitt- 
kreises und  dessen  Kadius  in  wahrer  Größe  zu  kennen. 

Um  dieser  Forderung  zu  entsprechen,  kann  man  einfach  folgender- 
maßen verfahren. 

Sind  (0,  0')  und  (ö,  o')  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kugeln, 
{K,K\)  und  {l,l\)  (Taf.  XVI,  Fig.  102)  deren  Contouren,  so  ver- 
binde man  die  beiden  Punkte  (0,  0')  und  (o,  ö')  durch  eine  Gerade 
und  drehe  diese  Gerade  {Oo,  0' o')  sammt  der  einen  Kugel  (k,Jc\)  um 
den  horizontalprojicierenden  Durchmesser  (0,  0')  der  anderen  Kugel 
in  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  Oo^y  wobei  der 
aus  Oq  als  Mittelpunkt  beschriebene  mit  k  gleich  große  Kreis  /v„  die 
verticale  Contour  der  gedrehten  Kugel  (Je,  h\)  darstellt.  Hierdurch 
erhalten  wir  vor  allem  in  Ooq  die  wahre  Länge  der  Centralen 
(Oö,  O'öO- 

Die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele,  durch  OOq  gehende 
Ebene  f/,  schneidet  die  Kugel  0  in  einem  Kreise,  dessen  Vertical- 
projection  mit  der  Contour  K  zusammenfällt  und  die  gedrehte  Kugel 
Jcq  in  einem  Kreise,  dessen  verticale  Projection  mit  h^  identisch  ist. 
Diese  beiden  Kreise  K  und  k^  schneiden  sich  in  den  beiden  gegen  Oo^^ 
symmetrisch  gelegenen  Punkten  %  und  i^. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  in  dieser  gedrehten  Lage  die 
Centrale  Oo^  parallel  zur  verticalen  Projectionsebene  ist,  so  muss  die 
Ebene  des  Schnittkreises  beider  Kugeln,  als  senkrecht  zu  Oo,  vertical- 
projicierend  sein;  ihre  Verticaltrace  muss  daher  mit  der  Verbindungs- 
geraden a^h^  der  Punkte  a^  und  \  zusammenfallen.  Diese  Gerade 
trifft  Oo„  in  einem  Punkte  m^,  welcher  offenbar  den  gedrehten  Mittel- 
punkt des  Schnittkreises  repräsentiert  und  nach  der  Zurückführung  in 
die  ursprüngliche  Lage  in  seinen  Projectionen  durch  (m,m')  dargestellt 
erscheint. 

Dass  %\  den  Durchmesser,  mithin  ^m^  —  h^m^  den  Eadius 
des  Schnittkreises  vorstellt,  ist  an  und  für  sich  klar,  denn  dreht  man 
die  beiden  Kreise  K  und  Jc^  um  Oo^,  so  beschreiben  die  Punkte  % 
und  h^  den  Schnittkreis  der  beiden  durch  diese  Drehung  um  Oo^,  er- 
zeugten Kugeln  (K,  K\)  und  (/j,  'k\). 
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§.  428. 

71,  Aufgabe,  Durch  eine  Gerade  ist  eine  Ebene  zu  füliren, 
welche  eine  vorliegende  Kugel  in  einem  Kreise  von  gegebenem 
Radius  schneidet. 

Die  vorstehende  Aufgabe  kann  auf  die  bereits  bekannte  „durch 
eine  Gerade  Berührungsebenen  an  eine  gegebene  Kugel 
zu  legen",  zurückgeführt  werden. 

Es  wird  auf  Grund  dieser  Andeutung  genügen,  wenn  wir  mit 
Umgehung  der  graphischen  Durchführung  bloß  die  Lösung  der  Auf- 
gabe kurz  skizzieren. 

Wenn  eine  Kugel  S  durch  eine  Ebene  E  nach  einem  Kreise  K 
geschnitten  wird,  stellt  der  Fußpunkt  m  des  von  dem  Kugelmittel- 
punkt 0  auf  die  schneidende  Ebene  E  gefällten  Perpendikels  den 
Mittelpunkt  des  Schnittkreises  dar. 

Hat  demgemäß  die  Kugel  den  Radius  jB,  der  Schnittkreis  den 
Radius  r  und  verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  a  des  Schnitt- 
kreises K  sowohl  mit  dem  Kugelmittelpunkte  0,  als  auch  mit  dem 
Kreismittelpunkte  m,  so  ist  das  Dreieck  Oma  bei  m  rechtwinklig. 
Die  eine  Kathete  ma  repräsentiert  den  Kreisradius  r,  die  andere 
Kathete  den  Abstand  Om  der  schneidenden  Ebene  E  vom  Kugel- 
mittelpunkte und  die  Hypotenuse  Oa  den  Kugelradius. 

Nachdem  ein  rechtwinkliges  Dreieck  stets  durch  zwei  seiner 
Seiten  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  alle  Ebenen,  welche  eine  gegebene 
Kugel  S  mit  dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Radius  U  in  Kreisen  von 
einem  gleichfalls  gegebenen  Halbmesser  r  schneiden  sollen ,  von  dem 
Kugelmittelpunkte  0  einen  constanten  Abstand  d  besitzen  müssen, 
welcher  sich  als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  ergibt, 
dessen  andere  Kathete  r  und  dessen  Hypotenuse  i?  ist,  d.  h.  alle 
Ebenen,  welche  die  Kugel  in  Kreisen  von  gegebenem  Halbmesser 
schneiden,  berühren  eine  mit  der  gegebenen  Kugel  concentrische  Kugel 
vom  Radius  

d  =  K^'  —  ^'• 

Legt  man  durch  die  gegebene  Gerade  an  diese  zweite  Kugel 
Berührebenen,  so  werden  diese  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Auf  demselben  Principe  beruht  auch  die  Lösung  der  folgenden 
Aufgaben. 

§.  429. 

72.  Aufgabe,  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  ist  eine  Ebene 
zu  legen,  welche  eine  gegebene  Kugel  in  einem  Kreise  von  gegebenem 
Radius  schneidet. 

Peschia,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  IlT.  26 
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Ist  S  die  gegebene  Kugel,  E  die  gegebene  Ebene  und  r  der 
Kadius  des  Schnittkreises,  so  reduciert  sich  die  gestellte  Aufgabe  auf 
die  (Aufgabe  55)  ^eine  Ebene  zu  construieren,  welche  pa- 
rallel zur  Ebene  jy  ist  und  eine  Kugel  s  berührt,  welche 
mit  der  gegebenen  Kugel  S  concentrisch  ist,  während  der 
Kadius  der  Kugel  6'  durch  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes 
dargestellt  wird,  dessen  Hypotenuse  dem  Kadius  der  gegebenen  Kugel 
und  dessen  zweite  Kathete   dem  gegebenen  Kreisradius  r  gleich  ist". 

§.  430. 

73.  Aufgabe,  Eine  Ebene  ist  zu  construieren,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  p  geht  oder  zu  einer  gegebenen  Geraden  parallel 
ist  und  zwei  gegebene  Kugeln,  deren  Radien  B^  und  i?2  sind,  nach 
Kreisen  von  den  Radien  r^  und  r^  schneidet. 

Construiert  man  zwei  Kugeln,  welche  mit  den  beiden  gegebenen 
Kugeln  concentrisch  sind  und  deren  Radien  q^  und  ^.^  beziehungs- 
weise gleich  \^B^^  —  r^^  und  \^ B^  —  r^^  sind,  so  wird  die  ge- 
suchte Ebene  diese  beiden  Kugeln,  den  vorhergehenden  Erörterungen 
gemäß,  berühren.  Hiedurch  ist  das  gestellte  Problem  auf  die  Auf- 
gabe 64a)  oder  auf  die  Aufgabe  66)  zurückgeführt. 

§.  431. 

74.  Aufgäbe.  Es  ist  eine  Ebene  zu  constraieren,  welche  drei 
gegebene  Kugeln  von  den  Radien  fjR,,  B^  und  B.^  nach  Kreisen 
schneidet,  die  beziehungsweise  die  Radien  r^,  r„  und  r^  besitzen. 

Construiert  man  drei  Kugeln,  welche  mit  den  gegebenen  drei 
Kugeln  concentrisch  sind  und  deren  Radien  beziehungsweise  gleich 
|/"jSj2_r^2^  \/B^'  —  r^'  und  Yb^'  —  r^'  sind,  so  werden  die 
gemeinschaftlichen  Berührebenen  dieser  drei  Kugeln  die  gegebenen 
Bedingungen  erfüllen. 

Durch  Variation  der  jeweilig  hinzutretenden  Bedingungen  kann 
man  selbstverständlich  auf  alle  möglichen  in  dieser  Richtung  bisher 
gelösten  Aufgaben  zurückkommen. 

§.  432. 

75.  Aufgabe,  Es  ist  die  Bedingung,  dass  eine  gegebene  Strecke 
mit  ihren  Endpunkten  auf  einer  gegebenen  Kugel  liege,  durch  eine 
andere,  einfachere  zu  ersetzen. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Kugel  /S;  der  Mittelpunkt  der- 
selben sei  0  und  betrachten  wir  irgend  eine  Sehne  ab  dieser  Kugel. 
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Das  Dreieck  aOh  ist  ein  gleichschenkliges,  da  aO  =  hO  gleich  dem 
Badius  B  der  gegebenen  Kugel  ist.  Halbiert  man  die  Sehne  ab  im 
Punkte  m,  so  ist  die  Gerade  Om  bekanntlich  senkrecht  auf  ab.  Die 
Strecke  Om  ist  vermöge  des  rechtwinkligen  Dreieckes  Oma  gleich 
\/^0a'^  —  am2  oder,  falls  wir  die  Länge  der  Sehne  ah  mit  l  be- 
zeichnen,  gleich  1/  R^ . 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir  aber,  dass  die  Strecke  Om 
nur  von  der  Größe  des  Kugelradius  B  und  von  der  Länge  l  der 
Sehne  ab,   nicht  aber  auch  von  der  Lage  der  letzteren  abhängig  ist. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  eine  Sehne  ab  in  der 
Kugel  S  die  Länge  l  besitzen  soll,  es  nothwendig,  aber  auch  hin- 
reichend sei,  wenn  dieselbe  vom  Kugelmittelpunkte  0  die  Entfer- 
nung d  —  y^B"^  —  ^l^  besitze,  oder  mit  anderen  Worten:  Alle  Kugel- 
sehnen von  constanter  Länge  sind  Tangenten  an  eine  zweite  mit 
der  gegebenen  Kugel  concentrischen  Kugel,  deren  Eadius  q  gleich 
J/jR^  —  iV^  ist,  wenn  B  die  Länge  des  Kugelradius  und  l  jene  der 
Sehnen  ist. 

Auf  Grund  dieses  Eesultates  lassen  sich  verschiedene  Aufgaben 
in  höchst  einfacher  Form  lösen.  Einige  derselben  mögen  hier  Platz 
finden. 

§.  433. 

76.  Aufgabe.  Durch  einen  Pnnkt  soll  eine  Gerade  derart  gezogen 
werden,  dass  die  Stücke  derselben,  welche  von  zwei  gegebenen 
Kugeln  auf  derselben  abgesclinitten  werden,  bestimmte  Längen  er- 
halten. 

Sei  p  der  gegebene  Punkt,  seien  ferner  S^  und  So  die  beiden 
gegebenen  Kugeln,  deren  Radien  beziehungsweise  B^  und  B^  sein 
mögen,   und  l^  und  ?„  die  beiden  gegebenen  Sehnenlängen. 

Construiert  man  zwei  Kugeln  s^  und  So,  die  mit  den  Kugeln  S^ 
und  S^  concentrisch  sind  und  beziehungsweise  die  Eadien  Y B^^-— 1\^ 
und  V^i?2^  —  -jl^'^  besitzen,  so  wird  jede  Tangente  von  Sj,  eine 
Sehne  der  Kugel  S^  von  der  Länge  l^  und  jede  Tangente  der  zweiten 
Kugel  ^2,  eine  Sehne  der  Kugel  S^  von  der  Länge  l^  darstellen. 

Sämmtliche  Geraden,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  2^ 
gehen  und  in  der  Kugel  S^  die  Sehnenlänge  ?,  besitzen,  werden  Er- 
zeugenden jenes  geraden  Kreiskegels  sein,  welcher  aus  dem  Scheitel 
p  der  Kugel  s^  umschrieben  wird,  während  sämmtliche  Geraden,  welche 
durch  p  gehen  und  deren  innerhalb  der  Kugel  S,^  liegenden  Stücke  die 
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Länge  l„  besitzen,  Erzeugenden  jenes  Kegels  sein  werden,  welcher  der 
Kugel  Sq  aus  dem  Scheitel  p  umschrieben  ist. 

Diese  eben  angeführten  Kegel  haben  im  allgemeinen  zwei  Er- 
zeugenden gemeinschaftlich,  welche  man,  wie  bekannt,  vermittelst  einer 
Hilfskugel,  die  ihren  Scheitel  in  p  hat,  leicht  construieren  kann. 
Besagte  Geraden  werden  offenbar  die  gesuchten  durch  p  gehenden 
Geraden  darstellen. 

Liegen  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^^  concentrisch ,  so  sind  es 
auch  die  Kugeln  s^  und  s^-^  es  werden  daher  in  diesem  Falle  keine 
gemeinschaftlichen  Erzeugenden  der  Kegel  (i>,Sj),  (p^s^y)  Vorhandensein. 

§.  434. 

77,  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  Geraden  ist  eine  zweite  G-erade 
zu  finden,  welche  in  zwei  gegebenen  Kugeln  Abschnitte  von  gege- 
benen Längen  besitzt. 

Die  beiden  gegebenen  Kugeln  seien  S^  und  /S2,  deren  Radien 
beziehungsweise  R^  und  B^,  ferner  seien  l^  und  l^  die  gegebenen 
Strecken  und  g  die  gegebene  Gerade. 

Construieren  wir  zunächst  eine  mit  Si  concentrische  Kugel  5, 
mit  dem  Eadius  l/it?i^  —  ili^  und  weiters  eine  mit  S^  concentrische 
Kugel  ^2   von  dem  Radius  \^Iia^  —  i  l^'- 

Jede  Tangente  von  s^  hat  in  der  Kugel  /S^  die  Sehnenlänge  ?, 
und  jede  Tangente  von  Sg  in  S^  die  Sehnenlänge  Z2. 

Denkt  man  sich  nun  den  beiden  Kugeln  s^  und  Sg,  parallel  zur 
gegebenen  Geraden  g,  Cylinder  umschrieben,  so  werden,  wie  von  selbst 
einleuchtend,  die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  dieser  Cylinder  die 
Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  erfüllen. 

Die  besagten  Erzeugenden  werden  constructiv  wohl  am  einfachsten 
folgendermaßen  bestimmt.  Man  zieht  durch  die  Mittelpunkte  0^  und 
O2  der  gegebenen  Kugeln  Si  und  /S2  parallele  Geraden  g^  und  ^2  55^ 
der  gegebenen  Geraden  g.  Diese  Geraden  schneidet  man  durch  eine 
zu  denselben  senkrechte  Ebene  P  in  den  Punkten  m,  und  m^. 

Zeichnet  man  in  der  eben  erwähnten  Ebene  zwei  Kreise  K^  und 
ZJj,    welche    beziehungsweise  die   Mittelpunkte    m^    und  m^    und  die 

Radien  V^i?,^  —  i^i^  ^^^  V^^2^  —  ih^  besitzen,  so  stellen  diese, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Schnitte  der  Ebene  P  mit  den 
früher  genannten  zwei  Cylindern  dar.  Zieht  man  demnach  durch  die 
Schnittpunkte  a  und  i  dieser  beiden  Kreise  K^  und  JST^  die  Geraden 
G,  und  02  parallel  zu  der  Geraden  g,    so  werden  diese  die  gemein- 
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schaftlichen  Erzeugenden  beider  Cylinder,  also  die  verlangten  Geraden 
darstellen. 

§.  435. 

78.  Aufgabe.  Anf  einer  Greraden  l  sind  drei  Punkte  a,  l  und  c 
gegeben ;  es  ist  die  Gerade  l  in  eine  derartige  Lage  zu  bringen,  dass 
der  eine  Punkt  a  mit  einem  gegebenen  Punkte  A  zusammenfalle, 
während  die  Punkte  6  und  c  auf  zwei  gegebene  Kugeln  S^  nnd  So_ 
zu  liegen  kommen. 

Denken  wir  uns  die  gegebene  Gerade  l  oder  ahc  mit  dem  Punkte 
a  nach  A  verlegt,  so  kann  dieselbe  offenbar  alle  Lagen  in  dem 
Strahlenbündel  um  A  herum  annehmen;  dabei  sind  aber  die  Punkte 
h  und  c  an  die  Bedingung  gebunden,  auf  den  beiden  concentrischeu 
Kugeln  ^ö  und  2c ,  welche  mit  den  bezüglichen  Eadien  a&  und  ac 
aus  dem  Mittelpunkte  A  beschrieben  werden,  zu  verbleiben. 

Der  gestellten  Aufgabe  gemäß,  soll  aber  der  Punkt  l  auf  der 
gegebenen  Kugel  S^  und  der  Punkt  c  auf  der  gegebenen  Kugel  Ä, 
liegen.  Man  erkennt  sofort,  dass  h  insbesondere  auf  dem  Schnittkreise 
Kl  der  Kugel  2^  mit  der  Kugel  /S,,  und  c  auf  dem  Schnittkreise  Kc 
der  Kugel  2'c  mit  der  Kugel  So  liegen  müsse. 

Die  gestellte  Aufgabe  reduciert  sich  somit  auf  die  „durch  den 
Punkt  A  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  sowohl  den  Kreis  Zö,  als 
auch  den  Kreis  Kc  in  einem  Punkte  schneidet".  Besagtes  Problem 
lässt  sich  hiemit  folgendermaßen  leicht  durchführen. 

Verlängert  man  den  geraden  Kreiskegel,  welcher  durch  den  Kreis 
Kl  geht  und  als  Scheitel  den  Punkt  A  besitzt,  so  schneidet  derselbe 
die  Kugel  Zc  in  einem  Kreise  Kb,  der  in  einer  zur  Ebene  des  Kreises 
Kl  parallelen  Ebene  liegt.  Dieser  Kreis  wird  den  auf  derselben  Kugel 
Zc  liegenden  Kreis  Kc  in  zwei  Punkten  c^  und  c^^  begegnen,  welch 
letztere  nur  diejenigen  sein  können,  in  welchen  die  Kugel  Ec  von  der 
Schnittgeraden  der  Ebenen  der  beiden  Kreise  Ki  und  Kc  getroffen  wird. 

Zieht  man  durch  A  die  nach  den  Punkten  c^  und  c«  gehenden 
Geraden  g^  und  g^^  so  sind  diese,  da  Cj  und  c^  dem  Kreise  Ki  an- 
gehören. Erzeugenden  des  Kegels  {A^  Ki),  welche  somit  auch  den 
Kreis  Ki  beziehungsweise  in  den  Punkten  l^  und  \  treffen  werden. 

Wie  der  hier  eingeschlagene  Weg  und  das  Ergebnis  zeigt,  werden 
diese  beiden  Geraden  g^  und  g^  der  gestellten  Aufgabe  genügen,  da 
dieselben,  wie  oben  verlangt  wurde,  durch  den  Punkt  A  gehen,  den 
Kreis  Ki  sowohl,  als  auch  den  Kreis  Kc  treffen  und  mithin  die  ge- 
gebenen Strecken  al  und  ac  von  A  aus  auf  den  Kugeln  S^  und  So 
bestimmen. 
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§.  436. 

79,  Aufgabe,  Es  sind  drei  Kugeln  S^ ,  S^  und  Äg,  deren  Mittel- 
punkte nicht  auf  derselben  Geraden  liegen,  sowie  eine  Gerade  g  ge- 
geben; man  sali  parallel  zu  diesen  Geraden  eine  Gerade  derart 
ziehen,  dass  das  Stück  l^o  derselben,  welches  zwischen  der  ersten 
und  der  zweiten  Kugel,  sowie  jenes  ^03,  welches  zwischen  der  zweiten 
und  der  dritten  Kugel  liegt,  gegebene  Längen  ?,„  und  ^„3  besitze. 

Denken  wir  uns  durch  die  sämmtlichen  Punkte  der  Kugel  S^ 
parallele  Geraden  zu  g  gezogen  und  von  diesen  Punkten  auf  den  so 
geführten  Geraden  Strecken  von  der  Länge  Z,^  in  durchwegs  gleichem 
Sinne  aufgetragen,  so  werden  die  zweiten  Endpunkte  dieser  'Strecken 
auf  einer  zweiten  mit   der  Kugel  S^  gleich  großen  Kugel  U^  liegen. 

Das  Gesagte  wird  unmittelbar  klar,  wenn  man  sich  die  Kugel 
S^  parallel  zur  Geraden  g  um  die  Strecke  \q  verschoben  denkt.  Selbst- 
verständlich wird  dann  jeder  Punkt  derselben  einen  zu  g  parallelen 
Weg  von  der  Länge  Z,^  zurücklegen.  Diese  zweite  Kugel  (welche 
einfach  durch  die  äquivalente  Verschiebung  des  Kugelmittelpunktes  0^ 
graphisch  erhalten  wird)  schneidet  die  Kugel  ^2  in  einem  Kreise  K^^, 
Es  ist  einleuchtend,  dass  jede  durch  die  einzelnen  Punkte  des  Schnitt- 
kreises parallel  zu  g  gezogene  Gerade  zwischen  den  beiden  Kugeln  S^ 
und  Sq  die  Länge  ?,2  haben  wird. 

Die  Geraden,  welche  die  besagte  Eigenschaft  besitzen,  erfüllen 
mithin  einen  Cy linder,  welcher  den  Kreis  K^^^  als  Leitcurve  besitzt 
und  dessen  Erzeugenden   zu   der  gegebenen  Geraden   g   parallel  sind. 

Unter  den  Erzeugenden  dieses  Cylinders  sind  nunmehr  jene 
zu  bestimmen,  welche  zwischen  Ä2  und  S^  die  gegebene  Länge  Z^g 
besitzen. 

Dies  geschieht  folgendermaßen.  Der  Cylinder  schneidet,  außer 
dem  Kreise  K^^,  die  Kugel  S„  (nach  Satz  448,  Band  II)  noch  in  einem 
zweiten  Kreise  C^. 

Denken  wir  uns  auf  den  Cylindererzeugenden  von  den  Punkten 
des  Kreises  C^  die  Strecke  ^„3  aufgetragen,  so  bestimmen  die  End- 
punkte dieser  Strecken  auf  dem  Cylinder  einen  zu  G^  parallelen  Kreis  C^. 
Besagter  Kreis  C„  schneidet  die  Kugel  S^  in  zwei  leicht  zu  con- 
struierenden  Punkten  d^  und  d^^. 

Die  durch  die  ebengenannten  Punkte  gehenden  Cylindererzeugenden 
g^  und  g^  treffen  den  angedeuteten  Constructionen  zufolge  die  Kugel 
S(^  in  zwei  Punkten  c^  und  c^,  welche  von  d^  beziehungsweise  dg,  die 
Entfernung  l^^  haben,  und  ebenso  in  zwei  weiteren  Punkten  h^  und  \, 
die  wiederum  von  den  Schnittpunkten  a^  und  a^  der  Geraden  g^  und 
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^2  mit  der  Kugel  8^  die  Entfernung  i^^  besitzen.  Die  beiden  letzt- 
erwähnten Geraden  g^  und  g^  sind  mithin  diejenigen,  welche  der  ge- 
stellten Aufgabe  genügen. 

§.  437. 

80.  Aufgabe.  In  einer  gegebenen  Geraden  sind  Punkte  zu  be- 
stimmen, deren  Abstände  von  zwei  gegebenen  Punkten  in  einem 
gegebenen  Verhältnisse  stehen. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  untersuchen  wir  zunächst  den  geo- 
metrischen Ort  aller  Punkte  im  Räume,  deren  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  in  einem   constanten  Verhältnisse  stehen. 

Seien  a  und  b  (Taf.  XVI,  Fig.  103)  die  beiden  festen  Punkte 
und  p  irgend  ein  Punkt,  der  jedoch  nicht  auf  der  Geraden  ab  liegt. 

Die  beiden  Halbiergeraden  pjt^  und  pTC^  des  Winkels  apb  treffen 
die  Gerade  ab  in  zwei  Punkten  7t^  und  jtg ,  welche  bekanntlich  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass 

aTt^  :  b7c^  =  aiTo  :  bTC^^^  =  ap  :  bp. 

Der  Winkel  Tc^pito  ist  ein  rechter  und  liegt  daher  in  der  Peri- 
pherie jenes  Kreises  ÜT,  welcher  über  Tt^jt^  als  Durchmesser  beschrie- 
ben wird. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen ,  dass  jeder  Punkt  des  Kreises  K 
von  a  und  b  Abstände  besitzt,  die  in  dem  Verhältnisse 

awc^  :  bTt^  =  aTt^^  ibjt^ 
stehen.     Nehmen  wir  nämlich  an,  es  sei  die  Strecke  ab  ursprünglich 
gegeben  und  man  hätte  dieselbe  nach   einem   gegebenen  Verhältnisse 

—  äußerlich  und  innerlich  durch  die  Punkte  Tt^  und  tt^  getheilt,  d.  h. 
die  Punkte  ^^  und  tz^  so  bestimmt,  dass 

aTC^  ibjc^  =  aTt^  ibito,  =  m  :  n. 
Über  diesen  Punkten  jr^  und  tc^^^  als  Endpunkt  eines  Durchmessers, 
beschreiben  wir  den  Kreis  K  und  nehmen  auf  diesem  einen  beliebigen 
Punkt  p  an.  Verbindet  man  diesen  Punkt  p  mit  a,  Z>,  jr^  und  tTj,  so 
erhält  man,  da  a,  6,  7t^^  7t^  vier  harmonische  Punkte  sind,  vier  har- 
monische Strahlen.  Überdies  stehen  aber  zwei  conjugierte  Strahlen 
TC^p  und  Ttt^p  auf  einander  senkrecht;  es  müssen  daher  die  beiden 
anderen  Strahlen  ap  und  bp  mit  denselben  gleiche  Winkel  ein- 
schließen, woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass: 

ap  :  bp  =  aTt^  ibTt^  =  aTt^  :  bit^  =z  m  :  n. 
Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir,  dass  in  der  Ebene  der  geo- 
metrische   Ort    aller    Punkte,    deren    Abstände    von    zwei    festen 


408 

Punkten  a  und  h  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen, 
derjenige  Kreis  K  ist,  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Geraden 
ah  hat  und  durch  die  beiden  Punkte  jr^  und  tt^  geht,  welche  die 
Strecke  ah  innerlich  und  äußerlich  in  dem  gegebenen  Verhält- 
nisse theilen. 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  Eaume,  deren 
Abstände  von  a  und  h  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen,  ergibt 
sich  sodann  als  eine  Kugel,  und  zwar  als  diejenige  Kugel,  welche 
der  obbezeichnete  Kreis  bei  seiner  Umdrehung  um  ah  erzeugt. 

Dies  ergibt  den  Satz: 

384.  j^Der  geometrische  Ort  aller  Pimlcte,  deren  Abstände  von 
^wei  festen  Punläen  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen,  ist  eine 
Kugel,  deren  MittelpunU  auf  der  Verhindungsgeraden  der  beiden 
Punkte  liegt,  und  durch  jene  beiden  PunMe  geht^  ivelche  die  Strecke 
der  0wei  Punkte  innerlich  und  äußerlich  in  dem  gegebenen  Verhält- 
nisse theilen,''^ 

§.  438. 

Diesem  Satze  gemäß  ergibt  sich  folgende  Lösung  der  obgestellten 
Aufgabe. 

Sind  (a,  a')  und  (&,  &')  (Taf.  XVI,  Fig.  104)  die  beiden  gege- 
benen Punkte,  ist  ferner  (Z,  V)  die  gegebene  Gerade  und  ist  das 
gegebene  Verhältnis  durch  zwei  Strecken  m  und  n  repräsentiert,  so 
wird  man  zunächst  die  wahre  Größe  der  Strecke  {ah,  a'&')?  ^^wa  durch 
Umlegung  um  ihre  Horizontalprojection  a'6'  nach  a^b^  bestimmen  und 
hierauf  diese  Strecke  äußerlich  und  innerlich  im  Verhältnisse  m  :  n 
theilen,  wobei  sich  die  Punkte  it^^  und  tc'q  ergeben. 

Halbiert  man  die  Strecke  ^r^^  :r%  im  Punkte  o^,,  so  stellt  der 
letztere  Punkt  den  umgelegten  Kugelmittelpunkt  vor,  dessen  Projec- 
tionen  sich  in  (o,  o')  ergeben;  der  Kadius  der  Kugel  K  ist  somit 
gleich  o^7c\  =  o^7t\. 

Ermittelt  man  nunmehr  die  Schnittpunkte  {Pi,p\)  und  (p>2^P'o) 
der  Kugel  (o,  ö')  mit  der  Geraden  (?,  Z')  (Aufgabe  52  a),  so  sind  dieses 
bereits  die  beiden  gesuchten  Punkte. 

Gelegentlich  der  vorausgeschickten,  hierher  gehörigen  Probleme 
beschränkten  wir  uns  auf  die  Beziehungen  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  mit  gegebenen  Kugeln. 

Übergehen  wir  nun  auch  auf  solche  Fälle,  in  welchen  die  Kugel 
nicht  direct  gegeben,  sondern  erst  unter  gewissen  Bedingungen  zu 
construieren  ist,  d.  h.  deren  Mittelpunkt  und  Kadius  zu  bestimmen  sind. 
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§.  439. 

81.  Aufgabe.  Es  ist  der  Mittelpunkt  und  der  Radius  einer 
Xugel  zu  bestimmen,  welche  durch  vier  gegebene  Punkte  geht. 

Sind  a,  h,  c  und  d  die  vier  gegebenen  Punkte,  so  inuss  der 
Mittelpunkt  0  der  zu  suchenden  Kugel  eine  solche  Lage  im  Räume 
einnehmen,  dass  dessen  Abstände  von  den  vier  Punkten  a,  6,  c,  d 
unter  einander  gleich  sind. 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  den  beiden  Punkten 
a  und  b  gleiche  Entfernungen  besitzen,  ist  eine  Ebene  E^,  welche 
durch  den  Halbierungspunkt  on^  von  ab  geht  und  auf  der  Geraden  ab 
senkrecht  steht. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  als  Ort  der  äquidistanten  Punkte 
von  b  und  c  eine  Ebene  E^  und  als  jenen  von  c  und  d  eine  Ebene  E^. 
Diese  drei  Ebenen  JE',,  E^  und  E^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  0, 
welcher  von  den  vier  Punkten  a,  b,  c  und  d  eine  gleiche  Entfernung 
hat  und  mithin  den  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  darstellen  wird. 

Wir  wollen  die  vorliegende  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung 
constructiv  durchführen,  dass  die  Verbindungsgerade  zweier  der  gege- 
benen Punkte  zu  einer  Projectionsebene  parallel  sei,  da  sich  unter 
dieser  Annahme  einige  bemerkenswerte  Vereinfachungen  in  der  Con- 
struction  ergeben. 

Seien  (a,  a') ;  (Z>,  &') ;  (c,  &)  und  {d,  d')  (Taf.  XVII,  Fig.  105) 
die  vier  gegebenen  Punkte,  wobei  wir  voraussetzen,  dass  die  Verbin- 
dungsgerade (abj  a^V)  zur  horizontalen  Projectionsebene   parallel  sei. 

Der  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte,  welche  von  {a,  a')  und 
(&,  6')  den  gleichen  Abstand  haben ,  ist  die  durch  den  Mittelpunkt 
{m^,m\)  der  Strecke  {ab.a^b')  gehende  und  zur  Geraden  {ab,  a'h*) 
senkrechte,  mithin  horizontalprojicierende  Ebene  E\E'h- 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  den  Punkten 
(a,  a')  und  (c,  &)  gleiche  Abstände  haben,  ist  jene  Ebene  E^^  welche 
durch  den  Halbierungspunkt  {m^^m*^)  der  Strecke  (ac,  öt'c')  geht  und 
auf  der  Geraden  (ac,  a*c')  senkrecht  steht.  Um  den  Schnitt  dieser 
Ebene  E^  mit  der  Ebene  -B'^  Eu  zu  bestimmen,  construieren  wir  im 
vorliegenden  Falle,  nicht  erst,  wie  üblich,  deren  Tracen,  sondern  ver- 
fahren auf  folgende  besondere  Weise. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Horizontaltrace  der  Ebene  E^  senk- 
recht zu  a'&  sein  wird.  Ziehen  wir  demnach  die  Gerade  /,  durch 
m\^  senkrecht  zu   a'c',    so  kann  besagte  Gerade  als  die   Horizontal- 
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projection  einer  in  der  Ebene  jBg  liegenden  Geraden  betrachtet  werden ; 
die  Verticalprojection  7^  derselben  ist  sodann  parallel  zur  Grundlinie 
und  geht  durch  den  Punkt  m^.  Die  Horizontalprojection  y\  trifft 
die  Horizontaltrace  E'h  in  einem  Punkte  «', ,  welcher  die  horizontale 
Projection  des  Durchstoßpuuktes  {a^,  c(f^)  der  Geraden  {y^,  /,)  mit 
der  Ebene  E\  E'h  repräsentiert. 

Weiters  ist  die  Verticaltrace  der  Ebene  E^  senkrecht  auf  der 
Verticalprojection  ac\  es  repräsentiert  daher  die  Gerade,  deren  Ver- 
ticalprojection ^2  senkrecht  zu  ac  ist  und  durch  m^  geht,  in  Zu- 
sammenhalt mit  deren  Horizontalprojection  y'^j  die  parallel  zur  Grund- 
linie durch  m'2  gezogen  wird,  eine  Gerade,  welche  in  der  Ebene  E^ 
liegt»  Der  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Ebene  E^  E^u  ergibt  sich 
unmittelbar  in  {a^,  a'^).  Die  Verbindungsgerade  {a^,  <3\)  der  beiden 
Punkte  (c^i,  a\)  und  {a^,  a\^  stellt  daher  den  Schnitt  der  Ebene  E^E'k 
mit  der  Ebene  E^  dar. 

In  gleicher  Weise  wird  man  den  Schnitt  der  Ebene  E^^  E\  mit 
jener  Ebene  E^  construieren ,  welche  den  geometrischen  Ort  der  von 
(5,  6')  und  (d,  d')  gleich  weit  entfernten  Punkte  repräsentiert,  d.  i. 
jener  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  (mg,  m'3)  der  Strecke 
{bd,Vd')  auf  dieselbe  senkrecht  gelegt  wird. 

Zieht  man  durch  m'3  die  Gerade  y'.^  senkrecht  auf  b*d'  und  die 
Gerade  y^  durch  m^  parallel  zur  Grundlinie,  so  sind  {y.^,  y'^  die  Pro- 
jectionen  einer  in  der  Ebene  E^  liegenden  Geraden,  Diese  Gerade 
schneidet  die  Ebene  E\Eh  in  (c^g,  a'^).  Endlich  sind  (y^,  y\)  die 
Projectionen  einer  Geraden  in  der  Ebene  E^^  wenn  y^  durch  m^  senk- 
recht zu  hd  und  y\  durch  m'3  parallel  zur  Grundlinie  gezogen  wird. 
Diese  Gerade  schneidet  die  Ebene  E\E\  im  Punkte  {a^,a'^.  Ver- 
bindet man  nun  («3,  a'^)  mit  (a^,  a\)  durch  die  Gerade  {p^,  (J'J,  so 
repräsentiert  diese  den  Schnitt  der  Ebene  EvE\  mit  der  Ebene  E^^ 

Die  beiden  Geraden  ((7,,(?'i)  und  (<?2,  ö'g)  schneiden  sich  nunmehr 
in  einem  Punkte  (0,  0'),  welcher  der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen 
E^E^hy  Eq  und  jFg  ist,  und  mithin  von  den  vier  Punkten  (a,  a'); 
(&,&');  (^,  c')  und  {d,d')  gleich  weit  entfernt  ist^  d.  h.  {0,0')  ist  der 
Mittelpunkt  der  durch  die  vier  Punkte  (a,  a');  (&,  &9;  (c,c'); 
(d^d^)  gehenden  Kugel. 

Der  Kadius  R  dieser  Kugel  lässt  sich  in  seiner  wahren  Größe 
leicht  ermitteln,  und  zwar  kann  derselbe  direct  durch  die  Angabe  der 
wahren  Größe  des  Abstandes  des  Punktes  (0^0')  von  einem  der  vier 
gegebenen  Punkte  dargestellt  werden. 
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§.  440. 

82.  Aufgabe.  Durch  drei  gegebene  Punkte  ist  eine  Kugel  von 
bestimmtem  Radius  zu  legen. 

Diese  Aufgabe  kann  auf  mehrfache  Weise  gelöst  werden.  Seien 
a,  6,  c  die  drei  gegebenen  Punkte,  B  der  gegebene  Kugelradius,  und 
setzen  wir  voraus,  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  sei  0;  so  ist 
offenbar  aO^=bO  =  cO  =  B;  d.  h.  der  Mittelpunkt  der  gegebenen 
Kugel  muss  gleichzeitig  auf  drei  Kugeln  liegen,  welche  beziehungs- 
weise die  Punkte  a,  h  und  c  zu  Mittelpunkten  haben,  während  jede 
derselben  die  gegebene  Strecke  B  als  Radius  besitzt.  Jeder  dieser 
beiden  Schnittpunkte  der  drei  so  erhaltenen  Kugeln  kann  sodann  als 
Mittelpunkt  der  verlangten  Kugel  betrachtet  werden. 

Es  gibt  sonach  zwei  Kugeln  von  der  gesuchten  Eigenschaft. 

§.  441. 

Zweite  Lösung.  Denken  wir  uns  durch  die  drei  Punkte  a, 
??,  c  eine  Ebene  e  gelegt,  und  in  derselben  jenen  Kreis  X  gezeichnet, 
welcher  durch  die  drei  Punkte  a,  h,  c  geht.  Der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  sei  o.  Zieht  man  durch  denselben  die  Gerade  00  senkrecht 
zur  Ebene  e,  so  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  jeder  Punkt  dieser  Ge- 
raden 00  von  den  drei  Punkten  a,  6,  c  gleich  weit  entfernt  ist. 

Nehmen  wir  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  p  auf  0  ^  an  und 
verbinden  wir  sowohl  p  als  auch  0  mit  den  drei  Punkten  a,  b  und  c, 
so  entstehen  drei  bei  0  rechtwinklige  Dreiecke  poa,  pob  und  jpoc. 
Diese  Dreiecke  haben  die  eine  Kathete  po  gemeinschaftlich,  während 
die  drei  anderen  Katheten  oa^  ob  und  oc  als  Radien  des  Kreises  K 
einander  gleich  sind.  Besagte  Dreiecke  poa,  pob  und  poc  sind  mit- 
hin congruent;  es  müssen  daher  auch  ihre  Hypotenusen  p  a,  p  b  und 
pc  einander  gleich  sein.  Dasselbe  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  p 
auf  der  Geraden  00, 

Hiernach  wird  es  sich  bloß  darum  handeln,  auf  der  Geraden  00 
jenen  Punkt  0  zu  bestimmen,  dessen  Entfernung  von  einem  der  drei 
Punkte  a,  6,  c  dem  gegebenen  Kugelradius  B  gleich  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  denkt  man  sich  durch  die  Gerade  00  und  durch  einen  der 
Punkte,  etwa  durch  a,  eine  Ebene  geführt  und  diese  Ebene  in  die  Pro- 
jectionsebene  umgelegt.  Der  umgelegte  Punkt  heiße  %  und  die  um- 
gelegte Gerade  Oq  0^.  Durchschneidet  man  nun  mittelst  eines  Kreis- 
bogens aus  dem  Mittelpunkte  a^,  mit  dem  Radius  B  die  Gerade  Oq  0^ 
in  den  beiden  Punkten  0^  und  0'^,  so  bestimmen  diese,  in  die  Pro- 
jectionen  nach  0  und  0'  zurückgeführt,  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Kugeln,  welche  der  vorstehenden  Aufgabe  entsprechen. 
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§.  442. 

83.  Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  ist  eine  Kugel  von 
gegebenem  Radius  zu  legen,  welche  nebstbei  eine  gegebene  Ebene 
berührt. 

Seien  a  und  h  die  beiden  gegebenen  Punkte,  B  der  gegebene 
Kugelradius  und  e  die  gegebene  Ebene. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  der  Kugelmittelpunkt  0  in  jener  Ebene 
£i  liegen  werde,  welche  durch  den  Mittelpunkt  m  der  Strecke  ah  auf 
dieselbe  senkrecht  gelegt  wird.  Weiters  ist  bekannt,  dass  das  Perpen- 
dikel vom  Kugelmittelpunkte  auf  eine  Berührebene  der  Kugel  dem 
Kugelradius  gleich  ist. 

Nachdem  aber  die  Ebene  e  eine  Berührebene  der  Kugel  sein  soll, 
so  wird  überdies  der  Mittelpunkt  0  der  Kugel  diesfalls  auch  in  einer 
der  beiden  Ebenen  s.^  und  e',^  liegen  müssen,  welche  von  e  den  Ab- 
stand B  besitzen.  Dieser  Kugelmittelpunkt  0  wird  demnach  in  einer 
der  beiden  Geraden  g^  und  g^  liegen,  in  welchen  die  Ebene  Si  die 
Ebenen  a^  und  £\  schneidet. 

Da  die  Kugel  den  Eadius  B  besitzen  soll,  so  wird  ihr  Mittel- 
punkt 0  von  einem  der  beiden  gegebenen  Punkte,  beispielsweise  von  a, 
um  die  Strecke  B  entfernt  sein.  Man  wird  hiernach  auf  dieselbe  Weise, 
wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  zwei  verschiedene  Lagen  des  Kugel- 
mittelpunktes 0  erhalten,  wenn  man  mit  einem  Eadius  gleich  B  aus  a 
die  eine  der  beiden  Geraden  g^  und  g^  durchschneidet.  Die  zweite 
Gerade  liefert  ebenfalls  zwei  Lösungen,  so  dass  sich  im  allgemeinen 
deren  vier  ergeben. 

§.  443. 

84.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  bestimmen,  deren  Radius 
einer  gegebenen  Strecke  gleich  kömmt,  und  welche  drei  gegebene 
Ebenen  berührt. 

Denkt  man  sich  zu  einer  der  drei  gegebenen  Ebenen  E^^  E^ 
und  j&3  eine  parallele  Ebene  e,  im  Abstände  B  gelegt,  so  wird  der 
Kugelmittelpunkt  0  in  dieser  Ebene  liegen  müssen.  Wiederholt  man 
die  gleiche  Operation  mit  den  beiden  noch  übrigen  Ebenen  E^  und  -Eg, 
so  erhält  man  in  gleicher  Weise  die  Ebenen  e^  und  e^.  Die  drei  Ebenen 
ßp  e^  und  ^3  schneiden  sich  in  einem  Punkte  0,  welcher  von  den  drei 
gegebenen  Ebenen  den  Abstand  B  hat,  und  somit  den  Mittelpunkt  der 
gesuchten  Kugel  darstellt. 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  zu  jeder  Ebene  E  zwei  Parallel- 
ebenen e  und  e'  in  einem  beliebig  gegebenen  Abstände  gelegt  werden 
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können,  so  erhellt,  dass  man  sechs  Ebenen  nnd  hiemit  acht  Kugel- 
mittelpunkte finde ,  welche  der  gestellten  Aufgabe  Genüge  leisten 
werden. 

§.  444. 

85,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren ,  welche  einen 
gegebenen  Eadius  besitzt  und  drei  gegebene  Kugeln  berührt. 

Seien  S^,  S^  und  S^  die  drei  gegebenen  Kugeln;  Oj,  0^  und  0^ 
die  Mittelpunkte  und  jB^,  Bo  und  B^  die  Eadien  derselben. 

Setzen  wir  voraus,  die  gesuchte  Kugel  H  hätte  den  Mittelpunkt  M 
und  den  (gegebenen)  Radius  B.    Da  diese  Kugel  2/\  die  Kugel  S^  in 
einem  Punkte  a^,    der  bekanntlich  auf  der  Verbindungsgeraden   der 
Kugelmittelpunkte  M  und  0^  liegen  muss,  berühren  soll,  so  ist; 
MO^  =  Ma,  +  a,0^  =  B-\-  i?,. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Bedingung :  „eine  Kugel  27  vom  Eadius  i? 
solle  eine  Kugel  S^  vom  Eadius  B^  berühren" ,  gleichwertig  ist  mit 
der  Bedingung,  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Kugel  ZI  auf  einer  mit 
der  gegebenen  Kugel  S^  concentrischen  Kugel  s^  vom  Eadius  q=zB^-\-B 
liegen  müsse. 

Sollte  die  Berührung  eine  „innere"  sein,  so  findet  man  auf 
dieselbe  Weise,  dass  der  Eadius  r  der  concentrischen  Kugel  s\  gleich 
J?j  —  B  sein  müsse. 

Die  gleichlautende  Bedingung  erhält  man  bezüglich  der  beiden 
anderen  gegebenen  Kugeln  S^  und  S^. 

Der  Mittelpunkt  M  der  gesuchten  Kugel  wird  auf  einer  mit  So 
concentrischen  Kugel  s«,  von  dem  Eadius  B^  -}-  B^  oder  auf  einer 
mit  S^  concentrischen  Kugel  s'q  vom  Eadius  B^  —  B  liegen,  und  sich 
endlich  auch  auf  einer  der  beiden  Kugeln  s.^  oder  s'g  vorfinden,  welche 
mit  S^  concentrisch  sind,  und  beziehungsweise  die  Eadien  B.^  -{-  B 
oder  J?3  —  jR  besitzen. 

Die  eben  angeführten  drei  Paare  von  Kugeln  s  ergeben  im  ganzen 
sechszehn  Schnittpunkte,  welche  (im  allgemeinen  theilweise  imaginär) 
die  sechszehn  verschiedenen  Lagen  des  Mittelpunktes  der  gesuchten 
Kugel  darstellen. 

§.  445. 

Die  Bedingungen,  dass  eine  Kugel  von  gegebenem  Eadius  a)  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehe,  h)  eine  gegebene  Ebene  berühre,  und 
c)  eine  gegebene  Kugel  berühre,  können  selbstverständlich  in  verschie- 
dener Weise  combiniert  werden,  wodurch  beispielsweise  folgende  Auf- 
gaben entstehen,  mit  deren  bloßer  Anführung  wir  uns  jedoch  zufrie- 
denstellen wollen,    da  sich   alle  auf  analoge  Weise   als  bloße  Schnitt- 
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aufgaben  von  Kugeln  mit  Ebenen  und  untereinander  darstellen.  Bei 
jeder  dieser  Aufgaben  werden  wir  gleichzeitig  die  Zahl  der  im  all- 
gemeinen möglichen  (reellen  und  imaginären)  Kugeln  anfügen. 

86,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Eadius  zu  be- 
stimmen, welche  durch  zwei  Punkte  geht  und  eine  Ebene  berührt. 

(Vier  Lösungen.) 

87,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  zu  con- 
struieren ,  welche  durch  einen  Punkt  geht,  und  zwei  gegebene  Ebenen 
berührt.    (Acht  Lösungen.) 

88,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugelj  von  gegebenem  Radius  zu 
bestimmen,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht  und  eine 
gegebene  Kugel  berührt.    (Vier  Lösungen.) 

6'^.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  za 
construieren,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  eine  ge- 
gebene Ebene  und  eine  gegebene  Kugel  berührt.   (Acht  Lösungen.) 

90.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  zu  con- 
struieren, welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  und  zwei 
gegebene  Kugeln  berührt.   (Acht  Lösungen.) 

91.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  von  bestimmtem  Radius  zu  con- 
struieren, welche  zwei  gegebene  Ebenen  und  eine  gegebene  Kugel 
berührt.   (Sechzehn  Lösungen.) 

92.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  von  bestimmtem  Radius  zu  con- 
struieren, welche  eine  gegebene  Ebene  und  zwei  gegebene  Kugeln  be- 
rührt. (Sechzehn  Lösungen.) 

§.  446. 

Da  es  bei  jeder  dieser  angeführten  Aufgaben,  welche  die  Con- 
struction  einer  Kugel  verlangt,  vor  allem  darauf  ankommt,  die  Lage 
des  Mittelpunktes  derselben  zu  finden,  so  ist  einleuchtend,  dass  man 
immer  trachten  wird,  eine  gegebene  Bedingung  auf  eine  solche  zurück- 
zuführen, welche  die  Lage  des  Mittelpunktes  betriift. 

Eine  der  wichtigsten  und  häufigsten  Bedingungen  besteht  darin, 
dass  die  zu  construierende  Kugel  zwei  gegebene  Ebenen  gleichzeitig 
berühre,  d.  h.  dass  ihr  Mittelpunkt  von  den  beiden  Ebenen  einen 
gleichen  Abstand  besitze. 

Es  bedarf  wohl  keines  besonderen  Beweises,  dass  in  diesem  Falle 
der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  in  einer  von  denjenigen  beiden 
Ebenen  liegen  müsse,  welche  die  Winkel,  die  von  den  gegebenen  Ebenen 
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gebildet  werden,  halbieren ;  denn  diese  Winkelhalbierenden  Ebenen  sind 
bekanntlich  die  beiden  geometrischen  Orte  aller  jener  Punkte,  welchen 
von  den  gegebenen  zwei  Ebenen  gleiche  Abstände  entsprechen. 

Das  eben  Angedeutete  im  Auge  behaltend,  sind  wir  ohneweiters 
in  den  Stand  gesetzt,  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Berührungsauf- 
gaben zu  lösen.  In  den  naeisten  Fällen  wird  es  jedoch  auch  hier  ge- 
nügen, die  Auflösung  dem  Principe  nach  festzustellen,  da  sich  die 
graphische  Durchführung  auf  bereits  vorausgeschickte  und  daher  be- 
kannte Fundamental-Constructionen  reduciert. 

§.  447. 

93,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  zwei 
gegebene  Ebenen  berührt,  die  Berührung  mit  der  einen  jedoch  in 
einem  bestimmten  Punkte  erfolgt. 

Seien  E^  und  E^  die  beiden  gegebenen  Ebenen,  und  a,  der  in  E^ 
gegebene  Berührungspunkt. 

Auf  Grund  vorhergegangener  Erörterungen  muss  der  Mittelpunkt 
der  zu  suchenden  Kugel  in  einer  der  beiden  Ebenen  H^  und  B^  liegen, 
welche  die  von  E^  und  Eo  gebildeten  Supplementwinkel  halbieren. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Verbindungsgerade  des  Kugel- 
mittelpunktes mit  dem  Berührungspunkte  einer  Ebene  auf  der  letzteren 
senkrecht  stehen  müsse,  so  folgt  unmittelbar,  dass  der  gesuchte  Mittel- 
punkt gleichzeitig  auf  jener  Geraden  liege,  welche  durch  den  gegebenen 
Berührungspunkt  a^  normal  zur  Berührebene  E^  gezogen  wird.  Diese 
Gerade  schneidet  die  beiden  Winkelhalbierebenen  iT,  und  H^  in  zwei 
Punkten,  deren  jeder  als  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  betrachtet 
werden  kann.  Der  Eadius  dieser  Kugel  ist  dem  Abstände  des  betreffenden 
Mittelpunktes  von  dem  Berührungspunkte  a,  gleich. 

§.  448. 

94.  Aiifgahe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  bestimmen,  welche  eine 
gegebene  Kugel  und  eine  gegebene  Ebene  berührt,  mit  der  ersteren 
aber  die  Berührung  in  einem  gegebenen  Punkte  eingeht. 

Die  gegebene-  Kugel  sei  /S,  der  auf  ihr  gegebene  Berührungs- 
punkt sei  a^,  während  E  die  gegebene  Ebene  darstelle. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  gesuchte  Kugel,  wenn  sie  die 
Kugel  S  im  Punkte  a^  berühren  soll,  auch  die  Tangentialebene  E^ 
derselben  in  dem  nämlichen  Punkte  a,  berühren  muss,  so  erhellt, 
dass  die  gestellte  Aufgabe  im  Vergleiche  mit  der  vorhergehenden  keine 
Verschiedenheit  darbiete.    Auch  diesfalls  sind  zwei  Lösungen  möglich. 
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§.  449. 

95,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  bestimmen,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  a  geht,  und  eine  Ebene  e  in  einem  gegebenen 
Punkte  a  berührt. 

Der  Mittelpunkt  der  zu  bestimmenden  Kugel  muss  einerseits  in 
der  Geraden  liegen,  welche  durch  den  Berührungspunkt  a  senkrecht 
zur  Berührebene  e  gezogen  wird,  andererseits  aber,  da  die  Kugel  durch 
die  beiden  Punkte  a  und  a  gehen  soll,  in  derjenigen  Ebene  sich  vor- 
finden, welche  den  geometrischen  Ort  der  ^von  a  und  a  äquidistanten 
Punkte  darstellt,  d.  i.  in  der  Ebene  liegen,  welche  im  Mittelpunkt  der 
Strecke  acc  auf  dieselbe  senkrecht  geführt  wird. 

Der  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  der  vorgenannten  Geraden 
ist  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel.  Gleichzeitig  ist  zu  ersehen, 
dass  der  vorliegenden  Aufgabe  nur  eine  einzige  Kugel  entspricht. 

Auf  die  vorstehende  Aufgabe  gestützt,  lässt  sich  auch  die  folgende 
ohne  Schwierigkeit  lösen,    beziehungsweise   auf  dieselbe  zurückführen. 

§.  450. 

96,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Kugel  und  eine  gegebene  Ebene,  die  letztere  aber  in  einem 
bestimmten  Punkte  berührt. 

Ist  S  (Taf.  XVII,  Fig.  106)  die  gegebene  Kugel,  E  die  gegebene 
Ebene  und  a  der  Berührungspunkt  in  derselben,  so  ist  vor  allem  ein- 
leuchtend, dass  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  wieder  in  der 
Geraden  liegen  wird,  welche  in  dem  Punkte  a  senkrecht  auf  die  Ebene  E 
gezogen  werden  kann. 

Der  Berührungspunkt  der  gesuchten  Kugel  U  mit  der  gegebenen 
Kugel  S  muss  nothwendig  auf  jenem  größten  Kreise  der  gegebenen 
Kugel  S  liegen,  in  welchem  die  letztere  von  der  durch  die  vorgenannte 
Senkrechte  geführten  Diametralebene  geschnitten  wird,  da  die  Ver- 
bindungsgerade der  beiden  Mittelpunkte,  folglich  auch  der  Berührungs- 
punkt, in  dieser  Ebene  liegen  muss. 

Stellen  wir  uns  nun  vor,  es  sei  U  die  gesuchte  Kugel,  M  ihr 
Mittelpunkt  und  p  deren  Berührungspunkt  mit  der  Kugel  S,  so  werden 
selbstverständlich  die  drei  Punkte  M^  p  und  0  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen  müssen. 

Denken  wir  uns  aus  dem  Mittelpunkte  M  der  zu  bestimmenden 
Kugel  U  eine  zweite  Kugel  Z'  beschrieben,  welche  gleichzeitig  durch 
den  Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Kugel  S  geht^  Der  Radius  dieser 
letztgenannten  Kugel  Z'  ist  sodann  offenbar  um  den  Eadius  Op  der 
gegebenen   Kugel   größer,    als    der    Eadius    der  verlangten  Kugel  U. 
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Verlängern  wir  daher  die  Gerade  Ma,  bis  sie  die  Kugel  -S'  in  einem 
Punkt  a  trifft,  so  wird  die  Berührebene  e  der  Kugel  ^',  in  diesem 
Punkte  a  zur  Ebene  E  parallel  sein  und  von  derselben  einen  Abstand 
aa  besitzen,  welcher  dem  Radius  der  gegebenen  Kugel  S  gleich  ist. 

Ist  man  demnach  in  der  Lage  die  Kugel  27' construieren  zu  können,  so 
ist  offenbar  auch  die  Aufgabe  selbst  schon  gelöst,  da  sie  den  nämlichen 
Mittelpunkt  My  wie  die  gesuchte  Kugel  besitzt.  Letzteres  ist  aber  in 
der  That  möglich. 

Es  genügt  diesbezüglich  auf  der  Geraden  auf,  welche  senkrecht 
zu  der  gegebenen  Ebene  E  gezogen  wurde,  von  dem  Punkte  a  aus 
nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite  hin  eine  dem  Radius  der 
gegebenen  Kugel  S  gleiche  Strecke  aa  aufzutragen. 

Construiert  man  nun  auf  a  a  den  Mittelpunkt  M  einer  Kugel  2"', 
welche  durch  die  beiden  Punkte  a  und  0  geht,  d.  h.  bestimmen  wir 
den  Schnittpunkt  der  Geraden  aa  mit  jener  Ebene,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Strecke  aO  geht  und  zu  derselben  normal  steht,  so 
repräsentiert  dieser  Punkt  M^  der  vorher  angestellten  Betrachtung 
gemäß,  auch  den  Mittelpunkt  der  gesuchten  KugeL 

Je  nachdem  man  die  Strecke  aa  nach  der  einen  oder  der  anderen 
Seite  von  aM  aufträgt,  erhält  man  beziehungsweise  einen  Punkt  M 
oder  einen  Punkt  Jf';  die  Bedingungen  der  Aufgabe  werden  somit 
durch  zwei  verschiedene  Kugeln  erfüllt. 

§.  451. 

Zweite  Auflösung.  Diese  Lösung  beruht  auf  der  Eigenschaft, 
dass  der  Berührungspunkt  zweier  Kugeln  gleichzeitig  ein  Ähnlich- 
keitspunkt derselben  sei,  und  dass  die  Endpunkte  paralleler  Radien 
stets  auf  einer  durch  einen  Ähnlichkeitspunkt  gehenden  Geraden  liegen 
müssen. 

Sei  wieder  S  (Taf.  XVII,  Fig.  106)  die  gegebene  Kugel  und  0  deren 
Mittelpunkt;  ferner  sei  E  die  gegebene  Ebene  und  a  der  Berührungs- 
punkt der  zu  suchenden  Kugel  E  mit  derselben. 

Beachten  wir  also,  dass  der  Berührungspunkt  p  der  gegebenen 
Kugel  S  mit  der  zu  bestimmenden  Kugel  2l  ein  Ähnlichkeitspunkt 
beider  sei,    so  ergibt  sich  für  p  nachstehende  einfache  Construction. 

Die  Senkrechte  auf  die  Berührebene  E  im  Punkte  a  stellt  einen 
Radius  der  verlangten  Kugel  2  dar,  dessen  Endpunkt  a  selbst  ist. 
Ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Kugel  S  eine 
Senkrechte  a^  a\  auf  die  Ebene  E,  d.  i.  den  zu  M  a  parallelen  Durch- 
messer, dessen  Endpunkte  a^  und  a\  sind,  so  kann  man  a  und  a^  als 
zwei  ähnlich  gelegene  Punkte  der  beiden  Kugeln  S  und  U  betrachten. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Oeometrie.  III.  27 
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Die  Verbindungsgerade  a  %  muss  den  Ähnlichkeitspiinkt  dieser  Kugeln 
enthalten  und  da  dieser  als  Berührungspunkt  beider  Kugeln  S  und  ZI 
gleichzeitig  der  Kugel  S  angehören  muss,  so  kann  es  offenbar  nur  der 
Schnittpunkt  p  der  Kugel  S  mit  dem  Ähnlichkeitsstrahle  a  a^  sein. 
Der  Mittelpunkt  M  äer  gesuchten  Kugel  U  ergibt  sich  sodann  unmittel- 
bar als  Schnittpunkt  der  Geraden  Ma  mit  der  Geraden  Op. 

Mit  derselben  Berechtigung  kann  man  aber  auch  die  Punkte 
a  und  a\  als  ähnlich  liegende  Punkte  beider^  Kugeln  betrachten.  Es 
ergibt  sich  sodann  der  Ähnlichkeitspunkt  p^  als  Schnittpunkt  der 
Kugel  S  mit  dem  Ähnlichkeitsstrahle  a  a\.  Bezeichneter  Punkt  ist 
gleichzeitig  der  Berührungspunkt  einer  zweiten  Kugel  2"',  deren 
Mittelpunkt  -M'  sich  im  Schnitte  der  beiden  Geraden  M'  a  und  p^O 
ergibt. 

§.  452. 

97.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
zwei  gegebene  Punkte  geht,  und  zwei  gegebene  Ebenen  berührt. 

Wählen  wir  die  eine  der  beiden  gegebenen  Ebenen,  beziehungs- 
weise -Ej  als  die  horizontale  Projectionsebene,  und  nehmen  wir  als  die 
verticale  Projectionsebene  diejenige  an,  welche  zu  der  zweiten  gegebenen 
Ebene  j^g  senkrecht  steht.  Dies  vorausgesetzt  stellt  sich  die  Ebene  E2 
als  eine  verticalprojicierende  Ebene  J?\  JB\  (Taf.  XVII,  Fig.  107)  dar. 
Die  Projectionen  der  beiden  gegebenen  Punkte  seien  (a,  a')  und  (6,&')- 

Soll  die  zu  bestimmende  Kugel  die  beiden  Ebenen  E^  und  E^, 
d.  h.  die  horizontale  Projectionsebene  und  die  Ebene  jE^^  E^h  berühren, 
so  muss  ihr  Mittelpunkt  in  einer  der  Winkelhalbierebenen  H  dieser 
beiden  Ebenen,  u.  zw.  in  derjenigen  liegen,  welche  in  demselben 
Winkelraume  von  E^  und  JS^  ^^^^1  iii  welchem  sich  die  Punkte  a  und 
h  vorfinden. 

Befinden  sich  die  Punkte  a  und  h  in  verschiedenen  Winkel- 
räumen, so  ist,  wie  unschwer  einzusehen,  die  Aufgabe  absolut  unmöglich, 
da  eine  jede,  wie  immer  durch  a  und  6  gelegte  Kugel  die  beiden 
Ebenen  E^  und  E^  stets  schneiden  muss. 

Obbezeichnete  Ebene  H  stellt  sich  diesfalls  selbstverständlich 
auch  als  eine  verticalprojicierende  Ebene  H^  Hu  dar.  Ferner  muss  der 
Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  gleichzeitig  in  jener  Ebene  e  liegen, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  (m,  m')  der  Strecke  (a  &,  a'  &')  auf 
diese  selbst  senkrecht  errichtet  wird,  mithin  im  Schnitte  der  beiden 
Ebenen  e  und  H,  Dieser  Schnitt  kann,  ohne  erst  die  Tracen  der  Ebene  e 
zu  bestimmen,  leicht  folgendermaßen  ermittelt  werden. 

Da  die  Horizontaltrace  der  Ebene  e  senkrecht  zu  der  Horizontal- 
projection  a'  6'  steht,    ist  die    Gerade  y\  welche    durch  m*  senkrecht 
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auf  a*  6'  gezogen  wird,  die  Horizontalprojection  einer  in  der  Ebene  e 
liegenden  Geraden,  deren  Verticalprojection  7,  durch  m  parallel  zur 
Grundlinie  läuft.  Besagte  Gerade  (/j,  y^*)  trifft  die  Ebene  H^.  Hu  in 
einem  Punkte  (a^,  a\)  des  gesuchten  Schnittes. 

Ziehen  wir  ferner  die  Gerade  y»  durch  m  senkrecht  zu  al  und  y^ 
durch  m'  parallel  zur  Grundlinie,  so  repräsentieren,  aus  analogen 
Gründen,  auch  y^  und  y'^  die  Projectionen  einer  in  der  Ebene  e  liegenden 
Geraden.  Der  Punkt  (a„,  «y,  in  welchem  diese  Gerade  {y^,  y^^  die 
Ebene  11^  Hu  trifft,  ist  ein  zweiter  Punkt  des  verlangten  Schnittes. 
Mithin  erhalten  wir  in  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Punkte 
(c^,,  a\)  und  (cfg'  ^'2)  ^^ö  Schnittgerade  ((?,  (?')  der  beiden  Ebenen 
H^  Hh  nnd  e  dargestellt.  In  dieser  Geraden  muss  der  Mittelpunkt  der 
gesuchten  Kugel  liegen. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  der  Berührungspunkt  einer 
Ebene  mit  einer  Kugel  der  Fußpunkt  der  von  dem  Kugelmittelpunkte 
auf  die  Berührebene  gefällten  Senkrechten  ist,  so  ergibt  sich  sofort, 
dass  im  vorliegenden  Falle,  weil  der  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  der 
Geraden  (ö*, (?')  liegen  muss,  der  Berührungspunkt  {p.p')  der  Kugel 
mit  der  Ebene  E  ^  d.  i.  mit  der  horizontalen  Projectionsebene,  noth- 
wendig  in  der  Horizontalprojection  6*  der  genannten  Geraden  liegen 
müsse. 

Bestimmen  wir  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  (/i,Ä')  der  Geraden 
{ah.  a'6'j?  so  ist  die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  zu 
suchende  Kugel  vermöge  des  Punktepaares  (a,  a')  und  (&,  V)  voll- 
kommen bestimmt.  Wir  können  dieselbe  leicht  feststellen,  wenn  wir 
die  wahre  Größe  der  Strecken  (ah^a^h^)  und  (bJi^h'Ti^)  ermitteln.  — 
Letzteres  kann  einfach  durch  Umlegung  der  Geraden  {ah^  a^h^)  um 
ihre  Horizontalprojection  nach  li*  a^l)^  bewirkt  werden. 

Die  Potenz  stellt  sich  sodann  als  das  Product  %li\hji^  dar. 
Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte  %  und  \  einen  beliebigen 
Kreis  K^^  und  zieht  an  denselben  von  ä'  aus  die  Tangente  h'  r,  so  ist 
bekanntlich 

Die  Strecke  h^r  repräsentiert  die  Quadratwurzel  aus  der  Potenz 
des  Punktes  h^  in  Bezug  auf  die  gesuchte  Kugel,  und  als  solche 
bekanntlich  (Satz  149)  auch  die  Länge  aller  von  h'  aus  an  diese  Kugel 
gezogenen  Tangenten. 

Nun  liegt  aber  7i'  in  der  horizontalen  Projectionsebene,  welche 
diesfalls  von  der  Kugel  in  einem  erst  zu  bestimmenden  Punkte  (ptjp)^) 
berührt  werden  soll;  es  wird  daher  die  Gerade  h'^)'  eine  Tangente  der 
Kugel  sein.    Hieraus  folgt  aber ,    dass  dieser  Berührungspunkt  ^y  auf 
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jenem  Kreise  X'  liegen  muss,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte  W  mit 
dem  Kadius  Wr  beschrieben  wird.  Nachdem  weiters  der  Berührungs- 
punkt p'  auch  in  der  Geraden  <?'  liegen  muss,  so  ergibt  sich  derselbe 
als  Schnittpunkt  der  Geraden  0'  mit  dem  Kreise  X'.  Die  Senkrechte 
aus_p'  auf  die  Horizontalebene  trifft  die  Gerade  (0,(?')  in  dem  Mittel- 
punkte {0,0')  der  verlangten  Kugel. 

Da  sich  überdies  K'  und  a'  in  zwei  Punkten  p'  und  p\  treffen, 
so  lässt  die  gestellte  Aufgabe  zwei  Lösungen  zu. 

§.  453. 

98.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  vier 
gegebene  Ebenen  berührt,  oder  mit  anderen  Worten:  einem  gegebenen 
Tetraeder  ist  eine  Kugel  einzuschreiben. 

Seien  6,,  ^2,  e^  und  e^  die  vier  Seitenebenen  des  Tetraeders. 

Der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  ist  jener  Punkt,  der  von 
diesen  vier  Ebenen  einen  gleichen  Abstand  besitzt.  Als  solcher  muss 
der  besagte  Punkt  in  jenen  Ebenen  liegen,  welche  die  Winkel  der  vier 
gegebenen  Ebenen  paarweise  halbieren. 

Denken  wir  uns  einen  der  beiden  Winkel,  welchen  die  Ebenen 
e,  und  ^2  einschließen,  durch  eine  Ebene  h^^  halbiert,  so  stellt  diese 
den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  vor,  die  von  den  beiden  Ebenen 
e^  und  e^  den  gleichen  Abstand  besitzen. 

Halbieren  wir  ferner  einen  der  Winkel ,  welchen  die  Ebenen  e^, 
und  63  einschließen,  durch  eine  Ebene  Ji^^,  und  weiters  den  Winkel, 
welchen  die  Ebenen  e^  und  e^  bilden,  durch  eine  Ebene  h^^,  so  sind 
Ä23  und  \^  geometrische  Orte  für  jene  Punkte,  welche  von  den 
Ebenen  63  und  e^ ,  resp.  von  den  Ebenen  e^  und  e^  gleiche  Abstände 
besitzen.  Diese  drei  Ebenen  \t^,  \^^  h^^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  0. 

Seien  Oa,,  Oa^^  Oa^  und  Oa^^^  die  betreffenden  Abstände  dieses 
Punktes  von  den  Ebenen  e^,  e^^  e^  und  e^,  so  folgt  aus  dem  Umstände, 
dass  0  in  der  Ebene  \^  liegt,  Oa^  =  Oa^]  da  0  in  der  Ebene  \^ 
liegt,  wird  0^2==  Oa^^  und  da  0  auch  in  der  Ebene  h^^  liogt,  muss 
0^3  =  Oa^^  also  überhaupt  Oa,  =  0^2  =  Öag  =  0^4  sein. 

Hieraus  ergibt  sich  aber  sofort,  dass  der  Punkt  0  auch  noch  in 
anderweitigen  Halbierebenen  liegen  werde.  Da  nämlich  Oa^  =  Oa^ 
ist,  so  liegt  0  auch  in  einer  der  beiden  Halbierebenen  \^  des  von 
den  Ebenen  e^  und  e^  gebildeten  Winkels.  Ebenso  findet  man,  dass  0 
infolge  der  Gleichheit  von  Oa,  =  Oa^  und  Oa^^=^  Oa^  in  den  Ebenen 
Äj3,  J^2  4  liögö»  welche  die  Winkel  der  Ebenenpaare  e,  und  63,  bezie- 
hungsweise ^2  uiid  64    halbieren.     Hiernach  erhellt,    dass  durch   den 
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Punkt  0  sechs  verschiedene  Winkelhalbierebenen  \o,  \^^  \^j  \si 
\^  und  \^  führen. 

Es  existieren  aber  noch  sechs  weitere  Halbierebenen,  h\t^,  }i\^, 
h\^,  ^'03^  ^'24  ^^^  ^'34?  ^- ^-  J^^^?  welche  die  Supplementwinkel  der 
früheren  Winkel  halbieren.  Diese  zwölf  Ebenen  schneiden  sich  in  einer 
Zahl  von  Punkten,  welche  durchgehends  dieselbe  Natur  wie  der  Punkt 
0  haben.  Es  wird  sich  nun  zunächst  darum  handeln,  die  Zahl  dieser 
Schnittpunkte  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  den  vier  Ebenen  alle  mög- 
lichen Kugeln  8^,  S^,  /S3. . .  eingeschrieben;  die  Mittelpunkte  derselben 
seien  beziehungsweise  0,,  0^,  O3.... 

Vor  allem  ist  einleuchtend,  dass  in  dem  Räume  der  vier  Ebenen 
ßj,  63,  63  und  64,  in  welchem  die  Kugel  S^  liegt,  auch  nur  diese  Kugel 
allein  und  nicht  zugleich  eine  zweite  Kugel  liegen  könne. 

Combinieren  wir  die  sämmtlichen  vier  Ebenen  auf  alle  mög- 
lichen Weisen  zu  Räumen,  so  wird  die  Zahl  dieser  Räume  jenen  der 
eingeschriebenen  Kugeln  gleich  sein. 

Denken  wir  uns  weiters  die  vier  Ebenen  sammt  den  x  Kugeln 
so  transformiert,  dass  die  eine  e^  dieser  Ebenen  in's  Unendliche  falle, 
so  werden  die  drei  Ebenen  e^,  e„  und  63  in  drei  weitere  Ebenen  e\^ 
e'2  und  e'3,  die  x  Kugeln  aber  in  x  Paraboloide  übergehen,  deren 
jedes  die  drei  Ebenen  e\^  e\  und  e'g  berühren  wird,  wobei  aber 
offenbar  wieder  in  keinem  der  durch  die  drei  Ebenen  e',,e'o  und  ^'3 
bestimmten  unendlichen  Räume  mehr  als  ein  Paraboloid 
liegen  kann. 

Die  Zahl  dieser  Räume,  also  auch  jene  der  Paraboloide  ist  aber 
bekanntlich  gleich  acht  (man  erinnere  sich  an  die  acht  Projections- 
räume  der  orthogonalen  Projectionsmethode),  woraus  weiter  hervorgeht, 
dass  auch  die  Anzahl  der  einem  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugeln 
nicht  größer  als  acht  sein  könne. 

§.  454. 

P9.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht  und  drei  gegebene  Ebenen  berührt. 

Seien  e^ ,  e^  und  e^  die  drei  gegebenen  Ebenen  und  a  der 
gegebene  Punkt. 

Vor  allem  ist  einleuchtend,  dass  die  Kugel,  also  auch  deren 
Mittelpunkt  nur  in  jenen  von  den  acht  körperlichen  Ecken,  welche  die 
drei  Ebenen  e^,  e^  und  t^  bestimmen,  liegen  könne,  in  welchem  sich 
der  gegebene  Punkt  a  befindet.    Der  Mittelpunkt  der  Kagel  heiße  M. 
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Da  die  Kugel  S  die  Ebenen  e^  und  e^  berühren  soll,  so  muss 
ihr  Mittelpunkt  M  in  der  Ebene  \,^y  welche  den  Winkel  der  Ebenen 
e^  und  62  halbiert,  liegen.  Ferner  muss  Jf ,  da  die  Kugel  auch  die 
Ebene  e^  zu  berühren  hat,  in  der  Winkelbaibierebene  \^  der  Ebenen 
e„  und  63  sich  vorfinden. 

Diese  beiden  Winkelhalbierebenen  werden  sich  in  einer  Geraden  g 
schneiden,  welche  offenbar  durch  den  Schnittpunkt  Ä  der  drei  ge- 
gebenen Ebenen  e^^  e^  und  e^  gehen  wird,  nachdem  jede  der  beiden 
Winkelhalbierebenen  /i,„  und  \^  durch  diesen  Punkt  führt. 

Jeder  Punkt  der  Geraden  g  hat  gleiche  Abstände  von  e^  und  63; 
ebenso  von  e^  und  e^  und  infolge  dessen  auch  von  e^  und  e^ ;  die 
Gerade  g  liegt  also  auch  in  der  Halbierebene  des  von  den  Ebenen  e^ 
und  e^  gebildeten  Winkels. 

Auf  dieser  Geraden  muss  selbstverständlich  der  Mittelpunkt  M 
der  gesuchten  Kugel  liegen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  Mi  auf  der  Geraden  g 
angenommen  und  zeichnen  wir  die  Kugel  S^y  welche  diesen  Punkt  M^ 
zum  Mittelpunkte  hat,  gleichzeitig  aber  auch  die  drei  Ebenen  e^,  e^ 
und  63  berührt.  Der  Eadius  derselben  wird  sich  als  der  Abstand  des 
angenommenen  Punktes  M^  von  einer  der  drei  Ebenen  ergeben. 

Beachten  wir  ferner,  dass  die  gesuchte  Kugel  S  und  die  eben 
construierte  Kugel  S^  die  drei  Ebenen  e^  e^  und  e^  als  gemeinschaft- 
liche Berührebenen  besitzen,  so  ist  klar,  dass  der  Schnittpunkt  Ä  der 
letzteren  ein  Ähnlichkeitspunkt  dieser  beiden  Kugeln,  und  zwar 
der  äußere  Ähnlichkeitspunkt  sein  wird,  wenn  wir  die  Kugel  S^  in 
dem  nämlichen  Baume  construieren,  in  welchem  der  Punkt  a  liegt. 

Verbinden  wir  daher  A  mit  dem  gegebenen  Punkte  a  durch  eine 
Gerade  7,  so  repräsentiert  diese  Verbindungsgerade  einen  Ähnlichkeits- 
strahl. Der  letztere  wird  die  Kugel  ä,  in  zwei  Punkten  a,  und  a\ 
treffen,  von  welchen  wir  einen  jeden  als  mit  dem  Punkte  a  ähnlich 
liegend  betrachten  können. 

Vorausgesetzt,  wir  wählen  a  und  aj  als  ähnlich  liegende  Punkte, 
so  müssen  die  beiden  Kugelradien  Ma  und  M^a^^  welche  diesen  beiden 
Punkten  entsprechen,  unter  einander  parallel  sein.  Man  wird  daher  den 
Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  S  als  den  Schnitt  M  der  Geraden 
g  mit   der  durch  a  parallel  zu  M^  a^  gezogenen  Geraden  M  a  finden. 

Betrachtet  man  a  und  a\  als  ähnlich  gelegene  Punkte  der 
beiden  Kugeln  S  und  S^,  so  ergibt  sich  ein  zweiter  Mittelpunkt  M* 
als  Schnitt  der  Geraden  g  mit  der  durch  a  parallel  zu  Jfj  a\  gezogenen 
Geraden.  Die  Aufgabe  gestattet  somit  zwei  Auflösungen. 
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Auf  die  vorstehende  Aufgabe  kann  die  folgende  zurückgeführt 
werden. 

§.  455. 

100.  Aufgabe.  Im  Inneren  eines  geraden  Kreiskegels  ist  ein 
Punkt  gegeben;  man  soll  durch  diesen  Punkt  eine  Ebene  legen,  welche 
den  Kegel  nach  einer  Ellipse  derart  schneidet,  dass  der  gegebene 
Punkt  den  einen  Brennpunkt  derselben  darstellt. 

Die  kreisförmige  Basis  (Z",  K')  (Taf.  XVH,  Fig.  108)  des  Kegels 
denken  wir  uns  in  der  horizontalen  Projectionsebene  angenommen,  (ä,  S') 
sei  der  Scheitel  des  gegebenen  Kegels  und  (a,  a')  stelle  den  gegebenen 
Brennpunkt  der  Schnittellipse  dar. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  507,  Band  II)  wird  es  bloß  darauf 
ankommen,  durch  den  Punkt  {a,  a')  eine  dem  Kegel  eingeschriebene 
Kugel  zu  legen,  und  in  dem  Punkte  {a,  a*)  an  diese  Kugel  eine 
Berührebene  zu  führen. 

Schreiben  wir  zu  diesem  Zwecke  dem  Kegel  eine  beliebige  Kugel  2 
ein,  deren  Mittelpunkt  der  willührlich  gewählte  Punkt  {M^^  M\)  der 
Kegelachse  sein  mag.  Da  der  Punkt  S  ein  Ähnlichkeitspunkt  der 
beiden  Kugeln  sein  wird,  hat  man  die  zu  bestimmende  Kugel  in  der 
gleichen  Weise,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  gezeigt  wurde,  zu 
construieren. 

Es  wird  nämlich  der  Ähnlichkeitsstrahl  {Sa,  S'a')  gezogen  und 
dessen  Durchschnittspunkte  a  und  «j  mit  der  Kugel  S^  bestimmt. 
Bezeichnete  Punkte  a  und  a^  ergeben  sich  direct  durch  die  Drehung 
des  Strahles  (Sa,  S'a'),  in  der  gedrehten  Lage  in  «^  und  a'^,,  aus 
welchen  sich  unmittelbar  a  und  a^  ableiten  lassen.  (Die  Horizontal- 
projectionen  a*  und  a\  benöthigt  man  nicht.) 

Führt  man  durch  a  die  Parallele  aM  zm  M^a^  so  triift  dieselbe 
die  Kegelachse  {SC,  S'C)  in  dem  gesuchten  Kugelmittelpunkte  {M,M'), 
Errichtet  man  sodann  im  Punkte  (a,  a')  auf  den  Kugelradius  {Ma,  M  a') 
eine  senkrechte  Ebene  E„  Eu^  so  repräsentiert  diese  bereits  jene 
Ebene,  welche  den  gestellten  Bedingungen  entspricht. 

Eine  zweite  Lage  einer  derartigen  Ebene  erhält  man,  wenn  man 
die  Punkte  a  und  a^  als  ähnlich  liegende  Punkte  betrachtet. 

§.  456. 

101.  Äiifgahe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  zwei 
gegebene  Kugeln  berührt,  mit  der  einen  jedoch  die  Berührung  in 
einem  bestimmten  Punkte  eingeht. 

Seien  (0,  0')  und  {o,  o')  (Taf.  XVII,  Fig.  109)  die  Mittelpunkte 
der  beiden  gegebenen  Kugeln,  {K,  K\)   und  {h,  Jc\)  deren  Contouren, 
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und   endlich  Ä  die  verticale  Projection  des  auf  der    Kugel  (Z,  K\) 
gegebenen  Berührungspunktes. 

Um  die  verlangte  Kugel  mit  Leichtigkeit  zu  construieren,  berufen 
wir  uns  auf  den  Satz  254),  mit  Zugrundelegung  dessen  die  beiden  Punkte, 
in  welchen  eine  Kugel  U  zwei  gegebene  Kugeln  (0,  0')  und  (ö,  o') 
berührt,  „invers  liegende"  Punkte  dieser  letzteren  in  Bezug  auf 
den  einen  oder  den  anderen  der  Ähnlichkeitspunkte  sind,  d.  h.  solche 
Punkte  auf  einem  Ähnlichkeitsstrahle  darstellen,  welche  nicht  End- 
punkte paralleler  Kugelradien  sind. 

Denken  wir  uns  demnach  etwa  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt 
(/S,  /S')  der  beiden  Kugeln  (0,  0')  und  (o,  o')  bestimmt.  Die  Projectionen  der- 
selben sind  die  Schnittpunkte  der  äußeren  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  verticalen  Contouren  K  und  Ic,  beziehungsweise  der  horizontalen 
Contouren  K\  und  Jc\  beider  Kugeln. 

Ziehen  wir  ferner  durch  den  Punkt  Ä  die  verticale  Projection 
S  A  des  Ähnlichkeitsstrahles,  und  bestimmen  wir  dessen  Schnittpunkte 
mit  der  Kugel  {h,  h\)  oder  (o,  o').  Zu  diesem  Behufe  denken  wir  uns 
die  beiden  Kugeln  {0,  0')  und  {o,  o')  durch  die  verticalprojicierende 
Ebene  S  A  nach  den  beiden  Kreisen  K^  und  \  geschnitten,  welche 
sich,  nach  der  Umlegung  um  SA,  in  K^,^  und  ä;%  ergeben;  der  um- 
gelegte Punkt  A  gelangt  hiebei  nach  J.^,  fällt  also  in  die  auf  A  S 
senkrecht  stehende  Gerade  A  Aq,  Ebenso  wird  der  Ähnlichkeitspunkt  S 
in  Sq  zu  suchen  sein.  Führt  man  den  umgelegten  Ähnlichkeitsstrahl 
SqJq,  so  trifft  dieser  den  Kreis  k^  in  zwei  Punkten,  wovon  der  eine  a^, 
der  dem  Punkte  Aq  zugeordnete  invers  liegende  Punkt  ist. 

Führen  wir  nun  die  beiden  Punkte  A^  und  %  in  die  Projection 
nach  (A,  A')  und  (a,  a')  zurück,  so  stellt  (a,  a')  den  Berührungspunkt 
der  gesuchten  Kugel-  ^  mit  der  zweiten  gegebenen  Kugel  (o,  o')  dar. 

Da  endlich  die  Mittelpunkte  zweier  sich  berührenden  Kugeln  und 
deren  Berührungspunkt  stets  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen 
müssen,  so  ergibt  sich  unmittelbar  der  Mittelpunkt  {M,  M)  der 
gesuchten  Kugel  27,  als  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  {OA,  O'A') 
und  (ao,  o'a'). 

Eine  zweite  der  Aufgabe  ebenfalls  entsprechende  Kugel  hätte  man 
erhalten,  wenn  man  statt  des  äußeren  Ähnlichkeitspunktes  (/S,  S')  der 
beiden  gegebenen  Kugeln  (0,  0')  und  (ö,  o')  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt 
(Äj,  S\)  benützt  hätte.  Der  Eadius  B  der  Berührungskugel  wird,  wie 
bekannt,  durch  Ermittelung  der  wahren  Größe  {M^a^xmäi  IZq J.^)  aus 
den  beiden  diesbezüglichen  Projectionen  {M  a\  Ma)  oder  {MA^  31' A') 
festgestellt. 
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§.  457. 

102.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  coustruieren,  welche  durch 
drei  gegebene  Punkte  (oder  was  dasselbe  ist,  durch  einen  gegebenen 
Kreis)  geht,  und  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Wählen  wir  die  Ebene  der  drei  gegebenen  Punkte  a,  &,  c  als 
horizontale  Projectionsebene.  Hiernach  erscheinen  die  gegebenen  Punkte 
in  {a,a%  (b,b')  und  (c,c')  (Taf.  XVII,  Fig.  110)  und  die  gegebene 
Kugel  durch  (0,  0')  (Mittelpunkt)  und  (üT,  K\)  (Contouren)  dargestellt. 

Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  (a,a'),  (&,&'),  (c,  &)  einen  Kreis 
(C,  O)  und  errichten  wir  in  dem  Mittelpunkte  (m,m')  dieses  Kreises 
eine  Senkrechte  ms  auf  die  horizontale  Projectionsebene,  so  werden 
in  dieser  Geraden  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kugeln  liegen,  welche 
den  Kreis  (G.C)  also  auch  die  drei  Punkte  (a,  a'),  (b,b')  und  (c,  c') 
enthalten. 

Andererseits  ist  die  Horizontalebene  die  Potenzebene  aller 
durch  den  Kreis  (C,  O)  gehenden  Kugeln. 

Legen  wir  durch  den  Kreis  (C,  (7')  beliebige  Kugeln,  so  werden 
diese  die  Kugel  (0,  0')  in  Kreisen  schneiden,  deren  Ebenen  sämmtlich 
durch  eine  und  dieselbe  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegende 
Gerade,  d.  i.  durch  die  Verbindungsgerade  jener  Punkte,  in  welchen 
der  Kreis  ((7,0')  die  Kugel  {0,^0')  schneidet,  gehen. 

Um  diese  Gerade  zu  bestimmen,  legen  wir  durch  den  Kreis  (C,  O) 
eine  beliebige  Kugel,  am  einfachsten  jene,  deren  Mittelpunkt  {o,  o')  von 
der  horizontalen  Projectionsebene  ebensoweit  entfernt  ist,  als  der  Mittel- 
punkt (0,  0')  der  gegebenen  Kugel  von  der  nämlichen  Ebene.  Die  Ebene 
des  Schnittkreises  dieser  Kugel  (k,  Jc\)  mit  der  gegebenen  Kugel  (0,0') 
ist  in  diesem  Falle  horizontalprojicierend  und  ergibt  sich  die  Horizontal- 
trace  Eh  derselben  als  Verbindungsgerade  jener  beiden  Punkte  «und/S, 
in  welchen  sich  die  beiden  horizontalen  größten  Kreise  K\  und  Jc\ 
schneiden. 

Jeder  Punkt  der  Geraden  Eh  hat  die  gleiche  Potenz  in  Bezug 
auf  die  gegebene  Kugel  (0,  0')  und  in  Bezug  auf  den  Kreis  (G.C')', 
es  wird  daher  jede  durch  die  Horizontaltrace  Eh  gehende  Ebene  die 
Kugel  (0,  0')  in  einem  Kreise  schneiden,  durch  welchen  sich  stets 
eine  Kugel  legen  lässt,  welche  auch  den  Kreis  (0,  0')  enthält.  Ins- 
besondere lassen  sich  durch  Eh  zwei  Ebenen  legen,  welche  die  Kugel 
(0,  0')  in  einem  Punkte  berühren,  d.  i.  in  einem  Punktkreise  oder 
dnem  Kreise  von  verschwindend  kleinem  Eadius  schneiden. 

Es  werden  demnach  die  beiden  Kugeln,  welche  durch  den  Kreis 
(C^G)  gehen  und  deren  jede    einen   von  den   genannten    Berührungs- 
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punkten  enthält,  die  gegebene  Kugel  (0,  0')  in  diesen  Punkten 
berühren. 

Um  also  endlich  den  Berührungspunkt  einer  durch  die  Gerade 
Eh  gehenden  Berührebene  zu  finden,  führen  wir  zu  der  Geraden  Eu 
eine  senkrechte  Diametralebene  D  und  legen,  um  ihre  Horizontal- 
trace  Da,  den  in  ihr  liegenden  größten  Kreis  Z^  nach  üC^  um. 

An  K^o  durch  den  Schnittpunkt  d  von  Eh  und  Dh  eine  Tangente 
öPq  gezogen,  ergibt  den  umgelegten  Berührungspunkt,  dessen 
Projectionen  {p,p')  leicht  zu  finden  sind. 

Die  Gerade  {Op,  O^p')  muss  bekanntlich  den  Mittelpunkt  einer 
jeden  die  Kugel  (0,  0')  in  (p,p')  berührenden  Kugel  enthalten.  Es 
ergibt  sich  daher  der  Mittelpunkt  ( Jf,  Jf' )  der  gesuchten  Kugel  im 
Schnitte  dieser  Geraden  mit  der  Geraden  {m0,  m'^').  Selbstverständlich 
liefert  die  zweite  Tangente  dp^^  des  Kreises  K^^  eine  zweite  den  ge- 
stellten Bedingungen  entsprechende  Kugellage. 

Als  besonderer  Fall  des  vorhergehenden  Problems  kann  die  fol- 
gende Aufgabe  betrachtet  werden. 

§.  458. 

103.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
drei  gegebene  Punkte  geht  und  eine  gegebene  Ebene  berührt. 

Die  gegebene  Ebene  nehmen  wir  wieder  als  horizontale  Projec- 
tionsebene  an,  die  Ebene  der  drei  gegebenen  Punkte  sei  E^Eh.  Die 
drei  gegebenen  Punkte  in  derselben  seien  (a,  a'),  (6,  6')  und  (c,  &) 
(Taf.  XVII,  Fig.  111). 

Zunächst  legen  wir  das  von  den  drei  gegebenen  Punkten  {a^  a'), 
(6,  6')  und  (c,  &)  gebildete  Dreieck  um  die  Trace  Eh  seiner  Ebene  in 
die  horizontale  Projectionsebene  nach  ö^o^o^o  ^^-  ^^  dieser  Lage 
umschreiben  wir  dem  Dreiecke '  %\Cq  den  Kreis  Cq  und  führen  den 
Mittelpunkt  m^  desselben  in  die  Projection  nach  (m,  m')  zurück.  Wird 
nun,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  die  Gerade  (s,  s')  geführt, 
welche  man  durch  (m,  m')  senkrecht  auf  die  Ebene  E^  Eh  der  gege- 
benen drei  Punkte  zieht,  so  stellt  diese  den  geometrischen  Ort  aller 
Punkte  dar,  welche  von  den  drei  gegebenen  Punkten  (a,  a'),  (6,  b*) 
und  (<?,  c')  den  gleichen  Abstand  haben.  Die  Gerade  (s,  s')  repräsen- 
tiert somit  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  der  durch 
die  obgenannten  Punkte  gehenden  Kugeln. 

Da  ferner  die  horizontale  Projectionsebene  eine  Berührebene  der 
gesuchten  Kugel  sein  soll,  so  muss  der  ßerühruDgspunkt  (^,  p')  der- 
selben der  Fußpunkt  des  vom  Kugelmittelpuukte  auf  die  horizontale 
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Projectionsebene  gefällten  Perpendikels  sein.  Nachdem  aber  der  Kugel- 
mittelpunkt auf  der  Geraden  (s,  s')  liegt,  so  muss  der  genannte 
Berührungspunkt  mit  irgend  einem  der  Horizontalprojection  s'  an- 
gehörenden Punkte  zusammenfallen. 

Denken  wir  uns  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  d  der  Geraden 
{chj  &h^)  mit  dem,  bisher  noch  unbekannten  Berührungspunkte  p*  ver- 
bunden, so  muss,  da  dc6  eine  Secante  der  Kugel  mit  den  Abschnitten 
Scq,  öIq  (in  wahrer  Größe)  repräsentiert  und  dp'  eine  Tangente  der 
Kugel  darstellt: 

dp'    z=  dc^  .  di^   sein. 
Pührt  man  von  ä  an  den  Kreis  (7^  die  Tangente  är,  so  ist  auch 

dr^  =  c^^^  .h^ö,  und  somit  dp'  =  ör. 
Beschreibt  man  daher   aus   dem  Mittelpunkte  ö  einen  Kreis  K' 
mit  dem  Kadius  dr,  so  schneidet  dieser  die  Gerade  s'  in  zwei  Punkten 
p'  und  p\ . 

Den  vorhergehenden  Entwickelungen  gemäß,  ist  jeder  dieser 
beiden  Punkte  der  Berührungspunkt  der  horizontalen  Projectionsebene 
mit  einer  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  (a,  a') ;  (b,  h')  und  (c,  &) 
gehenden  Kugel.  Die  Mittelpunkte  {M,  M')  und  (üf^,  M\)  der  beiden 
Kugeln  haben  mit  p  und  p^  gemeinschaftliche  Horizontalprojectionen 
und  können  daher,  als  Punkte,  welche  gleichzeitig  auch  der  Geraden 
(s,  s')  angehören,  unmittelbar  festgestellt,  beziehungsweise  durch  ihre 
Projectionen  bestimmt  werden* 

§.  459. 

104,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
zwei  gegebene  Punkte  a  und  b  geht  und  zwei  gegebene  Kugeln  ä^ 
und  8^  berührt. 

Dass  die  Berührung  einer  Kugel,  welche  die  beiden  gegebenen 
Kugeln  S^  und  S^  berührt,  nur  in  zwei  derartigen  Punkten  c^^ 
und  ßj^  stattfinden  könne,  welche  in  Bezug  auf  den  äußeren  oder  den 
inneren  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  gegebenen  Kugeln  invers 
liegen,  ist  bereits  (Satz  254)  nachgewiesen  worden. 

Nehmen  wir  beispielsweise  den  äußeren  Ähulichkeitspunkt 
A  der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  an,  so  müssen  die  Berührungspunkte 
a^  und  a^^  der  gesuchten  Kugel  Z  mit  den  beiden  gegebenen  Kugeln 
8^  und  8,2  auf  einer  durch  A  gehenden  Geraden  liegen. 

Weiters  ist  bekannt,  dass  das  Product  Aa^  ,  Aa^  constant  für 
alle  invers  liegenden  Punktepaare  der  beiden  Kugeln  sei.  Ferner  ist 
aber  auch  a^  und  a^  ein  Punktepaar  der  zu  suchenden  Kugel  U;  die 
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Potenz  des  Punktes  J.,  in  Bezug  auf  die  Kugel  ^,  ist  daher  gleich 
der  Inversionspotenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen 
Kugeln, 

Zieht  man  demnach  einen  beliebigen  Strahl  y  durch  Ä^  welcher 
die  beiden  Kugeln  Äj  und  Sq  in  dem  inversen  Punktepaar  IjIq  treffen 
mag  (derselbe  trifft  bekanntlich  noch  in  einem  zweiten  Paare), 
so  stellt 

die  Inversionspotenz  und  mithin  auch  die  Potenz  des  Punktes  J. 
in  Bezug  auf  die  zu  suchende  Kugel  2  dar. 

Nachdem  aber  von  dieser  Kugel  zwei  Punkte  a  und  i  als  gegeben 
vorliegen,  wird  es  auch  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  einen  dritten 
Punkt  a'  derselben  zu  finden.  Zieht  man  nämlich  die  Gerade  Aa,  so 
trifft  diese  die  zu  construierende  Kugel  2  zum  zweitenmale  in  einem 
Punkte  a',  welcher  mit  a  durch  die  Potenz 

Äa  .  Äa^  =  Ä^^  .  Ä^^ 
verbunden  ist  und  daher  leicht  construiert  werden  kann. 

Hiernach  ist,  wie  auf  den  ersteh  Blick  zu  erkennen,  das  vor- 
liegende Problem  auf  die  Aufgabe  102)  zurückgeführt.  Denn  legt 
man  durch  die  drei  Punkte  a,  h,  a'  eine  Kugel  27,  welche  die  Kugel 
S,  in  einem  Punkte  a^  berührt,  so  wird  der  Strahl  Äa^  diese  Kugel 
zum  zweitenmale  in  einem  Punkte  a„  treffen  und  es  wird  offenbar 

Aa^  ,  Aa^^  Aa  .  Aa'  =  -4|, .  J-l^ 

sein.  Der  Punkt  «2  gehört  somit  auch  der  Kugel  ä^  an  und  wird 
den  den  beiden  Kugeln  Äj  und  2  gemeinsamen  Berührungspunkt 
darstellen. 

Letzteres  kann  unmittelbar  auch  durch  folgende  Betrachtung 
klar  gelegt  werden. 

Denken  wir  uns  durch  die  drei  Punkte  a,  b  und  a'  eine  Kugel 
2;  gelegt,  welche  die  Kugel  S^  berührt,  und  nehmen  wir  den  Punkt 
A  als  Inversionscentrum,  das  Product 

-4|j  .  J.I2  =  Aa  .  Aa* 
aber,  als  Inversionsmodul  an,  so  verwandelt  sich  einerseits,  indem 
wir  uns  auf  die  Sätze  253)  und  254)  berufen,    die  Kugel    2*   in   sich 
selbst,    während  andererseits  die  Kugel  Sj  in  die  Kugel  S^  übergeht. 

Berühren  sich  daher  S^  und  27,  so  muss  auch  zwischen  S^  und 
27  die  Berührung  stattfinden.  Nebenbei  sei  hier  noch  bemerkt,  dass, 
da  einerseits  durch  die  Punkte  a,  &,  a'  zwei  berührende  Kugeln  an  S^ 
gelegt  werden  können   und   andererseits  der  innere  Ähnlichkeitspunkt 
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der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  in  gleicher  Weise  zwei  Kugellagen  er- 
gibt, vier  Kugeln  construiert  werden  können,  welche  den  gestellten 
Anforderungen  entsprechen. 

§.  460. 

105.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
zwei  gegebene  Punkte  m  und  n  geht,  eine  gegebene  Ebene  E  und 
eine  gegebene  Kugel  S  berührt. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  die  vorhergehende  Aufgabe,  d.  i. 
vermittelst  des  Principes  der  Transformation  durch  reciproke  Kadien, 
lässt  sich  auch  dieses  Problem  ohne  jedwede  Schwierigkeit  durch- 
führen. 

Ziehen  wir  vor  allem  jenen  Kugeldurchmesser  Äcca^  der  Kugel 
S,  welcher  zu  der  gegebenen  Ebene  E  senkrecht  steht.  Die  Endpunkte 
desselben  seien  Ä  und  a,  und  dessen  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  E 
sei   a^ . 

Sobald  man  (Satz  177)  den  einen  Endpunkt,  etwa  Ä^  als  In- 
versionscentrum annimmt  und  die  beiden  Punkte  a  und  a^  als  invers 
voraussetzt,  d.  h.  das  Product  Äa.Aa^  als  Inversionsmodul  betrachtet, 
wird,  wie  bekannt,  die  Kugel  S  invers  in  die  Ebene  E  transformiert 
werden  können. 

Bestimmen  wir  nun  zu  einem  der  gegebenen  zwei  Punkte  m 
und  fiy  beispielsweise  zu  dem  Punkte  m,  den  inversen  Punkt  m^,  d.h. 
construieren  wir  m^  so,  dass  die  Eelation 

Am  ,  Am^  =  Aa  .  Aa^ 
erfüllt  wird ,  so  wird  bekanntlich  (§.  284)  auch  jede  durch  das 
inverse  Punktepaar  (m,  m^)  gehende  Kugel  'Z  invers  in  sich  selbst 
transformiert.  Dies  gilt  natürlich  auch  von  derjenigen  Kugel  Z, 
welche  nach  der  in  Aufgabe  103)  entwickelten  Construction  durch  die 
drei  Punkte  m,  n,  m^  berührend  an  die  Ebene  E  gelegt  wird. 

Da  nun  die  besagte  Kugel  einerseits  die  Ebene  E  berührt, 
andererseits  aber  durch  Inversion  in  sich  selbst  transformiert  wird, 
während  sich  die  Ebene  E  invers  in  die  gegebene  Kugel  S  verwandelt, 
so  ist  einleuchtend,  dass  sich  auch  die  Kugeln  S  und  Z  berühren 
müssen,  dass  also  Z  die  gesuchte  Kugel  darstelle. 

Berücksichtigt  man,  dass  sich  durch  die  drei  Punkte  m,  n  und 
m^  zwei  Kugeln  legen  lassen,  welche  die  Ebene  E  berühren  (Auf- 
gabe 103)  und  dass  man  weiters  auch  den  zweiten  Endpunkt  a  des 
zu  E  senkrechten  Kugeldurchmessers  als  Inver^ionscentrum  hätte  wählen 
können  (wobei  dann  A  und  a^  zwei  inverse  Punkte  vorgestellt  haben 
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wurden),  so  ist  klar,  dass  es  im  allgemeinen  vier  Lagen  der  gesuchten 
Kugel  geben  müsse. 

§.  461, 

106.  Aufgäbe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  a  geht  und  drei  gegebene  Kugeln  S^,S^  und 
/Sg  berührt. 

Fassen  wir  zunächst  die  Bedingung  ins  Auge ,  dass  die  zu 
suchende  Kugel  2?  durch  den  Punkt  a  gehen  und  die  beiden  Kugeln 
/S,   und  S^  berühren  solle. 

Nehmen  wir  für  einen  Augenblick  den  äußeren  (oder  auch  den 
inneren)  Ähnlichkeitspunkt  A^o  der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  als  In- 
versionscentrum  an,  und  wählen  wir  den  Inversionsmodul  so,  dass  die 
Kugel  S^  invers  in  die  Kugel  S^  transformiert  wird«  Letzteres  wird 
eintreten ,  wenn  wir  durch  A^  ^  einen  beliebigen  Strahl  y^  ^  führen, 
welcher  die  beiden  Kugeln  ä,  und  Sc^  in  den  beiden  invers  liegenden 
Punkten  gp  Ig  schneidet,  und  das  Product 

-^1  2  bl    »^12  ^2 

als  Inversionsmodul  betrachten. 

Durch  diese  Transformation  wird  die  zu  suchende  Kugel  2",  da 
sie  die  beiden  Kugeln  S^  und  8c^  nothwendig  in  i^wei  invers  liegenden 
Punkten  «,  und  a^  berühren  muss,  in  sich  selbst  verwandelt«  Hiebei 
muss  die  bezeichnete  Kugel  überdies,  außer  dem  Punkte  a  noch  einen 
zweiten  Punkt  a'  enthalten,  welcher  mit  a  ebenfalls  ein  inverses  Punkte- 
paar repräsentiert.    Dieser  Punkt  ist  vermöge  der  Kelation: 

A^  qO/  •  Ai  2  ^     ^==^  A^  2  bi   •  A^  2  §2 

leicht  zu  construieren.  Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  jede  Kugel  2, 
welche  durch  das  Punktepaar  (a,a')  geht  und  die  Kugel  3^  berührt, 
nothwendig  auch  (Satz  254)  die  Kugel  Sc^  berühren  müsse. 

Betrachten  wir  weiters  den  äußeren  (oder  auch  den  inneren) 
Ähnlichkeitspunkt  -4,3  der  beiden  Kugeln  Sc^  und  S^  als  Inversions- 
centrum,  und  wählen  wir  wieder  den  Inversionsmodul  so,  dass  die 
Kugel  S^  invers  in  die  Kugel  S^  verwandelt  wird. 

Mit  Hilfe  dieses  Inversionsmoduls  (derselbe  ist,  wenn  1,  und  I3 
zwei  invers  liegende  Punkte  der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  vorstellen. 
-4,3^1  .  J.J3I3)  wird  dem  Punkte  a  ein  zweiter  Punkt  a"  invers  zu- 
geordnet, welcher  vermittelst  der  Beziehung 

A^^a  .  A^  3a"  =  ^,  3 1,  .  ^,  3 $2 
leicht  construiert  werden  kann. 
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Nun  ist  aber  (Satz  250  und  254)  klar,  dass  jede  Kugel  U, 
welche  durch  die  beiden  Punkte  a  und  a"  geht  und  die  Kugel  aS^ 
berührt,  nothwendig  auch  die  Kugel  S^  berühren  muss. 

Legt  man  daher  durch  die  Punkte  a,  a'  und  a"  [etwa  nach  der 
in  Aufgabe  102)  entwickelten  Methode]  eine  Kugel  U,  welche  die 
Kugel  aSj  berührt,  so  muss  diese  Kugel,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
nothwendig  auch  die  Kugeln  S„  und  S^  berühren;  es  wird  demnach 
U  die  verlangte  Kugel  darstellen. 

Da  einerseits  durch  die  drei  Punkte  a,  a',  a"  zwei  Kugeln  ge- 
legt werden  können,  welche  die  Kugel  S^  berühren,  anderseits  aber 
auch  die  inneren  Ähnlichkeitspunkte  Jj  „  und  Jj  3  der  Kugelpaare  Si , 
/SJj,  beziehungsweise  S^^  S^  benützt  werden  können,  so  folgt,  dass  es 
2.2.2  =  8  verschiedene,  die  Aufgabe  erfüllende  Kugellagen  gibt. 

Auf  dem  Principe  der  Inversion  beruhend,  sind  auch  noch  fol- 
gende Probleme  zu  lösen,  welche  man  als  Specialfälle  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  ansehen  kann. 

§.  462. 

107.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  m  geM,  und  eine  gegebene  Ebene  JE,  so  wie 
zwei  gegebene  Kugeln  S^  und  Sg  berührt. 

Führen  wir  den  zur  Ebene  E  senkrechten  Durchmesser  A^  a^  der 
Kugel  Äj,  nehmen  wir  den  einen  Endpunkt  A^  desselben  als  Inver- 
sionscentrum an  und  betrachten  den  anderen  Endpunkt  ap  sowie  den 
Punkt  a'^,  in  welchem  dieser  Durchmesser  die  Ebene  E  schneidet,  als 
inverse  Punkte,  wählen  wir  also  das  Product 

-ZL.  Oj.   .  ^1  et  ^ 

als  Inversionsmodul,  so  verwandelt  sich,  dieser  Voraussetzuug  gemäß, 
die  Kugel  S^  invers  in  die  Ebene  E. 

Wenn  wir  zu  dem  gegebenen  Punkte  m  den  inversen  Punkt  m' 
bestimmen,  was  mit  Hilfe  der  Eelatiou 

A^  m.A^m'  =z  A^  a^  .  A^  a, ' 

leicht  geschehen  kann,  so  ist  (nach  Satz  262)  klar,  dass  jede 
Kugel  li,  welche  durch  die  beiden  Punkte  m  und  m'  geht  und  die 
Ebene  E  berührt,  nothwendig  auch  die  Kugel  S^  berühren  müsse. 

Führen  wir  weiters  den  zur  Ebene  E  senkrechten  Durchmesser 
JLg  ^2  der  Kugel  So,  betrachten  sodaun  den  einen  Endpunkt  A^  des- 
selben als  Inversionscentrum    und  den  Punkt  a,^',    in  welchem    dieser 
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Durchmesser  die  Ebene  E  trifft,  als  invers  zu  dem  zweiten  Endpunkte  0^2? 
d.  h.  wählen  wir  das  Product 

als  Inversionsmodul,  so  entspricht  dem  gegebenen  Punkte  m  vermöge 
der  Beziehung 

A^  m.Äo  m"  =  Aq  a^.A^a^' 
ein  in  verser  Punkt  m". 

Nach  dem  Satze  262)  wird  jede  Kugel  Z,  welche  durch  die  beiden 
Punkte  m  und  m"  geht  und  die  Ebene  E  berührt,  nothwendig  auch 
die  Kugel  S^  berühren.  Legen  wir  demnach  durch  die  drei  Punkte 
m,  m'  und  m"  eine  Kugel  U,  welche  die  Ebene  E  berührt,  so  wird 
diese  nach  den  vorhergehenden  Erörterungen  auch  mit  den  beiden 
Kugeln  S^  und  S^  eine  Berührung  eingehen,  mithin  eine  Lage  der 
gesuchten  Kugel  darstellen. 

Nachdem  man  durch  m,  m',  m"  zwei  Kugeln  berührend  an  die 
Ebene  E  legen  kann  und  andererseits  auch  die  zweiten  Endpunkte  a^ 
beziehungsweise  ag  der  zur  Ebene  E  senkrechten  Kugeldurchmesser 
als  Inversionscentra  gewählt  werden  können,  so  existieren  2.2.2  =  8 
verschiedene,  der  Aufgabe  genügende  Kugeln. 

§.  463. 

108.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durcli 
einen  gegebenen  Punkt  m  geht  und  zv^ei  gegebene  Ebenen  E^^  und  E^ 
sowie  eine  gegebene  Kugel  S  berührt. 

Führen  wir  zunächst  denjenigen  Kugeldurchmesser  A^  a^^  welcher 
zur  Ebene  E^  senkrecht  steht,  und  betrachten  wir  den  einen  End- 
punkt A^  desselben  als  Inversionscentrum,  sowie  den  Punkt  a/  in 
welchem  dieser  Durchmesser  die  Ebene  E^  trifft,  als  invers  zu  dem 
zweiten  Endpunkte  %  dieses  Durchmessers,  d.  h.  wählen  wir  das 
Product 

-A-j^  d,  .  A.*  d. 

als  Inversionsmodul,  so  transformiert  sich  die  Kugel  S  in  die  Ebene  E^. 
Dem  gegebenen  Punkte  m  wird  vermittelst  der  Beziehung 

A^  m.A^  m'  =  A^  a^,A^  a/ 
ein  Punkt  m'  entsprechen. 

Mittelst  des  Satzes  262)  wurde  festgestellt,  dass  jede  Kugel  ^, 
welche  durch  die  beiden  Punkte  m  und  m'  berührend  an  die  Ebene  E^ 
gelegt  wird,  nothwendig  auch  die  Kugel  S  berühren  müsse. 

Legen  wir  demnach  vermittelst  der  in  Aufgabe  97)  entwickelten 
Gonstructionen    durch   die   beiden    Punkte    m  und  m'  eine  Kugel  ^, 
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welche  die  Ebenen  E^^  und  E^  berührt,  so  wird  diese  Kugel  2J  auch 
die  gegebene  Kugel  S  berühren,  also  eine  Lage  der  gesuchten  Kugel 
darstellen. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  durch  zwei  Punkte  auch  zwei 
Kugeln  gelegt  werden  können,  welche  zwei  gegebene  Ebenen  berühren, 
und  beachtet  man  ferner,  dass  mit  derselben  Berechtigung  wie  a\,  auch 
der  andere  Endpunkt  a^  des  Kugeldurchmessers  Ä^  a^  als  Inversions- 
centrum hätte  angenommen  werden  können^  so  ergeben  sich  vier 
verschiedene  Kugellagen.  Ebenso  kann  man  aber  auch  die  Kugel  S 
auf  zweifache  Weise  in  die  andere  Ebene  E^  transformieren,  wodurch 
wieder  vier  Kugeln  erhalten  werden.  Es  gibt  daher  im  ganzen  acht 
verschiedene  Lagen  von  Kugeln,  welche  der  gestellten  Aufgabe 
genügen. 

Selbstverständlich  ist  auch  hier  der  Fall  denkbar,  dass  einige, 
ja  möglicherweise  selbst  alle  diese  Kugeln  imaginär  werden.  Setzt 
man  diesbezüglich  beispielsweise  voraus,  dass  der  gegebene  Punkt 
innerhalb  der  gegebenen  Kugel  liege,  während  die  gegebenen  Ebenen 
beziehungsweise  Kugeln,  die  ersterwähnte  Kugel  nicht  reell  schnei- 
den, so  existiert  keine  einzige  Kugel ^  welche  den  gestellten  Bedin- 
gungen Genüge  leisten  würde. 

§.  464. 

109.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  Ebenen  E^,  E^,  E^  und  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Setzen  wir  diesfalls  voraus,  es  sei  Z  eine  Kugel,  welche  S  in  8 
und  die  drei  Ebenen  E^^,  E„  und  E^  beziehungsweise  in  a,,  a^  und  a^ 
berührt.  Der  Berührungspunkt  s  der  beiden  Kugeln  S  und  ZI  ist 
gleichzeitig  ein  Ähnlichkeitspunkt  derselben. 

Zieht  man  die  Geraden  sa^^  sa^,  sa^,  welche  diesen  Berührungs- 
und Ähnlichkeitspunkt  s  mit  den  drei  Berührungspunkten  der  drei 
Ebenen  E^^  E^,  E^  und  der  Kugel  27  verbinden,  so  treffen  diese 
Geraden  die  zweite  Kugel,  d.  i.  die  gegebene  Kugel  S  in  drei  Punkten 
a^%  a^  und  ^3',  welche  mit  den  erstangeführten  drei  Punkten  ähnlich 
liegen. 

Die  Tangentialebenen  E^,  E^f  und  E^  der  Kugel  S  in  diesen 
Punkten  a^',  a^^  a^  werden  sodann  zu  den  gegebenen  drei  Ebenen 
JE'j,  E^  und  jE/3  parallel  sein,  während  deren  Schnittpunkt  P',  wie 
leicht  einzusehen,  mit  dem  Schnittpunkte  P  von  j?,,  E^^  E^  ähnlich 
liegen  wird.  Hiernach  muss  die  Verbindungsgerade  ^V  durch  den 
Punkt  s  gehen. 

Po 8 eil ka,  Darstellende  -a.  projective  Georaetrie.  III,  28 
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Diese  Betrachtung  liefert  sofort  alle  Anhaltspunkte  für  die  Con- 
struction  der  Kugel  2;,  welche  die  Kugel  S  und  die  drei  Ebenen 
l?i,  E2  und  JB3  berühren  soll. 

Wir  legen  zu  diesem  Zwecke  parallel  zu  JE^,  JE^  und  E^  an  die 
Kugel  S  die  drei  Berührungsebenen  E\,  E^\  E^*;  suchen  den  Schnitt- 
punkt P'  dieser  letzteren  und  verbinden  denselben  mit  dem  Schnitt- 
punkte P  der  drei  ersteren  durch  eine  Gerade  PP',  welche  die  Kugel  S 
in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  p  und  p^  schneiden  wird. 

Den  vorhergegangenen  Erörterungen  gemäß  kann  jeder  dieser 
beiden  Punkte  als  Berührungspunkt  der  zu  bestimmenden  Kugel  2J 
betrachtet  werden. 

Um  endlich  den  Mittelpunkt  M  der  Kugel,  welche  beispielsweise 
dem  Berührungspunkt  p  entspricht,  zu  finden,  wird  bloß  zu  berück- 
sichtigen sein,  dass  derselbe  einerseits  auf  der  Geraden  Op  liegen 
müsse,  welche  den  Berührungspunkt  p  mit  dem  Mittelpunkte  0  der 
gegebenen  Kugel  S  verbindet,  andererseits  aber  auch  auf  derjenigen 
Geraden  liegen  werde,  welche  mit  den  Geraden  OP'  ähnlich  liegt, 
d.  i.  also  auf  jener  Geraden,  welche  durch  P  parallel  zu  OP'  gezogen 
werden  kann. 

Was  die  Anzahl  der  der  Aufgabe  entsprechenden  Kugeln  anbelangt, 
so  ist  dieselbe  leicht  folgendermaßen  zu  finden.  Zu  jeder  der  drei 
Ebenen  E^^  E^  und  E^  kann  man  an  die  gegebene  Kugel  zwei  parallele 
Berührebenen  legen,  welche  sich  bekanntlich  auf  achtfache  Weise  zu 
dreien  combinieren  lassen.  Jedem  Tripel  solcher  zu  E^,  E^,  E^  parallelen 
Ebenen  entsprechen  ferner,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  zwei  ver- 
schiedene Kugeln  2;;  es  gibt  demnach,  die  imaginären  mit  inbegriffen, 
sechzehn  verschiedene  Lösungen  der  gestellten  Aufgabe. 

Auf  demselben  Principe  beruht  die  Lösung  folgender   Aufgabe. 

§.  465. 

110,  Aufgabe.  Einem  geraden  Kreiskegel  ist  eine  Kugel  ein- 
zuschreiben, welche  nebstbei  noch  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Denken  wir  uns  den  gegebenen  Kreiskegel  (S,C)  (Taf.  XIVII, 
Fig.  112)  auf  der  als  horizontale  Projectionsebene  gewählten  Ebene 
senkrecht  stehend,  und  seien  (K^,  K^')\  die  Contouren,  sowie  (0,  0') 
der  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel. 

Die  noth wendige  Bedingung  für  die  Existenz  einer  reellen  dem 
vorgegebenen  Probleme  entsprechenden  Kugel,  ist  die,  dass  die  gegebene 
Kugel  {K,  K,')  den  Kegel  (S,C)  reell  schneide. 

Behufs  Lösung  dieser  Aufgabe  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  in 
dem  vorher  besprochenen  Falle  vorgegangen  werden. 
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Wir  denken  uns  diesfalls  der  Kugel  (üC,  üT/)  einen  Kegel  um- 
schrieben, welche  dem  gegebenen  Kegel  (Sy  G)  parallel  ist.  Der  Scheitel 
(Ä,,  S^')  dieses  Kegels  ergibt  sich  offenbar  als  der  Schnittpunkt  jener 
Tangenten  an  die  verticale  Kugelcontour  K  der  gegebenen  Kugel, 
welche  zu  den  Contourerzeugenden  des  gegebenen  Kegels  {8,  C) 
parallel  sind. 

Diese  beiden  Kegel  {8,  C)  und  {ß^,  C{)  werden,  den  früheren 
Betrachtungen  entsprechend,  in  Bezug  auf  den  Ähnlichkeits-(Beruhrungs-) 
punkt  der  gegebenen  Kugel  (K,  K^')  mit  der  zu  suchenden  Kugel 
(h,  \')  ähnlich  gelegen  sein. 

Es  werden  mithin  auch  die  beiden  Kegelscheitel  {S,  8*)  und  {S^^S*-^ 
in  Bezug  auf  denselben  Berührungspunkt  ähnlich  liegen  müssen.  Der 
letztere  kann  daher  kein  anderer,  als  einer  von  den  beiden  Schnitt- 
punkten der  gegebenen  Kugel  {K,'"K^')  mit  der  Verbindungsgeraden 
(äaSi,  S'Sy^')  sein.  Diese  beiden  Schnittpunkte,  von  welchen  wir  nur 
die  Verticalprojectionen  a  und  l  benöthigen^  ergeben  sich,  wie  bereits 
bekannt,  durch  eine  einfache  Drehung  der  Geraden  8Sy  um  den  hori- 
zontal-projicier enden  Kugeldurchmesser  08-^^  und  können  die  obbezeich- 
neten  Schnittpunkte  aus  der  gedrehten  Lage  %  und  \  ebenso  leicht 
zurückgeführt  werden.  Die  Mittelpunkte  {M,  M)  und  (ifp  M^')  der 
beiden,  der  vorliegenden  Aufgabe  entsprechenden  Kugeln  ergeben  sich 
unmittelbar  als  die  Schnittpunkte  der  Kegelachse  mit  jenen  beiden 
Geraden,  welche  den  Mittelpunkt  (0,  0')  der  gegebenen  Kugel  {K,  K^') 
mit  den  eben  gefundenen  Berührungspunkten  a  und  6  verbinden. 

Im  vorliegenden  Falle  ergeben  sich,  wie  man  sieht,  bloß  zwei 
reelle  Lösungen,  da  man  von  dem  zweiten,  der  Kugel  {K^K\)  parallel 
zum  Kegel  (ä,  G)  umschriebenen  Kegel  keinen  Gebrauch  machen  kann, 
indem  diesfalls  die  Verbindungsgerade  88^  der  beiden  Kegelscheitel 
die  gegebene  Kugel  nicht  reell  schneidet. 

Läge  jedoch  die  gegebene  Kugel  ganz  im  Inneren  des  gegebenen 
Kegels,  so  würden  beide  Kegel,  welche  der  Kugel  parallel  zu  dem 
gegebenen  Kegel  umschrieben  werden  können,  reelle  Lösungen  ergeben ; 
es  würden  daher  der  Aufgabe  unter  diesen  Umständen  vier  reelle, 
verschiedene  Kugeln  entsprechen. 

Weitere  Berührungsaufgaben,  bei  welchen  vier  gegebene 
Berührungsbedingungen  (Kugeln  und  Ebenen)  vorliegen,  können 
durch  inverse  Transformation  leicht  auf  die  Aufgabe  109) 
zurückgeführt  werden.  Die  Art  und  Weise,  wie  von  besagter  Trans- 
formation Gebrauch  gemacht  werden  kann,  wollen  wir  im  Nach- 
stehenden kurz  andeuten. 

28* 
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§.  466. 

111.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren ,  welche  zwei 
gegebene  Ebenen  E^  und  E^^  und  zwei  gegebene  Kugeln  S^  und  ä^ 
berührt. 

Die  beiden  Ebenen  J?,  und  E^  schneiden  sich  in  einer  Geraden 
g,  welche  eine  der  beiden  Kugeln,  allenfalls  S^  in  den  beiden  Punkten 
A  und  B  schneiden  möge. 

Nehmen  wir  den  Punkt  A  als  Inversionscentrum  au,  so  werden, 
da  dieser  Punkt  den  beiden  Ebenen  J5,  und  E^  sowohl,  als  auch  der 
Kugel  Sy  angehört,  diese  drei  Gebilde  durch  Inversion,  man  mag  den 
Inversionsmodul  wählen  wie  man  will,  sich  immer  in  drei  Ebenen 
verwandeln,  und  zwar  transformieren  sich  die  Ebenen  E^  und  E^  in 
sich  selbst,  während  die  Kugel  S^  in  eine  Ebene  e^  übergehen  mag. 

Wählen  wir  ferner  den  Inversionsmodul  speciell  so,  dass  die 
zweite  Kugel  S^^  in  sich  selbst  transformiert  wird,  d.  h.  nehmen  wir 
als  Inversionsmodul  die  Potenz  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  Kugel 
^2  an,  so  ergibt  die  Inversion  drei  Ebenen -E,,  .EJ^,  e^  und  die  Kugel  ä>. 
Construieren  wir  nun  (Aufgabe  109)  eine  Kugel  (?,  welche  die  drei 
Ebenen  iJ,,  E^^  e^  und  die  Kugel  /Sg  berührt,  so  wird  dieselbe  (nach 
Satz  179)  in  eine  Kugel  2  invers  transformiert,  welche  außer  den 
beiden  Ebenen  E^  und  E^  und  der  Kugel  S^  auch  die  Kugel  S^  be- 
rühren muss,  eine  Lage  der  gesuchten  Kugel  darstellen. 

§.  467. 

172.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  Kugeln  S^,  S^  und  S^  und  eine  gegebene  Ebene  E  berührt. 

Betrachten  wir  wieder  einen  Punkt  J[,  welcher  den  beiden  Kugeln 
Si  und  Sq,  sowie  der  Ebene  E  gemeinschaftlich  ist^  als  Inversions- 
centrum, und  wählen  wir  als  Inversionsmodul  die  Potenz  dieses  Punktes 
A  in  Bezug  auf  die  Kugel  S^,  so  erreichen  wir  hiedurch,  dass  bei  der 
Transformation  die  Ebene  E  sowohl,  als  auch  die  Kugel  S3  sich  in 
sich  selbst  transformieren,  während  die  beiden  Kugeln  S^  und  So  in 
zwei  Ebenen  e^  und  e^  übergehen. 

Construieren  wir  nun  wieder  eine  Kugel  er,  welche  die  drei  ge- 
gebenen Ebenen  e,,  e„,  E  und  die  Kugel  S^  berührt,  so  wird  dieselbe 
durch  Inversion  in  eine  Kugel  U  verwandelt,  welche  (nach  Satz  179) 
außer  der  Ebene  E  und  der  Kugel  A3  auch  die  beiden  Kugeln  ä,  und 
§2  berühren  muss,  und  daher  eine  Lage  der  verlangten  Kugel  dar- 
stellen wird. 
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§.  468. 

113,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  vier 
gegebene  Kugeln  berülirt. 

Seien  /S,,  Ä^,  A3  und  S^  die  vier  gegebenen  Kugeln.  Wählen 
wir  von  den  beiden  Punkten  A^  welche  die  drei  ersteren  Kugeln 
gemein  haben,  einen  als  Inversionscentrum  und  betrachten  wir  die 
Potenz  dieses  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  vierte  Kugel  ^4  als  Inver- 
sionsmodul, so  wird  diese  Kugel  S^  durch  Inversion  in  sich  selbst 
transformiert,  während  die  drei  ersten  Kugeln  S,,  S^  und  S^  in  drei 
Ebenen  JS,,  .E,^  ^^^  ^3  übergehen  werden. 

Construiert  man  wieder  eine  Kugel  e*,  welche  diese  drei  Ebenen 
jE'i,  jB^,  JSg  und  die  Kugel  S^  berührt,  so  übergeht  dieselbe  durch 
Inversion  in  eine  Kugel,  welche  außer  der  Kugel  S^  auch  noch  die 
drei  anderen  Kugeln  S^^  8^  und  S^  berührt  und  mithin  eine  der  Auf- 
gabe entsprechende  Kugel  repräsentiert. 

Die  Zahl  der  Kugeln,  welche  den  letztangeführten  drei  Aufgaben 
entsprechen,  ist  stets,  die  imaginären  mit  inbegriffen,  gleich  sechzehn. 
Dies  lässt  sich  leicht  folgendermaßen  nachweisen* 

Sind  JBj,  JBg,  E^  drei  gegebene  Ebenen  und  S^  eine  Kugel,  so 
wissen  wir  bereits  (Aufgabe  109),  dass  es  sechzehn  Kugeln  Z^.,,!]^^ 
gäbe,  welche  diese  drei  Ebenen  E^,  JS,  und  E^  und  die  Kugel  S^ 
gleichzeitig  berühren. 

Transformieren  wir  diese  Gebilde  invers  a)  für  ein  beliebiges 
Inversionscentrum  im  Eaume,  so  verwandeln  sich  bekanntlich  E^,  E^, 
E^  und  /S4  in  vier  Kugeln  und  l)  durch  ein  Centrum,  welches  auf 
einer  Ebene,  etwa  auf  E^  liegt,  so  übergeht  diese  in  sich  selbst,  die 
drei  anderen  Gebilde  E^,  E^  und  S^  übergehen  dagegen  in  drei  Kugeln, 
sowie  endlich  c)  für  ein  Centrum,  das  auf  der  Schnittgeraden  zweier 
Ebenen,  allenfalls  auf  dem  Schnitte  von  E^  und  E^^  liegt,  übergehen 
diese  in  sich  selbst,  die  Ebene  E^  und  die  Kugel  S^  dagegen  in  zwei 
Kugeln. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  verwandeln  sich  aber  die  sechzehn 
Kugeln  Z^ . .  ,2^^  wieder  in  sechzehn  Kugeln,  welche  die  den  ursprüng- 
lichen gegebenen  Ebenen  und  Kugeln  entsprechenden  Ebenen  beziehungs- 
weise Kugeln  berühren. 

§.  469. 

Die  im  Vorhergehenden  angeführten  Constructionen  mit  Zuhilfe- 
nahme der  inversen  Transformation  setzen  als  nothwendige  Bedingung 
voraus,  dass  überhaupt  transformiert  werden  könne,  dass  also  mit 
anderen  Worten  die  gegebenen  Kugeln  und  Ebenen  reelle  gemein- 
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Schaft  liehe  Punkte  besitzeü,  die  als  In  versionscentra  angenommen 
werden  können.  Von  der  Inversion  Gebrauch  zu  machen,  wird  jedoch 
unmöglich,  wenn  die  Kugeln  und  Ebenen  keine  gemeinschaftlichen 
reellen  Punkte  besitzen. 

Trifft  dieser  Fall  ein,  so  muss  zur  Lösung  der  letzterwähnten 
Aufgaben  von  anderen  Methoden  und  anderen  uns  bereits  zu  Gebote 
stehenden  Hilfsmitteln  Gebrauch  gemacht  werden. 

Bezüglich  der  letzten  Aufgabe  wurde  bereits  im  theoretischen 
Theile  (§.  308  und  309)  eine  Auflösung  entwickelt,  welche  gana 
allgemeine  Giltigkeit  hat,  einerlei  ob  die  vier  gegebenen  Kugeln  ge- 
meinschaftliche Punkte  besitzen  oder  nicht. 

Sind  die  eine  Berührung  eingehenden  Gebilde  theilweise  Ebenen 
und  theilweise  Kugeln,  so  lassen  sich  die  dort  angegebenen  Construc- 
tionen  durch  zweckmäßige  Specialisierungen  auch  dann  verwenden,  wenn 
man  die  Ebenen  als  Kugeln  von  unendlich  großem  Radius  ansieht 
und  die  Potenzpunkte,  Ähnlichkeitspunkte  etc.  dieser  Anschauung 
gemäß  einführt. 

Außer  diesen  eben  angedeuteten  Lösungsweisen  gibt  es  jedoch 
noch  viele  andere  Methoden,  welche  gleichfalls  zum  Ziele  führen,  ob- 
wohl auch  da  wieder  die  Constructionen  mitunter  resultatlos  werden 
können.  Es  genügt  jedoch  in  allen  Fällen  und  unter  allen  Umständen 
gewisse  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kugel  in  geeigneter  Weise  zur 
Verwendung  und  Verwertung  zu  bringen.  Wir  wählen,  um  das  Gesagte 
durch  ein  Beispiel  zu  illustrieren,  geflissentlich  ein  bereits  früher 
„mittelst  Inversion"  gelöstes  Problem. 

114.  Aufgäbe,  Eine  Kugel  ist  zu  construieren,  welche  zwei  ge- 
gebene Ebenen  und  zwei  gegebene  Kugeln  berührt. 

Seien  8^  und  S^  die  beiden  gegebenen  Kugeln,  E^  und  E^,  die 
gegebenen  Ebenen.  Denken  wir  uns  zunächst  den  äußeren  (oder  den 
inneren)  Ähnlichkeitspunkt  A  der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  bestimmt^ 
und  construieren  wir  jene  Kugel  ä^,  welche  einerseits  diesen  Punkt  A 
zum  Mittelpunkte  hat,  andererseits  aber  demselben  Kugelbüschel,  wie 
die  beiden  Kugeln  S^  und  8^  angehört.  Jeder  Punkt  dieser  Kugel  8^ 
hat  (nach  Satz  263)  die  Eigenschaft,  dass  sich,  wenn  derselbe  als  Inver- 
sionscentrum angenommen  wird,  die  beiden  Kugeln  8^  und  8^  invers  in 
zwei  gleich  große  Kugeln  S\  und  Ä'g  verwandeln. 

Nehmen  wir  einen  der  beiden  Punkte  M^ ,  in  welchem  die 
Kugel  Sq  von  der  Schnittgeraden  der  beiden  gegebenen  Ebenen  J5J, 
und  Eo  getroffen  wird,  als  Inversionscentrum  an,  so  werden  die  beiden 
Kugeln  /Sj  und  8^   in  zwei  andere,   jedoch  gleich  große  Kugeln  8\ 
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und  Ä'g  übergehen,  während  sich  die  Ebenen  -B,  und  E^  in  sich  selbst 
transfornaieren. 

Es  ist  nun  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  die  beiden  Kugeln 
S\  und  Ä'2,  sowie  die  beiden  Ebenen  E^  und  JS'g  berührt. 

Da  die  beiden  Kugeln  S\  und  S\  gleich  groß  sind,  so  liegt  der 
Mittelpunkt  einer  jeden  Kugel,  welche  diese  beiden  Kugeln  berührt, 
in  derjenigen  Ebene,  in  Bezug  auf  welche  diese  Kugeln  symmetrisch 
sind,  d.  h.  in  jener  Ebene  e,  welche  durch  die  Mitte  der  Centralen  auf 
dieselbe  senkrecht  geführt  wird. 

Soll  aber  die  Kugel  0  nebstbei  auch  die  beiden  Ebenen  E^  und 
Eq  berühren,  so  wird  sie  auch  mit  jeder  der  beiden  Ebenen  E\  und 
jB'2  eine  Berührung  eingehen,  welche  beziehungsweise  zu  E^  und  E„, 
in  Bezug  auf  die  eben  gefundene  Ebene  e  als  Symmetrieebene,  sym- 
metrisch liegen. 

Construiert  man  also  die  der  einen  Ebene,  beispielsweise  der 
Ebene  E^,  symmetrische  Ebene  E\ ;  bestimmt  man  ferner,  allenfalls 
nach  der  Methode,  welche  bei  der  Aufgabe  109)  gewählt  wurde,  die- 
jenige Kugel  6,  welche  die  drei  Ebenen  E^,  E^  und  E\^  sowie  die 
Kugel  S\  berührt,  so  wird  diese  Kugel  nothwendig  auch  die  Kugel  /S'^ 
berühren  müssen.  Die  dieser  Kugel  6  invers  entsprechende  Kugel  H 
wird  sodann  offenbar  sowohl  die  Ebenen  E^  und  E^ ,  als  auch  die 
beiden  gegebenen  Kugeln  8^  und  /Sj  berühren  müssen,  also  eine 
Lage  der  gesuchten  Kugel  repräsentieren. 

In  ähnlicher  Weise  könnte  auch  die  eine  oder  die  andere  der 
übrigen  letzt  besprochenen  Berührungsaufgaben  gelöst  und  durch- 
geführt werden. 

Es  mögen  nun  noch  einige  Beruh  rungs  auf  gaben  Erwähnung 
finden,  behufs  deren  Lösung  wir  Methoden  zur  Anwendung  bringen 
wollen,  welche  von  den  früheren  abweichen. 

So  haben  wir  beispielsweise  im  Vorhergegangenen  die  Aufgabe 
gelöst  „eine  Kugel  zu  construieren,  welche  einem  gegebenen  Kegel  ein- 
geschrieben ist  und  nebstbei  eine  gegebene  Kugel  berührt".  Wählen 
wir,  um  die  Verschiedenheit  der  Lösung  hervorzuheben,  das  nach- 
stehende analoge  Problem. 

§.  470. 

115.  Aufgäbe,  Einem  geraden  Kreis cylinder  ist  eine  Kugel  ein- 
zuschreiben, welche  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  derart,  dass  dieselbe 
zu  der  Cylinderachse   senkrecht  steht,    so    also,    dass    die  horizontale 
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Projection  derselben  als  ein  Kreis  C  (Taf.  XVIII,  Fig.  113),  dargestellt 
erscheint,  während  dessen  verticale  Projection  durch  die  beiden  Con- 
tourerzeugenden  ü^  und  U^  repräsentiert  wird.  Die  gegebene  Kugel 
sei  durch  ihren  Mittelpunkt  {0,0')  und  ihre  Contouren  {K,K\)  dar- 
gestellt. 

Da  die  sämmtlichen  dem  Cylinder  eingeschriebenen  Kugeln  gleich 
groß  sind,  der  Kadius  jeder  derselben  also  dem  Eadius  des  Basis- 
kreises C  dieses  Cylinders  gleich  ist,  so  Avird  folgende  einfache  Con- 
struction  zum  Ziele  führen. 

Denken  wir  uns  nämlich  eine  Kugel  (k^'k\)  construiert,  welche 
mit  der  gegebenen  Kugel  {K,K\)  den  Mittelpunkt  (0,  0')  gemein  hat, 
deren  Eadius  B  aber  um  jenen  r  der  Cylinderbasis  C'  größer,  als  der 
Kadius  q  der  gegebenen  Kugel  {K,K\)  ist,  so  repräsentiert  diese 
Kugel  bekanntlich  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Kugeln,  welche  die  Kugel  (K^K\)  berühren,  und  deren  Kadius  dem 
Halbmesser  r  des  Basiskreises  C  gleich  ist. 

Bestimmen  wir  nun  die  Schnittpunkte  {M,M')  und  {M^,M\) 
dieser  Kugel  (Jc,'k\)  mit  der  Cylinderachse  {Z,Z'),  und  beschreiben 
wir  aus  denselben,  als  Mittelpunkte,  die  Kugeln  K^  und  K^  mit  dem 
Kadius  r  des  Basiskreises  C,  so  werden  diese  einerseits  dem  Cylinder 
eingeschrieben  sein,  andererseits  aber  die  Kugel  {K,K\)  berühren  und 
mithin  den  durch  die  Aufgabe  gestellten  Bedingungen  entsprechen. 

Die  Bedingung,  dass  eine  Kugel  eine  gegebene  Gerade 
berühre,  ist  von  jener,  dass  die  Kugel  eine  gegebene 
Ebene,  oder  dass  die  Kugel  wieder  eine  Kugel  berühre, 
wesentlich  verschieden. 

Die  auf  die  Berührung  von  Kugeln  mit  gegebenen  Geraden 
bezüglichen  Aufgaben  sind  auch  nicht  in  solcher  Allgemeinheit  mit 
Zirkel  und  Lineal  ausführbar,  wie  dies  bei  den  bisher  gelösten  oban- 
geführten  Aufgaben  ohne  jedwelche  Schwierigkeit  möglich  war.  Der 
Grund  hievon  ist  leicht  einzusehen. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte,  welche  von  zwei  gegebenen,  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  einen  gleichen  Abstand  besitzen,  d.  i.  also  der  geo- 
metrische Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  diese  zwei  Geraden 
berühren,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sei.    (Satz  110). 

Sind  nun  noch  anderweitige  Berührungsbedingungen  oder  Punkt- 
bedingungen zu  erfüllen,  so  kommt  es  im  allgemeinen  sehr  häufig  vor, 
dass  der  Schnitt  eines  Paraboloides  mit  einer  Kugel,  einem  Kreise 
oder  einem  anderen  Paraboloide  zu  construieren  ist,  dass  wir  also  auf 
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eine  Aufgabe  vierten  Grades  geführt  werden,  die  im  allgemeinen 
mit  Zuhilfenahme  von  Zirkel  und  Lineal  graphisch  nicht  ausgeführt 
werden  kann. 

Nachstehend  wollen  wir  jedoch  versuchen,  von  den  constructiv 
durchführbaren  Problemen  dieser  Art  einige  graphisch  aufzulösen. 

§.  471. 

116.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  zu  con- 
struieren,  welche  eine  gegebene  Grerade  und  zwei  gegebene  Ebenen 
berührt. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln  von  dem 
constanten  Eadius  B,  welche  eine  Ebene  E^  berühren,  besteht  aus 
jenen  beiden  Ebenen  e\  und  e'\,  welche  zu  der  Ebene  E-^  parallel 
sind  und  von  derselben  den  Abstand  R  besitzen.  Ebenso  wird  der 
geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln  vom  Radius  B^  welche 
die  zweite  Ebene  E^  berühren,  durch  die  beiden  zu  E^  in  einem  Ab- 
stände B  parallel  geführten  Ebenen  e*^  und  e*\  repräsentiert. 

Die  vier  Schnittgeraden  ^i,  g^,  g^  und  g^  dieser  vier  Ebenen 
^11  ^1%  ^2^  ^2"  stellen  mithin  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  jener  Kugeln  vom  Eadius  B  dar,  welche  gleichzeitig  die  beiden 
Ebenen  E^  und  E^^  berühren. 

Endlich  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  der 
Geraden  l  den  Abstand  B  besitzen,  d.  h.  der  geometrische  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Kugeln  vom  Radius  B,  welche  die  gegebene  Gerade  l 
berühren,  ein  gerader  Kreiscylinder,  dessen  Achse  diese  Gerade  und 
dessen  Basiskreis,  ein  Kreis  von  dem  Radius  B  ist. 

Bestimmt  man  nun  die  Durchschnittspunkte  jeder  der  vier 
Geraden  g^,  g^,  g^  und  g^  mit  diesem  Cylinder,  so  erhält  man  acht 
Punkte,  deren  jeder  von  der  Geraden  l  sowohl,  als  auch  von  den 
beiden  Ebenen  E^  und  E^  den  Abstand  B  besitzt,  also  den  Mittel- 
punkt einer  der  Aufgabe  entsprechenden  Kugel  darstellt. 

§.  472. 

117.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  Ebenen  £\,  Eo,  E^  und  eine  gegebene  Gerade  l  berührt. 

Die  sechs  Winkelhalbierebenen  der  drei  gegebenen  Ebenen  E^^E^^ 
jEj  schneiden  sich  in  vier  Geraden,  deren  jede  einen  geometrischen  Ort 
solcher  Punkte  repräsentiert,  welche  von  den  drei  Ebenen  E^,  Eo^ndE.^ 
gleiche  Abstände  hat.  Diese  vier  Geraden,  nennen  wir  sie  ^1,^2^  ^3  ^^^^4^ 
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sind  daher  die  geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln, 
welche  die  drei  Ebenen  berühren. 

Denken  wir  uns  nun  in  einer  der  vier  Geraden,  allenfalls  in 
<7,,  jene  beiden  Punkte  Jf^  und  M\y  welche  von  der  Geraden  Z  und 
von  einer  der  drei  gegebenen  Ebenen,  beispielsweise  von  E^,  einen 
gleichen  Abstand  haben,  bestimmt,  und  beschreiben  wir  mit  diesen 
Abständen  als  Kadien,  aus  den  diesbezüglichen  Punkten  Jf^,  respective 
M\  als  Mittelpunkten,  Kugeln,  so  werden  diese  offenbar  nicht  nur 
die  Gerade  Z  und  die  Ebene  E^,  sondern  auch  die  beiden  Ebenen  E^  und 
JB3  berühren,  also  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Da  auf  jeder  der  Geraden  ^1  ...  ^4  zwei  derartige  Punkte 
illf  und  Jf',  liegen,  so  folgt,  dass  die  gestellte  Aufgabe  acht  verschiedene 
Auflösungen,  die  natürlich  auch  zum  Theile  imaginär  werden  können, 
zulässt. 

§.  473. 

118.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  zwei 
slcli  schneidende  Greraden  Z,  und  h  und  zwei  gegebene  Ebenen  -B,  und 
E^  berübrt 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  die 
beiden  Geraden  Z^  und  l^  berühren,  [d.  i.  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte,  welche  von  den  beiden  Geraden  Zj  und  Z^  einen  gleichen  Ab- 
stand haben,  wird  durch  jene  beiden  Ebenen  \  und  \  repräsentiert, 
welche  auf  der  Ebene  der  beiden  Geraden  Z^  und  Zg  senkrecht  stehen 
und  die  Winkelhalbierenden  Geraden  von  (l^J^)  enthalten. 

Ferner  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln, 
welche  die  beiden  Ebenen  E^  und  E^  berühren,  zusammengesetzt  aus 
den  beiden  Ebenen  H^  und  fij,  welche  die  beiden  von  E^  und  E^  ge- 
bildeten Winkel  halbieren. 

Die  vier  Ebenen  jET,  ,  Ifg ,  \  und  \  schneiden  sich  in  vier 
Geraden  g^,  g^^  g^  und  g^  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  jeder  Punkt 
in  einer  dieser  Geraden  gleiche  Abstände  von  den  beiden  Geraden  \ 
und  Z2,  und  ebenso  auch  gleiche  Abstände  von  den  Ebenen  jB,  und  E,, 
besitzt.  Soll  aber  einer  dieser  Punkte  gleichzeitig  ein  Mittelpunkt  der 
gesuchten  Kugel  sein,  so  ist  nothwendig,  dass  diese  beiden  Paare  von 
Abständen  auch  untereinander  gleich  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  man  wieder  jene  beiden  Punkte  auf 
der  Geraden  g^  suchen,  welche  von  einer  der  beiden  Geraden  \  und 
Z2,  beispielsweise  von  der  Geraden  \,  und  von  einer  der  beiden 
Ebenen  E^   und   Ea, ,    allenfalls  von  der  Ebene   E^ ,    einen    gleichen 
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Abstand  besitzen.  Diese  beiden  Punkte  werden  sodann  offenbar  die 
Mittelpunkte  zweier  Kugeln  sein,  welche  den  Bedingungen  der  ge- 
stellten Aufgabe  entsprechen. 

Da  auf  jeder  der  vier  Geraden  g^ ,  g^,  g^  und  g^  zwei  solche 
Punkte  existieren,  so  gibt  es  acht  verschiedene,  der  Aufgabe  ent- 
sprechende Kugeln. 

§.  474. 

119,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
sich  in  einem  Punkte  schneidende  Geraden  ?,.  \  und  l.^  und  eine  ge- 
gebene Ebene  E  berührt. 

Denken  wir  uns  die  drei  Geraden,  welche  selbstverständlich  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen  dürfen,  als  die  Erzeugenden  eines 
geraden  Kreiskegels.  Ein  solcher  Kegel  wird  bekanntlich  erhalten^ 
wenn  man  auf  den  drei  Geraden  ?,,  Z^  und  l^  von  ihrem  gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkte  27  aus  drei  gleiche  Strecken  Ha^  =  2]a^  =  2Ja^ 
abschneidet.  Der  Kreis,  welcher  durch  die  drei  Punkte  a^,  a^  und  % 
bestimmt  ist,  repräsentiert  den  geraden  Querschnitt  des  gesuchten 
Kreiskegels,  während  die  Verbindungsgerade  seines  Mittelpunktes  mit 
dem  Scheitel  U  die  zugehörige  Kegelachse  darstellt. 

Jede  diesem  geraden  Kreiskegel  eingeschriebene  Kugel  ist  so- 
dann eine  solche,  welche  die  drei  gegebenen  Geraden  ?,,  Zg  ^^^  h 
berührt.  Der  Mittelpunkt  derselben  liegt  auf  der  genannten  Kugel- 
achse. Jede  diesem  Kegel  eingeschriebene  Kugel  berührt  gleichzeitig 
eine  jede  Tangentialebene  des  Kegels. 

Hierauf  gestützt  ergibt  sich  folgende  einfache  Construction  für 
den  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel. 

Sei  T  eine  beliebige  Tangentialebene  des  Kegels.  Die  gesuchte 
Kugel  muss  nun  diese  Ebene  T  berühren  und  soll  auch  mit  der  ge- 
gebenen Ebene  E  eine  Berührung  eingehen;  ihr  Mittelpunkt  wird 
daher  in  einer  der  beiden  Winkelhalbierebenen  von  T  und  E  liegen, 
wird  also  im  Schnitte  dieser  Winkelhalbierebenen  mit  der  Kegelachse 
erhalten  werden. 

Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  Strecken  Ua^  =  2Ja^  =  Ua^ 
zu  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  Z!  aufgetragen  werden  können,  so 
erhält  man  vier  verschiedene  gerade  Kreiskegel,  welche  durch  die 
Geraden  üp  Zg  und  l^  gehen.  Auf  der  Achse  eines  jeden  dieser  Kegel 
liegen,  wie  wir  soeben  hervorgehoben  haben,  die  Mittelpunkte  zweier 
der  Aufgabe  entsprechenden  Kugeln;  die  Aufgabe  wird  daher  durch 
acht  verschiedene  Kugeln  erfüllt. 
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§.  475. 


120,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
sicli  in  einem  Punkte  schneidende  Geraden  ?,,  l^  und  ^3  berührt  und 
durch  einen  gegebenen  Punkt  P  geht. 

Sind  also  l^,  l^,  l^  die  gegebenen  drei  Geraden  und  P  der  gegebene 
Punkt,  so  wird  man  wieder  einen  durch  die  Geraden  l^,  l^  und  l^ 
gehenden  geraden  Kreiskegel  construieren.  Diesem  Kreiskegel  ist  sodann 
eine  Kugel  einzuschreiben,  welche  gleichzeitig  durch  den  Punkt  P  geht. 
Vorstehendes  Problem  reduciert  sich  somit  auf  einie  bereits  früher 
(§.  455)  gelöste  Aufgabe. 

Nachdem  es  einerseits  zwei  Kugeln  gibt,  die  durch  einen  Punkt 
gehen  und  einem  geraden  Kegel  eingeschrieben  sind,  und  da  anderer- 
seits vier  gerade  Kreiskegel  durch  die  drei  gegebenen  Kugeln  gelegt 
werden  können,  so  gibt  es  acht  Auflösungen,  von  welchen  jedoch,  da 
der  gegebene  Punkt  im  Inneren  des  Kreiskegels  liegen  muss,  und  dies 
offenbar  bloß  bei  einem  einzigen  der  vier  Kegel  eintritt,  nur  zwei 
reell  sind. 

§.  476. 

121,  Aufgäbe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  in  einem  Punkte  sich  schneidende  Geraden  ?i,  h  und  ^3  und 
eine  gegebene  Kugel  S  berührt. 

Construiert  man  wieder  einen  geraden  Kreiskegel,  welcher  die 
drei  Geraden  ?i,  ?2  und  ^^  zu  Erzeugenden  hat,  so  reduciert  sich  die 
vorstehende  Aufgabe  auf  das  bereits  gelöste  Problem:  „Eine  Kugel 
einem  geraden  Kreiskegel  einzuschreiben,  welche  nebstbei  eine  gegebene 
Kugel  berührt." 

Diese  letztangeführte  Aufgabe  bietet,  wie  wir  an  der  betreffenden 
Stelle  (§.  465)  fanden,  vier  Lösungen.  Durch  die  drei  Geraden  l^, 
In  und  ?3  können  aber  vier  verschiedene  gerade  Kreiskegel  gelegt 
werden,  was  somit  sechzehn  verschiedene  Kugeln  ergibt.  Von  diesen 
sechzehn  Kugeln  werden  stets  mindestens  vier  derselben  reell  sein. 

Schneidet  die  gegebene  Kugel  alle  drei  Geraden  l^,  I2  und  L,  so 
existieren  mindestens  zehn  reelle  Kugeln,  welche  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügen, 

§.  477. 

122,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  in  einer  und  derselben  Ebene  e  liegende  Geraden  l^,  h  und 
L  berührt  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  a  geht. 
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Es  ist  einleuchtend^  dass  jede  Kugel,  welche  die  drei  gegebenen 
Geraden  berühreu  soll,  durch  einen  der  vier  Kreise  gehen  muss,  die 
dem  Dreieck  ?,,  Zg,  l^  beziehungsweise  ein-  oder  angeschrieben  sind. 

Sei  K  einer  dieser  vier  Kreise,  so  wird  der  geometrische  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  durch  diesen  Kreis  gehen,  die 
Gerade  0  sein,  welche  im  Mittelpunkte  0  dieses  Kreises  senkrecht  zu 
dessen  Ebene  e  gezogen  werden  kann. 

Soll  nebstbei  eine  von  diesen  Kugeln  durch  den  gegebenen  Punkt  a 
gehen,  so  wird  der  Mittelpunkt  derselben  von  diesem  Punkte  a  und 
von  irgend  einem  beliebigen  Punkte  x  des  Kreises  K  einen  gleichen 
Abstand  haben,  also  in  jener  Ebene  liegen  müssen,  welche  in  der  Mitte 
der  Strecke  ax  auf  diese  senkrecht  gelegt  wird.  Besagte  Ebene  wird 
die  vorgenannte  Gerade  ^  in  dem  verlangten  Kugelmittelpunkte  treffen. 

Da  es  vier  Kreise  K  gibt,  deren  jeder  die  drei  Geraden  Z,,  l^,  l^ 
berührt  und  durch  jeden  derselben  eine  Kugel  geht,  welche  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  folgt,  dass  die  gestellte  Aufgabe  vier  Lösungen 
gestattet,  von  welchen,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  mindestens 
drei  reell  sein  müssen. 

§.  478. 

123  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
in  einer  Ebene  liegende  Geraden  ?,,  l^  und  l^  und  eine  gegebene 
Ebene  E  berührt. 

Man  wird  diesfalls  vorerst  die  vier  Kreise  zeichnen,  welche  die 
drei  Geraden  \^  U  und  l^  berühren.  Durch  jeden  dieser  vier  Kreise 
kann  man  (Aufgabe  103)  Kugeln  legen,  welche  die  gegebene  Ebene  E 
berühren,  und  wird  unschwer  finden,  dass  die  gestellte  Aufgabe  acht 
Auflösungen  zulasse. 

§.  479. 

124,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  l^,  lo,  l^  und  eine  gegebene 
Kugel  S  berührt. 

Das  vorstehende  Problem  lässt  sich  unmittelbar  auf  die  Auf- 
gabe 102)  zurückführen.  Denn  sind  \^  \,  \  und  \  die  vier  Kreise, 
welche  die  drei  Geraden  berühren,  so  hat  man  offenbar  nichts  anderes 
zu  thun,  als  durch  einen  dieser  Kreise  jene  Kugeln  zu  legen,  welche 
die  gegebene  Kugel  S  berühren.  Da  aber  durch  jeden  dieser  Kreise 
zwei  derartige  Kugeln  geführt  werden  können,  so  gibt  es  im  ganzen 
acht  Kugeln,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 
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§.  480. 

126,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durcli 
drei  gegebene  Punkte  a,  b  und  c  geht  und  eine  gegebene  (Jerade  l 
berührt. 

Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  a^  b  und  c  eine  Ebene  6,  und 
zeichnen  wir  in  dieser  Ebene  den  durch  die  drei  Punkte  a,  b^  c  gehen- 
den Kreis  K,  so  muss  durch  diesen  nothwendig  auch  die  gesuchte 
Kugel  gehen.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  wird  auf  der  Geraden  0 
liegen,  die  man  im  Mittelpunkte  des  Kreises  K  normal  zu  dessen 
Ebene  e  zieht. 

Bestimmen  wir  endlich  den  Durchschnittspunkt  d  der  gegebenen 
Geraden  l  mit  der  Ebene  e,  so  stellt  die  von  d  aus,  an  den  Kreis  K 
gezogene  Tangente  d>,  gleichzeitig  auch  eine  Kugeltangente  dar. 

Da  nun  bekanntlich  sämmtliche  Tangenten  einer  Kugel  von  einem 
und  demselben  Punkte  ö  aus  gleiche  Längen  besitzen,  so  wird  es, 
weil  auch  die  Gerade  l  eine  Tangente  der  Kugel  sein  soll,  genügen, 
die  Strecke  dr  auf  derselben  vom  Punkte  d  aus,  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  aufzutragen,  um  in  dem  Endpunkte  p  oder  p'  den  Be- 
rührungspunkt der  Geraden  l  mit  der  gesuchten  Kugel  zu  erhalten. 

Legt  man  ferner  durch  p  oder  durch  p^  eine  Ebene  senkrecht 
auf  die  Gerade  1,  so  muss,  wie  an  und  für  sich  klar  ist,  diese  den 
Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  enthalten;  derselbe  wird  sich  daher 
im  Schnitte  M  oder  M^  dieser  Ebenen  mit  der  Geraden  0  ergeben. 
Die  beiden  Punkte  p  und  p'  liefern  zwei  verschiedene  Auflösungen. 

§.  481. 

126.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Kugel  S  in  einem  bestimmten  Punkte  a  und  nebstbei  eine 
gegebene  Gerade  l  berührt. 

Construiert  man  die  Tangentialebene  T  der  Kugel  S  im  Punkte  a, 
so  wird  diese  Ebene  T  die  gegebene  Gerade  l  in  irgend  einem  Punkte  S 
treffen.  Die  Verbindungslinie  da  ist  sodann  eine  Tangente  der  Kugel 
im  Punkte  a,  und  da  auch  l  eine  Tangente  der  Kugel  darstellen  soll, 
so  muss,  wie  bekannt,  deren  Berührungspunkt  p  von  d  ebenso  weit 
entfernt  sein,  als  der  Punkt  a  von  d.  Es  genügt  daher,  die  Strecke  da 
von  d  aus  auf  l  aufzutragen,  um  in  deren  Endpunkt  p  den  Berührungs- 
punkt der   gesuchten  Kugel  zu  erhalten. 

Legt  man  sodann  durch  p  eine  Ebene  senkrecht  auf  Ij  so  schneidet 
diese  diejenige  Gerade,  welche  den  Berührungspunkt  a  mit  dem  Mittel- 
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punkte  der  gegebenen  Kugel  S  verbindet,  in  dem  Mittelpunkte  M  der 
verlangten  Kugel. 

Nachdem  man  die  Strecke  da  zu  beiden  Seiten  von  d  auf  l  auf- 
tragen kann,  so  ergeben  sich  zwei  verschiedene  der  Aufgabe  entspre- 
chende Kugeln. 

Als  Specialfall  der  vorstehenden  Aufgabe  kann  das  folgende 
Problem  betrachtet  werden. 

§.  482. 

126  a,  Aufgabe.  Eine  Kugel  ist  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Ebene  JE  in  einem  bestimmten  Punkt  p  und  nebstbei  eine 
gegebene  Gerade  l  berührt. 

§.  483. 

127,  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  berührt  und  durch 
zwei  gegebene  Punkte  geht. 

Sei  l  die  gegebene  Gerade,  p  der  in  derselben  gegebene  Berüh- 
rungspunkt und  seien  a  und  b  die  beiden  gegebenen  Punkte. 

Da  bereits  drei  Punkte,  nämlich  p,  a  und  fe,  als  gegeben  vor- 
liegen, so  wird  die  gestellte  Aufgabe  offenbar  auf  das  bekannte  Problem: 
„einem  Tetraeder  eine  Kugel  zu  umschreiben",  zurückgeführt  sein, 
wenn  man  im  Stande  ist,  einen  vierten  Punkt  c  der  Kugel  zu  finden. 
Letzteres  ist  in  der  That  sehr  leicht  möglich. 

Man  hat  diesfalls,  wie  wir  wissen,  nichts  weiter  zu  thun,  als  in 
der  gegebenen  Kugeltangente  l  einen  beliebigen  Punkt  P  anzunehmen 
und  denselben  mit  einem  der  beiden  gegebenen  Punkte,  etwa  mit  b, 
zu  verbinden.  Diese  Verbindungsgerade  schneidet  die  Kugel  zum 
zweitenmale  in  einem  Punkte  c,  welcher  vermittelst  der  Potenzrelation : 

Fi''  =  Fb  .  Fe 
leicht  construiert  werden  kann. 

Eascher  jedoch  werden  wir  noch  auf  nachstehendem  Wege  zum 
Ziele  gelangen. 

Der  Mittelpunkt  M  der  gesuchten  Kugel  wird  nämlich  einerseits 
in  der  Geraden  z  liegen,  welche  man  im  Mittelpunkte  des  durch  die 
drei  Punkte  p,  a,  b  bestimmten  Kugelkreises  auf  die  Ebene  des  letz- 
teren normal  errichtet;  andererseits  aber  auch  in  der  Ebene  e  liegen 
müssen,  welche  durch  den  Berührungspunkt  p  der  gegebenen  Kugel- 
tangente l  auf  diese  letztere  senkrecht  gelegt  wird;  derselbe  muss  sich 
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somit    im  Schnitte  dieser  Ebene    e   mit   der  vorgenannten  Geraden  z 
ergeben. 

§.  484. 

128,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kngel  zu  construieren,  welche  zwei 
sich  kreuzende  Greraden  in  bestimmten  Punkten  berührt. 

Sind  \  und  4  die  beiden  gegebenen,  sich  kreuzenden  Kugel- 
tangenten', 'Py^  und  jPq  die  in  denselben  gegebenen  Berührungspunkte, 
so  wird  man  eine  Ebene  e^  senkrecht  auf  t^  durch  den  Punkt  p  legen ; 
ferner  eine  Ebene  e^  senkrecht  auf  t^  im  Punkte  jp^  führen  und  endlich 
eine  Ebene  e^  construieren,  welche  auf  'p^'p^  im  Mittelpunkte  der 
Strecke  p^p^  senkrecht  steht.  Diese  drei  Ebenen  e^,  e^  und  e^  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  Jf,  welcher  mit  p^  und  p^  verbunden,  die 
gleichen  Strecken  Mpy  und  Mp^  bestimmt,  wobei  überdies  Mp 
auf  t^  und  Mp^  auf  t^  senkrecht  steht. 

Legt  man  daher  durch  p^  und  p^  eine  Kugel,  welche  den  Mittel- 
punkt M  besitzt,  so  wird  dieselbe  von  den  beiden  Geraden  t^  und  t^ 
beziehungsweise  in  p^  und  p^  berührt  und  mithin  die  gesuchte  Kugel 
E  darstellen. 

§.  485. 

129.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  und  außerdem  zwei 
gegebene  Ebenen  berührt. 

Nennen  wir  die  beiden  gegebenen  Berührebenen  T^  und  T^\  die 
gegebene  Tangente  der  Kugel  t  und  deren  Berührungspunkt  a. 

Der  Mittelpunkt  M.  der  gesuchten  Kugel  Z  wird  einerseits  in 
der  Ebene  e^  liegen,  welche  im  Punkte  a  senkrecht  zu  der  Tangente  t 
geführt  wird,  andererseits  aber  in  einer  der  beiden  Ebenen  fi,  und  H^ 
liegen  müssen,  welche  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Tangential- 
ebenen 2\  und  T^  halbieren ;  mithin  also  in  einer  der  beiden  Geraden 
g^  und  go  gelegen  sein,  in  welchen  die  Ebene  e^  die  Ebenen  S^  und 
H^  schneidet. 

Selbstverständlich  wird  sich  dann  aber  der  Berührungspunkt  p^ 
der  gesuchten  Kugel  ZI  mit  der  Tangentialebene  T^  nothwendig  in 
einer  der  beiden  Geraden  y^  und  y^  vorfinden,  welche  die  Orthogonal- 
projectionen  der  eben  gefundenen  Geraden  g^  und  g^  auf  die  Ebene  T, 
darstellen. 

Nennen  wir  ferner  ^^  den  Schnittpunkt  der  Kugeltangete  t  mit 
der  Tangentialebene  T^,  so  repräsentiert  die  Strecke  d^a  die  Länge 
sämmtlicher  von   d^  ausgehenden  Kugeltangenten,  mithin  auch  jener, 
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welche  den  Punkt  d^  mit  dem  zu  bestimmenden  Berührungspunkt  j)i 
in  der  Ebene  I\  verbindet 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  dieser  Berührungspunkt  auf 
der  Peripherie  jenes  Kreises  K  liegen  muss,  welcher  aus  dem  Mittel- 
punkte d^  mit  dem  Eadius  r  =:  d^a  in  der  Ebene  T^  beschrieben 
wird»  Offenbar  kann  jeder  der  vier  Punkte  p,  in  welchen  der 
besagte  Kreis  K  die  beiden  früher  gefundenen  Geraden  y^  und  y^ 
schneidet,  als  der  Berührungspunkt  einer  solchen  Kugel  betrachtet 
werden. 

Ebenso  wie  die  Berührungspunkte  p  zu  je  zweien  auf  den  Geraden 
y^  und  y^  liegen,  ebenso  werden  sich  als  natürliche  Folge  auch  die 
Mittelpunkte  M  der  gesuchten  Kugeln  zu  zweien  auf  den  Geraden  g^ 
und  g^  vorfinden  müssen. 

§.  486. 

130.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche 
eine  gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte,  so  wie  ferner 
eine  gegebene  Kugel  berührt  und  endlich  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht. 

Die  gegebene  Kugeltangente  sei  t  und  a  ihr  Berührungspunkt; 
S  sei  die  gegebene  Taugentialkugel  und  p  derjenige  Punkt,  durch 
welchen  die  zu  suchende  Kugel  gehen  soll. 

Wir  legen  zunächst  eine  beliebige  Kugel  ä'  derart,  dass  sie  die 
Gerade  t  im  Punkte  a  berührt  und  die  gegebene  Kugel  S  in  einem 
Kreise  K  schneidet.  Die  Ebene  dieses  Kreises  trifft  die  Tangente 
t  in  einem  Punkte  P,  welcher  in  Bezug  auf  die  Kugel  S',  also  auch 
in  Bezug  auf  die  Kugel  S  die  nämliche  Potenz  Fa^  hat. 

Umschreibt  man  daher  der  gegebenen  Kugel  S  aus  dem  Punkte 
P  einen  Kegel,  welcher  dieselbe  längs  eines  Kreises  c  berührt,  so 
wird  der  Berührungspunkt  b  der  gegebenen  Kugel  S  mit  der  zu 
suchenden  Kugel  27  nothwendig  auf  diesem  Kreise  c  liegen.  Der 
Mittelpunkt  M  der  zu  suchenden  Kugel  2J  wird  sich  mithin  auf 
jenem  Kegel  vorfinden,  welcher  durch  diesen  Kreis  c  geht  und  den 
Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Kugel  zum  Scheitel  hat. 

Der  Mittelpunkt  M  der  zu  suchenden  Kugel  2  liegt  aber  nicht 
nur  auf  dem  Kegel  (0,  c),  sondern  einerseits  auch  auf  jener  Ebene  e^, 
welche  durch  den  Berührungspunkt  a  der  Tangente  t  auf  die  letztere 
senkrecht   gelegt    werden    kann    und    andererseits   in  jener  Ebene  62, 
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welche  im  Mittelpunkte  der  Strecke  ap  auf  die  letztere  senkrecht 
geführt  wird.  Der  Mittelpunkt  M  von  2  wird  sonach  ein  Punkt  sein, 
in  welchem  die  Schnittgerade  g  der  Ebenen  Cj  und  e^  den  vorgenannten 
Kegel  (0,  c)  schneidet.  Da  es  zwei  solcher  Schnittpunkte  gibt,  so 
existieren  auch  zwei  der  Aufgabe  entsprechende  Kugeln. 

§.  487. 
Einfachere  Auflösung  desselben  Problems. 

Wir  wählen  auf  der  Kugeltangente  t  einen  beliebigen  Punkt  P. 
Die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  zu  suchende  Kugel  2"  ist 
durch  Fa^  bereits  gegeben.  Verbinden  wir  daher  den  Punkt  P  mit 
dem  gegebenen  Punkte  p  der  zu  construierenden  Kugel  -5",  so  wird 
die  Verbindungsgerade  die  Kugel  U  zum  zweitenmale  noch  in  einem 
Punkte  p^  schneiden,  welcher  mit  p  durch  die  Eelation: 

Fp,  .  Fp  =  Fa^ 

verbunden  ist  und  somit  leicht  construiert  werden  kann.  Da  man  drei 
Punkte  p,  jPi  und  a  der  zu  bestimmenden  Kugel  U  kennt,  so  erscheint 
die  vorstehende  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  102)  zurückgeführt 

§.  488. 

131,  Aufgahe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  eonstruieren,  welche 
eine  gegebene  Gerade  t  in  einem  bestimmten  Punkte  «,  ferner 
eine  gegebene  Ebene  T  und  endlich  eine  gegebene  Kugel  S  berührt. 

Diese  Aufgabe,  wenn  auch  scheinbar  vom  vierten  Grade,  lässt 
sich  doch  anstandslos  mittelst  Zirkel  und  Lineal  lösen. 

Construieren  wir  zunächst  wieder  eine  Kugel  S'  derart,  dass  sie 
die  gegebene  Gerade  t  im  Punkte  a  berührt  und  die  gegebene  Kugel 
S  in  irgend  einem  reellen  Kreise  K  schneidet.  Die  Ebene  dieses 
Kreises  trifft  die  Gerade  t  in  einem  Punkte  P.  Die  Potenz  dieses 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Hilfskugel  S'  ist  gleich  Fa^,  Nachdem 
aber  der  Punkt  P  gleichzeitig  in  der  Potenzebene  der  Kugeln  S  und 
/S',  das  ist  in  der  Ebene  ihres  Schnittkreises  K^  liegt,  so  ist  auch  Fa^ 
die  Potenz  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  Ä 

Umschreibt  man  daher  vom  Punkte  P  aus  der  gegebenen  Kugel 
S  einen  Kegel,  welcher  dieselbe  in  dem  Kreise  C  berühren  mag,  so 
haben  alle  Tangenten  der  Kugel  8  vom  Punkte  P  bis  zum  Berührungs- 
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kreise  C  die  gleiche  Länge  Pa.  Die  zu  suchende  Kugel  U  muss 
daher  nothwendig  die  gegebene  Kugel  in  einem  Punkte  des  Kreises  C 
berühren. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  die  zu  bestimnaende  Kugel  U  die 
Kugel  S  sowohl,  als  auch  die  Ebene  T  berühren  muss,  so  wird,  da 
bekanntlich  die  Berührungspunkte  jeder  Kugel  mit  der  Kugel  S  und 
der  Ebene  T  auf  einer,  durch  einen  festen  Punkt  Ä  gehenden  Geraden 
liegen  {Ä  ist  der  Ähnlichkeitspunkt  von  S  und  T,  d.  i.  der  eine  oder 
der  andere  Endpunkt  des  zur  Ebene  T  senkrechten  Kugeldurchmessers)? 
der  Berührungspunkt  der  zu  suchenden  Kugel  2  mit  der  Ebene  T 
nothwendig  auf  der  Schnittcurve  dieser  Ebene  mit  jenem  Kegel  sein, 
welcher  den  ebengenannten  xihnlichkeitspunkt  Ä  zum  Scheitel  hat  und 
infolge  des  Umstandes,  dass  der  Berührungspunkt  der  festzustellenden 
Kugel  2  mit  der  gegebenen  Kugel  S  auf  diesem  Kreise  C  liegen 
muss,  durch  den  Kreis  C  geht. 

Bezeichnete  Schnittcurve  ist  aber  (nach  Satz  189)  wieder  ein 
gewisser  in  der  Ebene  T  liegender  Kreis  C. 

Ist  ferner  d  der  Schnittpunkt  der  Kugeltangente  t  mit  der  Tan- 
gentialebene T,  so  repräsentiert  da  die  Länge  aller  von  d  aus  an  die 
zu  ermittelnde  Kugel  2;  gelegten  Tangenten.  Die  Verbindungsgerade 
des  Punktes  d  mit  dem  noch  unbekannten  Berührungspunkte  p  der 
Ebene  T  ist  aber  eine  derartige  Tangente;   es  ist  demnach  dp-— da. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Punkt  p  auf  demjenigen 
Kreise  C^  liegen  müsse,  welcher  in  der  Ebene  T  aus  dem  Mittel- 
punkte ö  mit  dem  Eadius  da  beschrieben  wird.  Nachdem  ferner 
der  Berührungspunkt  p  auch  auf  dem  früher  gefundenen  Kreise  C 
liegen  muss,  so  ist  derselbe  ein  Schnittpunkt  der  beiden  obgenannten 
Kreise. 

Heben  wir  einen  solchen  Schnittpunkt  p  hervor  und  führen  wir 
in  diesem  Punkte  ein  Perpendikel  auf  die  Berührebene  T,  so  muss 
sich  offenbar  in  demselben  der  Mittelpunkt  der  Kugel  2  vorfinden. 
Besagter  Punkt  wird  sich  einfach  im  Schnitte  dieses  Perpendikels 
mit  jener  Ebene  ergeben,  welche  durch  a  senkrecht  zu  t  gelegt 
werden  kann. 

Nachdem  der  Schnitt  der  beiden  Kreise  C^  und  C  in  zwei  Punkten 
erfolgt  und  nachdem  weiters  auch  der  andere  Endpunkt  A'  des  zur 
Ebene  T  senkrechten  Durchmessers  der  Kugel  Ä,  als  Ähnlichkeits- 
punkt hätte  angenommen  werden  können,  so  folgt,  dass  es  im  ganzen 
vier  der  Aufgabe  entsprechende  Kugeln  gebe. 

29* 
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§.  489. 

182.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  und  nebstbei  zwei 
gegebene  Kugeln  berübrt. 

Setzen  wir  wieder  voraus,  die  gegebene  Kugeltangente  heiße  t 
und  a  sei  ihr  Berti  hrungspunkt.  S^  und  ^2  seien  die  beiden  gegebenen 
Kugeln. 

Wir  construieren  vor  allem  eine  Kugel  8^,  welche  t  in  a  berührt 
und  die  Kugel  S\  in  einem  reellen,  sonst  aber  ganz  beliebigen  Kreise 
K^  schneidet.  Die  Ebene  dieses  Kreises  K^  trifft  die  gegebene  Kugel- 
tangente t  in  einem  Punkte  P^,  dessen  Potenz  sowohl  in  Bezug  auf 
die  Hilfskugel  /S",  als  auch  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  S^  gleich 

P^2  ist. 

Umschreibt  man  demgemäß  von  dem  Punkte  P^  aus  der  gege- 
benen Kugel  Ä^  einen  Kegel,  welcher  dieselbe  längs  des  Kreises  G^ 
berühren  mag,  so  haben  alle  Erzeugenden  dieses  Kegels,  vom  Punkte 
Pj  aus  bis  zu  diesem  Kreise  G^  gerechnet,  die  Länge  Pj  a,  woraus 
unmittelbar  folgt,  dass  der  Berührungspunkt  der  gegebenen  Kugel  S^ 
mit  der  zu  suchenden  Kugel  Z,  nothwendig  auf  diesem  Kreise  Cj  liegen 
müsse. 

Denken  wir  uns  nun  auch  den  Schnittkreis  K^  der  Hilfskugel  S' 
mit  der  zweiten  Kugel  &  bestimmt.  (Würde  Ä'  die  /Sg  nicht  schneiden, 
so  kann  man  eine  zweite  die  Gerade  t  m  a  berührende  und  S^  schnei- 
dende Hilfskugel  S^'  construieren.)  Die  Ebene  des  Schnittkreises  K^ 
trifft  die  Gerade  t  in  einem  Punkte  P^,  welcher  sowohl  in  Bezug  auf 
die  Hilfskugel  8\  als  auch  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  8^,  dia 
Potenz  T^a^  besitzt. 

Umschreibt  man  nunmehr  aus  diesem  Punkte  Pg,  als  Scheitel,^ 
der  gegebenen  Kugel  Äj  einen  Kegel,  welcher  diese  längs  des  Kreises 
Cg  berühren  möge,  so  haben  wieder  die  sämmtlichen  Tangenten  der 
Kugel  8^  vom  Punkte  P^  aus  bis  zu  diesem  Kreise  G^  die  Länge 
P^a,  woraus  abermals  folgt,  dass  der  Berührungspunkt  der  gegebenen 
Kugel  /Sj  mit  der  zu  bestimmenden  Kugel  H,  nothwendig  ein  Tunkt 
dieses  Kreises  Cg  sein  müsse. 

Fassen  wir  das  bisher  Gefundene  zusammen,  so  erhellt,  dass 
eine  Kugel  ZI  zu  construieren  sei,  welche  eine  gegebene  Kugel  8^  in 
einem  Punkte  eines  bestimmten  auf  ihr  liegenden  Kreises  G^  und  eine 
zweite  gegebene  Kugel  Ä  gleichfalls  in  einem  Punkte  eines  bestimmten 
auf  derselben  liegenden  Kreises  G^  berühren  soll. 
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Wir  wissen  aber  bereits,  dass  die  Berührungspunkte  einer  ver- 
änderlichen Kugel  mit  zwei  festen  Kugeln  nicht  unabhängig  von  ein- 
ander sind,  und  dass  die  Verbindungsgerade  zweier  solcher  Punkte  stets 
entweder  durch  den  äußeren  oder  durch  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt 
der  beiden  Kugeln  gehe. 

Construieren  wir  beispielsweise  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  Ä 
der  beiden  gegebenen  Kugeln,  so  finden  wir,  dass  es  einfach  darauf 
ankommt,  einen  Strahl  durch  Ä  derart  zu  ziehen,  dass  dieser  sowohl 
den  Kreis  C^  auf  S^,  als  auch  den  Kreis  C^  auf  Sq  in  einem  Punkte 
treffe. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  beiden  Kugeln  S^  und  /Sg  in 
Bezug  auf  den  Ähnlichkeitspunkt  Ä  invers  sind,  so  ist  einleuchtend, 
dass  einem  Kreise  auf  der  einen  Kugel  invers  stets  wieder  ein  Kreis 
auf  der  anderen  Kugel  entsprechen  muss,  oder  mit  anderen  Worten: 
betrachtet  man  den  Ähnlichkeitspunkt  Ä  als  Scheitel  eines  Kegels, 
welcher  durch  einen  Kreis  auf  der  Kugel  /S'j  geht,  so  wird  dieser 
Kegel  die  zweite  Kugel  stets  in  zwei  Kreisen  schneiden,  von  welchen 
der  eine  zu  dem  ersteren  Kreise  ähnlich,  der  andere  hingegen  zu  dem 
ersteren  Kreise  invers  liegt. 

Von  diesem  Umstände  kann  in  nachstehender  Weise  Gebrauch 
gemacht  werden.  Wir  legen  durch  den  Kreis  C^  auf  der  Kugel  S^ 
einen  Kegel,  dessen  Scheitel  der  Ähnlichkeitspunkt  Ä  ist  und  denken 
uns  den  Schnitt  dieses  Kegels  mit  der  ersten  Kugel  Ä^  bestimmt.  Das 
Gesagte  ist  sehr  leicht  durchführbar,  da,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
dieser  Schnitt  in  zwei  Kreise  zerfällt.  Von  diesen  Kreisen  beachten 
wir  aber  nur  jenen  C^ ,  welcher  dem  Kreise  62  invers  entspricht. 
Bezeichneter  Kreis  C'g  schneidet  den  Kreis  Cj  in  zwei  Punkten  p^ 
und  p\.  Der  Construction  zufolge  treffen  sodann  die  Geraden  Äp^ 
und  Äp\  den  Kreis  C^  auf  /S^  ebenfalls  in  zwei  Punkten  p^  und  p'o, 
welche,  den  vorhergehenden  Entwickelungen  gemäß,  die  Berührpunkte 
der  Kugeln  S^  und  S^  mit  zwei  Lagen  der  verlangten  Kugeln  U  dar- 
stellen. 

Nennt  man  0^  und  0^  die  Mittelpunkte  von  S^  und  S,^,  so 
schneiden  sich  die  Geraden  O^p^  und  O^p^^;  0^p\  und  OoP'^  in  zwei 
Punkten  M  und  Jf',  welches  die  Mittelpunkte  der  beiden  Lagen  der 
Kugel  U  sind. 

Beachtet  man  endlich,  dass  man  bei  den  vorstehenden  Construc- 
tionen  ebenso  gut  auch  von  dem  inneren  Ähnlichkeitspunkt  der  Kugeln 
S^  und  S2  hätte  Gebrauch  machen  können,  so  ergibt  sich,  dass  im 
ganzen  vier  verschiedene  Kugeln  der  Aufgabe  entsprechen. 
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§.  490. 

133.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  za  con- 
strnieren,  welche  drei  gegebene  Ebenen  in  Kreisen  von  gleichfalls 
gegebenen  Radien  schneidet. 

Seien  e^,  ^^  ^^^  e^  die  drei  gegebenen  Ebenen;  die  Radien  der 
in  diesen  Ebenen  liegenden  Kugelkreise  K^ ,  K^  und  K^  mögen  be- 
ziehungsweise gleich  }\,  To  und  r^  sein,  ferner  sei  B  der  Radius  der 
zu  construierenden  Kugel  -3". 

Einer  Ebene,  welche  eine  Kugel  vom  Radius  B  in  einem  Kreise 
vom  Radius  r  schneidet,  entspricht,  wie  wir  bereits  gezeigt  haben, 
vom  Kugelmittelpunkte  ein  Abstand  d,  welcher  durch  d  =  ]/'i?'^  — r^ 
ausgedrückt  wird. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  daher  der  Mittelpunkt  der  zu  suchen- 
den Kugel  von  den  drei  Ebenen  e, ,  e^  und  e.^  beziehungsweise  die 
Abstände  d^  =  j/iP— 7^^;  d,^  =  YW^V^'  und  d^  =  yW^^^ 
besitzen.  Der  Kugelmittelpunkt  wird  sich  somit  im  Schnitte  jener 
Ebenen  e^  ergeben,  welche  von  den  obgenannten  Ebenen  e^,  6-2 ,  e^ 
beziehungsweise  die  vorbezeichneten  Abstände  haben. 

Nachdem  zu  jeder  Ebene  zwei  parallele  Ebenen  in  gegebenem 
Abstände  gelegt  werden  können,  entsprechen  der  Aufgabe  acht  Auf- 
lösungen. 

§.  491. 

134.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  von  bestimmtem  Radius  zu: 
construieren,  welche  zwei  gegebene  Ebenen  in  Kreisen  von  bestimmten 
Radien  trifft  und  auf  einer  gegebenen  Geraden  eine  Sehne  von  be- 
stimmter Länge  abschneidet. 

Seien  e^  und  e^  die  beiden  gegebenen  Ebenen,  r,  und  n  die 
Radien  der  in  denselben  liegenden  Kugelkreise ,  l  die  gegebene  Gerade 
und  ZI  das  auf  dieser  Geraden  durch  die  zu  bestimmenden  Kugeln  ab- 
zuschneidende Sehnenstück,  während  B  den  Radius  der  zu  suchenden 
Kugel  repräsentiere. 

Da  der  Mittelpunkt  der  festzustellenden  Kugel  von  der  Ebene  6, 
den  Abstand  d^  —  ]/i?^  —  r/^  und  von  der  Ebene  ög  den  Abstand 
dQ=\/'B^ — To,"  besitzen  muss,  so  liegt  derselbe  in  einer  von  den 
vier  Schnittgeraden  g^,  g^,  g^,  g^  jener  vier  Ebenen,  welche  von  den 
gegebenen  Ebenen  e^  und  e^  die  genannten  diesbezüglichen  Abstände 
d^,  resp.  d^  besitzen. 

Nachdem  ferner  der  Abstand  d  einer  Sehne,  welcher  eine  Länge  z/ 
in  einer  Kugel  vom  Radius  B  zukömmt,  von  dem  Mittelpunkte  dieser 
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Kugel  gleich  d  =  ]/B^  —  ^^'^  ist,  so  wird  der  Mittelpunkt  der  zu 
ermittelnden  Kugel  offenbar  auf  einem  geraden  Kreiscylinder  liegen 
müssen ,  dessen  Achse  die  gegebene  Gerade  l  und  dessen  senkrechter 
Querschnitt  ein  Kreis  vom  Eadius  l/R^ — -iz/^  ist.  Im  Schnitte 
dieses  Cylinders  mit  den  vier  Geraden  ^^ ,  g^^  g^  und  ^^  liegen  die 
Mittelpunkte  der  gesuchten  Kugeln.  Der  gestellten  Aufgabe  ent- 
sprechen somit  im  allgemeinen  acht  verschiedene  Kugellagen. 

§.  492. 

135,  Aufgabe,  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  berührt,  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  eine  gegebene  Ebene  in  einem  Kreise  von 
bestimmtem  Eadius  schneidet. 

Wählen  wir  die  gegebene  Ebene  E  unmittelbar  als  horizontale 
Projectionsebene.  Die  gegebene  Gerade  erscheint  sonach  direct  durch 
ihre  Projectionen  (?,?')  (Taf.XYIlI^Fig.  114),  der  auf  derselben  liegende 
Berührungspunkt  durch  seine  Projectionen  (a^a^)  und  der  gegebene 
Punkt  durch  seine  Projectionen  {p,p')  dargestellt;  ferner  sei  r  der 
Radius  jenes  Kreises  C,  in  welchem  die  zu  suchende  Kugel  die  ge- 
gebene Ebene,  diesfalls  also  die  horizontale  Projectionsebene,  schnei- 
den soll. 

Der  Mittelpunkt  der  zu  ermittelnden  Kugel  wird  einerseits  in 
jener  Ebene  e%e\  liegen,  welche  durch  den  Berührungspunkt  (a, a') 
der  Kugeltangente  (?,?')  senkrecht  auf  diese  gelegt  wird;  andererseits 
aber,  da  die  besagte  Kugel  durch  die  beiden  Punkte  (a,a')  und  {p,p') 
gehen  soll,  auch  in  jener  Ebene  e%e\  gelegen  sein,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  (m,  m')  der  Strecke  {ap,  a'p')  zu  dieser  senkrecht  ge- 
führt werden  kann,  woraus  folgt,  dass  sich  derselbe  in  der  Schnitt- 
geraden (s,s')  dieser  beiden  Ebenen  vorfinden  müsse. 

Denken  wir  uns  ferner  den  Durchstoßpunkt  {d,  ö')  der  gegebenen 
Geraden  (?,?')  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  aufgesucht,  so 
repräsentiert  die  Größe  ^  =  da^  {da  selbstverständlich  in  wahrer 
Größe  aufgefasst)  die  Potenz  des  Punktes  {ö,d')  in  Bezug  auf  die 
zu  suchende  Kugel. 

Besagte  Kugel  soll  aber,  der  gestellten  Forderung  gemäß,  die 
horizontale  Projectionsebene  in  einem  Kreise  {C,  G')  schneiden,  welcher 
den  gegebenen  Radius  r  besitzt. 

Die  Potenz  des  Punktes  (^,6')  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  (C,  C) 
muss    selbstverständlich  auch  jener  ii^^öa"^   gleich    sein,    oder   mit 


456 

anderen  Worten :  die  von  d'  aus  an  den  Kreis  C"  gezogenen  Tangenten 
müssen  die  Länge  da^^  haben. 

Nachdem  weiters  der  Kreis  C  einen  gegebenen  Kadius  r  =  a^^n 
besitzen  soll,  so  wird  der  Abstand  a  seines  Mittelpunktes  von  dem 
Punkte  d'  durch 

Vr^  +  ()"äo''  =  d'n  ==  s 
dargestellt  erscheinen.  Dieser  Mittelpunkt  wird  also  auf  einem  Kreise  K 
liegen,   welcher  in  der  horizontalen  Projectionsebene  aus  dem  Mittel- 
punkte d'  mit  dem  Eadius  ö'n  beschrieben  wird. 

Da  aber  bekanntlich  der  Mittelpunkt  des  Kugelkreises  (C,  C') 
gleichzeitig  die  Orthogonalprojection  des  Kugelmittelpunktes  auf  seine 
Ebene  ist,  so  folgt,  dass  die  horizontale  Projection  des  gesuchten 
Kugelmittelpunktes  ebenfalls  auf  dem  Kreise  K  liegen  müsse.  Nach- 
dem ferner  der  besagte  Mittelpunkt,  wie  vorher  bewiesen,  auch  auf 
der  Geraden  (5,s')  liegen  soll,  so  ergibt  sich  seine  horizontale  Pro- 
jection im  Schnitte  M\  (oder  M\)  der  Geraden  s'  mit  dem  Kreise  K. 
Die  verticale  Projection  M^  (oder  i/„)  dieses  Punktes  (M^jM\)  er- 
gibt sich  sofort  in  der  Geraden  s. 

Die  horizontale  Projection  M\  (oder  ilf  „)  stellt  gleichzeitig  den 
Mittelpunkt  {Oi,0\)  (oder  Oo,ö'q)  desjenigen  Kreises  {G,C)  von  dem 
gegebenen  Eadius  r  dar,  in  welchem  die  gesuchte  Kugel  die  horizon- 
tale Projectionsebene  schneidet.  Den  durchgeführten  Constructionen  ist 
direct  zu  entnehmen,  dass  der  vorliegenden  Aufgabe  zwei  verschiedene 
Kugellagen  entsprechen. 

§.  493. 

136.  Aufgabe,  In  der  Bildebene  ist  ein  Kreis  gegeben;  ferner 
ist  eine  gegen  die  Bildebene  geneigte  Ebene  durch  ihre  Bildflächtrace 
und  durch  ihren  Neigungsv^inkel  gegen  die  Bildebene  bestimmt;  es 
ist  in  dieser  Ebene  ein  Kreis  von  gegebenem  Radius  derart  zu  ver- 
zeichnen, dass  dessen  Centralprojection  der  in  der  Bildebene  gegebene 
Kreis  sei.  Das  diesbezügliche  Projectionscentrum  ist  festzustellen. 

Sei  K  (Taf.  XVIII,  Fig.  115)  der  in  der  Bildebene  gegebene  Kreis, 
0  dessen  Mittelpunkt;  Eb  sei  die  Bildflächtrace  der  gegebenen  Ebene, 
a  deren  Neigungswinkel  gegen  die  Bildebene  und  r  der  Radius  des  zu 
suchenden  Kreises  K^^. 

Der  besagte  Kreis  K^  soll,  der  gestellten  Forderung  gemäß,  in  der 
Ebene  E  in  eine  derartige  Lage  gebracht  werden,  dass  dessen  Central- 
projection der  in  der  Bildebene  liegende  Kreis  K  sei,  d.  h.  dass  der- 
selbe mit  diesem  letzteren  zwei  nicht  parallele  Kreisschnitte  eines 
Kegels  darstelle. 
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Dieser  Auffassung  entsprechend,  ist  es  aber  stets  möglich,  durch 
•die  beiden  Kreise  eine  Kugel  zu  legen.  Wie  somit  ersichtlich',  redu- 
eiert  sich  die  gestellte  Aufgabe  auf  die:  „durch  den  gegebenen  Kreis 
K  in  der  Bildebene  eine  Kugel  zu  legen,  welche  die  Ebene  E  in  einem 
Kreise  vom  Kadius  r  schneidet". 

Dieser  Kreis  ist,  wenn  man  sich  denselben  um  jE^  in  die  Bild- 
ebene nach  K^  umgelegt  denkt,  leicht  zu  construieren.  Nachdem 
nämlich  der  bezeichnete  Kreis,  ebenso  wie  der  Kreis  K^  auf  einer  und 
derselben  Kugel  liegen,  so  hat  jeder  Punkt  der  Schnittgeraden  ihrer 
Ebenen,  d.  i.  der  Bildflächtrace  J?&,  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise, 
die  gleiche  Potenz. 

Zieht  man  daher  von  irgend  einem  Punkte  x^  der  Bildfläch- 
trace Ejy  eine  Tangente  x^p^  an  den  Kreis  K  und  gleichzeitig  eine 
Tangente  x^p^^  an  den  umgelegten  Kreis  Z^,  so  müssen  diese  beiden 
Tangenten  eine  gleiche  Länge  haben.  Da  aber  der  Kadius  r  des 
Kreises  K^  gegeben  ist,  so  ist  auch  die  Entfernung  seines  Mittel- 
punktes Oq  von  dem  Punkte  x^  bekannt,  denn  dieselbe  ergibt  sich 
direct  als  die  Hypotenuse  x^  n  eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  x^  p^  n, 
in  welchem  die  eine  Kathete  durch  die  Tangente  x^p^  und  die  andere 
Kathete  p^n  durch  den  gegebenen  Kreisradius  r  dargestellt  wird. 

Beschreibt  man  daher  aus  dem  Punkte  x^  einen  Kreis  mit  dem 
Eadius  x^n,  so  muss  auf  demselben  der  Mittelpunkt  Oq  des  umgelegten 
Kreises  K^  liegen. 

Fällen  wir  ferner  von  dem  Mittelpunkte  0  des  Kreises  K  eine 
Senkrechte  auf  die  Bildflächtrace  J?6,  so  lässt  sich  unschwer  nach- 
weisen, dass  der  Mittelpunkt  o„  des  Kreises  K^  der  Durchschnitts- 
punkt dieser  Senkrechten  mit  dem  eben  construierten  Kreise  {x^ )  sein 
müsse.  Denn,  nimmt  man  auf  der  Bildflächtrace  Eij  jenen  Punkt  x^^ 
an,  welcher,  in  Bezug  auf  die  genannte  Senkrechte  d  0  als  Symmetrie- 
gerade, symmetrisch  gegen  x^  Hegt,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die 
von  diesem  Punkte  a;^  aus  an  K  gezogene  Tangente  ebenfalls  die 
Länge  x^p^  besitze,  dass  also  auch  die  Entfernung  o^Xc,^  des  gesuchten 
Mittelpunktes  von  dem  Punkte  x^  die  nämliche  wie  vom  Punkte  x^^  d.  i. 
gleich  x^  n  sein  müsse.  Letzteres  kann  aber  nur  dann  eintreten, 
wenn  o^  auf  der  Senkrechten  Od  selbst  liegt. 

Zu  dem  gleichen  Eesultate  gelangt  man  auch  durch  folgende 
Betrachtung.  Da  die  beiden  Kreisschnitte  des  Projectionskegels  auf 
einer  und  derselben  Kugel  liegen,  und  deren  Mittelpunkte  die  Puß- 
punkte  der  von  dem  Kugelmittelpunkte  auf  ihren  Ebenen  gefällten 
Perpendikel  sind,  so  liegen  diese  Mittelpunkte  mit  dem  Kugelmittel- 
punkte  in   einer    und    derselben    zur    Schnittgeraden  Et    der    beiden 
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Kreisebenen  senkrechten  Ebene  und  müssen  daher,  nach  der  Drehung 
um  JEby  in  eine  und  dieselbe   zu  Eb  senkrechte   Gerade  dOo^  fallen. 

Ist  demnach  der  Punkt  o^  ermittelt,  so  kann  man  auch  den 
umgelegten  Kreis  Kq  mit  dem  Kadius  r  verzeichnen.  Kq  stellt  sodaun 
den  um  Eb  umgelegten  Kreis  dar,  dessen  Centralprojection  ÜC  ist.  Zieht 
man  an  K  und  ÜT^  die  beiden  äußeren  gemeinschaftlichen  Tangenten, 
so  schneiden  sich  diese  bekanntlich  in  dem  umgelegten  Projectionscentrum 
Cq.  (Die  beiden  inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  ergeben  eine 
zweite  Auflösung  der  Aufgabe.)  Denken  wir  uns  ferner  durch  dieses 
umgelegte  Centrum  CJ,  den  Parallelstrahl  G^v  zu  der  Tangente  x^  2^^i 
gezogen,  so  trifft  diese  bekanntlich  die  Centralprojection  x^  p^  dieser 
Tangente  in  deren  Fluchtpunkt  v. 

Die  Parallele  Ev  durch  v  zu  der  Bildflächtrace  Eö,  stellt  sodann 
die  Fluchttrace  der  Kreisebene  dar.  Endlich  wird  das  Projectionscentrum 
im  Räume  dargestellt  durch  seinen  Hauptpunkt  A  und  seine  Distanz 
A  C,  wenn  man  das  umgelegte  Centrum  G^^  um  die  Fluchttrace  Eb  um 
den  gegebenen  Winkel  a  dreht. 

§.  494. 

137.  Aufgabe.  Im  Räume  sind  drei  beliebige  Kugeln  aS,  ,  So  und 
/S3  und  ein  Punkt  A  gegeben ;  es  ist  ein  gerader  Kreiskegel  zu  con- 
struieren,  dessen  Scheitel  der  gegebene  Punkt  A  ist  und  welcher 
die  drei  gegebenen  Kugeln  berührt. 

Denken  wir  uns,  dass  der  zu  suchende  Kegel  die  Kugel  S^  in 
einem  Punkte  a^  berühre,  so  wird  die  Gerade  Aa^  eine  Erzeugende 
dieses  Kegels  und  gleichzeitig  eine  Tangente  der  Kugel  S^  im  Punkte  a^ 
sein  müssen.  Ferner  wird  auch  die  Kugel  S^  im  Punkte  a^  dieselbe 
Tangentialebene  wie  der  Kegel  besitzen. 

Hieraus  lässt  sich  aber  die  Folgerung  ziehen,  dass  der  zu  suchende 
Kreiskegel  auch  jenen  Kreiskegel  (längs  einer  Erzeugenden)  berühren 
müsse,  welcher  aus  dem  Scheitel  A  der  Kugel  /Sj  umschrieben  ist.  Das 
Gleiche  gilt  offenbar  auch  von  den  beiden  anderen  Kugeln  S^undS^, 
so,  dass  die  gestellte  Aufgabe  identisch  ist  mit  der :  „einen  geraden 
Kreiskegel  zu  construieren,  welcher  drei  gegebene  Kreiskegel  2^,  2^ 
und  2^3,  die  einen  und  denselben  Scheitel  A  haben,  längs  Erzeugenden 
berührt". 

Diese  Aufgabe  kann  demnach  folgendermaßen  gelöst  werden. 

Denken  wir  uns  den  gemeinschaftlichen  Scheitel  A  aller  vier 
Kegel  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  Sq^  so  werden  die  drei  gegebenen 
Kegel  Zj,  Zof  2^3  von  dieser  Kugel  in  drei  Kreisen  K^^  üCj,  üQ,  und 
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der  gesuchte  Kegel  2"  in  einem  Kreise  K  geschnitten,  welcher  die  drei 
Kreise  K^,  K^  und  K^  berühren  muss. 

Hiernach  gelangen  wir  zu  einer  zweiten  Reduction  und  zwar  zu  der 
einfachen  Aufgabe:  „auf  einer,  Kugel  einen  Kreis  zu  construieren^ 
welcher  drei  gegebene  Kreise  auf  der  Kugel  berührt". 

Aber  selbst  auch  diese  Aufgabe  gestattet  noch  eine  dritte  Zur ück- 
führung  auf  ein  bekanntes  Problem. 

Nimmt  man  nämlich  auf  der  Kugel  einen  beliebigen  Punkt  an^ 
und  denkt  man  sich  eine  Ebene  parallel  zur  Kugel-Berührebene  in  diesem 
Punkte  als  Projectionsebene  angenommen,  so  projicieren  sich  stereo- 
graphisch von  diesem  Punkte  aus,  die  sämmtlichen  Kreise  der  Kugel 
auf  die  genannte  Ebene  wieder  als  Kreise. 

Sucht  man  daher  die  stereographischen  Projectionen  der 
gegebenen  drei  Kreise  K^j  K^,  K^  auf  diese  Ebene,  so  hat  man  bloß 
die  bekannte  planimetrische  appolonische  Aufgabe  zu  lösen  und  den 
gefundenen  Kreis  auf  die  Kugel  zurückzuprojicieren. 

Der  Kegel,  welcher  aus  dem  Kugelmittelpunkte  als  Scheitel 
durch  den  gefundenen  Kugelkreis]  gelegt  wird,  ist  sodann  der  verlangte 
Kreiskegel. 


XXIV.    CapiteL 
Constructionsaufgaben,  das  Rotations-Ellipsoid  betrefTend. 

§.  495. 

Um  im  weiteren  Verlaufe  unserer  Discussion  unnütze  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  setzen  wir  fest,  dass,  so  lange  nicht  aus- 
drücklich etwas  anderes  verlangt  oder  bemerkt  wird,  die  Kotationsachse 
(Z,Z')  stets  senkrecht  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  stehe. 

Denjenigen  Meridian,  welcher  alsdann  eine  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene parallele  Lage  besitzt,  werden  wir  den  „Hauptmeri- 
dian" und  dessen  Ebene  die  „Hauptmeridianebene"  nennen.  Den 
ersteren  wollen  wir  durchwegs  mit  K,  die  letztere  dagegen  mit  ri  und 
ihre  horizontale,  zur  Grundlinie  parallele  Trace  mit  riu  bezeichnen. 

§.  496. 

138,  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  eines  Rotationsellipsoides  mit 
einer  beliebigen  Ebene  direct  durch  seine  Achsen  darzustellen. 
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Erste  Auflösung:  a)  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Haupt- 
meridianellipse ^  gezeichnet  vorliegt.  Die  schneidende  Ebene 
sei  E,,Eh  (Taf.  XVIII,  Fig.;il6). 

Zeichnen  wir  vor  allem  die  zu  der  schneidenden  Ebene  E  senk- 
rechte Meridianebene,  d.  i.  jene  durch  die  Eotationsachse  {Z,Z^)  ge- 
hende Ebene,  deren  Horizontaltrace  Fh  auf  der  Horizontaltrace  Eu  der 
schneidenden  Ebene  senkrecht  steht. 

Die  besagte  Meridianebene  P  ist  eine  Symmetrieebene  für  die 
schneidende  Ebene  E  sowohl,  als  auch  eine  Symmetrieebene  für  das 
Kotationsellipsoid  und  mithin  gleichzeitig  eine  Symmetrieebene  für 
den  gesuchten  Schnitt. 

Die  Schnittgerade  (5,  s')  dieser  Ebene  P/,  mit  der  Ebene  E^  En 
wird  demnach  eine  Achse  des  gesuchten  Schnittes  sein.  Die  bezeich- 
nete Schnittgerade  ist  einerseits  durch  den  Punkt  (h,  fe'),  in  welchem 
sich  die  Horizontaltracen  P/,  und  Eh  schneiden,  und  andererseits  durch 
den  Punkt  {p,  0'),  in  welchem  die  Ebene  E^  Eh  die  Eotationsachse 
(Z,Z)  trifft,  bestimmt. 

Es  handelt  sich  somit  nur  darum,  die  Endpunkte  dieser  Achse 
(s,  s')  zu  construieren.  Die  genannten  Achsen-Endpunkte  sind  offenbar 
keine  anderen,  als  die  Schnittpunkte  der  Geraden  (s,s')  mit  dem  EUip- 
soide,  oder  specieller  mit  dem  in  der  Ebene  Ph  liegenden  Meridiane. 

Um  diese  Punkte  zu  bestimmen,  drehen  wir  die  Ebene  Fh  sammt 
der  Geraden  (s,  s')  und  dem  zugehörigen  Meridiane  um  die  Achse  {Z,  Z') 
in  die  zur  Bildebene  parallele  Lage.  Infolge  dieser  Drehung  fällt 
der  Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane  K  zusammen  und  die  Gerade 
(s,  s')  kommt  in  eine  Lage  s^^ ,  in  welcher  sie  den  Hauptmeridian  K 
in  den  beiden  Punkten  a^  und  1)^  schneidet.  Führt  man  diese  Punkte 
in  die  Gerade  (5,  s')  zurück,  so  erhält  man  die  gesuchten  Endpunkte 
(a,a')  und  (&,6')  der  Achse  (5,s').  Der  Mittelpunkt  (0, 0')  dieser  Achse 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  der  Schnittcurve ;  die  zweite  Achse 
derselben  muss  daher  nothwendigerweise  durch  den  letztgenannten 
Punkt  hindurch  gehen. 

Nachdem  die  Achse  (s^s*)  zur  Horizontaltrace  Eh  der  schneidenden 
Ebene  E^  Eh  senkrecht  ist,  so  wird  die  zweite  Achse  offenbar  die  durch 
den  Mittelpunkt  (0, 0')  parallel  zu  Eh  gezogene  Gerade  [s,  a')  sein.  Es 
erübrigt  demnach  nur  noch,  deren  Endpunkte  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Behufe  legen  wir  durch  (e,  £')  die  Parallelkreisebene  b^.  Dem  durch 
diese  Ebene  bestimmten  Parallelkreise  iy^y')  entspricht  ein  Durchmesser, 
welcher  dem  von  K  begrenzten  Stücke  a^  von  b  gleichkömmt.  Dieser 
Parallelkreis  {y^  f)  schneidet  die  Achse  (f,  s'),  in  deren  Endpunkten 
(c,c'),  {d,d')y  womit  die  Aufgabe  gelöst  erscheint. 
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§.  497. 

Zweite  Auflösung:  h)  Die  Hauptmeridianellipse  K  ist 
bloß  durch  ihre  Achsen  AB,  (Z)  und  CD  (Taf.  XIX,  Fig.  117) 
gegeben. 

Wie  im  vorhergehenden  Falle  bestimmen  wir  die  Schnittgerade 
(Sj  s')  der  schneidenden  Ebene  E^  Eh  mit  der  zu  ihr  senkrechten  Meri- 
dianebene Ph.  Die  Endpunkte  der  Achse  (s,  s')  sind  deren  Schnitt- 
punkte mit  dem  in  der  Ebene  Ph  liegenden  Meridiane.  Die  eine  Achse 
dieses  Meridians  ist  die  Rotationsachse  (AB,  A'B^),  die  zweite  Achse 
desselben  ist  der  in  der  Ebene  Ph  liegende  Durchmesser  {m  n,  m'n') 
des  Äquatorialkreises. 

Die  verticale  Projection  des  fraglichen  Meridians  ist  mithin  eine 
Ellipse,  deren  Achsen  A  B  und  m  n  sind.  Die  Schnittpunkte  der 
Geraden  s  mit  dieser  Ellipse  bestimmen  wir  durch  Zuhilfenahme  des 
über  AB  beschriebenen  Affinkreises  K^,  Hierbei  verwandelt  sich,  wie 
aus  früherem  bekannt,  die  Gerade  s  in  die  ihr  affine  Gerade  s^,  welch 
letztere  den  Kreis  K^  in  den  beiden  Punkten  a^  und  &o  schneidet. 
Diesen  Punkten  a^  und  h^  entsprechen  affin  die  Schnittpunkte  a  und  h 
von  s  mit  der  Ellipse  {AB,  mn). 

Die  besagten  Punkte  a  und  h  sind  aber  offenbar  nichts  anderes, 
als  die  Verticalprojectionen  der  gesuchten  Achsen-Endpunkte;  die  Hori- 
zontalprojectionen  a^  und  b'  derselben  ergeben  sich  unmittelbar  in  der 
Geraden  s'. 

Halbiert  man  die  Strecke  (ah,  a^V)  durch  den  Punkt  (o, oQ,  so 
repräsentiert  dieser  letztere  Punkt  den  Mittelpunkt  des  Schnittes.  Die 
Gerade  (£,£')?  welche  durch  denselben  parallel  zur  Horizontaltrace  Eu 
der  schneidenden  Ebene  gezogen  wird,  stellt  die  zweite  Achse  des  ver- 
langten Schnittes  dar. 

Um  die  Endpunkte  dieser  Achse  (5,5')  zu  ermitteln,  denken  wir 
uns  durch  dieselbe  eine  horizontale  Ebene  gelegt,  welche  das  EUipsoid 
in  einem  Kreise  {y,y')  schneiden  wird.  Der  Durchmesser  dieses  Kreises 
ist  demjenigen  Stücke  der  Geraden  s  gleich,  welches  von  der  Haupt- 
meridianellipse AB  CD  begrenzt  wird.  Wir  haben  mithin  zunächst 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  s  mit  der  Meridianellipse  AB  CD  zu 
bestimmen. 

Letzteres  vollführen  wir  wieder  in  der  Weise,  dass  wir  die  Ellipse 
AB  CD  als  affin  mit  dem  über  AB  beschriebenen  Kreise  K^  be- 
trachten. Dem  Punkte  D  entspricht  sodann  affin  der  Punkt  D^  und 
der  Geraden  D^/la^  (wobei  «0  den  Schnittpunkt  von  e  mit  K^  und  z/ 
den  Schnittpunkt  von  Do  «0  mit  der  Affinitätsachse  J.jB  repräsentiert) 
die   Gerade  D  J  a.     Hiernach  ist  a  der  eine  Schnittpunkt  von  s  mit 
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der  Meridianellipse  und  folglich  der  Abstand  des  Punktes  a  von  der 
Achse  AB  gleichzeitig  der  Kadius  des  gesuchten  Parallelkreises  (y,f). 
Derselbe  erscheint  in  horizontaler  Projection  in  wahrer  Größe  con- 
centrisch  mit  dem  Äquatorialkreise  und  schneidet  die  Achse  (a,  f')  in 
deren  Endpunkten  (c,c')  und  {d,d'), 

§.  498. 

Dritte  Lösungsmethode:  c)  Die  Hauptmeridianellipse 
ist  nur  durch  deren  Achsen  (AB,  CD)  gegeben. 

Die  schneidende  Ebene  sei  wieder  E,  Eh  (Taf.  XIX,  Fig.  118). 
Aus  den  vorher  aufgestellten  Sätzen  314)  oder  329)  ist  bekannt,  dass  ein 
Kotationsellipsoid  S  in  die  demselben,  längs  des  Äquatorialkreises,  um- 
oder  eingeschriebene  Kugel  S^  affin  transformiert  werden  kann,  und 
dass  hierbei  die  Äquatorebene  die  Afflnitätsebene  und  das  Achsenver- 
hältnis der  Meridianellipse  den  Affinitätsmodul  repräsentieren. 

Denken  wir  uns  die  schneidende  Ebene  E^Eh  gleichzeitig  mit- 
transformiert, so  wird  mit  derselben  auch  der  gesuchte  Schnitt  des 
Ellipsoides  in  einen  Kugelschnitt  verwandelt,  welcher  mit  dem  ersteren 
die  nämliche  Horizontalprojection  besitzt. 

Von  dieser  Eigenschaft  machen  wir  in  nachstehender  Weise  Ge- 
brauch. Die  Ebene  Ev  Eh  schneidet  die  Hauptmeridianebene  7]h  in  der 
Geraden  (A,  Z')?  welche  sich  affin  in  die  Gerade  (/t^,  ^')  verwandelt- 
Ziehen  wir  durch  den  Horizontaldurchstoßpunkt  (^o'^'o)  dieser  trans- 
formierten Geraden  {XqJJ;  eine  Gerade  E^h  parallel  zur  Horizontaltrace 
Eh  der  gegebenen  Ebene  E^  so  repräsentiert  diese  offenbar  die  Hori- 
zontaltrace der  affin  verwandelten  Ebene. 

Bestimmen  wir  weiters  den  Schnitt  dieser  Ebene  E^  mit  der 
Kugel  Sq  in  der  Weise,  wie  es  in  Aufgabe  51)  entwickelt  wurde,  so 
ergeben  sich  die  Achsen  desselben  in  i%i^,  a'V)  und  {c^Üq,  & d^). 

Wie  bereits  vorher  angedeutet  wurde,  ist  die  Horizontalprojection 
(a'  6',  &  d')  der  transformierten  Schnittcurve  gleichzeitig  auch  die 
Horizontalprojection  der  ursprünglichen  Schnittcurve»  Die  Vertical- 
pröjection  (a&,  cd)  ist  sodann  einfach  dadurch  zu  bestimmen,  dass 
man  a'h'  und  &d'  als  Geraden  in  der  ursprünglich  gegebenen  Ebene 
EyEh  betrachtet  und  hieraus  die  Verticalprojectionen  al  und  cd  ab- 
leitet. 

§.  499. 

139.  Aufgäbe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  Geraden  mit  einem 
Kotationsellipsoide  unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass  die 
Gerade  die  Rotationsachse  schneidet. 

Nebenbei  sei  hier  bemerkt,  dass  wir  von  nun  an  immer  annehmen 
werden,  dass  die  Hauptmeridianellipse  K  bloß  durch  ihre  Achsen  A  B 
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und  CD  gegeben  sei,  und  dass,  wenn  wir  eine  andere  Bestimmungs- 
weise voraussetzen,  dieses  ausdrücklich  erwähnen  werden. 

Sei  {g,g')  (Taf.  XIX,  Fig.  119)  die  gegebene  Gerade,  welche  die 
Rotationsachse  im  Punkte  (d,d^)  schneiden  möge. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  (g,g^)  die  Meridian  ebene  Ph>  Der 
in  dieser  Ebene  liegende  Meridian  besitzt  als  die  eine  Achse  die  Ko- 
tationsachse  AB  und  als  zweite  Achse  den  Durchmesser  (mn^  mUi') 
des  Äquators.  Die  verticale  Projection  dieses  Meridians  ist  mithin 
jene  Ellipse,  welche  AB  und  mn  als  Achsen  besitzt. 

Die  zu  bestimmenden  Schnittpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  {g,g')  mit  dem  obgenannten  Meridiane.  Die  Verticalprojec- 
tionen  dieser  Schnittpunkte  werden  sich  somit  als  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  g  mit  der  Ellipse  {A  J5,  m  n)  ergeben.  Diese  letzteren 
sind  nun  sehr  leicht  zu  ermitteln. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Behufe  die  Ellipse  A  B  m  n  als  affin 
mit  dem  über  der  Achse  A  B  beschriebenen  Kreise  K^^  so  repräsen- 
tieren die  beiden  zur  Achse  AB  Parallelen  mx  und  m^XQ  zwei  ent- 
sprechende Geraden;  es  wird  somit  der  Geraden  g  oder  d^  die  Gerade 
Qq  oder  d  Xq  affin  entsprechen.  Die  letztere  Gerade  d  x^  schneidet 
den  Kreis  Zj,  in  %  und  h^,  welche  Punkte  auf  dx  projiciert,  die  ver- 
ticalen  Projectionen  a  und  b  der  gesuchten  Schnittpunkte  ergeben.  Die 
Horizontalprojectionen  a'  und  &'  können  nunmehr  unmittelbar  aus  a 
und  h  abgeleitet  und  in  der  Geraden  ^'  festgestellt  werden. 

§.  500. 

140.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  Rotationsellip- 
soides  S  mit  einer  (jeraden  {g,g'),  welche  die  Rotationsachse  nicht 
schneidet,  zu  ermitteln. 

Erste  Methode.  Durch  affine  Transformation  des 
Ellipsoides  in  eine  Kugel. 

Wir  transformieren  diesfalls  das  Ellipsoid  S  in  die  demselben 
längs  des  Äquators  ((7,(7')  um-  oder  eingeschriebene  Kugel /S^^j.  Hierbei 
betrachten  wir  die  Äquatorialebene  gleichzeitig  als  die  Affinitätsebene. 
Die  Affinitätsstrahlen  stehen  senkrecht  auf  derselben  und  der  Affini- 
tätsmodul ist  dem  Achsenverhältnisse  der  Meridianellipse  {AB,  CD) 
gleich. 

Mit  dem  Ellipsoid  transformieren  wir  zugleich  auch  die  gegebene 
Gerade  (^,^0  (Taf.  XIX,  Fig.  120).  Letzteres  kann  sehr  leicht  in 
folgender  Weise  bewerkstelligt  werden. 

Der  Schnittpunkt  (d,  d')  der  Geraden  mit  der  Affinitätsebene  So 
bleibt  ungeändert.   Ferner  entspricht  der  Tangentialebene  T^  des  EUip- 
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soides  im  Scheitel  A  die  ihr  parallele  Tangentialebene  TJ^  in  deni 
Endpunkte  Aq  des  entsprechenden,  zur  Affinitätsebene  8v  senkrechten 
Kugeldurchmessers.  Dem  Punkte  m,  in  welchem  die  Gerade  g  die 
erstere  Ebene  trifft,  entspricht  sodann  ein  Punkt  m^  in  der  zweiten 
Ebene  T"^,  durch  welchen  die  transformierte  Gerade  g^^  geht.  Die 
letztgenannte  Gerade  ergibt  sich  somit  als  die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  niQ  und  d.  Die  horizontale  Projection  g^  der  Geraden  bleibt 
bekanntlich  bei  dieser  affinen  Transformation  ungeändert. 

Bestimmen  wir  nun  den  Schnitt  der  Geraden  (go^g')  mit  der  affinen 
Kugel  Sq  {Kq,K\)  allenfalls  durch  ümlegung  der  Geraden  {gQ^g')  und 
des  in  ihrer  horizontal-projicierenden  Ebene  P/»  liegenden  Kugelkreises 
h'^  um  g'  in  die  Horizontalebene  nach  1^^  und  g^^. 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  g^  mit  \  ergeben  sich  diesfalls 
direct  in  (ao,a')  und  (&o^^0-  Transformieren  wir  diese  beiden  Punkte 
vermittelst  der  Senkrechten  zur  Affinitätsebene  s^  in  die  ursprüngliche 
Gerade  {g,  g')  zurück,  so  erhalten  wir  daselbst  unmittelbar  die  ge- 
suchten Schnittpunkte  {a,  a')  und  (6,  &')  der  Geraden  {g,  g')  mit  dem 
Ellipsoide  {S,8% 

§.  501. 

Zweite  Methode. 

Die  gegebene  Gerade  sei  wieder  {g,g')  (Taf.  XIX,  Fig.  121). 
Denken  wir  uns  durch  dieselbe  eine  vertical-projicierende  Ebene  P^ 
gelegt,  so  schneidet  diese  Ebene  das  Ellipsoid  in  einem  Kegelschnitte, 
dessen  eine  Achse  von  jenen  beiden  Punkten  begrenzt  wird,  in  welchen 
die  Ebene  P»  oder  beziehungsweise  die  Verticalprojection  g  die  Meri- 
dianellipse AB,  CD  trifft. 

Die  vorgenannten  Punkte  (m^m^)  und  (n,n^)  können  vermittelst 
des  zur  Ellipse  {AB,  CD)  affinen,  über  J.B  beschriebenen  Kreises  Zqi 
wie  bereits  bekannt,  bestimmt  werden. 

Mit  Berufung  auf  den  Satz  328),  ist  sichergestellt,  dass  derjenige 
Kegel,  welcher  einen  Scheitel  des  Ellipsoides,  etwa  den  Scheitel  {A,  A^) 
zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  irgend  einen  beliebigen  auf  dem  Ellip- 
soide gelegenen  Kegelschnitt  geht,  eine  zur  Rotationsachse  senkrechte 
Ebene,  im  vorliegenden  Falle  also  die  horizontale  Projectionsebene, 
stets  in  einem  Kreise  schneidet. 

Indem  wir  hier  von  dieser  Eigenschaft  Gebrauch  machen,  denken 
wir  uns  aus  dem  Scheitel  {A,A^)  jenen  Kegel  construiert,  der  durch  den- 
jenigen Kegelschnitt  geht,  in  welchem  die  vertical-projicierende  Ebene  P^ 
das  Ellipsoid  schneidet.  Dieser  Kegel  wird  somit  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene in  einem  Kreise  k^2  treffen,  welcher  unschwer  zu  con- 
struieren  ist. 
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Da  nämlich  der  besagte  Kegelschnitt  gegen  die  Hauptmeridian- 
ehene  symmetrisch  liegt,  so  wird  sich  dessen  Achse  (mw,  m'»^'),  welche 
in  der  genannten  Ebene  rih  gelegen  ist,  aus  dem  Scheitel  (ÄyÄ^)  auf  die 
horizontale  Projectionsebene  als  ein  Durchmesser  (/ti/,  ^'i/')  des  frag- 
lichen Kreises  ä'^  projicieren.  Berücksichtigen  wir  zu  diesem  Behufe, 
dass  einerseits  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  Geraden  {g,g')  mit  dem 
Ellipsoide  gleichzeitig  auch  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dem- 
jenigen Kegelschnitte  sind,  in  welchem  die  Ebene  P^  das  EUipsoid 
schneidet,  und  beachten  wir  andererseits,  dass  dieser  Kegelschnitt  dem. 
eben  construierten  Kegel  angehört,  so  ergibt  sich  unmittelbar,  dass 
diese  Schnittpunkte  auch  die  Treffpunkte  der  Geraden  (g^  g')  mit  dem 
Kegel  {Aj  h*^)  sein  werden. 

Projicieren  wir  daher  aus  dem  Punkte  {A^A^)  die  Punkte  (m,m'j) 
und  {n^n\)  der  Geraden  {g,  g')  auf  die  horizontale  Projectionsebene 
nach  ^\  und  v\,  so  ist  die  Verbindungsgerade  y  oder/x'^i/',  offenbar 
nichts  anderes,  als  die  Horizontaltrace  jener  Ebene,  welche  durch  den 
Kegelscheitel  (^,  A')  und  durch  die  Gerade  {g,g')  gelegt  werden  kann. 

Die  besagte  Gerade  y*  schneidet  den  Kreis  W^  in  zwei  Punkten 
a'  und  |3';  es  werden  demnach  die  Geraden  A'a'  und  A^  ß'  die  hori- 
zontalen Projectionen  derjenigen  Erzeugenden  des  Kegels  {A,h^^  dar- 
stellen ,  welche  gleichzeitig  in  der  Ebene  (A,  g)  liegen.  Die  Schnitt- 
punkte d'  und  &'  von  g*  mit  J.'«'  uüd  A'  ß'  repräsentieren  mithin 
die  Horizontalprojectionen  jener  Punkte,  in  welchen  die  Gerade  {gjg^) 
den  Kegel  und  somit  auch  das  EUipsoid  schneidet.  Die  Verticalprojec- 
tionen  a  und  h  erhalten  wir  unmittelbar  aus  a'  und  6'  in  der  Ge- 
raden g. 

§.  502. 

141,  Aufgabe.  An  ein  Rotationsellipsoid  ist  in  einem  Punkte 
desselben  eine  Berührebene  zu  construieren. 

Die  Hauptmeridianellipse  sei  durch  {AB,  CD)  (Taf.  XIX, 
Fig.  122)  bestimmt.  Der  Berührungspunkt  sei  bloß  durch  dessen. 
Verticalprojection  p  gegeben. 

Erste  Methode,  a)  Mittelst  der  Affinkugel. 

Denken  wir  uns  zunächst  das  EUipsoid  S,  indem  wir  die  Äquatoi-^ 
ebene  als  die  Affinitätsebene  annehLv^n,  in  die  längs  des  Äquatorial- 
kreises eingeschriebene  Kugel  8^  affin  transformiert. 

Hierbei  wird  der  Punkt  i?  des  Ellipsoides  in  einen  Punkt  2?o  ^er 
Affinkugel  S^  übergehen,  den  wir  folgendermaßen  bestimmen. 

Dem  Scheitel  A  des  Ellipsoides  entspricht  der  Endpunkt  Aq  des 
zur  Affinitätsebene  senkrechten  Kugeldurchmessers;  der  Geraden  p  A,. 

Peschka,  Darstellende  tj.  projective  Geometrie.  III.  30 
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welche  die  Affinitätsebene  £«  in  ^  schneidet,  mithin  die  Gerade  AA^ 
und  auf  dieser  dem  Punkte  'p  der  Punkt  j^^. 

Da  somit  der  Punkt  ^^  der  Kugel  S^  angehört,  so  ist  dessen 
Horizontalprojection  ^'  leicht  zu  ermitteln.  Diese  Horizontalprojection 
l^*  stellt  aber  gleichzeitig  auch  die  horizontale  Projection  des  dem 
EUipsoide  8  angehörigen  Punktes  p  dar. 

Legen  wir  im  Punkte  (jpo;  P')  die  Tangentialebene  JE^  jE"ä  an  die 
Kugel  /So,  d.  i.  die  durch  (j^^^'p')  gehende,  auf  dem  Kugelradius  {0^^, 
O' p^)  senkrechte  Ebene,  so  wird  dieser  Ebene  affin  die  gesuchte  Be- 
rührebene des  EUipsoides  S  entsprechen.  Der  Verticaltrace  E\  ent- 
spricht selbstverständlich  die  Verticaltrace  JE«.  Die  letztere  kann,  wie 
folgt,  construiert  werden.  Der  Punkt  tf,  in  welchem  jB^^  die  Affinitäts- 
ebene f»  trifft,  bleibt,  als  in  der  Affinitätsachse  liegend,  bei  der  Trans- 
formation ungeändert.  Ferner  entsprechen  sich  die  horizontalen  Be- 
rührebenen Ta  und  T^A  des  EUipsoides  S  und  der  Kugel  /S,,  in  den 
Punkten  Ä  und  Äf^.  Dem  Schnittpunkt  m^  von  T^a  und  J5^  wird 
demgemäß  der  Schnittpunkt  m  von  Ta  und  E^  entsprechen ,  so  das^ 
sich  die  Verticaltrace  Ev  der  gesuchten  Berührebene  als  Verbindungs- 
gerade der  Punkte  d  und  m  ergibt. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  sich  die  beiden  Ebenen  E^^  E^h 
und  Eo  Eh  in  derselben  der  Affinitätsebene  angehörenden  Geraden 
schneiden,  so  werden,  da  diese  Affinitätsebene  horizontal  ist,  die  Hori- 
zontaltracen  j?"a  und  En  zu  der  genannten  Geraden,  also  auch  unter 
einander  parallel  sein ,  woraus  unmittelbar  die  Construction  von  Eh 
hervorgeht. 

Zweite  Methode,  l)  Durch  directe  Bestimmung  der 
Meridiantangente  im  gegebenen  Berührungspunkte. 

Die  Verticalprojection  des  gegebenen  Berührungspunktes  sei  p 
(Taf.  XIX,  Fig.  123).  Denken  wir  uns  durch  diesen  Punkt  die  Meri- 
dianebene P  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  S  in  einer  Meri- 
dianellipse, deren  Verticalprojection  gleichfalls  eine  Ellipse  sein  wird, 
welcher  die  Rotationsachse  A  B  als  die  eine  Hauptachse  entspricht 
und  durch  den  Punkt  p  geht. 

Es  wird  nun  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  die  zweite  Haupt- 
achse dieser  Verticalprojection  ABp  sowohl,  als  auch  die  Tangente 
derselben  im  Punkte  p  zu  ermitteln. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Ellipse  J.^jp  als  affin  mit  dem  über 
deren  Achse  A  B  beschriebenen  Kreise  Kq.  Hierbei  stellt  diese  Achse 
AB  gleichzeitig  auch  die  Affinitätsachse  dar.  Die  Senkrechte  vonp 
auf  A  B  trifft  den  Kreis  K^  in  dem  dem  Punkte  p  entsprechenden 
Punkte  Pq. 
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Legt  man  nun  an  den  Kreis  Kq  ia  p^  die  Tangente  Iq,  welche 
die  Affinitätsachse  Ä  B  im  Punkte  7t  schneidet,  so  repräsentiert  offenbar 
die  gerade  Verbindungslinie  von  x  und  p  die  der  Tangente  t^  ent- 
sprechende Gerade  tc p  oder  ^,  d.  i.  die  Tangente  der  Ellipse  ÄBp 
im  Punkte  p. 

Da  die  Ellipse  ÄBp  die  verticale  Projection  der  durch  den 
Punkt  p  gehenden  Meridianellipse  darstellt,  so  repräsentiert  auch  die 
Gerade  t  die  Verticalprojection  der  Tangente  dieses  Meridians  ina 
Punkte  p. 

Die  Horizontalprojection  dieser  Tangente  wird,  wie  folgt,  bestimmt. 
Zunächst  ermitteln  wir  die  zweite  Achse  der  Ellipse  ÄBp.  Dieselbe 
ist  natürlich  jene  Gerade,  welche  dem  zu.  AB  senkrechten  Durchmesser 
des  Kreises  Kq  affin  entspricht.  Ist  daher  d^  ein  Endpunkt  dieses 
Durchmessers,  und  ziehen  wir  die  Gerade;  ^^  cs?^,  welche  die  Affinitäts- 
achse-4  J5  in  ^  schneidet,  so  ist  ^p  die  dieser  Geraden  PqÜq  ent- 
sprechende Gerade,  auf  welcher  selbstverständlich  auch  jener  Punkt  d 
liegen  muss,  der  dem  Punkte  d^  entspricht.  Es  repräsentiert  somit 
Od  die  zweite  Halbachse  der  Ellipse  ÄBp. 

Der  Punkt  d  ist  aber  die  Verticalprojection  desjenigen  Punktes 
der  Meridianellipse  J-^p,  welcher  auf  dem  Äquatorialkreise  liegt,  so 
dass  also  dessen  Horizontalprojection  d'  (d.  i.  einer  von  den  beiden 
Punkten,  in  welchem  die  Horizontalprojection  ä/  des  Äquators  von  der 
durch  d  senkrecht  zur  Grundlinie  %%  gezogenen  Geraden  getroffen  wird) 
sich  unmittelbar  construieren  lässt.  Es  stellt  sodann  die  Gerade  Pn 
oder  O'd'  sowohl  die  Horizontalprojection  der  gesuchten  Meridian- 
Ellipse,  als  auch  die  Trace  der  entsprechenden  Meridianebene,  zugleich 
aber  auch  die  Horizontalprojection  t^  der  Meridiantangente  t  dar. 

Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  (t,  f)  eine  Ebene  E„Eh  senk- 
recht zu  der  obbezeichneten  Meridianebene,  so  ist  diese  bereits  die 
gesuchte  Berührebene  des  EUipsoides  im  Punkte  p.  Die  Horizontal- 
projection p^  des  durch  seine  Verticalprojection  p  gegebenen  Punktes 
{p,p')  findet  man  unmittelbar  in  P^. 

§.  503, 

142.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  e^eö  ist  an 
ein  Rotationsellipsoid  eine  Berührebene  zu  legen. 

Erste  Methode,    a)'  Vermittelst    einer  affinen  Kugel 

Wird  das  Ellipsoid  S  in  die  Kugel  S^  transformiert,  so  übergeht 

gleichzeitig  auch    die  gegebene  Ebene  e^eh    (Taf.  XIX,  Fig.  124)  an 

eine  zweite  Ebene ,  deren  Horizontattrace  zu  der  ursprünglichen  Hori- 

30* 
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zontaltrace  en  parallel  läuft  und  deren  Verticaltrace  e%  mit  der  Ver- 
ticaltrace  e„  affin  ist. 

Die  Trace  e^  kann  ohne  jedwede  Schwierigkeit  bestimmt  werden. 
Der  Punkt  (J,,  in  welchem  e^  die  Affinitätsebene  8r,  trifft,  bleibt  bei 
der  Transformation  selbstverständlich  ungeändert.  Da  sich  ferner  die 
Berührebenen  Tj,  und  T^a  in  den  Punkten  A  und  A^  des  Ellipsoides 
resp.  der  Kugel  wechselseitig  entsprechen,  so  entsprechen  sich  auch 
deren  Schnittpunkte  m  und  m^  mit  den  bezüglichen  Tracen  e^  und  e^. 
Es  ergibt  sich  somit  e^  als  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  ö  und  m^. 

Da  parallele  Ebenen  durch  affine  Transformation  wieder  in  zu 
einander  parallele  Ebenen  übergehen,  so  wird  der  zur  Ebene  e^eu  paral- 
lelen Berührebene  des  Ellipsoides  S  die  zur  Ebene  e^^e^h  parallele 
Berührebene  der  Kugel  S^  entsprechen.  Bestimmen  wir  daher  die 
letztere. 

Der  Berührungspunkt  {jp^,p')  derselben  ist  einer  derjenigen  beiden 
Punkte,  in  welchen  der  zur  Ebene  e^  e'^Ä  senkrechte  Kugeldurchmesser 
{Ox,  Ox^)  die  Kugel  trifft,  Der  besagte  Punkt  kann  allenfalls  durch 
Drehung  des  eben  genannten  Durchmessers  in  die  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene  parallele  Lage  ermittelt  werden. 

Dem  so  erhaltenen  Punkte  (i?o,jp')  entspricht  affin  der  Berüh- 
rungspunkt {p,p')  der  gesuchten  Berührebene.  Die  Horizontalprojec- 
tion  desselben  ist  wieder  p',  während  dessen  Verticalprojection  p  dem 
Punkte  jpo  ^ffi^  entspricht  und  direct  erhalten  wird,  wenn  man  irgend 
eine  durch  j^^,  gehende  Gerade,  etwa^oP^^,  und  die  ihr  entsprechende 
Gerade  ApJ  zeichnet.  Legt  man  sodann  durch  {Pyp')  eine  Ebene 
E^Eh  parallel  zur  gegebenen  Ebene  6^^^,  so  repräsentiert  diese  die 
gesuchte  Berührebene, 

§.  504. 

Zweite  Methode.  Sei  wieder  e^eu  (Taf.  XIX,  Fig.  125)  die 
gegebene  Ebene.  Wie  wir  bereits  nachgewiesen  haben,  steht  die  Be- 
rührebene eines  Eotations-Ellipsoides  senkrecht  auf  der  Meridianebene 
ihres  Berührungspunktes.  Da  aber  diesfalls  die  Berührebene  zu  der 
gegebenen  Ebene  e^en  parallel  sein  soll,  so  ist  einleuchtend,  dass  der 
Berührungspunkt  derselben  in  der  zur  Ebene  6^6^  senkrechten  Meri- 
•<lianebene  Pu  liegen  muss. 

Ferner  ist  klar,  dass  auch  die  Tangente  an  den  Meridian  in 
der  Ebene  Fh  in  dem  betreffenden  Berührungspunkte  parallel  sein 
müsse  zu  der  Schnittgeraden  (s,s')  der  obbezeichneten  Meridianebene 
Fh  mit  der  gegebenen  Ebene  e^eh. 
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Die  in  der  Ebene  Fh  liegende  Meridianellipse  hat  zu  der  einen 
Achse  die  Kotationsachse  AB^  zw.  der  anderen  aber  den  Durchmesser 
{mn^  m^n')  des  Äquatorialkreises.  Die  Verticalprojection  der  Meridian- 
ellipse ist  daher  eine  Ellipse  mit  den  Achsen  J.B  und  mn. 

Soll  nun  an  die  besagte  Meridianellipse  parallel  zu  (s,s')  eine 
Tangente  {t,t')  gezogen  werden,  so  wird  deren  Verticalprojection  t 
^ine  Tangente  der  Ellipse  {AB.mn)  sein,  welche  Tangente  zur  Ver- 
ticalprojection s  parallel  läuft. 

Diese  oberwähute  Tangente  t  construieren  wir  mittelst  des  über 
der  Achse  J.JB  beschriebenen  Affinkreises  üT^  in  der  Weise,  dass  wir 
die  der  Geraden  5  affin  entsprechende  Gerade  5^  ermitteln,  parallel  zu 
s^  an  den  Kreis  K^  die  Tangente  t^  (da  zwei  derartige  Tangenten 
möglich  sind,  gibt  es  oß'enbar  auch  zwei  Lösungen  der  Aufgabe)  führen 
und  zu  dem  Berührungspunkte  p^  derselben  den  affin  entsprechenden 
Punkt  p  aufsuchen.  Der  letztgenannte  Punkt  p  ist  sodann  ein  Punkt 
der  Ellipse  (ÄB.mn),  und  die  Tangente  t  in  demselben  ist  parallel 
zur  Geraden  s. 

Andererseits  repräsentiert  aber  auch  die  Gerade  t  die  Vertical- 
projection der  zu  (s,s')  parallelen  Meridiantangente;  die  Horizontal- 
projection  ^'  fällt  mit  der  Trace  Ph  der  Meridianebene  zusammen. 

Legen  wir  nun  durch  {t,t')  die  Ebene  HvE^  parallel  zu  der 
gegebenen  Ebene  e^e^,  so  stellt  diese  die  gesuchte  Berührebene  dar. 
Der  Berührungspunkt  derselben  ist  der  Punkt  {p,p'). 

Die  zweite  zu  Sq  parallele  Kreistangente  t^'  liefert  selbstverständ- 
lich eine  zweite  Lage  der  gesuchten  Berührebene. 

§.  505. 

J43,  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Grerade  sind  an  ein  Rota- 
tionsellipsoid die  möglichen  Berührebenen  zu  legen. 

Erste  Methode,    a)  Mittelst   der  affinen  Kugel. 

Die  gegebene  Gerade  sei  {g,g')  (Taf.  XX,  Fig,  126).  Transfor- 
mieren wir  zunächst  das  Ellipsoid  S  affin  in  die  längs  des  Äquatorial- 
kreises berührende  Kugel  S^^,  Hiebei  übergeht  gleichzeitig  die  Gerade 
(g,g')  in  eine  zweite  (go^g^),  deren  Horizontalprojection  ^'  mit  jener 
der  gegebenen  Geraden  zusammenfällt.  Die  Verticalprojection  g^  da- 
gegen ist  affin  mit  der  Geraden  g^  und  wird  folgendermaßen  construiert. 

Der  Punkt  d^  in  welchem,  g  die  Affinitätsebene  Sv  schneidet, 
bleibt  bei  der  Transformation  ungeändert ;  ferner  schneidet  die  Gerade  g 
die  Tangentialebene  Ta  des  Ellipsoides  im  Punkte  A^  in  einem  Punkte  m, 
welchem   affin  der  Punkt  niQ   in  der  entsprechenden  Ebene  T^a  (Be- 
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rührebene  der  Kugel  Sq  in  dem  Endpunkte  A^  des  horizontal-projicie- 
renden  Kugeldurchniessers)  entspricht.  Die  Gerade  ^^  ergibt  sich 
daher  als  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  m^  und  d. 

Durch  die  Gerade  (go,g')  sind  jetzt  die  Bertihrungsebenen  an  die 
Kugel  Sq  zu  legen,  oder  beziehungsweise  deren  Berührungspunkte  auf- 
zusuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  durch  den  Kugelmittelpunkt  (0,  0') 
eine  zur  Geraden  (Qq^q')  senkrechte  Ebene  Z)» Da,  und  construieren  den 
Schnittkreis  iCj  derselben  mit  der  Kugel  5^,  sowie  auch  ihren  Schnitt- 
punkt ((?,  ö')  mit  der  Geraden  {g^^g')-  Letzteres  vollführen  wir,  indem 
wir  die  besagte  Ebene  sammt  den  bezeichneten  Schnitten  um  ihre 
Horizontaltrace  Dh  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach  K^^  resp- 
nach  6q  umlegen. 

Zieht  man  von  6^  aus  an  i%  die  Tangenten  a^a'^  und  ö'^&'o?  ^^ 
ergeben,  deren  Berührungspunkte  a'^  und  V^  in  die  Ebene  A Da  zu- 
rückgeführt ,  die  Berührungspunkte  (a„,  a')  und  (h^,  6')  der  Kugel  S^, 
mit  den  durch  die  Gerade  {g^^g')  gehenden  Berührebeneu. 

Den  Punkten  (ö^o'^O  ^"^^  (^oi^O  entsprechen  affin  die  Berüh- 
rungspunkte (a,  a*)  und  (b^  &')  des  Ellipsoides  S  mit  den  gesuchten 
durch  {g,g')  gehenden  Berührebenen.  Um  beispielsweise  den  dem 
Punkte  Ijq  affin  entsprechenden  Punkt  b  zu  finden,  ziehen  wir  etwa 
die  Gerade  ^0  ^0  z/ ,  welche  die  Affinitätsebene  s^  in  ^  schneidet.  — 
Dieser  Geraden  entspricht  affin  die  Gerade  z/^,  aufweiche  selbst- 
verständlich der  gesuchte,  dem  Ellipsoide  S  angehörende  Punkt  b  liegen 
muss. 

Legt  man  nun  durch  (^,  g')  und  durch  den  Punkt  (a,  a')  eine 
Ebene  E^El^  so  wird  durch  dieselbe  eine  Lage  der  gesuchten  Berüh- 
rungsebene dargestellt.  Die  zweite  mögliche  Lage  ist  durch  die  Gerade 
(g,g')  und  den  Punkt  (&,&')  bestimmt. 

§.  506. 

Zweite  Methode.  Die  gegebene  Gerade  sei  {g,g')  (Taf.  XX^ 
Fig.  127).  Bestimmen  wir  zunächst  deren  Schnittpunkt  (*,  d')  mit  der 
Ebene  s»  des  Äquatorialkreises  {K^,K\),  Die  Gerade  {6  0,  tf'O'),  welche 
diesen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  verbindet,  kann 
oiFenbar  als  eine  Achse  des  Ellipsoides  betrachtet  werden.  Die  Polar- 
ebene des  Punktes  d,  d'  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  wird  demgemäß  auf 
der  Geraden  (cJO,  d'O')  senkrecht  stehen. 

Die  besagte  Polarebene  ist  aber  auch  die  Ebene  der  Berührungs- 
curve  des  Ellipsoides  mit  dem  demselben  aus  dem  Punkte  {d,  d')  um- 
schriebenen Kegel;  dieselbe  muss  daher  durch  diejenigen  Punkte  {m,m') 
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und  {n,n')  gehen,  in  welchen  der  Äquatorialkreis  {K^,  K\)  von  den 
durch  {d,d')  gehenden  Tangenten  berührt  wird.  Die  Ebene  dieser  Be- 
rührungscurve  ist  also  die  durch  die  Punkte  {m^m')  und  {n,n')  gehende 
horizontal-projicierende  Ebene  e^eu. 

Nachdem  somit  die  genannte  Ebene  horizontal-projicierend  und 
daher  parallel  zu  einer  Meridianebene  des  EUipsoides  ist,  so  schneidet 
sie  das  letztere  in  einer  der  Meridianellipse  ähnlichen  Ellipse  27,  deren 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  (o,  o')  von  e^  eu  und  {d  0,  d'  0')  ist. 
Andererseits  repräsentiert  diese  Ellipse  H  aber  auch  die  Berührungs- 
curve  des  EUipsoides  mit  dem  demselben  aus  dem  Punkte  (ß,  d')  um- 
schriebenen Kegel.  Als  natürliche  Folgerung  des  eben  Angeführten 
werden  daher  auch  die  Berührebenen,  welche  durch  die  Gerade  {g,  g') 
an  den  vorbezeichneten  Kegel  {d,  E)  gelegt  werden,  gleichzeitig  die 
durch  {g,g')  gehenden  Tangentialebenen  des  EUipsoides  darstellen. 

Aus  diesen  Erörterungen  ist  zu  ersehen,  dass  die  gestellte  Auf- 
gabe auf  jene:  „durch  die  Gerade  {g,g')  A\q  möglichen  Berührebenen 
an  den  Kegel  {ß,  U)  zu  legen"  reduciert  erscheint. 

Diese  Berührebenen  werden  bekanntlich  auch  diejenigen  Tangenten 
enthalten,  welche  an  den  Kegelschnitt  U  von  dem  Punkte  (s,  s'),  in 
welchem  die  Gerade  (g,  g')  die  Ebene  e,  eh  des  Kegelschnittes  Z:  trifft, 
gezogen  werden  können. 

Um  die  genannten  Tangenten  zu  construieren,  drehen  wir  sowohl 
die  Ellipse  27,  als  auch  den  Punkt  (s,  s')  um  die  Verticaltrace  e„  in 
die  verticale  Projectionsebene.  Dabei  gelangt  der  Punkt  (s,  s')  nach 
5o,  der  Mittelpunkt  {o,  o')  des  Kegelschnittes  E  nach  o^  und  die  eine 
Achse  {mn^m'n^)  nach  m^n^^. 

Nachdem  der  Kegelschnitt  27  eine  der  Meridianellipse  ähnliche 
Ellipse  ist,  so  wird  offenbar  die  zweite  Achse  p^^  derselben  gefunden 
werden,  wenn  man  durch  m^  und  n^  zu  der  Geraden  AG^  welche  die 
Endpunkte  beider  Achsen  der  Hauptmeridianellipse  {AB CD)  ver- 
bindet, Parallele  führt.  An  die  so  erhaltene  Ellipse  ^o^^oä^o  können 
nun  anstandslos  von  Sq  aus  die  Tangenten  mit  Zuhilfenahme  des  über 
i>ü&  beschriebenen  Affinitätskreises  K^  gelegt  werden. 

Ist  beispielsweise  t^  eine  dieser  Tangenten  und  %  deren  Berührungs- 
punkt, so  hat  man  nur  den  letzteren  in  die  Ebene  e^eh  nach  {a,a*) 
zurückzuführen,  um  den  Berührungspunkt  einer  der  verlangten  Berühr- 
ebenen zu  erhalten.  Die  Ebene  E'^El  selbst  wird  bestimmt,  wenn 
man  beachtet,  dass  dieselbe  sowohl  die  Gerade  {g,  g'),  als  auch  den 
Punkt  (a,  a')  enthalten  muss. 

Der  zweiten  von  .s^  an  die  Ellipse  {ni^n^p^q^  möglicherweise 
zu  ziehenden  Tangente  entspricht  offenbar  auch  eine  zweite  Lage  der 
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zu  bestimmenden  ßerührebene  und  wird  diese  in  voller  Übereinstim- 
mung mit  dem  für  E^  Et  gewählten  Vorgang  construiert  werden 
können. 

§.  507. 

144.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berülirungscurve  eines  Rotations- 
ellipsoides  mit  einem  demselben  aus  einem  gegebenen  Punkte  um- 
schriebenen Kegel  zu  construieren. 

Erste  Methode.  Mit  Zuhilfenahme  einer  affinen 
Kugel. 

Der  gegebene  Kegelscheitel  sei  (P,  P')  (Taf.  XX,  Fig.  128). 
Transformieren  wir  das  Ellipsoid  S  oder  [AB,  CD)  affin  in  die  Kugel 
S^^,  welche  demselben  längs  des  Äquators  eingeschrieben  wird,  so  ver- 
wandelt sich  gleichzeitig  der  aus  dem  Punkte  (P,  P')  umschriebene 
Kegel  in  einen  zweiten  Kegel,  welcher  der  Kugel  aus  jenem  Punkte 
(Pß,  P')  umschrieben  ist,  der  dem  Punkte  (P,  P')  affin  entspricht. 

Sucht  man  daher  zunächst  den  Punkt  P^,  und  bestimmt  man 
sodann  die  Ebene  E\  E^u  der  Berührungscurve  der  Kugel  S^  mit  dem 
derselben  aus  dem  Punkte  (Pq.P^)  umschriebenen  Kegel  (Aufgabe  56), 
sowie  die  dieser  Ebene  affin  entsprechende  Ebene  E^  Eu,  so  erhält 
man  durch  die  letztere  bereits  die  Ebene  der  gesuchten  Berührcurve 
dargestellt. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  der  Schnitt  der  letztconstruierten 
Ebene  mit  dem  Ellipsoide  und  kann  dieser  Schnitt  direct  durch  seine 
Achsen,  wie  in  Aufgabe  138)  dargestellt  werden. 

Zweite,  directe  Methode. 

Ist  {F,F')  (Taf.  XX,  Fig.  128)  der  gegebene,  außerhalb  der 
Fläche  liegende  Punkt,  so  wird  es  offenbar  genügen,  die  Ebene  der 
geforderten  Berührungscurve  zu  ermitteln,  da  sich,  wie  schon  vorher 
angedeutet,  die  Berührungscurve  selbst  einfach  als  Schnitt  derselben 
mit  dem  Ellipsoide  ergibt. 

Die  nachfolgende  Methode  hat  jedoch  überdies  den  Zweck,  uns 
gleichzeitig  die  Mittel  zu  bieten,  die  Achsen  der  Berührungscurve  auf 
eine  möglichst  einfache  Weise  finden  zu  können. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  des  dem  Ellipsoide  S  aus  dem 
Punkte  (P,  P')  umschriebenen  Kegels  ist  bekanntlich  gleichzeitig  die 
Polarebene  dieses  Punktes  (P,P^)  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid. 

Denken  wir  uns  daher  durch  den  Punkt  (P,  P')  eine  beliebige 
Ebene  geführt,  so  schneidet  dieselbe  (nach  Satz  399,  Band  II)  die 
Polarebene  in  einer  Geraden,   das  Ellipsoid  aber  in  einer  Ellipse  und 
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ist,  wie  wir  bereits  wissen,  die  erstere  die  Polare  des  Punktes  (P^F^) 
in  Bezug  auf  die  letztere. 

Nachdem  die  durch  (P,  P')  zu  führende  Ebene  willkürlich  an- 
genommen werden  kann,  wählen  wir  diesfalls  insbesondere  die  durch 
den  Punkt  {P/P')  gehende  Meridianebene  P/,. 

Die  besagte  Ebene  schneidet  das  Ellipsoid  in  einem  Meridiane, 
dessen  Achsen  die  Rotationsachse  (J.JS,  J.'P')  und  der  in  der  Ebene 
Pa  liegende  Durchmesser  (mn,  m'^')  des  Äquators  ist. 

Die  verticale  Projection  dieses  Meridianes  ist  mithin  eine  Ellipse, 
welcher  die  Achsen  AB  und  mn  zukommen. 

An  den  eben  bezeichneten  Meridian  sind  nunmehr  vom  Punkte 
(P,  P')  aus  die  beiden  Tangenten  zu  ziehen.  Selbstverständlich  wird 
es  auch  hier  wieder  genügen,  die  Tangenten  von  P  an  die  verticale 
Projection  (AB,  mn)  dieses  Meridians  zu  kennen. 

Behufs  einfacher  Erreichung  dieses  Zweckes  transformieren  wir 
die  Ellipse  {AB^  mn)  affin  in  den  über  AB  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreis  K^.  In  Verbindung  mit  dieser  affinen  Transformation 
übergeht  gleichzeitig  auch  der  Punkt  P  nach  P^.  Ziehen  wir  somit 
von  P„  aus  die  Tangenten  P^a^  und  P^öy  an  den  Kreis  K^,  so  ent- 
sprechen den  Berührungspunkten  a^  und  h^  derselben  affin  die  Punkte 
a  und  h.  Die  letzteren  stellen  demnach  die  Verticalprojectionen'  der 
Berührungspunkte  der  von  (P,  P')  aus  an  den  Meridian  {ABmn, 
A'B'mUi^)   gezogenen  Tangenten  dar. 

Die  Horizontalprojectionen  a'  und  6'  dieser  Berührpunkte  ergeben 
sich  sofort  auf  der  Geraden  P/,. 

Die  Gerade  {ah,  a'h*)  ist  als  die  Berührungssehne  der  von  (PjP^) 
aus  an  den  Meridian  (AB^mn)  gezogenen  Tangenten  gleichzeitig  die 
Polare  des  Punktes  (P,  P )  in  Bezug  auf  diesen  Meridian,  mithin  also 
eine  Gerade,  welche,  den  früheren  Erörterungen  gemäß,  in  der  Ebene 
der  Berührungscurve  liegt. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  das  Ellipsoid  durch  die  Meridian- 
ebene Ph  des  Punktes  (P,  P')  in  zwei  symmetrische  Hälften  getheilt 
wird,  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  auch  die  Berührungs- 
curve des  von  dem  Punkte  (P,  P')  aus  beschriebenen  Kegels  gegen 
diese  Meridianebene  symmetrisch  sein  werde.  Letzteres  kann  aber 
wieder  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  die  Ebene  JE^Eh  der  besagten 
Curve  zu  dieser  Meridianebene  senkrecht  steht. 

Hiermit  erhalten  wir  also  die  Ebene  E^  Eh  der  gesuchten  Berüh- 
rungscurve als  diejenige,  welche  durch  die  Gerade  (ah,  a'h')  senkrecht 
zu  der  Meridianebene  Ph  geführt  wird. 
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Was  die  Berührungscurve  selbst  anbelangt,  so  ist,  wie  man 
ohneweiters  aus  den  nämlichen  Symmetrie-Eigenschaften  folgern 
kann,  die  Gerade  (ab,a^b')  gleichzeitig  eine  Achse  derselben.  Der 
Mittelpunkt  (0,0')  der  Strecke  {ab,  a^h*)  ist  mithin  der  Mittelpunkt 
der  Berührungscurve. 

Die  zweite  Achse  wird  demnach  die  durch  den  Punkt  (0,  0') 
parallel  zur  Horizontaltrace  Eh  gezogene  Gerade  (cd^  c'd^)  sein,  deren 
Endpunkte  (c,  c')  und  {d,  d')  wie  in  Aufgabe  138)  ermittelt  und  fest- 
gestellt werden  können. 

§.  508. 

145,  Aufgabe.  Es  ist  der  ScMagschatten  eines  Rotationsellip- 
soides  für  centrale  Beleuchtung  auf  die  horizontale  Projeotionsebene 
zu  bestimmen. 

Da  diesfalls  die  Lichtquelle  als  ein  Punkt  (P,  P')  (Taf.  XX, 
Fig.  129)  vorausgesetzt  wird,  so  kann  man  kurz  auch  sagen:  es  ist 
der  Schnitt  des  dem  EUipsoide  aus  dem  Punkte  (P,  P')  umschriebenen 
Kegels  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  zu  bestimmen. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  legen  wir  wieder,  wie  im  vorhergehenden 
Falle,  durch  den  Punkt  (P,  P')  die  Meridianebene  P/,  und  führen  an 
den  in  ihr  liegenden  Meridian  (ABmn,  A^B'm^yi^),  vermittelst  des 
über  AB  beschriebenen  Affinkreises  Z^,  von  (P,  P')  aus  die  Tan- 
genten {ty,t\)  und  (t^,  t'^).  Die  horizontalen  Durchstoßpunkte  (a,  a') 
und  (6,  /^')  der  eben  genannten  Tangenten  werden  bereits  zwei  Punkte 
des  gesuchten  Kegelschnittes  darstellen.  Infolge  der  Symmetrie  des 
Ellipsoides ,  als  auch  des  demselben  aus  dem  Punkte  (P,  P')  um- 
schriebenen Kegels  gegen  die  Meridianebene  Pa  ergibt  sich  unmittelbar, 
dass  die  Gerade  {abja'V)  eine  Achse  des  verlangten  Kegel- 
schnittes sein  müsse. 

Verbinden  wir  weiters  den  gegebenen  Punkt  (P,  P )  mit  den 
Endpunkten  der  Rotationsachse  {AB,  A^B*),  so  sind  (nach  Satz  330) 
die  horizontalen  Durchstoßpunkte  (/j,  f\)  und  (/i,  f*^  der  beiden 
Geraden  {PA,  P' A')  und  {PB,  P'B')  die  Brennpunkte  des  zu  be- 
stimmenden Kegelschnittes,  welcher  nunmehr  durch  dieselben  und 
durch  die  Endpunkte  {a,  a')  und  (6,  fc')  der  großen  Achse  vollständig 
bestimmt  erscheint. 

Die  kleine  Achse  ist  auf  bekannte  elementare  Weise  zu  be- 
stimmen. Man  halbiert  nämlich  die  Strecke  a'6'  oder  f^f^,  um  den 
Mittelpunkt  0'  des  Kegelschnittes  (der  im  vorliegenden  Falle  eine 
Ellipse  ist)  zu  erhalten  und  durchschneidet  die  zu  a'b'  durch  0'  senk- 
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recht  gezogene  Gerade   mit   einem  Kreisbogen  vom  Radius  a'o*  aus 
einem  der  Punkte  f^  oder  f^  in  den  Punkten  c'  und  d'. 

§.  509. 

116,  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berülirungscurve  eines 
Eotationsellipsoides  mit  einem  demselben,  parallel  zu  einer  gegebenen 
Geraden  umschriebenen  Cylinders  zu  ermitteln. 

Erste  Methode.  Mit  Zuhilfenahme  einer  affinen 
Kugel. 

Ist  g  die  gegebene  Gerade,  so  wird  man,  um  möglichst  einfach 
zum  Ziele  zu  gelangen,  das  EUipsoid  {AB,  CD)  oder  S  affin  in  die 
dasselbe  längs  des  Äquatorialkreises  berührende  Kugel /Sq^^  transformieren. 
Dass  hierbei  gleichzeitig  auch  die  gegebene  Gerade  g  in  eine  Gerade 
g^  übergehe,  ist  mit  Zugrundelegung  des  Vorhergegangenen  selbst- 
verständlich. 

Dem  Cylinder,  welcher  dem  Ellipsoide  parallel  zu  g  umschrieben 
wird,  entspricht  jener  Cylinder,  welchen  man  der  affinen  Kugel  S^ 
parallel  zur  Geraden  g^  umschreiben  kann. 

Es  wird  folglich  auch  der  Ebene  der  Berührungscurve  des  ersteren 
die  Ebene  der  Berührungscurve  des  letzteren  entsprechen. 

Die  Ebene  E^hE^v  der  Berührungscurve  des  der  Kugel  parallel 
zur  Geraden  g^  umschriebenen  Cylinders  ist  um  so  leichter  zu  con- 
struieren,  als  bekannt  ist,  dass  die  besagte  Ebene  jene  sei,  welche 
durch  den  Kugelmittelpunkt  senkrecht  zur  Geraden  g^  geführt  werden 
kann.  Wird  nun  die  so  erhaltene  Ebene  E^E^h  affin  zurücktransfor- 
miert, so  findet  man  die  Ebene  E^  Eh  der  gesuchten  Berührungscurve, 
deren  Schnitt  mit  dem  Ellipsoide  auf  die  bereits  mehrfach  besprochene 
Weise  anstandslos  construiert  werden  kann. 

Zweite,  directe  Methode. 

Diese  Methode  bietet  den  Vortheil,  dass  mit  Zuhilfenahme  der- 
selben nicht  nur  die  Ebene  der  Berührungscurve  an  und  für  sich, 
sondern  auch  die  Achsen  der  letzteren  unmittelbar  bestimmbar  sind. 

Sei  (g,  g')  (Taf.  XX,  Fig.  130)  die  gegebene  Gerade.  Die  ver- 
langte Berührungscurve  ist,  wie  wir  wissen,  der  Ort  der  Berührungs- 
punkte aller  Berührungsebenen,  welche  parallel  zu  der  Geraden  (g^g') 
an  das  EUipsoid  gelegt  werden  können. 

Führen  wir  an  die  horizontale  Projection  jE"/  des  Äquatorial- 
kreises die  beiden  Tangenten  T^  und  T\  parallel  zur  Horizontalpro- 
jection  g*  der  gegebenen  Geraden.  Besagte  Tangenten,  welche  den 
Kreis  ^/  in  den  Punkten  c'  und  d^  berühren,    stellen    offenbar    die 
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Horizontaltracen  zweier  zur  Geraden  (g,g^)  parallelen  Berührebenen  des 
Ellipsoides  dar,  während  die  Punkte  c'  und  d^  die  Horizontalprojec- 
tionen  ihrer  auf  dem  Äquator  liegenden  Berührungspunkte  {c,  &)  und 
{d,  d')  repräsentieren. 

Die  genannten  Punkte  sind  bereits  zwei  der  gesuchten  Berührungs- 
€urve  angehörende  Punkte.  Nachdem  dieselben  aber  überdies  die 
Berührungspunkte  des  Ellipsoides  mit  zwei  zu  einander  parallelen 
Berührebenen  I^h  und  T\  sind-,  so  wird  deren  Verbindungsgerade 
einen  Durchmesser,  resp.  eine  Achse  des  Ellipsoides  und  mithin  auch 
eine  Achse  der  gesuchten  B  erührungscurve  d-arstellen. 

Die  zweite  Achse  der  Berührungscurve  ist  senkrecht  zu  ißd^  c'd*) 
und  muss,  da  (cd,  c'(^')  horizontal  ist,  in  der  zu  (c t^,  c' d^')  senkrechten 
Meridianebene  Ty,  des  Ellipsoides  liegen.  Da  diese  Meridianebene 
parallel  zur  Geraden  (g,  g*)  ist,  wird  man  an  den  in  derselben  liegenden 
Meridian  parallele  Tangenten  zu  der  Geraden  (^,  g*)  ziehen  können. 
Die  so  bestimmten  Berührungspunkte  (a,  a')  und  (5,  V)  dieser  Tan- 
geuten  gehören  sodann  gleichfalls  der  Berührungscurve  an  und  werden, 
wie  wir  sogleich  sehen  werden,  gleichzeitig  die  Endpunkte  der 
zweiten  Achse  der  Berührungscurve  darstellen. 

Die  in  der  Meridianebene  P/»  liegende  Meridianellipse  hat  zur 
Verticalprojection  eine  Ellipse,  deren  eine  Achse  die  Kotationsachse 
AB  und  deren  zweite  Achse  mn  die  Verticalprojection  des  in  der 
Ebene  P/,  liegenden  Äquatorialdurchmessers  {mn.m'n*)  ist. 

Es  wird  demnach  hinreichen,  an  diese  Verticalprojection,  mit 
Zuhilfenahme  des  über  AB  als  Durchmesser  beschriebenen  affinen 
Kreises  ÜT^,  die  zu  g  parallelen  Tangenten  ^j  und  ^^  zu  legen  und 
deren  Berührungspunkte  a  und  &  zu  construieren.  Die  Geraden  i^  und 
^2  repräsentieren  sodann  die  Verticalprojectionen  der  zu  [g^g*)  parallelen 
Tangenten  des  in  der  Ebene  P^  liegenden  Meridians,  während  a  und 
h  die  Verticalprojectionen  ihrer  Berührungspunkte  darstellen.  Die 
Horizontalprojectionen  a*  und  Z>'  erhält  man  unmittelbar  in  P^. 

Die  Gerade  {ah,  a*h*)  ist  ein  Durchmesser  der  Meridianellipse 
und  folglich  auch  ein  Durchmesser  des  Ellipsoides.  Die  Endpunkte 
(a,  a')  und  {b,  V)  derselben  gehören  der  Berührungscurve  an  und,  da 
{ah,  a'V)  zu  der  Achse  {cd^  & d')  der  Berührungscurve  senkrecht  ist, 
stellt  die  besagte  Gerade  selbst  die  zweite  Achse  derselben  dar.  Die 
Ebene  E^Tlk  der  Berührungscurve  lässt  sich  nunmehr  als  die  Ebene 
der  beiden  Geraden  ah  und  cd  leicht  construieren. 
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§.  510. 

147.  Aufgabe,  Es  ist  der  Schlagscliatten  eines  ßotationsellip- 
soides,  nnter  Voraussetzung  paralleler  Beleuclitung,  auf  die  horizon- 
tale Projectionsebene  zu  construieren,  oder  mit  anderen  Worten:  Es 
ist  die  Horizontaltrace  eines  dem  Rotations-EUipsoide  umschriebenen 
Cylinders  zu  ermitteln. 

Die  Kichtung  der  Cylindererzeugenden  sei  {g,  g')  (Taf.  XX^ 
Fig.  131). 

Der  Schnitt  des  dem  EUipsoide  umschriebenen  Cylinders  mit  der 
horizontalen  Projectionsebene  kann  auf  zweifache  Weise  erzeugt  gedacht 
werden  und  zwar  das  einemal  als  Ort  der  Durchstoßpunkte  aller  zur 
Geraden  {g^  g')  parallelen  Tangenten  des  EUipsoides ,  das  anderemal 
dagegen  als  Enveloppe  der  horizontalen  Tracen  aller  zur  Geraden  {g,g') 
parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides. 

Führt  man  demnach  an  die  Horizontalprojection  K^*  des  Äqua- 
torialkreises zwei  zu  ^'  parallele  Tangenten  T^  und  T\,  welche 
diesen  Kreis  beziehungsweise  in  &  und  d*  berühren  mögen,  so  reprä- 
sentieren dieselben  die  Horizontaltracen  zweier  horizontal-projicierenden, 
zur  Geraden  (^,  g')  parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides  und 
mithin  gleichzeitig  zwei  parallele  Tangenten  desjenigen  Kegelschnittes 
Zsy  in  welchem  der  dem  EUipsoid,  parallel  zur  Geraden  (g,  g^)^  um- 
schriebene Cylinder  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet, 

Führen  wir  ferner  durch  die  beiden  Scheitel  (4,  A^)  und  (B,  B') 
des  EUipsoides  Parallele  zu  der  Geraden  {g^  g%  so  treffen  diese  die 
horizontale  Projectionsebene  in  zwei  Punkten  /i  und  f^^  welche  (nach 
Satz  330)  die  Brennpunkte  des  gesuchten  Kegelschnittes  27^  dar- 
steUen. 

Die  Gerade  /j  /^  ist  somit  die  Richtung  der  einen  Achse  des 
Kegelschnittes  und,  da  f^f^  zu  den  Kegelschnittstangenten  T\  und 
T^A  parallel  läuft,  so  stellt  der  Abstand  dieser  letzteren  bereits  die 
Länge  der  kleinen  Achse  dieses  Kegelschnittes  Es  dar. 

Die  kleine  Achse  Csds  selbst  wird  der  Lage  nach  erhalten,  wenn 
man  im  Mittelpunkte  Os  der  Strecke  /j/Jj  (Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes Hs)  eine  Senkrechte  zu  /)  f^  zieht  und  sie  von  den  Tangenten 
T^h  und  T^h  begrenzen  lässt.  Die  große  Achse  ashs  ergibt  sich  auf 
bekanntem  elementaren  Wege. 

Die  vorstehende  Aufgabe  lässt  sich  auch  zu  einer  eleganten 
Lösung  des  folgenden  Problemes  verwenden,  welches  bereits  früher, 
jedoch  auf  anderem  WQgQ  (Aufgabe  143)  durchgeführt   wurde. 
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§.  511. 

148.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  sollen  an  ein  Rota- 
tionsellipsoid Berührebenen  gelegt  werden. 

Die  gegebene  Gerade  sei  durch  ihre  Projectionen  g  und  g' 
(Tai  XX,  Fig.  132)  gegeben. 

Denken  wir  uns  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden  {g,  g*)  dem 
Ellipsoide  einen  Cylinder  umschrieben,  so  werden  die  durch  diese 
Gerade  {g,  g')  gehenden  Berührebenen  des  Cjlinders  gleichzeitig  auch 
die  gesuchten  Berührebenen  des  EUipsoides  sein. 

Die  Horizontaltracen  dieser  Berührebenen  müssen  sodann  aber 
nothwendig  diejenigen  Tangenten  der  Horizontalspur  Es  des  parallel 
2^u  (^,  ^0  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Cylinders  sein,  welche  gleich- 
zeitig durch  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  W  der  gegebenen  Geraden 
gehen. 

Bestimmen  wir  demnach  die  Brennpunkte  f^  und  fo  der  Horizontal- 
spur Zls  des  genannten  Cylinders,  sowie  auch  die  große  und  die  kleine 
Achse  a^fcs  resp.  Csd»  derselben,  so  wird  man  nichts  anderes  zu  thun 
haben,  als  durch  h'  an  die  Ellipse  (a^fes,  Csds)  die  Tangenten  zu  ziehen, 
um  durch  diese  letzteren  bereits  die  [Horizontaltracen  der  gesuchten 
Ebenen  zu  erhalten. 

Dieser  Forderung  dürfte  folgendermaßen  wohl  am  einfachsten 
entsprochen  werden. 

Man  beschreibt  einen  der  Ellipse  Es  concentrischen  Kreis  K^^ 
dessen  Eadius  der  großen  Halbachse  der  Ellipse  gleich  ist.  Ferner 
verzeichne  man  einen  Kreis  K^  über  der  Geraden  h'f^  als  Durch- 
messer.- Diese  beiden  Kreise  K^  und  K^  schneiden  sich  in  zwei 
Punkten  a  und  j3,  welche  mit  7^'  verbunden,  bereits  die  gesuchten 
Tangenten  E^h  und  E\  d.  i.  die  Horizontaltracen  der  zu  construierenden 
Berührebenen  ergeben. 

Letzteres  folgt  aus  dem  bekannten  Satze,  dass  die  Fußpunkte 
aß  der  von  einem  Brennpunkte  f^  auf  die  Ellipsentangenten  gefällten 
Perpendikel  auf  dem  Kreise  K^  liegen  müssen. 

§.  512. 

Wir  wollen  nun  darauf  übergehen,  einige  Probleme  zu  lösen, 
welche  verschiedene  Anwendungen  der  bisher  durchgeführten  Construc- 
tionsaufgaben  in  sich  schließen. 

149.  Aufgabe.  Es  sind  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  in  einer 
derartigen  Lage  gegeben,  dass  die  imaginäre  Achse  der  letzteren  in 
eine   Achse   der  ersteren  fällt;    es  sind  durch  directe  Construction 
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(d.  h.  ohne  jedwede  Curvenzeichnung)  die  gemeinscliaftliclien  Punkte 
beider  Kegelschnitte  zu  finden. 

Seien  (AB,  CD)  (Taf.  XXI,  Fig.  133)  die  Achsen  der  gegebenen 
Ellipse  JB.  Die  imaginäre  Achse  der  gleichfalls  gegebenen  Hyperbel 
H  falle ,  der  Lage  nach ,  mit  der  Achse  Ä  B  der  Ellipse  zusammen. 
Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  H  sei  M^  die  reelle  Achse  derselben 
sei  cd  und  eine  Asymptote  g. 

Denken  wir  uns  die  gemeinsame  Achse  A  B  als  Kotationsachse 
angenommen,  so  wird  bei  der  Drehung  von  E  und  R  Mm  AB,  die 
Ellipse  E  ein  Kotationsellipsoid  und  die  Hyperbel  H  ein  einfaches 
windschiefes  Eotationshyperboloid  beschreiben,  während  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  beider  Curven  gemeinschaftliche  Parallelkreise 
beider  Eotationsflächen  durchlaufen.  Der  Äquatorialkreis  des  EUipsoides 
und  der  Kehlkreis  des  Eotationshyperboloides  besitzen  concentrische 
horizontale  Projectionen  K\  und  X'^,  deren  Radien  beziehungsweise 
den  Halbachsen  CO  und  cM  gleich  sind. 

Ziehen  wir  an  die  horizontale  Projection  K\  des  Kehlkreises  eine 
zur  Grundlinie  parallele  Gerade  g',  so  stellt  diese  bekanntlich  die 
horizontale  Projection  einer  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Erzeugenden  des  Eotationshyperboloides  dar,  deren  Verticalprojection 
mit  der  Asymptote  g  der  gegebenen  Hyperbel  zusammenfällt. 

Bestimmen  wir  die  Schnittpunkte  dieser  Erzeugenden  mit  dem 
Eotationsellipsoide  und  legen  wir  zu  diesem  Behufe  durch  die  Gerade 
{g,g')  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  6/^,  so  schneidet 
diese  das  Eotationsellipsoid  in  einer  Ellipse,  welche  mit  der  Haupt- 
meridianellipse AB  C D  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Die  eine 
Achse  dieser  Ellipse  ist  durch  das  Sehnenstück  y'  d'  der  Geraden  g' 
auf  dem  Äquatorialkreise  K\  dargestellt.  Die  verticale  Projection 
dieser  Schnittellipse  ist,  wie  bereits  angedeutet,  mit  der  Hauptmeri- 
dianellipse AB  CD  ähnlich  und  concentrisch,  und  entspricht  derselben 
eine  der  vorgenannten  Sehne  gleiche  Achse  yö. 

Auf  Grund  dieser  Daten  lassen  sich  nunmehr  auch  die  Endpunkte 
a  und  ß  der  anderen  Achse  vermittelst  der  ähnlichen  Dreiecke  AOC, 
aOy  und  BOG,  ßOy  leicht  construieren. 

Die  Schnittpunkte  P^  und  (Pq)  der  Ellipse  (a  ß,  y  8)  mit  der 
Geraden  g  sind  die  Verticalprojectionen  der  Schnittpunkte  des  Ellip- 
soides  mit  der  Geraden  {g,  g')  und  werden  auf  bekannte  Weise  ver- 
mittelst des  über  a  ß  als  Durchmesser  beschriebenen  affinen  Kreises  K^ 
construieri  Die  Horizontalprojectionen  besagter  Schnittpunkte  ergeben 
sich  unmittelbar  auf  g'  in  P'^  und  (P'q). 
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Die  Punkte  (Po,  P'o)  und  [(P„),  (P'o)]  gehören  beiden  Flächen 
gleichzeitig  an,  sind  daher  auch  Punkte  der  beiden  Parallelkreise 
(Z4,  Z'J  und  (J^a,  Ä'3),  längs  welchen  sich  die  beiden  Rotations- 
flächen schneiden«  Die  gemeinschaftlichen  Sehnen  P<i{P^)  und  P^  (PJ 
der  beiden  Kegelschnitte  können  somit  direct  bestimmt  werden.  Die 
Endpunkte  derselben  gehören  selbstverständlich  den  Meridianen  E  und 
.ff  an,  stellen  mithin  die  verlangten  Schnittpunkte  der  Ellipse  E  mit 
der  Hyperbel  H  dan 

Auf  demselben  Principe  beruhend,  kann  auch  das  nachstehende 
Problem  gelöst  werden. 

§.  513. 

150,  Aufgabe.  Eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  sind  gegeben; 
die  imaginäre  Achse  der  Hyperbel  und  die  eine  Achse  der  Ellipse 
liegen  in  einer  und  derselben  Geraden;  durch  directe  Construction 
(d.  h.  ohne  Curvenzeichnung)  sind  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  beiden  Kegelschnitte  zu  bestimmen. 

Obwohl  die  constructive  Durchführung  des  gestellten  Problems 
an  dieser  Stelle  überflüssig  erscheinen  dürfte,  so  wollen  wir  denn 
doch  zum  besseren  Verständnis  der  Lösung  von  einer  Skizze  Gebrauch 
machen. 

Es  sei  E  (Taf.  XXI,  Fig.  134)  die  gegebene  Ellipse  und  H  die 
gegebene  Hyperbel,  deren  imaginäre  Achse  mit  der  großen  Achse  der 
Ellipse  E  zusammenfallen  möge. 

Denken  wir  uns  an  die  beiden  Curven  die  gemeinschaftliche 
Tangente  T  gezogen. 

Betrachten  wir  ferner  die  gemeinschaftliche  Achse  Z  der  beiden 
Curven  E  und  //  als  Eotationsachse,  so  wird  bei  der  Drehung  um 
dieselbe  die  Ellipse  E  ein  ßotations-Ellipsoid  und  die  Hyperbel  H  ein 
windschiefes  Rotations-Hyperboloid  erzeugen. 

Die  beiden  gegebenen  Curven  E  und  H  können  gleichzeitig  als 
Hauptmeridiane  der  beiden  Rotationsflächen  aufgefasst  werden. 

Die  gemeinschaftliche  Tangente  T  von  E  und  H  kann  ohne 
weiters  als  die  Verticaltrace  einer  vertical-projicier enden,  beiden  Flächen 
gemeinsamen  Berührebene  angesehen  werden.  Die  besagte  Ebene 
muss  sodann  ebenso  wie  jede  andere  Berührebene  eines  windschiefen 
Hyperboloides  eine  (eigentlich  zwei  verschiedenen  Systemen  angehörende) 
Erzeugende  enthalten. 

Denken  wir  uns  nun  auch  diese  Ebene  sammt  der  letztgenannten 
Erzeugenden  um  Z  gedreht,  so  wird  die  Ebene  einen  die  beiden  Ro- 
tationsflächen gemeinschaftlich  berührenden  Rotatiouskegel  beschreiben^ 
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während  die  Erzeugende  nach  und  nach  alle  möglichen  Lagen  auf  dem 
Eotations-Hyperboloide  annehmen  wird. 

Denken  wir  uns  daher  durch  eine  beliebige  Erzeugende  des  Ko- 
tations-Hyperboloides  (nach  der  einen  oder  der  anderen  in  der  Aufgabe 
143  entwickelten  Methode)  an  das  ßotations-EUipsoid  eine  Berührebene 
gelegt,  so  wird  dieselbe  nothwendig  dem  vorgenannten  Kegel  (oder 
einem  zweiten  ebenfalls  ganz  bestimmten  Kegel)  als  Tangentialebene 
^gehören  und  überdies  auch  eine  Berührebene  des  ßotationshyper- 
boloides  darstellen. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  diese  Ebene  durch  Drehung  um  die 
Achse  Z  in  eine  vertical-projicierende  Lage  gebracht  worden  wäre,  so 
wird  deren  Verticaltrace  sowohl  die  Contour  JE,  als  auch  die  Contour 
jff  der  beiden  Eotationsflächen  berühren  und  mithin  eine  der  ge- 
suchten gemeinschaftlichen  Tangenten  repräsentieren.  Eine  zweite  Lage 
ist  in  Bezug  auf  Z  zu  dieser  Tangente  symmetrisch.  Ebenso  ergeben 
sich  durch  Benützung  der  zweiten  Tangentialebene  des  Ellipsoides, 
welche  durch  die  gewählte  Erzeugende  des  Hyperboloides  gelegt  werden 
kann,  zwei  weitere  gegen  Z  symmetrische  Lagen. 

Eine  Eeihe  anderer  xlufgaben,  die  sich  hier  anschließen  lassen, 
besteht  in  der  Bestimmung  von  Eotationsflächen,  welche  durch  Punkte, 
Tangentialebenen  oder  durch  andere  besondere  Bedingungen  gegeben  sind. 

§.  514. 

161.  Aufgabe.  Es  ist  die  Eotationsachse  eines  Rotationsellip- 
soides  und  ein  Punkt  auf  der  Fläche  gegeben,  man  soll  die  Haupt- 
meridianellipse construieren,  d.  i.  deren  zweite  Achse  bestimmen. 

Die  gegebene,  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehende 
Eotationsachse  sei  [A.B,A*B')  (Taf.  XXI,  Eig.  135);  (P,B')  sei  der 
gegebene  Punkt. 

Den  vorliegenden  Bestimmungsstücken  gemäß,  repräsentiert  die 
Eotationsachse  gleichzeitig  auch  eine  Achse  der  Hauptmeridianellipse  -EJ. 
Denken  wir  uns  den  gegebeneu  Punkt  (P,  P')  um  i^AB.A'B*)  so  lange 
gedreht,  bis  derselbe  in  die  Ebene  ^u  des  Hauptmeridians  jE  gelangt, 
so  stellt  in  dieser  Lage  dessen  Verticalprojection  Pj  einen  Punkt  der 
gesuchten  Meridianellipse  B  dar.  Die  zweite  (kleine)  Achse  der  letz- 
teren kann  folgendermaßen  bestimmt  werden. 

Beschreiben  wir  zunächst  über  der  Eotationsachse  AB  als  Durch- 
messer den  Kreis  K^  und  betrachten  wir  denselben  als  affin  mit  der 
Ellipse  ABP^,  so  entspricht  dem  Punkte  Pj  der  Punkt  P^,  in  welchem 
der   affine  Kreis  K^  von  der  durch  P,  senkrecht  zu  AB  gezogenen 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  JII.  3I 
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Geraden  geschnitten  wird.  Ziehen  wir  ferner  durch  den  Mittelpunkt  0 
von  AB  iie  zu  AB  senkrechte  Gerade  ODq,  so  stellt  diese  die  Lage 
der  zu  bestimmenden  Achse  dar.  Der  Schnittpunkt  Dq  mit  dem 
Kreise  Kq  entspricht  affin  dem  einen  Endpunkte  D  dieser  Achse  und 
kann  der  letztere  somit  anstandslos  construiert  werden.  Führt  man 
nämlich  die  Gerade  Po^o^  welche  ^^  in  ^  trifft,  so  entspricht  der- 
selben affin  die  Gerade  öP^.  Dort  wo  P^ö  die  Gerade  OD^  schneidet 
erhält  man  bereits  den  gesuchten  Achsenendpnnkt  D. 

Beschreibt  man  endlich  noch  aus  der  Horizont alprojection  0'  des 
Mittelpunktes  (0,  0')  einen  Kreis  K\  mit  einem  der  Halbachse  OD 
gleichen  Radius,  so  stellt  dieser  den  Äquatorialkreis  K\  des  Ellip- 
soides  dar. 

§.  515. 

152.  Aufgabe,  Die  Rotationsachse  eines  Rotationsellipsoides 
ist  der  Länge  und  Lage  nach,  so  wie  ferner  eine  Tangentialebene 
desselben  gegeben;  es  ist  der  Äquatorialkreis  der  Größe  und  Lage 
nach  zu  bestimmen. 

Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  senkrecht  zu  der 
gegebenen  Rotationsachse.  Dieser  Voraussetzung  gemäß  erscheint  die 
letztere  als  die  horizontal-projicierende  Gerade  (AB^A^B')  (Taf.  XXI, 
Fig.  136)  dargestellt.  Die  gegebene  Tangentialebene  T  des  Ellipsoides 
besitze  unter  den  obwaltenden  Verhältnissen  die  Tracen   T,,  und   Th. 

Drehen  wir  diese  Ebene  T  so  lange  um  die  Rotationsachse  (AB, 
A^B^)j  bis  dieselbe  in  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrechte 
Lage  toh  gelangt,  so  wird  die  Verticaltrace  t^,  der  obbezeichneten 
Ebene  gleichzeitig  eine  Tangente  an  die  verticale  Contour  des  Ellip- 
soides, d.  i.  eine  Tangente  der  gesuchten  Hauptmeridianellipse  sein. 
Es  handelt  sich  somit  bloß  um  die  Construction  der  zw^eiten  Achse 
CD  einer  Ellipse,  von  welcher  bereits  eine  Achse  AB  und  eine  Tan- 
gente t„  als  bekannt  vorliegt. 

Diese  Construction  kann  vermittelst  des  über  A  B  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  K^  durchgeführt  werden. 

Schneidet  die  Tangente  U  die  Affinitätsachse  AB  \m  Punkte  <?, 
so  ist  die  Tangente  ^^  des  Kreises  K^,  welche  durch  diesen  Punkt 
geht,  die  der  Geraden  4  entsprechende  Gerade.  Fällt  man  von  dem 
Berührungspunkte  p^^  des  Kreises  Kq  mit  der  Tangente  t^  eine  Senk- 
rechte auf  die  Affinitätsachse  JL  jB  ,  so  trifft  dieselbe  die  Tangente  t„ 
in  den  dem  Punkte  p^  entsprechenden  Punkt  p.  Dieser  letztere  ist 
bereits  der  Berührungspunkt  der  Tangente  f^  mit  der  zu  bestimmenden 
Hauptmeridian-Ellipse  E. 
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Errichten  wir  endlich  im  Mittelpunkte  0  der  Strecke  AB  auf 
die  gegebene  Achse  AB  eine  Senkrechte  OD^,  so  repräsentiert  diese 
die  Lage  der  zweiten  Achse  der  Meridianellipse.  Dieselbe  Gerade  ODq 
schneidet  den  Kreis  K^  in  dem  Punkte  Dg,  welchem  affin  ein  End- 
punkt D  der  gesuchten  zweiten  Achse  entsprechen  wird.  Behufs  Be- 
stimmung des  Punktes  D  führen  wir  die  Gerade  p^  Dq,  welche  die 
Affinitätsachse  A  B  in  d  trifft,  und  bestimmen  die  ihr  entsprechende 
Gerade  pd^  welche  ODf^  bereits  in  dem  gesuchten  Punkte  D  schneidet. 
Macht  man  endlich  0  G  =  0  D^  so  ist  C D  die  gesuchte  zweite 
Ac  hse. 

Der  aus  dem  Mittelpunkte  0'  mit  dem  Eadius  E  ~  OD  be- 
schriebene Kreis  K\  stellt  sodann  die  Horizontalprojection  des  gesuchten 
Äquatorialkreises  {K^K\)  dar. 

§.  516. 

153,  Aufgabe.  Von  einem  Rotationsellipsoide  sind  die  Rota- 
tionsachse der  Lage  (nicht  auch  der  Länge)  nach,  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  in  dieser  Achse  und  zwei  auf  der  Fläche  liegende  Punkte 
gegeben;  es  ist  die  Größe  der  Rotationsachse  und  jene  des  Äqua- 
torialkreises zu  bestimmen. 

Wählen  wir  wieder  die  horizontale  Projectionsebene  senkrecht  zu 
der  Rotationsachse  (durch  geeignete  Transformation  stets  zu  erreichen), 
so  wird  sich  die  letztere  als  die  horizontal-projicierende  Gerade  {Z,  Z') 
(Taf,  XXI,  Fig.  137)  darstellen.  Der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  sei 
(0,  0');  die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  durch  (a,  a')  und  (&,?>') 
bestimmt. 

Vor  allem  ist  diesfalls  ersichtlich,  dass  die  Gerade  Z  die  eine 
und  die  Gerade  Y,  welche  in  0  senkrecht  auf  Z  gezogen  wird,  die 
zweite  Achse  der  Hauptmeridianellipse  der  Lage  nach  repräsentieren 
werden. 

Denken  wir  uns  weiters  die  beiden  Punkte  {a,a')  und  (b,h^)  um 
{Z,  Z)  so  lange  gedreht,  bis  dieselben  in  die  Hauptmeridianebene, 
d.  i.  in  die  durch  (Z,  Z')  zur  verticalen  Projectionsebene  parallel 
gelegte  Ebene  rjh  gelangen,  so  stellen  dieselben  in  dieser  Lage  (a^,  a'^) 
und  (feo^^'o)  bereits  zwei  Punkte  der  Hauptmeridian-Ellipse  dar. 

Wie  nunmehr  unschwer  einzusehen,  wird  es  sich  bloß  darum 
handeln,  die  Achsenlängen  einer  Ellipse  E  zu  finden,  von 
welcher  die  Lagen  der  Achsen  (Z  und  F),  sowie  zwei  Punkte  % 
und  Iq  bekannt  sind.  Diese  Aufgabe  wurde  aber  bereits  früher  ge- 
löst und  können  wir  daher  anstandslos  auf  die  dort  (Aufgabe  100, 
Band  I)  gegebene  Construction  verweisen. 

31* 
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Beschreiben  wir  schließlich  aus  dem  Punkte  0'  einen  Kreis  K\ 
mit  dem  Kadius  Bz=zO  C=  OD^  so  repräsentiert  dieser  die  Horizontal- 
projection  des  gesuchten  Äquatorialkreises. 

§.  517. 

154,  Aufgabe.  Ein  bifocales  EUipsoid  ist  durch  vier  Tangential- 
ebenen und  einen  Brennpunkt  gegeben;  die  Rotationsachse  und  der 
Äquator  sind  zu  construieren. 

Die  vier  Tangentialebenen  seien  t^,  t^,  t^,  t^  und  -F,  sei  der  gegebene 
Brennpunkt.  Fällt  man  von  F^  auf  diese  vier  Ebenen  die  betreffenden 
Perpendikel  F^a^,  F^  a^,  F^a^  und  F^a^,  so  liegen  (nach  Satz  323) 
die  Pußpunkte  a^,  a^,  a^,  a^  derselben  auf  einer  mit  dem  Ellipsoide 
concentrischen  Kugel,  deren  Eadius  die  grosse  Halbachse  der  Meridian- 
ellipse ist. 

Man  hat  also  zunächst  den  Mittelpunkt  0  der  durch  die  vier 
Punkte  aj,  a^^  »3,  a^  gehenden  Kugel  zu  ermitteln,  um  durch  den- 
selben gleichzeitig  auch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoides  dargestellt  zu 
erhalten.  Die  Verbindungsgerade  OF^  bestimmt  sodann  die  Rotations- 
achse. Auf  derselben  erhält  man  den  zweiten  Brennpunkt  F^^  indem 
man  einfach  OFq  =  OFi  macht. 

Nun  lässt  sich  ebenso  leicht  auch  die  Länge  der  großen  und  der 
kleinen  Achse  der  Meridianellipse  feststellen. 

Zunächst  wissen  wir  nämlich ,  dass  der  Berührungspunkt  einer 
Tangentialebene,  beispielsweise  der  Berührungspunkt  p,  von  t^,  der 
Glanzpunkt  dieser  Ebene  für  die  beiden  Brennpunkte  F^  und 
jPg  ist.  Verlängert  man  daher  das  Perpendikel  F^  a^  und  trägt  die 
Strecke  F^  a^  nochmals  von  a^  bis  a^  auf,  so  wird  die  Gerade  F^a^ 
die  Ebene  t^  in  dem  Glanzpunkte  p^  von  F^  und  F^^  d.  h.  in  dem 
Berührungspunkte  schneiden. 

Die  Summe  der  Leitstrahlen  F^p^'\-F^p^=^F^ay  gibt  nunmehr 
die  Länge  der  Rotationsachse  AB  an.  Aus  der  letzteren  und  aus 
der  Distanz  der  Brennpunkte  J?\  und  F^  bestimmt  man  sodann  die 
kleine  Achse  CD  der  Meridianellipse,  oder  was  dasselbe  ist,  den 
Durchmesser  des  Äquatorialkreises. 

§.  518. 

155.  Aufgäbe.  Ein  bifocales  Rotationsellipsoid  ist  durch  einen 
Brennpunkt,  zwei  Tangentialebenen  und  den  Berührungspunkt  der 
einen  dieser  beiden  Ebenen  gegeben;  es  ist  die  Rotationsachse  und 
der  Äquatorialkreis  zu  construieren. 
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Der  gegebene  Brennpunkt  sei  JPj,  die  beiden  Tangentialebenen 
seien  t^  und  t^  und  der  Berührungspunkt  von  t^  werde  durch  _Pj 
(Taf.  XXI,  Fig.  138)  dargestellt. 

Fällen  wir  zunächst  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  die 
Senkrechte  F^  a^  auf  die  Berührebene  t^  und  tragen  wir  auf  derselben 
von  dem  Fußpunkt  a,  die  Strecke  F^  a^  nochmals  bis  a^  auf,  so  dass 
die  beiden  Punkte  F^  und  «j  eine  gegen  die  Ebene  t^  symmetrische 
Lage  annehmen.  Verbindet  man  nun  sowohl  F^  als  auch  a-^  mit  dem 
gegebenen  Berührungspunkte  p^ ,  so  liegen  diese  beiden  Geraden  in 
einer  und  derselben  zu  t^  senkrechten  Ebene  und  schließen  mit  ^j  die 
einander  gleichen  Winkel  F^p^a^  und  a^p^a^  ein.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Gerade  cx^p^  durch  den  zweiten  noch  unbekannten  Brenn- 
punkt F(^  gehen  müsse. 

Fällen  wir  weiters  auf  die  zweite  der  gegebenen  Tangential- 
ebenen t^  des  Ellipsoides,  vom  Brennpunkte  F^  die  Senkrechte  F^ao, 
und  tragen  wir  die  Strecke  F^  a^  von  ihrem  Fußpunkte  a,,  nochmals 
nach  «2  auf,  so  dass  F^  und  a^  symmetrisch  gegen  die  Ebene  ^2  liegen. 

Stellen  wir  uns  vor,  wir  hätten  den  zweiten  Brennpunkt  F^^,  der, 
wie  wir  vorher  zeigten,  auf  der  Geraden  cc^p^  liegen  muss,  bereits 
gefunden.  Denken  wir  uns  ferner  den  Punkt  F^  mit  dem  Punkte  cc^ 
verbunden,  so  wird  diese  Verbindungsgerade  F^a^  die  Ebene  fo  in 
deren  Berührungspunkte  po  treffen  müssen. 

Dies  vorausgesetzt ,  wird  einerseits ,  da  F^  p^  =  p^  a^  ist, 
F^p^  +  jFqjP,  =  F^a^  gleich  der  Länge  der  Eotationsachse ,  und 
ebenso  wird  andererseits,  da  F^p^^=  a^p^v  ist,  -F, po  +  Fopo'=FoCc„ 
wieder  der  Eotationsachse  gleich  sein. 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir,  dass  das  Dreieck  a,  ß^o-Fo  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  sei.  Aus  diesem  einfachen  Resultate  folgt 
weiters  unmittelbar  die  Construction  des  Brennpunktes  F^.  Man  hat 
nämlich  nichts  anderes  zu  thun,  als  durch  den  Mittelpunkt  der  Strecke 
a^  a^  eine  senkrechte  Ebene  auf  die  besagte  Gerade  0;,  a^  zu  legen  und 
den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  a^  p^  aufzusuchen,  um  im 
Schnittpunkte  beider  den  verlangten  Brennpunkt  F^  zu  erhalten. 

Die  Verbindungsgerade  F^F^  repräsentiert  sodann  die  Lage  der 
Eotationsachse.  Die  Länge  derselben  ist  auf  Grund  des  oben 
Gesagten  gleich  der  Strecke  F^a^=F„a^,  Halbiert  man  jPj-Fq,  so 
ist  der  Halbierungspunkt  0  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides. 
Trägt  man  auf  F^  Foy  von  0  aus,  zu  beiden  Seiten  die  Strecke 
0A=:  OB  —  \Foa^  auf,  so  erhält  man  die  Endpunkte  A  und  B 
der  Eotationsachse.  Die  kleine  Achse  der  Meridianellipse  oder 
was    dasselbe   ist,   der  Durchmesser  des  Äquatorialkreises  kann,   wie 


486 

bereits  mehrfach  erwähnt,  construiert  werden.  Schließlich  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  der  Schnittpunkt  p^  von  F^a^  mit  ^o,  gleichzeitig  den 
Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit  dem  Eilipsoide  darstelle. 

§.  519. 

156,  Aufgabe.  Ein  bifocales  Rotationsellipsoid  ist  durch  einen 
Brennpunkt,  durch  zwei  Punkte  der  Fläche  und  die  Tangentialebene 
in  einem  dieser  Punkte  gegeben;  es  ist  die  Rotationsachse  und  der 
Äquator  zu  bestimmen. 

Sei  F^  (Taf.  XXI,  Fig.  139)  der  gegebene  Brennpunkt,  Py^  und 
p^  seien  die  beiden  gegebenen  Punkte  des  Ellipsoides;  ferner  sei  t^ 
die  Berührebene  im  Punkte  p^, 

Fällen  wir  von  JF\  die  Senkrechte  F^  a^  auf  die  Tangential- 
ebene t^^  und  bestimmen  wir  den  zu  Pj  symmetrischen  Punkt  o:^  auf 
derselben ,  indem  a^  «^  =  a^  F^  gemacht  wird ,  so  muss  auf  der  Ge- 
raden cc^p^  der  zweite  Brennpunkt  F^  des  Ellipsoides  in  einer  Ent- 
fernung von  «1  liegen,  welche  der  Länge  der  Rotationsachse  gleich 
kommt. 

Verbinden  wir  ferner  den  zweiten  gegebenen  Punkt  p^  mit  dem 
gegebenen  Brennpunkte  J?^,  und  denken  wir  denselben  auch  still- 
schweigend mit  dem  zu  suchenden  Brennpunkte  F^  verbunden,  so 
wird  offenbar  jP,i?,^  +  -^IzÄ  die  Länge  der  Rotationsachse  bestimmen. 

Es  kömmt  somit  bloß  darauf  an,   einen  Punkt  F^  auf  der  Ge- 
raden ßji?,  derart  zu  construieren ,   dass  F^a^  =i  F^p^  -\-  F^p^  wird. 
Dies  dürfte  wohl  am  einfachsten   in  folgender  Weise  erreicht  werden. 
Aus  der  Beziehung  Focc^  =  F^^p^  +  F^p^  folgt  sofort,  dass: 
Fop^=-F^a,  —  F,p^, 

Denkt  man  sich  daher  die  Strecke  F^p^  auf  der  Geraden  a^p^^ 
vom  Punkte  a^  aus,  nach  ;r,  aufgetragen,  so,  dass  a^^jt^  =  F^Pq  ist, 
so  wird  die  zu  suchende  Strecke  -Fa^,  offenbar  gleich  F^a^  —  F^p^^ 
also  auch  gleich  F^^p»  sein.  Dies  Ergebnis  sagt  aus,  dass  der  zu 
bestimmende  Punkt  Fo  von  den  bekannten  Punkten  po  und  7t^  gleich 
weit  entfernt  sein  solle. 

Um  demnach  den  Punkt  F^  constructiv  festzustellen,  hat  man 
die  Gerade  a^p^  mit  jener  Ebene  zum  Schnitte  zu  bringen,  welche 
im  Halbierungspunkte  der  Strecke  p^Tt^  auf  diese  letztere  senkrecht 
geführt  wird. 

Die  Verbindungsgerade  JPj  jFo  stellt  sodann  die  Lage  der  Rota- 
tionsachse dar,  während  die  Länge  der  Rotationsachse  durch  die 
Strecke  JP«  «^    bestimmt  wird.    Halbiert   man   F^  F^ ,    so    liefert    der 
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Halbierpunkt  0  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides,  und  trägt  man 
auf  jPji^2  von  0  aus  die  Strecken  OA  =  OB  =  \F^a^  auf,  so  erhält 
man  in  A  und  B  die  Endpunkte  der  Eotationsachse.  Der 
Äquator  ist  auf  bekannte  Weise  zu  construieren. 

%.  520. 

:167.  Aufgabe,  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durcli  einen  Brenn- 
punkt, zwei  Tangentialebenen  und  zwei  Punkte  gegeben:  es  ist  der 
zweite  Brennpunkt  zu  construieren. 

Gleich  von  vorneherein  sei  bemerkt,  dass,  wenn  der  zweite  Brenn- 
punkt gefunden  ist,  sich  auch  die  Rotationsachse  und  der  Äquatorial- 
kreis mit  Leichtigkeit  ergeben  wird.  Sei  also  F^  der  gegebene  Brenn- 
punkt; seien  ferner  j?,  und  ^2  die  gegebenen  Punkte  und  t^,t^  die 
beiden  gegebenen  Taugentialebenen. 

Fällt  man  von  dem  Brennpunkte  F^  eine  Senkrechte  F^  a^  auf 
die  Tangentialebene  t^  und  trägt  auf  deren  Verlängerung  die  Strecke 
F^  a^  nochmals  bis  a,  auf,  so  zwar,  dass  a^  und  jF\  symmetrisch 
gegen  die  Ebene  t^  liegen;  bestimmt  man  ferner  in  übereinstimmender 
Weise  den  Punkt  «2?  welcher  mit  F^  symmetrisch  gegen  die  zweite 
Tangentialebene  ^2  ü^g^;  denken  wir  uns  weiters  die  beiden  gegebenen 
Punkte  p^  und  p^  mit  dem  gegebenen  Brennpunkte  -F,  verbunden  und 
stellen  wir  uns  endlich  vor,  es  sei  F^^  als  der  zweite  Brennpunkt, 
bereits  gefunden,  so  muss  FQa^  =  Focc^  gleich  der  Länge  der 
Rotationsachse  sein.    Ebenso  wird  aber  auch 

F2P1  +  F,p^=  F,po  +  F^p, 
dieser  Rotationsachse  gleich  sein  müssen. 

Denken  wir  uns  demgemäß  die  Geraden  jPg^^i  und  F^Po  gezogen, 
und  auf  denselben  die  Strecken  p^^r^  und  ^2%  beziehungsweise  gleich 
FiPi  und  FiPq  aufgetragen,  so  werden  F^7C^  und  F^7t„  wieder  der 
Länge  der  Rotationsachse  gleich  sein.  Hiernach  gelangt  man  zu  dem 
Resultate,  dass:    F^a,  =  F^a^  =  F^tc^  ==  F^tt^    sei. 

Denken  wir  uns  also  jetzt  eine  Kugel  S  aus  dem  Mittelpunkte  F^ 
beschrieben,  welche  durch  die  vier  Punkte  «j ,  a^,  jr,  und  tz^  geht, 
und  somit  die  Länge  der  Rotationsachse  des  Ellipsoides  als  Radius 
hat,  so  wird  diese  Kugel  ß  offenbar  jene  beiden  anderen  Kugeln  aSj 
und  So,  welche  beziehungsweise  aus  den  Mittelpunkten  p^  und  p^ 
durch  den  gegebenen  Brennpunkt  F^  gelegt  werden,  in  7t^  und  Ttc^ 
berühren. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  die  nachstehende  Construction 
für  den  zweiten  Brennpunkt  i^2-    ^^^  construiert,   wie  eingangs   an- 
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gegeben  wurde,  die  Punkte  cc^  und  0:2,  beschreibt  sodann  aus  den 
Mittelpunkten  p^^  und  p^  zwei  durch  den  gegebenen  Brennpunkt  Fi 
gehende  Kugeln  ä,  und  Sq,  deren  Kadien  beziehungsweise  PiF^ 
und  p,^F^  sind,  und  bestimmt  schließlich  den  gesuchten  Brennpunkt 
als  Mittelpunkt  jener  Kugel  S,  welche  durch  die  beiden  Punkte  a, 
und  a^  geht  und  die  beiden  Kugeln  Si,  Sq  derart  berührt,  dass  selbe 
von  der  zu  cönstruierenden  Kugel  3  umschlossen  werden.  Der  Eadius 
dieser  Kugel  S  stimmt,  den  vorausgeschickten  Betrachtungen  gemäß, 
mit  der  Länge  der  Rotationsachse  überein. 

§.  521. 


158.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  drei  Punkte, 
eine  Tangentialebene  und  einen  Brennpunkt  gegeben:  der  zweite 
Brennpunkt  ist  zu  bestimmen. 

Die  Lösung  dieses  Problems  beruht  auf  demselben  Principe,  wie 
die  des  vorhergehenden. 

Sind  nämlich  p^,  po,  p^  die  drei  gegebenen  Punkte,  ist  JP\  der 
gegebene  Brennpunkt  und  t  die  gegebene  Tangentialebene,  so  wird 
man  wieder  den  Punkt  a  bestimmen ,  welcher  mit  jP^  symmetrisch 
gegen  die  Ebene  t  liegt,  und  weiters  aus  den  drei  Punkten  p^ ,  p^ 
und  i^a,  indem  wir  dieselben  als  Mittelpunkte  annehmen,  die  drei 
Kugeln  /Sj,  S^  und  S^  beschreiben,  welche  durch  den  gegebenen  Brenn- 
punkt F^  gehen. 

Construieren  wir  sodann  eine  Kugel  S,  welche  durch  den  Punkt  a 
geht,  und  die  drei  Kugeln  Si,  S,^,  S3  umschließend  berührt,  so  ist, 
wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  der  Mittelpunkt  F^  dieser  Kugel  der  ver- 
langte Brennpunkt. 

Die  Kugel  S  berührt  nämlich  die  drei  Kugeln  S^,  S2  und  S^  in 
jenen  drei  Punkten  Jt,,  7C2  und  jTg,  in  welchen  dieselben  von  den  Ge- 
raden F^p^y  FqPo  und  1^2-^3  geschnitten  werden. 

Weiters  sind  die  Radien  JP„oc,  -F^JPm  ^^iPq  ^^^  ^\P3  ^^^^  Kugel /S 
einander  gleich  a;  ebenso  ist  p^x^  als  Radius  der  Kugel  S^  gleich  dem 
Radius  JFj^^i,  und  in  gleicherweise  wird  jP2 ^2  =  ^1  i^a  ^^^P3^3'=F'^P3 
sein.  Endlich  wird  auch,  dsi  Fq7Ci=FoPi  +^iPi  ;  Fo7C^^=zF^p^  +^qPo 
und  F^7t^  =  F^Ps+-  Tt^p^  ist: 

F^a  =  F^p,  +  F,p,  =  F^p^  +  F,p,  =  F.^p,  +  F,p^ 

sein,  wodurch  man  unmittelbar  zu  dem  Schlüsse  gelangt,  dass,  falls 
F^  und  F2  als  Brennpunkte  und  die  Strecke  F^a  als  Länge  der  Rota- 
tionsachse angenommen  werden,  die  drei  Punkte  jpj,  ^2  undjpg  auf  dem 
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dadurch  bestimmten  Ellipsoide  liegen  müssen,    und   letzteres   von  der 
Ebene  t  berührt  werde. 

§.  522. 

169.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  drei  Tangential- 
ebenen, einen  Punkt  der  Pläclie  und  einen  Brennpunkt  gegeben;  es 
ist  der  zweite  Brennpunkt  zu  bestimmen. 

Sei  F\  der  gegebene  Brennpunkt,  p  der  gegebene  Punkt  der 
Pläche,  und  seien  ^j,  t^  und  t^  die  drei  Tangentialebenen  des  Ellipsoides. 

Man  bestimmt  vorerst  die  drei  Punkte  «i,  c*:2  und  a^,  welche  mit 
dem  Punkte  F^^  in  Bezug  auf  die  drei  Ebenen  t^,t^,t^^  symmetrisch 
liegen. 

Ferner  beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  p  eine  durch  den 
Brennpunkt  F^  gehende  Kugel  S-^, 

Der  Mittelpunkt  jPg  jener  Kugel  S^  welche  durch  die  drei  Punkte 
e^t,  ocq.  und  a^  geht,  und  die  Kugel  Ä,  umschließend  berührt,  ist 
bereits  der  gesuchte  zweite  Brennpunkt. 

Denn  der  Berührungspunkt  7t  beider  Kugeln  S  und  S^  liegt  auf 
der  Geraden  -F2JP;  es  ist  daher,  da  Fo^t  =  FoP  -\-  pic  ist,  auch 
F^aj^  =  F^ao  ■=  F^a^  =  F,p  -f-  F^p. 

Denkt  man  sich  daher  JP.  und  JFlj  ^^s  die  Brennpunkte  und  die 
Strecke  .Fo^i  als  die  Länge  der  Rotationsachse  eines  Rotationsellip- 
soides,  so  ist  einleuchtend,  dass  der  Punkte?  dem  Ellipsoide  angehören 
wird  und  dass  fj,  t^  und  t^  die  drei  Tangentialebenen  des  Ellipsoides 
darstellen  werden. 

§.  523. 

160.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  einen  Brenn- 
punkt, drei  Tangentialebenen  und  die  Poealdistanz  (d.  i.  die  Ent- 
fernung der  beiden  Brennpunkte)  gegeben;  die  Lage  des  zweiten 
Brennpunktes  ist  festzustellen. 

Seien  F^a^,  F^a^  und  F^a^  (Taf.  XXI,  Fig.  140)  die  Perpen- 
dikel von  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  auf  die  drei  Tangential- 
ebenen f,,  t^  und  ^3,  und  a^,  a^  und  a^  deren  Fußpunkte. 

Wie  aus  Früherem  bekannt,  liegen  die  genannten  Fußpunkte  auf 
einer  mit  dem  Ellipsoide  concentrischen  Kugel  (Satz  323).  Der  Ort 
4er  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  durch  die  drei  Punkte  aj,  a^ 
und  0^3  gehen,  ist  diejenige  Gerade  s,  welche  im  Mittelpunkte  m  des 
dem  Dreiecke  ^1 0^2  0^3  umschriebenen  Kreises  auf  die  Ebene  e  der  drei 
Punkte  ^p  a^,  a^  senkrecht  gezogen  werden  kann.  Auf  dieser  Geraden  s 
muss  daher  auch  der  Mittelpunkt  0  des  Ellipsoides  liegen. 


490 

Da  aber  auch  die  Focaldistanz  als  gegeben  vorliegt,  so  gibt 
die  Hälfte  derselben  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  dem  gegebenen 
Brennpunkte  F^  an.  Es  wird  daher,  um  besagten  Mittelpunkt  0  zu 
finden,  genügen,  eine  der  halben  gegebenen  Focaldistanz  gleiche 
Strecke  zwischen  dem  Brennpunkte  F^  und  der  Geraden  s  einzuschalten. 

§.   524. 

161.  Aufgabe.  Ein  EUipsoid  ist  durch  vier  Punkte  und  einen 
Brennpunkt  gegeben;   es  ist  der  zweite  Brennpunkt  zu  ermitteln. 

Die  vier  gegebenen  Punkte  seien  p^^p^^  i^3  mi&p^.  Der  gegebene 
Brennpunkt  sei  F^. 

Man  betrachtet  die  vier  Punkte  j^^,  P^',  P^  und  p^  als  die  Mittel- 
punkte von  vier  Kugeln  S^,  S^,  8^  und  S^  mit  den  bezüglichen 
Kadien  r^  =  F^p^;  r^^  F,p^;  r^  =  F^p^\  r^  =  F,p^.  Diese  Kugeln 
gehen  demnach  sämmtlich  durch  den  Brennpunkt  1^\ .  Construiert  man 
nun  eine  Kugel  S,  welche  die  besagten  vier  Kugeln  umschließend 
berührt,  so  repräsentiert  der  Mittelpunkt  F^  von  S  den  gesuchten 
zweiten  Brennpunkt,  während  der  Eadius  der  besagten  Kugel  S  die 
Länge  der  Eotationsachse  des  Ellipsoides  darstellt. 

Die  Geraden  F^p^,  F^Poy  F^p^  und  F^p^,  welche  den  Mittel- 
punkt -Fg  der  zu  suchenden  Kugel  S  mit  den  Mittelpunkten  p^,  p^, 
Pay  i^4  der  vier  Kugeln  S^,  S^,  S^  und  /S4  verbinden,  schneiden  letztere 
noch  in  den  vier  Berührungspunkten  tTj,  üt^,  tc^^  it^  mit  der  Kugel  S^ 
und  da  i^iiTT^  =Pii^, ;  p^'ji^=po^F^\  p^7t^=p^F^  und  P4^i=p^F^ 
ist,  folgt  unmittelbar  aus: 

F^7t^  =  F^p^  +Px^i  =  F^^Q  =  F^Pi2  +  Pi^ü  =  Fo^s  = 
=  FoPs  +  p^üt^  =  F^7t^  =  F^p^  +  Ä^4 
die  Beziehung: 

F^p,  +  F^p,  =  F,p^  +  F^p,^  =  F,p^  +  F^p^  =  F,p^  +  F^p^, 
womit  die  Kichtigkeit  der  vorangegebenen  Construction  bewiesen  ist. 

Was  die  Construction  der  Kugel  8^  welche  die  vier  gegebenen 
Kugeln  /S^i,  /S^,  8^  und  8^  berühren  soll,  betrifft,  so  ist  dieselbe  im 
vorliegenden  Falle,  da  sämmtliche  vier  Kugeln  8^,  8^^  8^  und  8^  den- 
selben Punkt  F^  gemein  haben,  einfach  auszuführen. 

Wählt  man  nämlich  den  besagten  Punkt  F^  als  In  Version  s- 
centrum  und  nimmt  einen  beliebigen  Inversionsmodul  an,  so  trans- 
formieren sich  die  vier  Kugeln  8^,  82,  »S3,  8^  invers  in  vier  Ebenen 
^1?  ^2?  ^3?  ^4»  u^d  diö  zu  suchende  Kugel  8  in  eine  Kugel  27,  welche 
diese  vier  Ebenen  berührt. 
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Es  genügt  daher,  diese  Kugel  U  zu  construieren,  und  ihre  vier  Be- 
rührungspunkte mit  den  Ebenen  auf  die  Kugeln  >S, ,  S^»  ^3  ^^^  ^4  zurück- 
zutransformieren,  um  daselbst  die  Berührungspunkte  jr,,  jTg,  jt.^^  7t ^  zu 
erhalten.  Verbindet  man  zwei  dieser  letzteren,  allenfalls  jr^  und  jt^, 
mit  den  zugehörigen  Mittelpunkten  j?i  und  p^,  so  schneiden  sich 
diese  Verbindungsgeraden  bereits  in  dem  gesuchten  Kugelmittelpunkte 
(Brennpunkt)  F^. 

§.  525. 

Die  vorstehende  Aufgabe  kann  noch  auf  einem  zweiten,  von  dem 
vorigen  wesentlich  verschiedenem  Wege  gelöst  werden. 

Um  zu  dieser  Lösung  zu  gelangen,  stellen  wir  folgende  Betrach- 
tung an. 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wissen  wir,  dass  einem 
Kreise  K^  (Taf.  XXI,  Fig.  141),  dessen  Mittelpunkt  G  als  Collinea- 
tionscentrum  angenommen  wird,  stets  ein  Kegelschnitt  collinear  ent- 
spricht, welcher  den  Punkt  C  zum  Brennpunkte  hat,  und  umgekehrt, 
dass,  wenn  man  den  einen  Brennpunkt  C  eines  Kegelschnittes  K  als 
Mittelpunkt  eines  Kreises  K^  von  beliebigem  Kadius  wählt,  dieser 
Kreis  K^  stets  mit  dem  Kegelschnitt  K  perspectivisch  collinear  ist, 
wobei  der  genannte  Brennpunkt  G  das  Collineationscentrum  und  die 
zugehörige  Directrix  Ga  des  Kegelschnittes  K  die  eine  Gegenachse 
darstellt. 

Denken  wir  uns  nun  sowohl  den  Kegelschnitt  iT,  als  auch  den 
Kreis  ^0  ^^  die  Brennpunktsachse  J.  5  gedreht,  so  erzeugt  der  erstere 
eine  Eotationsfläche  S  zweiten  Grades  und  der  Kreis  Z^,  da  dessen 
Eadius  willkürlich  angenommen  wurde,  eine  Kugel  /?„,  welche  mit 
einem  beliebigen  Eadius  aus  einem  der  Brennpunkte  C  der  Eotations- 
fläche als  Mittelpunkt  beschrieben  ist. 

Ferner  erzeugen  die  Collineationsachse  C«  und  die  Gegenachse  Ga^ 
nachdem  beide  auf  der  Eotationsachse  ABC  senkrecht  stehen,  zwei 
zu  dieser  Eotationsachse  senkrecht  stehende  Ebenen  G^  und  Ge> 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  sobald  G  als  Collineationscentrum  im 
Eaume,  die  Ebene  Ge  als  Collineationsebene  und  die  Ebene  Ge  als 
Gegenebene  angenommen  wird,  die  Eotationsfläche  S  und  die 
Kugel  S^  zwei  collineare  Gebilde  darstellen,  da  irgend  eine 
beliebige,  durch  die  Eotationsachse  gelegte  Ebene  diese  Flächen  in 
coUinearen  Curven  schneidet. 

Diese  Bemerkungen  vorausgeschickt,  gelangen  wir  zu  der  nach- 
stehenden Losung  der  vorher  (§.  524)  gestellten  Aufgabe. 
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Sind  _2^,,  2^7  Ih  ^^^^  P^  ^i^  vier  gegebenen  Punkte  des  Eotations- 
dlipsoides,  und  ist  F^  der  gegebene  Brennpunkt,  so  wird  man  eine 
Kugel  27  von  beliebigem  Eadius  zeichnen,  welche  den  Brennpunkt  jP^ 
zum  Mittelpunkte  hat.  Diese  Kugel  H  ist  mit  dem  zu  bestimmenden 
Eilipsoide  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  F^  als  CoUineationscentrum 
€entrisch  collinear. 

Zieht  man  daher  die  Geraden  F^p^,  F^p^,  F^p^  und  F^p^^  so 
werden  diese  die  Kugel  2J  in  den  den  Punkten  p^,  p^^  p^^  und  p^  col- 
linear entsprechenden  Punkten  jr,,  jt^,  7t^,  it^  schneiden.  Nebenbei  sei 
hier  noch  bemerkt,  dass,  da  jeder  der  vorgenannten  Strahlen  die 
Kugel  in  zwei  Punkten  tc  trifft,  die  Aufgabe,  je  nachdem  die  Punkte 
€ombiniert  werden,  verschiedene  Lösungen  zulasse.  Ein  Theil  der  dem 
Probleme  entsprechenden  Flächen  wird  im  allgemeinen  durch  Ellipsoide, 
ein  anderer  Theil  dagegen  durch  Hyperboloide  repräsentiert  erscheinen. 

Verbindet  man  drei  Paare  dieser  entsprechenden  Punkte  durch 
Geraden,  so  erhält  man  drei  entsprechende  Geradenpaare,  wie  beispiels- 
weise j9,^2  und  TC^Ttf^]  P2P3  und  jr^Tt^-,  p^p^  und  tc^tc^.  Jedes 
solche  Geradenpaar  hat  einen  Punkt  (J,,  d'^,  ö^  gemein,  welcher  der 
Collineationsebene  Ce  angehört,  so  zwar,  dass  diese  letztere  durch  die 
drei  Punkte  dj,  d<^  und  d^  vollständig  bestimmt  ist. 

Zieht  man  nun  durch  F^  die  Senkrechte  Z  zu  der  Collineations- 
ebene Ge,  SO  repräsentiert  dieselbe,  der  früheren  Betrachtung  gemäß, 
die  Kotationsachse  des  Ellipsoides.  Die  Endpunkte  A  und  B  der  Eo- 
tationsachse  ergeben  sich  als  diejenigen  Punkte,  welche  den  Schnitt- 
punkten A^  und  Bq  der  Geraden  Z  mit  der  Kugel  27  entsprechen. 

Die  Construction  der  letztangeftihrten  Punkte  kann  in  folgender 
Weise  vollführt  werden.  Man  zieht  die  Gerade  ^o  :;r, ,  welche  die 
Collineationsebene  Ge  in  einem  Punkte  z/  trifft;  die  ihr  entsprechende 
Gerade  z/pj  schneidet  sodann  Z  in  dem  gesuchten  Punkte  A.  Ebenso 
kann  auch  der  zweite  Punkt  B  aus  B^  abgeleitet  werden,  womit  die 
Aufgabe  als  gelöst  erscheint. 

§.  526. 

162.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  seinen  Mittel- 
punkt, durcli  zwei  Punkte  der  Fläclie  und  die  Tangentialebene  in 
einem  dieser  Punkte  gegeben;  es  ist  die  Rotationsachse  und  der 
Äquatorialkreis  zu  bestimmen. 

Der  gegebene  Mittelpunkt  des  -Ellipsoides  sei  0  (Taf.  XXI, 
Fig.  142),  T  sei  die  gegebene  Tangentialebene,  p  deren  Berührungs- 
punkt und  a  der  gegebene  Punkt  der  Fläche. 
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Denken  wir  uns  den  Durchmesser  p  0  des  Ellipsoides  gezogen ; 
legen  wir  ferner  durch  den  Punkt  a  eine  Ebene  P  parallel  zu  der 
gegebenen  Tangentialebene  T,  so  wird  die  letztgenannte  Ebene  das 
Ellipsoid  in  einer  Ellipse  K  schneiden,  deren  Mittelpunkt  oiFenbar  der 
Schnittpunkt  m  dieser  Ebene  mit  dem  conjugierten  Durchmesser  Oj?> 
sein  wird.    Ferner  wird  diese  Ellipse  K  durch  den  Punkt  a  gehen. 

Bestimmen  wir  zunächst  die  Tangentialebene  im  Punkte  a. 

Die  Gerade  Op  schneidet  das  zweitemal  das  Ellipsoid  in  einem 
Punkte  _Pi ,  welcher  einfach  durch  Übertragung  der  Strecke  Op  nach 
Op^  erhalten  wird.  Sucht  man  zu  den  drei  Punkten  p^  p^,  m  den 
vierten  harmonischen  Punkt  27,  so  ist  dieser  bekanntlich  der  Pol  der 
Ebene  P  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid. 

Als  natürliche  Folge  des  Angedeuteten  ist  aber  der  Punkt  U 
gleichzeitig  auch  der  Scheitel  des  dem  Ellipsoide  längs  des  Kegel- 
schnittes K  umschriebenen  Kegels,  mithin  die  Gerade  :^a  eine  Tan- 
gente des  Ellipsoides  im  Punkte  a. 

Eine  zweite  Tangente  der  Fläche  in  demselben  Punkte  a  ergibt 
sich  folgendermaßen.  Denken  wir  uns  die  beiden  Punkte  p  und  a 
verbunden  und  suchen  wir  einen  Punkt  der  Polare  dieser  Verbindungs- 
geraden in  Bezug  auf  das  Ellipsoid. 

Diese  Polare  muss  einerseits  in  der  Tangentialebene  T  des  Punktes 
p  und  andererseits  in  der  der  Geraden  ap  conjugierten  Diametral- 
ebene liegen.  Können  wir  auch  die  letztere  nicht  bestimmen,  so 
unterliegt  es  doch  keinem  Anstände,  eine  in  ihr  liegende  Gerade  an- 
zugeben; es  ist  dies  die  Verbindungsgerade  des  Mittelpunktes  0  des 
Ellipsoides  mit  dem  Halbierpunkte  a  der  Strecke  ap.  Die  Gerade 
Oa  schneidet  die  Tangentialebene  T  in  einem  Punkte  x,  welcher  der 
Polare  der  Geraden  ap  angehört;  es  ist  demnach  ax  ebenfalls  eine 
Tangente  des  Ellipsoides  im  Punkte  a.  Die  beiden  Tangenten  JSa 
und  xa  bestimmen  nun  die  Tangentialebene  Ta  des  Punktes  a. 

Führen  wir  weiters  durch  Oa  die  zu  der  obbezeichneten  Ebene 
Ta  senkrechte  Ebene  JRi,  so  repräsentiert  diese  die  Meridianebene  des 
Punktes  a.  Besagte  Ebene  wird  von  der  durch  Op  senkrecht  zur  Ebene 
T  geführten  Meridianebene  B  des  Punktes  p  in  einer  Geraden  Z 
getroffen,  welche  nothwendig  die  Rotationsachse  der  Fläche  darstellen 
muss. 

Hiemit  ist  die  vorgegebene  Aufgabe  auf  die  früher  gestellte 
(Aufgabe  153)  „ein  Ellipsoid  zu  bestimmen,  wenn  der  Mittelpunkt  0, 
die  Lage  der  Eotationsachse  Z  und  zwei  Punkte  a  und  p  desselben 
gegeben  sind"  zurückgeführt. 
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§,  527. 

168.  Aufgäbe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  zwei  Punkte  und 
deren  Tangentialebenen,  sowie  durch  einen  Punkt  der  Rotationsachse 
gegeben;  es  ist  die  Rotationsachse  und  der  Äquator  zu  bestimmen. 

Seien  Ta  und  T&  die  beiden  Tangentialebenen,  a  und  fc  deren 
Berührungspunkte  und  s  ein  Punkt  der  Rotationsachse. 

Die  Meridianebene  des  Punktes  a  geht  selbstverständlich  durch 
diesen  Punkt  a,  enthält  überdies  den  der  Rotationachse  angehörenden 
Punkt  s  und  steht  auf  der  Tangentialebene  Ta  senkrecht;  die  besagte 
Meridianebene  ist  also  jene  Ebene  M^,  welche  durch  die  Gerade  sa 
senkrecht  zur  Ebene  Ta  geführt  wird.  In  gleicher  Weise  ergibt  sich 
die  Meridianebene  il^f^  des  Punktes  h  als  diejenige  Ebene,  welche  durch 
die  Gerade  sl  senkrecht  zu  der  Tangentialebene  T^  geführt  werden 
kann.  Diese  beiden  Meridianebenen  M^  und  M^  schneiden  sich  offenbar 
in  der  Rotationsachse  Z. 

Denken  wir  uns  die  eine  dieser  Tangentialebenen,  etwa  T^,  so 
lange  um  Z  gedreht,  bis  sie  zur  Meridianebene  M^  senkrecht  wird, 
so  repräsentiert  dieselbe  in  dieser  Lage  T'ö  gleichfalls  eine  Tangential- 
ebene des  EUipsoides  und  der  gedrehte  Punkt  &'  deren  Berührungs- 
punkt. 

Die  Meridianebene  M^  schneidet  ferner  das  Ellipsoid  in  einer 
Meridianellipse  E,  von  welcher  Z  eine  Achse  ist,  a  und  V  zwei  Punkte 
und  die  Schnittgeraden  ta  und  t'i  mit  den  Tangentialebenen  T«  und 
T'ö  die  Tangenten  in  diesen  zwei   Punkten  sind. 

Das  vorliegende  Problem  ist  somit  auf  das:  „eine  Ellipse  zu 
construieren,  von  welcher  die  Lage  einer  Achse,  zwei  Punkte  und  deren 
Tangenten  bekannt  sind",  reduciert. 

Diese  Aufgabe  kann  folgendermaßen  constructiv  durch- 
geführt   werden. 

Die  gegebene  Achse  der  Ellipse  E  sei  x  (Taf.  XXI,  Fig.  143), 
a  und  h  seien  die  beiden  gegebenen  Punkte  und  4,  U  deren  Tan- 
genten. 

Wenn  wir  die  Punkte  a  und  h  durch  eine  Gerade  verbinden 
und  den  Halbierungspunkt  c  der  Strecke  al  bestimmen,  so  enthält 
die  Gerade,  welche  den  Punkt  c  mit  dem  Schnittpunkte  s  der  beiden 
Tangenten  verbindet,  den  Mittelpunkt  der  Ellipse.  Letzterer  wird 
sich  daher  direct  im  Schnitte  0  der  Geraden  sc  und  x  ergeben.  Die 
Senkrechte  in  0  auf  x  repräsentiert  sodann  die  Lage  der  zweiten 
Achse. 

Denken  wir  uns  die  Ellipse  als  orthogonal  affin  mit  einem 
erst   näher  zu  bestimmenden  Kreise  E^,  indem  wir  die  Achse   x   als 
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Affinitätsachse  voraussetzen,  so  wird  der  Geraden  ah  eine  Gerade  %h^^ 
affin  entsprechen,  welche  durch  den  Schnittpunkt  d  von  al  mit  der 
Affinitätsachse  x,  und  ebenso  der  Geraden  Oc  eine  Gerade  Oc^  ent- 
sprechen, welche  nach  dem  Mittelpunkt  c^  der  Kreissehne  ci^bQ  geht. 
Nachdem  aber  a^^h^  und  Oc^  auf  einander  senkrecht  stehen  müssen, 
folgt  unmittelbar,  dass  der  Punkt  Cq  auf  dem  über  Od  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreise  jST'  liegt,  und  dass  sich  der  besagte  Punkt 
Cp  im  Schnitte  dieses  Kreises  mit  der  durch  c  zur  Affinitätsachse  x 
senkrecht  gezogenen  Geraden  ergeben  werde. 

Hiernach  erhalten  wir  in  c  und  c^  zwei  affin  entsprechende  Punkte. 
Die  Gerade  dc^  entspricht  sodann  der  Geraden  de  und  auf  derselben 
dem  Punkte  a  der  Ellipse  JS,  der  Punkt  a^  des  affinen  Kreises  E^, 
Der  letztgenannte  Kreis  kann  nun,  da  nebst  dem  Punkte  a^  auch 
dessen  Mittelpunkt  0  bekannt  ist,  sofort  gezeichnet  werden.  Derselbe 
schneidet  die  Affinitätsachse  x  in  den  beiden  Punkten  A  und  JB,  welche 
bereits  die  Endpunkte  der  einen  Achse  der  Ellipse  E  darstellen. 

Ein  Endpunkt  G  der  zweiten  Achse  y  ergibt  sich,  vermittelst 
der  beiden  affin  entsprechenden  Geraden  G^c^^^  und  GcJ^  direct  als 
der  dem  Endpunkte  G^  des  Kreisdurchmessers  y  entsprechende  Punkt. 

§.  528. 

164.  Aufgäbe.  Eine  Ellipse  und  innerhalb  derselben  ein  Punkt 
sind  gegeben;  es  ist  ein  Kreis  zu  zeichnen,  welcher  die  Ellipse  dop- 
pelt (in  zwei  Punkten)  berührt  und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Diese  Aufgabe  kann  auf  eine  ebenso  interessante  als  einfache 
Weise  mittelst  eines  Kotationsellipsoides  gelöst  werden. 

Die  Ellipse  E  sei  durch  ihre  Achsen  AB  und  CD  (Taf.  XXI, 
Fig.  144)  bestimmt;  p  sei  der  gegebene  Punkt  innerhalb  derselben. 

Diese  Ellipse  betrachten  wir  als  den  Hauptmeridian  eines  Kota- 
tionsellipsoides; die  Grundlinie  XX  nehmen  wir  demgemäß  senkrecht 
zur  großen  Achse  A  B  an.  Die  horizontale  Projection  K\  des  Äqua- 
torialkreises ist  sodann  ein  Kreis,  welcher  aus  einem  Punkte  0'  der 
verlängerten  Achse  AB  mit  einem  der  kleinen  Halbachse  GO  der 
gegebenen  Ellipse  gleichen  Kadius  beschrieben  wird.  Ferner  denken 
wir  uns  den  gegebenen  Punkt  p  als  die  Verticalprojection  eines  Punktes 
auf  dem  Eotationsellipsoide  und  bestimmen,  dieser  Voraussetzung  ent- 
sprechend, dessen  Horizontalprojection  p'* 

Nach  diesen  allgemeinen  Vorbereitungen  können  wir  somit  die 
eigentliche  Aufgabe  unmittelbar  der  Lösung  zuführen. 

Zunächst  sei  noch  nachgewiesen,  dass  jeder  Kegelschnitt  —  im 
vorliegenden   Falle  jede   Ellipse  —  welche  der  gegebenen   Meridian- 
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ellipse  AB  CD  derart  eiDgeschrieben  wird,  dass  sie  dieselbe  in  zwei 
Punkten  «  und  ß  berührt,  stets  als  die  orthogonale  (verticale)  Pro- 
jection  eines  ebenen  Schnittes  des  Kotationsellipsoides  betrachtet 
werden  darf. 

Nennen  wir  eine  solche  Ellipse,  welche  der  Hauptmeridianellipse 
in  der  Weise  eingeschrieben  ist,  dass  sie  dieselbe  in  a  und  ß  berührt, 
y,  und  denken  wir  uns  durch  diese  Ellipse  y  einen  vertical-projicierenden 
Cylinder  gelegt.  Die  vertical-projicierenden  Ebenen,  welche  durch  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  ta  und  tß  der  Ellipsen  AB  CD  und  / 
in  den  Punkten  a  und  ß  gelegt  werden,  sind  Berührebenen  des  Eota- 
tionsellipsoides  sowohl,  als  auch  des  Cylinders  in  den  betreffenden 
Punkten  a  und  ß^  woraus  folgt,  dass  der  obbezeichnete  Cylinder  das 
Kotationsellipsoid  in  den  beiden  Punkten  a  und  ß  berühre. 

Mit  Zugrundelegung  des  Gesagten  zerfällt  aber  die  Schnittcurve' 
des  Cylinders  und  des  Ellipsoides,  da  beide  Flächen  vom  zweiten 
Grade  sind  (nach  Satz  449,  Band  II)  in  zwei  ebene  Curven, 
deren  verticale  Protection  durch  die  Ellipse  y  dargestellt  wird. 

Denken  wir  uns  nun  der  gegebenen  Ellipse  AB  CD  jenen  Kreis 
Kl  eingeschrieben,  welcher  dieselbe  in  den  Endpunkten  C  und  D  der 
kleinen  Achse  berührt,  so  sind  wir,  auf  Grund  der  vorhergegangenen 
Betrachtung,  berechtigt,  diesen  Kreis  als  die  verticale  Projection  eines 
ebenen  Schnittes  des  Kotationsellipsoides  anzusehen. 

Bestimmen  wir  die  Ebene  dieses  Schnittes.  Besagte  Ebene  muss 
offenbar  durch  die  kleine  Achse  {CD,  C*D^)  der  Meridianellipse 
AB  CD  gehen.  Es  ist  an  und  für  sich  einleuchtend,  dass  eben  die- 
selbe Gerade  (CD,  CD')  auch  eine  Achse  der  sich  als  Kreis  pro- 
jicierenden  Schnittellipse  darstellen  wird. 

Um'  die  Ebene  der  letzteren  festzustellen,  wird  es  nunmehr  hin- 
reichen, einen  beliebigen  Punkt  auf  dem  Kreise  K^  als  verticale  Pro- 
jection eines  Punktes  auf  dem  Ellipsoide  anzunehmen  und  darnach 
seine  Horizontalprojection  zu  bestimmen.  Jene  Ebene,  welche  sodann 
durch  den  oberwähnten  Punkt  und  durch  die  Achse  (CD,  OD*)  gelegt 
wird,  ist  offenbar  die  gesuchte  Ebene. 

Um  die  Construction  möglichst  einfach  zu  gestalten,  wählen  wir 
speciell  den  Punkt  n  des  Kreises  K^,  welcher  in  der  Achse  AB  liegt. 
Als  verticale  Projection  eines  Punktes  der  Schnittellipse  K^  betrachtet, 
liegt  derselbe  in  der  vertical-projicierenden  Meridianebene.  Behufs  Er- 
mittelung seines  Abstandes  von  der  Hauptmeridianebene  denken  wir 
uns  den  vertical-projicierenden  Meridian  sammt  dem  Punkte  n  um  die 
Achse  ^D  um  90®  gedreht.  Dies  vorausgesetzt,  fällt  der  besagte 
Meridian   mit    der  Ellipse  AB  CD,    der  Punkt   n   daher    (nach   der 
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Drehung)  mit  jenem  Punkte  n"  zusammen,  in  welchem  die  durch  n 
in  AB  senkrechte  Gerade  die  Ellipse  AB  CD  trifft  {n''  wird  mittelst 
des  über  AB  geschlagenen  Affinkreises  Z",,  ermittelt). 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  man  sich  die  Schnittgerade  der 
vertical-projicierenden  Meridianebene  mit  der  zu  suchenden  (durch  n 
und  CD  bestimmten)  Ebene,  um  AB  in  die  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallele  Lage  gedreht  denkt,  diese  Schnittlinie  durch  die  Gerade 
On^'  dargestellt  werde. 

In  der  vertical-projicierenden  Meridian-Ebene  liegt  aber  auch  der 
der  Diametralebene  {n^  CD)  conjugierte  Durchmesser.  Derselbe  ist 
gleichzeitig  der  zu  der  eben  genannten  Schnittgeraden  n  0  conjugierte 
Durchmesser  des  projicierenden  Meridians  und  stellt  sich  somit  nach 
erfolgter  Drehung  als  der  dem  Durchmesser  n'^  0  conjugierte  Durch- 
messer d  der  Ellipse  J.jBCD  dar. 

Denken  wir  uns  nun  parallel  zu  der  Ebene  (n,  CD)  Ebenen 
gelegt,  so  werden  diese  das  Ellipsoid  durchwegs  in  ähnlichen  Ellipsen 
schneiden,  die  sich  vertical  als  Kreise  projicieren,  welche  die  gegebene 
Ellipse  jedesmal  in  zwei  Punkten  berühren.  Die  Mittelpunkte  dieser 
Kreise  sind  die  verticalen  Projectionen  der  Ellipsenmittelpunkte,  welch 
letztere  bekanntlich  auf  dem  den  schneidenden  Ebenen  conjugierten 
Durchmesser  (der  nach  seiner  Drehung  um  AB  in  d  gefunden  wurde) 
liegen. 

Führt  man  die  zur  Ebene  [n,  CD)  parallele  schneidende  Ebene 
insbesondere  durch  den  Punkt  (_p,  p'),  so  wird  sich  die  Schnitt-Ellipse 
derselben  mit  dem  EUipsoide  vertical  als  jener  Kreis  K  projicieren, 
welcher  die  Meridian-Ellipse  AB  CD  in  zwei  Punkten  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  p  geht. 

Der  Mittelpunkt  o  dieses  Kreises  K  wird  auf  folgende  Weise 
bestimmt.  Man  ermittelt  die  orthogonale  Projection  des  Punktes  (p,p^) 
auf  der  vertical-projicierenden  Meridianebene  und  dreht  dieselbe  (eben- 
falls um  die  Achse  AB)  um  90^  nach  p'\ 

Zieht  man  ferner  durch  p"  die  Parallele  p'*  o"  zu  n''  0,  so 
repräsentiert  diese  die  gedrehte  Schnittlinie  der  gesuchten  Ebene  mit 
der  vertical-projicierenden  Meridianebene  und  der  Schnittpunkt  o'^  dieser 
Geraden  mit  d''  den  gedrehten  Mittelpunkt  der  Schnittellipse.  Dreht 
man  den  letzteren  nach  o  (in  AB)  zurück,  so  erhält  man  den  Mittel- 
punkt des  gesuchten  Kreises  jBT,  welcher  nun  direct  als  der  durch  die 
Bedingungen  der  Aufgabe  geforderte,  durch  den  Punkt  p  gehende  Kreis 
K  verzeichnet  werden  kann. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  32 
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Auf  Grund  der  vorhergehenden  Aufgabe  wird  nunmehr  auch  die 
Durchführung  der  nachstehenden  keinerlei  Schwierigkeit  darbieten. 

§.  529. 

165.  Aufgabe.  Im  Inneren  eines  bifocalen  Rotationsellipsoides  ist 
ein  Punkt  gegeben;  durch  denselben  ist  eine  Ebene  derart  zu  legen, 
dass  ihr  Schnitt  mit  dem  Ellipsoide  den  gegebenen  Punkt  zum  Brenn- 
punkte hat. 

Es  wurde  früher  (Satz  327)  nachgewiesen,  dass,  wenn  eine  Ebene 
das  bifocale  Eotationsellipsoid  in  einer  Ellipse  schneidet,  die  Brenn- 
punkte dieser  Ellipse  sich  als  die  Berührungspunkte  der  schneidenden 
Ebene  mit  jenen  Kugeln  ergeben,  welche  gleichzeitig  dem  Ellipsoide 
längs  Kreisen  eingeschrieben  sind. 

Bei  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  wird  es  also  bloß  daraiff 
ankommen ,  eine  Kugel  zu  construieren ,  welche  durch  den  gegebenen 
Punkt  geht  und  das  Ellipsoid  in  einem  Kreise  berührt.  Die  Berühr- 
ebene der  Kugel  in  dem  gegebenen  Punkte  wird  sodann  schon  die 
gesuchte  Ebene  darstellen. 

Die  Meridianebene,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  geht, 
schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Meridianellipse  und  die  eingeschriebene 
Kugel  in  einem  größten  Kreise,  welcher  einerseits  durch  den  besagten 
Punkt  geht,  andererseits  aber  die  Meridianellipse  in  zwei  Punkten 
berührt. 

Führt  man  daher  durch  den  gegebenen  Punkt  p  die  Meridian- 
ebene, so  hat  man,  wie  in  der  früheren  Aufgabe  gezeigt  wurde,  einen 
durch  p  gehenden  Kreis  zu  construieren,  welcher  die  Meridianellipse 
in  zwei  Punkten  berührt. 

Legt  man  sodann  durch  diesen  Kreis  eine  Kugel  von  dem  näm- 
lichen Eadius,  so  wird  diese  offenbar  das  Ellipsoid  längs  eines  Parallel- 
kreises berühren  und  durch  den  gegebenen  Punkt  p  gehen. 

Die  Tangentialebene  der  Kugel  im  Punkte  p  wird,  dem  vorher 
citierten  Satze  327)  gemäß  ^  das  Eotationsellipsoid  in  einer  Ellipse 
schneiden ,  deren  eine  Brennpunkt  der  gegebene  Punkt  p  ist. 

Nachdem  durch  einen  Punkt  p  zwei  Kreise  geführt  werden  können, 
welche  eine  Ellipse  doppelt  berühren,  so  gestattet  auch  die  vorliegende 
Aufgabe  zwei  Lösungen. 

§.  530. 

166.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Meridianellipse  in 
wahrer  Größe  vorliegt,  soll  unter  der  Voraussetzung  dargestellt 
werden,  dass  die  Rotationsachse  mit  einer  gegen  beide  Projections- 
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ebenen  geneigten  G-eraden,  und  der  Mittelpunkt  der  Pläclie  mit  einem 
gegebenen  Punkte  dieser  G-eraden  zusammenfalle. 

Sei  ab  cd  (Taf.  XXII,  Fig.  145)  die  in  wahrer  Größe  gegebene 
Meridianelüpse ;  (Z,  Z')  die  gegebene,  gegen  beide  Projectionsebenen 
geneigte  Rotationsachse  und  auf  derselben  {0,0^)  der  gegebene  Mittel- 
punkt der  Fläche. 

Diesen  Bedingungen  entsprechend,  soll  das  Ellipsoid  dargestellt, 
d.  h.  dessen  Contouren  auf  den  beiden  Projectionsebenen  durch  con- 
jugierte  Durchmesser  oder  durch  Achsen  bestimmt  werden. 

Die  horizontale  Contour  wird  der  Schnitt  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene  mit  dem  dem  EUipsoide  umschriebenen  horizontal-pro- 
jicierenden  Cylinder  sein. 

Die  durch  die  Rotationsachse  (Z,  Z')  gehende  horizontal-pro- 
jicierende  Ebene  Ph  ist  eine  Meridianebeue,  also  eine  Symmetrieebene 
für  das  Ellipsoid.  Auf  Grund  dessen  ist  einleuchtend,  das  besagte 
Ebene  auch  eine  Symmetrie-  oder  Hauptebene  des  dem  Rotations- 
ellipsoide umschriebenen  horizontal-projicierenden  Cylinders  sei.  Es 
wird  demnach  deren  Horizoutaltrace  P^,  welche  mit  der  Horizontal- 
projection  Z'  der  Rotationsachse  identisch  ist,  eine  Symmetrieachse 
der  Horizontaltrace  dieses  Cylinders,  oder  mit  anderen  Worten,  eine 
Achse  der  Horizontalcontour  des  Ellipsoides  darstellen. 

Wir  wollen  nun  die  Endpunkte  dieser  Achse  auf- 
suchen. 

Die  Tangenten  der  Contour  in  diesen  Endpunkten  A'  und  J?' 
werden  zur  Achse  Ä'  JB^  senkrecht  stehen  und  daher  die  Tracen  zweier 
Berührebenen  des  Ellipsoides  repräsentieren,  welche  einerseits  horizontal- 
projicierend  sind  und  andererseits  auch  auf  der  horizontal-projicierenden 
Meridianebene  Pn  senkrecht  stehen.  Hieraus  folgt,  dass  ihre  Schnitt- 
geraden mit  dieser  Ebene  Ph  zwei  durch  die  gesuchten  Endpunkte  J.' 
und  JB'  gehende  horizontal-projicierende  Tangenten  der  in  der  Meridian- 
ebene Ph  liegenden  Meridianellipse  sein  werden. 

Diese  einfache  Betrachtung  führt  zu  der  folgenden  Construction. 

Wir  denken  uns  die  genannte  Meridianellipse  um  die  Trace  Ph 
in  die  horizontale  Projectionsebene  umgelegt,  legen  also  die  Rotations- 
achse {Z,  Z*)  sammt  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  nach  Z^  und  0^  um 
und  verzeichnen  daselbst  die  Meridianellipse,  d.  i.  deren  Achsen  ^b^^ 
%ä^  congruent  mit  der  in  wahrer  Größe  gegebenen  Meridianellipse 
ab  cd  derart,  dass  der  Mittelpunkt  mit  Oq  und  die  Achse  a^h^  mit 
Zq  zusammenfallen. 

Der  vorausgeschickten  Betrachtung  gemäß  werden  sich  die  ge- 
suchten Achsen-Endpunkte  A^  und  B*  als   die   Fußpunkte   der  zu  Z* 

32* 
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senkrechten  Tangenten  t^  und  t^^  der  umgelegten  Meridianellipse  ö^o^o<^o^o 
ergeben. 

Zur  Construction  dieser  Tangenten  verwenden  wir  den  über  a^^y 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  K^^ ,  welchen  wir  als  affin  mit 
der  Ellipse  aQ^^c^ÜQ  betrachten.  Der  durch  0„  zu  Z'  senkrecht  ge- 
zogenen Geraden  r  entspricht  sodann  die  Gerade  q.  Die  an  K^  parallel 
zu  Q  gezogenen  Tangenten  r  und  r^  treffen  die  Affinitätsachse  a^t^ 
beziehungsweise  in  ^j  und  ^2,  und  die  durch  ^j  und  ftg  senkrecht  zu 
Z*  (d.  i.  parallel  zu  r)  gezogenen  Geraden  t^^  und  f^^  sind  die  ge- 
suchten Tangenten,  welche  die  Achse  Z'  in  den  Endpunkten  A'  und 
jB'  treffen. 

Es  erübrigt  jetzt  noch  die  Bestimmung  der  zweiten  Achse 
CD'  der  Horizontalcontour. 

Die  Lage  dieser  Achse  ist,  wie  bekannt,  mittelst  der  zu  Z*  durch 
0'  senkrecht  gezogene  Gerade  festgestellt.  Die  Tangenten  in  ihren 
Endpunkten  C"  und  /)'  müssen  zur  Achse  Z'  parallel  sein  und  werden 
daher  die  Tracen  zweier  zur  Meridianebene  Fh  paralleler  Tangential- 
ebenen des  EUipsoides  repräsentieren. 

Es  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  eine  zu  einer  Meridianebene 
parallele  Tangentialebene  eines  Kotationsellipsoides  das  letztere  in  einem 
Punkte  des  zu  dieser  Meridianebene  senkrechten  Durchmessers  des 
Äquators  berührt  und  dass  demnach  der  Abstand  dieser  beiden  Ebenen 
von  der  genannten  Meridianebene  dem  Radius  des  Äquators,  oder  wa& 
dasselbe  ist,  der  kleinen  Halbachse  co  =  do  der  gegebenen  Meridian- 
ellipse ah  cd  gleich  sei. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  Meridianebene  Pa  horizontalpro- 
jicierend  ist ,  so  werden  auch  die  Tracen  der  beiden  genannten  Tan- 
gentialebenen, d.  i.  die  Tangenten  der  Contour,  welche  zu  -4'jB'  parallel 
sind,  von  der  letzteren  Geraden  den  Abstand  co  besitzen,  oder  wa& 
dasselbe  ist,  die  kleine  Achse  CD' der  Contour  ist  der  kleinen 
Achse  der  Meridianellipse  abcd  gleich.  Hiemit  ist  die  Hori- 
zontalcontour durch  ihre  Achsen  AB'  und  CD'  vollkommen  bestimmt. 

In  gleicher  "Weise  könnte  man  nun  auch  die  Achsen  Ä^B^,  C^D, 
der  Verticalcontour  construieren.  Man  kann  indes,  sobald  die  Hori- 
zontalcontour bestimmt  ist,  das  Verfahren  in  folgender  Weise  ab- 
kürzen. 

Die  Lage  der  einen  Achse  A^  B^  stimmt  mit  der  verticalen  Pro- 
jection  der  Rotationsachse  überein.  Der  Mittelpunkt  der  Contour  ist 
gleichzeitig  die  verticale  Projection  0  des  Mittelpunktes  des  EUipsoides, 
nachdem  auf  Grund  früherer  Erörterungen  bekannt  ist,  dass  die  Achse 
eines  jeden  einer  Fläche  zweiten  Grades  umschriebenen  Cylinders  durch 
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den  Mittelpunkt  der  Fläche  geht  und  dass  der  Mittelpunkt  eines 
ebenen  Schnittes  eines  Cylinders  zweiten  Grades  stets  auf  der  Achse 
desselben  liegt. 

Die  zweite  Achse  C^  D,  der  Contour  ist  der  Lage  nach  die  durch 
0  senkrecht  auf  Z  gezogene  Gerade;  deren  Länge  Cjl)^  wird,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  der  kleinen  Halbachse  der  Meridianellipe  ab  cd 
(da  wir  die  große  Achse  als  Kotationsachse    voraussetzen)  gleich  sein. 

Zur  Bestimmung  der  Achse  Ä^B^  wird  offenbar  die  Kenntnis 
eines  Punktes  oder  einer  Tangente  der  verticalen  Contour  vollständig 
genügen.  Wir  werden  sofort  sehen,  dass  die  Construction  einer  der 
beiden  zur  Grundlinie  parallelen  Tangenten  der  Verticalcontour,  allen- 
falls der  Tangente  t^,  sich  ohne  jedwede  Schwierigkeit  bewerkstelligen 
lasse. 

Besagte  Tangente  ist  nämlich  die  Verticaltrace  einer  zur  hori- 
zontalen Projectionsebene  parallelen  Tangentialebene  des  Ellipsoides. 
Der  Berührungspunkt  dieser  Ebene  muss  auf  dem  zur  Horizontalebene 
senkrecht  stehenden  Meridiane  liegen,  welch  letzterer  aber  wieder 
nur  der  in  der  horizontal-projicierenden  Ebene  Ph  liegende  Meridian 
sein  kann. 

Der  Schnitt  der  vorgenannten  horizontalen  Tangentialebene  mit 
der  Meridianebene  Pa  ihres  Berührungspunktes  ist  eine  horizontale 
Tangente  des  in  Ph  liegenden  Meridianes.  Der  bezeichnete  Schnitt 
wird  sich  daher,  nach  der  Umlegung  um  Ph  in  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene, als  eine  zu  Ph  parallele  Tangente  ^"3  der  umgelegten 
Meridianellipse  0^0  ^0  ^0^0  darstellen.  Die  letztgenannte  Gerade  t^^ 
kann  mittelst  des  affinen  Kreises  Kq  leicht  construiert  werden.  Der 
Geraden  Z'  entspricht  nämlich  die  Gerade  ^ ;  zieht  man  daher  parallel 
zu  g  die  Tangente  Tg  an  Kq,  welche  die  Affinitätsachse  a^b^  in  v 
schneiden  mag,  so  ist  die  gesuchte  Tangente  ^^3  die  Parallele  durch  v 
zu  Z\  Diese  Tangente  ^^^3  hat  von  Z'  den  nämlichen  Abstand,  wie 
die  vorgenannte  horizontale  Tangentialebene  des  Ellipsoides  von  der 
horizontalen  Projectionsebene. 

Führt  man  daher  in  demselben  Abstände  die  Gerade  t^  parallel 
zur  Grundlinie,  so  stellt  dieselbe  die  Verticaltrace  jener  Tangential- 
ebene, also  auch  eine  Tangente  der  verticalen  Contour  dar. 
Aus  dieser  Tangente  t^  und  der  Achse  (7,  Dj  lässt  sich  nun  leicht  die 
Achse  Ä^  jB,  ableiten. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Coutourellipse  als  affin 
mit  dem  über  der  Achse  C^  2),  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
K\.  Die  Tangente  ^3  trifft  die  Affinitätsachse  C^D,  in  einem  Punkte 
d;  die  durch  d  an  den  Kreis  K^^  gezogene    Tangente    ^^3    entspricht 
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sodann  affin  der  Tangente  ^g-,  dem  Berührungspunkt  6q  von  t\  ent- 
spricht in  der  Tangente  t.^  der  Berührungspunkt  6  (wobei  a6^y  senk- 
recht zu  G^D^  ist). 

Dem  Schnittpunkte  Ä^^  des  Kreises  E\  mit  Z  wird  der  eine 
Endpunkt  ^,  der' Achse  entsprechen.  Derselbe  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gerade  OqÄq^  zieht  (z/  in  der  Affinitätsachse  Cjl),)  und  hierauf 
die  affin  entsprechende  Gerade  a^  zeichnet,  welche  Z  bereits  in  dem 
verlangten  Endpunkte  Ay  trifft. 

Überträgt  man  endlich  Ä^O  ~  JB^O  nach  J5^,  so  ergibt  sich  der 
zweite  Achsen-Endpunkt,  womit  die  Aufgabe,  den  gestellten 
Bedingungen  entsprechend,  gelöst  und  durchgeführt  ist. 

§.  531. 

167.  Aufgäbe,  Ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Rotationsachse 
mit  einer  gegebenen  zu  einer  Projectlonsebene  parallelen  Greraden 
und  dessen  Mittelpunkt  mit  einem  gegebenen  Punkte  dieser  Geraden, 
zusammenfällt,  Ist  darzustellen,  d.  1.  durch  seine  Achsen  zu  bestimmen, 
wenn  die  Meridianellipse  In  Ihrer  wahren  (xröße  gegeben  Ist. 

Setzen  wir  voraus,  die  Rotationsachse  {Z,Z')  (Taf.  XXI,  Fig.  146) 
sei  parallel  zur  verticalen  Projectlonsebene;  (0,  0')  seien  die  Projec- 
tionen  des  auf  derselben  liegenden  Mittelpunktes  des  Ellipsoides; 
endlich  sei  ah  cd  die  durch  ihre  Achsen  gegebene  Meridianellipse. 

Die  durch  die  Rotationsachse  {Z,Z)  gelegte  horizontal-projicierende 
Ebene  Ph  ist  eine  zur  verticalen  Projectlonsebene  parallele  Meridian« 
ebene;  die  in  ihr  liegende  Meridianellipse  wird  sich  daher  vertical  in 
wahrer  Größe  projicieren.  Wir  erhalten  dieselbe  somit  als  eine  mit 
der  gegebenen  Meridianellipse  ahcd  congruente  Ellipse  J.jB(7i),  deren 
Mittelpunkt  0  ist  und  deren  große  Achse  AB  in  die  Gerade  Z  fällt. 

Berücksichtigt  man,  dass  jeder  einem  Rotationsellipsoide,  längs 
eines  Meridians  umschriebene  Cylinder  zu  der  Ebene  dieses  Meridians 
senkrecht  stehe,  so  ergibt  sich  sofort,  dass  der  dem  Ellipsoide  längs 
des  Meridians  AB  CD  umschriebene  Cylinder  vertical-projicierend  sei, 
und  dass  demgemäß  die  Verticalprojection  AB  CD  dieses  Meridianes 
gleichzeitig  die  Verticaltrace  des  umschriebenen,  vertical-projicierenden 
Cy linders,  uder  mit  anderen  Worten,  die  Verticalcontour  des 
Ellipsoides  darstelle. 

Die  horizontale  Contour  hat  den  Punkt  0'  zum  Mittelpunkte, 
die  horizontale  Projection  Z  der  Rotationsachse  zur  einen  Achse  und 
die  durch  0  auf  dieselbe  senkrecht  gezogene  Gerade  Y  zur  zweiten 
Achse.  Die  Länge  C\D\  dieser  zweiten  Achse  ist,  wie  unschwer 
einzusehen,  wieder  der  kleinen  Achse  cd  der  gegebenen  Meridianellipse 
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gleich.  Denn  die  zur  horizontal-projicierenden  Meridianebene  P/,  pa- 
rallelen Tangentialebenen  des  Ellipsoides  haben  von  dieser  Ebene  Fh 
einen  dem  Radius  des  Äquators  gleichen  Abstand,  also  eine  Entfernung, 
welche  der  kleinen  Halbachse  co  =  do  der  Meridianellipse  aicd  gleich- 
kömmt. Die  horizontalen  Tracen  derselben,  das  sind  die  zur  Achse 
Z'  parallelen  Tangenten  der  Horizontalcontour,  haben  mithin  von  Z' 
denselben  Abstand,  und  wird  das  Gleiche  also  auch  von  den  End- 
punkten C\  und  D\  der  kleinen  Achse  dieser  Contour  gelten. 

Die  Länge  der  großen  Achse  A\B\  wird,  wie  folgt,  bestimmt. 
Ziehen  wir  behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  an  die  verticale  Contour 
AB  CD  die  zur  Grundlinie  senkrechten  Tangenten  t^  und  t^.  Dies 
kann  einfach  dadurch  bewirkt  werden,  dass  man  die  Ellipse  AB  CD 
als  affin  mit  dem  über  AB  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  Kq 
voraussetzt. 

Bestimmt  man  nun  zu  irgend  einer  zur  Grundlinie  senkrechten 
Geraden  r  die  affin  entsprechende  Gerade  q  und  zieht  an  den  Kreis 
K^  die  zu  q  parallelen  Tangenten  r^  und  r^,  welche  die  Affinitäts- 
achse AB  beziehungsweise  in  «j  und  a^  schneiden,  so  erhält  man  in 
den  Geraden  f,  und  t^^  welche  durch  a^  und  a^  senkrecht  zur  Grund- 
linie gezogen  werden,  die  gesuchten  Tangenten  von  AB  CD. 

Diese  Tangenten  t^  und  t^^  repräsentieren  bereits  die  Vertical- 
tracen  zweier  vertical-projicierenden  Tangentialebenen  des  Eotations- 
ellipsoides.  Da  aber  die  Verticaltracen  senkrecht  zur  Grundlinie 
stehen ,  so  sind  diese  Tangentialebenen  gleichzeitig  auch  horizontal- 
projicierend.  Die  Horizontaltracen  derselben,  d.  i,  die  Verlängerungen 
von  t^  und  t^  sind  somit  zwei  Tangenten  an  die  horizontale 
Contour  des  Ellipsoides. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  diese  Tangenten  zur  kleinen  Achse 
C\B\  der  Horizontalcontour  des  Ellipsoides  parallel  sind,  so  müssen 
deren  Berührungspunkte  die  Endpunkte  der  großen  Achse  sein.  Die 
Achsenendpuükte  ergeben  sich  daher  als  die  Schnittpunkte  A\  und  B\ 
von  Z*  mit  ^,  und  t^. 

Nachdem  somit  die  horizontale  Contour  gleichfalls  durch  ihre 
Achsen  A\B\  und  C\B\  bestimmt  ist,  erscheint  die  Aufgabe,  den 
gestellten  Bedingungen  gemäße  vollkommen  durchgeführt. 

Wäre  die  Rotationsachse  (Z,  Z)  zu  den  beiden  Projectionsebenen 
parallel,  d.  i.  parallel  zur  Grundlinie,  so  würden  die  durch  diese  Achse 
parallel  zu  den  beiden  Projectionsebenen  gelegten  Ebenen  zwei  Meri- 
dianebenen darstellen,  welche  zwei  zu  den  Projectionsebenen  parallele^ 
also  in  wahrer  Größe  erscheinende  Meridianellipsen  bestimmen  würden^ 
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die  ihrerseits  gleichzeitig  die  beiden  Contouren  des  EUipsoides  reprä- 
sentieren. 

§.  532. 

168.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  in  schiefer  Projection 
darzustellen,  d.  h.  die  Contonr  desselben  ist  auf  der  Bildebene  unter 
der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass  die  Rotationsaclise  mit  einer 
gegen  die  Projectionsebene  geneigten  gegebenen  Geraden  und  der 
Mittelpunkt  des  EUipsoides  mit  einem  in  dieser  Greraden  gegebenen 
Punkte  zusammenfalle;  die  Meridianellipse  Ist  in  wahrer  Größe 
gegeben. 

Das  ProjectiODsdreieck  sei  add^  (Taf.  XXII,  Fig.  147),  dv  stelle 
die  gegebene  Rotationsachse,  0  die  schiefe  Projection  des  in  der 
Geraden  dv  gegebenen  Mittelpunktes  des  EUipsoides  dar;  ferner  reprä- 
sentiere aicd  die  durch  ihre  Achsen  in  wahrer  Größe  dargestellte 
Meridianellipse. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  die  schiefe  Projection  0  des  Mittel- 
punktes des  Rotationsellipsoides  gleichzeitig  auch  der  Mittelpunkt  der 
gesuchten  Contour  sein  müsse ;  denn  der  durch  0  gehende,  schief  pro- 
jicierende  Strahl  ist  die  Achse  des  schief  projicierenden,  dem  EUipsoide 
umschriebenen  Cylinders ,  dessen  Schnittpunkt  0  mit  der  Bildebene 
daher  den  Mittelpunkt  der  Bildflächtrace  (d.  h.  der  gesuchten  Contour) 
dieses  Cylinders  darstellt. 

Die  schiefe  Projection  dv  der  gegebenen  Rotationsachse  wird 
folglich,  da  dieselbe  durch  0  geht,  selbst  einen  Durchmesser  der 
Contourellipse  darstellen  und  es  wird  sich  bloß  darum  handeln,  die 
Endpunkte  dieses  Durchmessers  zu  bestimmen. 

Die  besagten  Endpunkte  müssen  selbstverständlich  die  Durch- 
stoßpunkte der  Bildebene  mit  zwei  zum  schief-projicierenden  Strahle 
parallelen  Tangenten  des  EUipsoides  (d.  h.  also  mit  zwei  Erzeugenden 
des  umschriebenen  Cylinders)  sein.  Da  aber  deren  Durchs tolipunkte 
auf  dv  liegen  sollen,  so  müssen  diese  Fläch entangenten  in  der  durch 
dv  gehenden  schief-projicierenden  Ebene  liegen  und  mithin  auch  parallele 
Tangenten  zum  schief-projicierenden  Strahle  an  jenen  Kegelschnitt 
sein,  in  welchem  die  eben  genannte  schief-projicierende  Ebene  das 
EUipsoid  schneidet. 

Diesen  Betrachtungen  entsprechend,  haben  wir  also  den  Schnitt 
des  EUipsoides  mit  der  durch  die  Gerade  dv  gehenden  schiefpro- 
jicierenden  Ebene  zu  bestimmen  und  parallel  zum  schief-projicierenden 
Strahle  die  Tangenten  an  die  erhaltene  Schnittcurve  zu  zeichnen. 
Die  Durchstoßpunkte  A  und  B  dieser  Tangenten  mit    der  Bildebene 
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werden,  den  vorstehenden  Erörterungen  gemäß,  die  Endpunkte  des 
Durchmessers  dv  der  Contour  darstellen. 

Nachdem  dv  die  Kotationsachse  repräsentiert,  so  wird  jede 
durch  dv  gelegte,  also  auch  die  schief-projicierende  Ebene  P  (deren 
Trace  Pj  mit  der  Projection  dv  zusammenfällt)  das  Ellipsoid  in 
Meridianellipsen,  d.  i.  in  Ellipsen,  welche  der  gegebenen  Ellipse  abcd 
congruent  sind,  schneiden. 

Legen  wir  daher  die  besagte  schief-projicierende  Ebene  P  sammt 
der  Rotationsachse  dv^  dem  Mittelpunkte  0  und  der  in  ihr  liegenden 
Meridianellipse  in  die  Bildebene  um,  so  gelangt,  indem  v  nach  v^ 
fällt  (die  Gerade  vv^^  also  ^die  Eichtung  der  umgelegten,  schiefpro- 
jicierenden  Strahlen  in  der  Ebene  P  darstellt)  die  Eotationsachse  nach 
dvQ  und  der  Mittelpunkt  0  nach  0^,,  wobei  selbstverständlich  0  0^ 
parallel  zu  vv^^  ist. 

Die  umgelegte  Meridianellipse  ist  leicht  zu  zeichnen.  Dieselbe 
wird  durch  eine  Ellipse  ^„^o^o^o  dargestellt,  welche  mit  der  in  wahrer 
Größe  gegebenen  Ellipse  abcd  congruent  ist,  deren  Mittelpunkt  nach 
Ofl,  und  deren  eine  Achse  %hf^  in  die  umgelegte  Rotationsachse 
dv^  fällt. 

An  diese  Ellipse  sind  nun  Tangenten  parallel  zum  schiefpro- 
jicierenden  Strahle,  welcher  in  der  ümlegung  durch  vv^^  oder  OOq 
dargestellt  erscheint,  zu  ziehen.  Zu  diesem  Zwecke  betrachtet  man 
die  Ellipse  «ofco^o^o  ^'^  orthogonal  affin  mit  dem  über  der  Achse 
%bf^  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreise  ^q.  Der  Geraden  OOq  oder 
Tq  entspricht  sodann  affin  die  Gerade  ^^j. 

Zieht  man  weiters,  parallel  zu  q^,  an  den  Kreis  K^  die  Tangenten 
t\  und  r^j^,  welche  die  Affinitätsachse  a^h^  beziehungsweise  in  ctj 
und  «2  schneiden  mögen,  so  entsprechen  denselben  die  oberwähnten 
gesuchten,  zu  vVq  oder  0  0^^  parallelen  Tangenten  t^^  und  f^g  der 
Ellipse  ö^o^o^ü^o« 

Besagte  Tangenten  können  unmittelbar  als  die  durch  a^  und  a^ 
parallel  zu  vv^  gezogenen  Geraden  gezeichnet  werden.  Die  Durchstoß- 
punkte derselben  mit  der  Bildebene  sind  die  Schnittpunkte  A  und  B 
mit  der  Bildflächtrace  P^.  Die  letztgenannten  Punkte  A  und  B 
repräsentieren,  den  früheren  Erörterungen  zufolge,  die  Endpunkte  des 
mit  der  Projection  dv  zusammenfallenden  Durchmessers  der  Conto ur- 
ellipse. 

Es  wird  sich  nun  noch  darum  handeln,  den  diesem  Durchmesser 
AB  conjugierten  Durchmesser  CD  der  Contourellipse  des  EUipsoides 
zu  finden. 
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Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  G  und  D  des  zu  bestimmen- 
den Durchnaessers  müssen  offenbar  zum  Durchmesser  ^J5  parallel  sein. 
Dieselben  werden  daher  die  Bildflächtracen  zweier  zu  der  schiefpro- 
jicierenden  Meridianebene  P&  parallelen  Tangentialebenen  P\  und  P\ 
des  Ellipsoides  darstellen,  während  ihre  Berührungspunkte  G  und  D 
die  schiefen  Projectionen  der  Berührungspunkte  des  Ellipsoides  mit 
den  beiden  Tangentialebenen  P'ä  und  P\  repräsentieren. 

Nun  wissen  wir  aber,  dass  die  Berührungspunkte  eines  Ellip- 
soides mit  den  beiden  zu  irgend  einer  Meridianebene  parallelen  Be- 
rührebenen die  Endpunkte  des  zu  dieser  Meridianebene  senkrechten 
Durchmessers  des  Äquatorkreises  sein  müssen. 

Wir  haben  demnach  vor  allem  diesen  Durchmesser  der  Lage 
nach  zu  bestimmen;  im  vorliegenden  Falle  also  durch  den  Mittel- 
punkt 0  des  Ellipsoides  eine  Senkrechte  s  zu  der  Ebene  Pb  zu  führen. 

Letzteres  wird  dadurch  bewerkstelligt,  dass  man  zunächst  an 
beliebiger  Stelle  der  Ebene  Pb,  am  einfachsten  im  Punkte  v  selbst, 
durch  welchen  bereits,  behufs  ümleguug,  das  Projectionsdreieck  vJJ^ 
geführt  wurde,  zur  Ebene  Pb  die  Senkrechte  vds  legt.  Die  wahre 
Größe  der  Geraden  vds  wurde  durch  Umlegung  um  die  Trace  H  ihrer 
orthogonal-projicierenden  Ebene  in  v\ds  erhalten.  Zieht  man  durch  0 
parallel  zu  vds  die  Gerade  s,  so  repräsentiert  diese  die  schiefe  Pro- 
jection  der  im  Punkte  0  auf  die  Ebene  Pb  senkrecht  geführten  Ge- 
raden. Diese  Gerade  s  stellt  mithin  auch  die  schiefe  Projection  jenes 
Durchmessers  des  Äquatorialkreises  dar,  in  dessen  Endpunkten  die 
zur  Meridianebene  P&  parallelen  Berührebenen  P\  und  P\  das  EUip- 
soid  tangieren. 

Die  schiefen  Projectionen  der  bezeichneten  Endpunkte  sind  un- 
schwer zu  bestimmen.  Tragen  wir  nämlich  auf  der  umgelegten  Senk- 
rechten v^^'ds  die  Strecke  v^  x^  gleich  dem  Eadius  des  Äquators,  also 
auch  gleich  der  kleinen  Halbachse  co  =z  do  der  gegebenen  Meridian- 
ellipse auf,  so  repräsentiert  die  Strecke  xv  (wobei  x  auf  i;c?s  mittelst 
der  Geraden  xx^  parallel  zu  vv^'  erhalten  wurde),  die  Größe  der  Pro- 
jection jenes  Radius,  welcher  auf  der  zur  Ebene  P&  senkrechten  Geraden 
liegt.  Trägt  man  demnach  auf  s  die  Strecken  OG  =  OD  =  vx  auf, 
so  stellen  die  Punkte  G  und  D  die  schiefen  Projectionen  der  End- 
punkte des  zu  Pfe  senkrechten  Äquatorialdurchmessers ,  d.  h.  die 
schiefen  Projectionen  der  Berührungspunkte  des  Ellipsoides 
mit  den  zur  Meridianebene  Pb  parallelen  Tangentialebenen  Ph  und 
P^  dar. 

Den  vorausgeschickten  Untersuchungen  gemäß  sind  diese  Punkte 
G  und  D  gleichzeitig  die  Berührungspunkte  der  Contour  mit  den  zu 
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AB  parallelen  Tangenten  P\  und  P'^j  und  daher  auch  die  Endpunkte 
des  dem  Durchmesser^^  conjugierten  Durchmessers  der  Contour. 

Wir  kennen  somit  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  AB  und 
CD  der  gesuchten  Contour  sowohl  der  Lage,  als  auch  der  Größe  nach^ 
und  haben  demnach  den  gestellten  Anforderungen  der  Aufgabe  voll- 
ständig entsprochen. 

Der  Fall ,  in  welchem  die  Eotationsachse  senkrecht  zur  Bild- 
ebene steht,  ist  bereits  früher  (Aufgabe  147)  unter  anderer  Form^ 
„als  Schlagschattenbestimmung",  auf  Grund  des  erweiterten  Dan- 
delin'schen  Satzes  behandelt  worden.  Die  dort  gegebenen  Construc- 
tionen  sind,  wenn  es  sich  um  die  Contourbestimmung  in  schiefer 
Projection  handeln  sollte,  nur  in  der  der  freien  schiefen  Projec- 
tionsmethode  eigenthümlichen  Art  abzuändern. 

§.   533. 

169.  Aufgabe,  Es  ist  die  Contour  eines  Rotationsellipsoides 
in  centraler  Projection  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Eotations- 
achse durch  eine  gegebene,  gegen  die  Bildebene  geneigte  Gerade  und 
der  Mittelpunkt  der  Fläche  durch  einen  in  dieser  Geraden  gegebenen. 
Punkt  dargestellt  sei,  za  bestimmen.  Der  Meridian  ist  in  wahrer 
Größe  durch  seine  Achsen  gegeben. 

Das  gegebene  Projectionscentrum  sei  {A,C)  (Taf.  XXII,  Fig.  148); 
die  centrale  Projection  der  Eotationsachse  sei  dv;  0  sei  die  centrale 
Projection  des  Mittelpunktes  des  Ellipsoides,  und  endlich  stelle  ah  cd 
die  durch  ihre  Achsen  in  wahrer  Größe  gegebene  Meridianellipse  dar. 

Nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Aufgabe  gestellt  wurde,  werden 
wir  in  der  Centralprojection  nicht  mit  derselben  Bequemlichkeit,  wie 
dies  in  den  früheren  Fällen ,  bei  vorausgesetzter  Parallelprojection 
möglich  war ,  die  Achsen  oder  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  der 
Contourcurve  bestimmen  können;  es  dürfte  unter  den  obwaltenden  Ver- 
hältnissen vielmehr  zweckmäßig  sein,  einen  indirecten  Weg  in  der  Weise 
einzuschlagen,  dass  wir  zunächst  irgend  welche  fünf  Elemente  (Punkte 
oder  Tangenten)  der  Contourcurve  zu  ermitteln  suchen,  und  sodann 
erst  aus  diesen  Bestimmungsstücken  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser 
oder  die  Achsen  des  Contourkegelschnittes  ableiten. 

Die  central-projicierende,  durch  die  Eotationsachse  dv  gehende 
Ebene  Cv  (deren  beide  in  CS,  vereinigte  Tracen  mit  der  Projection  dv 
zusammenfallen)  ist  eine  Meridianebene  des  Ellipsoides,  und  schneidet 
daher  die  genannte  Fläche  in  einer  Ellipse,  welche  der  gegebenen 
Ellipse  ab  cd  congruent  ist. 
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Werden  von  dem  Projectionscentrum  C ,  welches  selbstverständ- 
lich in  der  obbezeichneten  Ebene  liegt,  Tangenten  an  den  Meridian 
gezogen,  so  werden  dieselben  auch  zwei  Tangenten  der  Fläche,  oder, 
was  dasselbe  ist,  zwei  Erzeugenden  des  dem  Ellipsoide  aus  dem  Pro- 
jectionscentrum umschriebenen  Kegels  darstellen;  ihre  Durchstoßpunkte 
mit  der  Bildebene  demnach  zwei  Punkte  der  Contour  repräsentieren. 

Um  diese  Tangenten  zu  construieren,  legen  wir  das  Projections- 
centrum C,  die  Eotationsachse  dv  und  den  Mittelpunkt  0  des  EUip- 
soides  um  die  Trace  C^  der  central-projicierenden  Meridianebene  in  die 
Bildebene  um,  wobei  das  Centrum  nach  (7„,  die  umgelegte  Eotations- 
achse nach  Z^  und  der  umgelegte  Mittelpunkt  nach  0^  gelangt. 

Nach  diesen  einfachen  Vorbereitungen  kann  nunmehr  auch  der 
umgelegte  Meridian  direct  verzeichnet  werden.  Derselbe  ist  offenbar 
eine  mit  der  gegebenen  Ellipse  ah  cd  congruente  Ellipse  d^h^c^d^  in 
einer  derartigen  Lage,  dass  0^  deren  Mittelpunkt  wird,  und  Z^  mit 
einer  ihrer  Achsen,  allenfalls  mit  <^o&„,  zusammenfällt. 

An  diese  Ellipse  ö^o^i^o^o  sind  nun  von  dem  umgelegten  Pro- 
jectionscentrum C^  aus  die  beiden  Tangenten  zu  legen.  Wir  können 
hiebei,  theils  um  der  Abwechslung  willen,  theils  aber  auch  deshalb, 
weil  das  umgelegte  Centrum  C^  von  den  beiden  Ellipsenachsen  weit 
absteht,  also  die  Anwendung  der  Affinität  zu  Ungenauigkeiten  Veran- 
lassung böte,  folgendermaßen  verfahren. 

Bestimmen  wir  zur  Erreichung  des  vorgegebenen  Zweckes  einen 
Brennpunkt  f^  der  Ellipse  ö^o^o^o^oi  zeichnen  wir  ferner  jenen  mit 
der  Ellipse  concentrischen  Kreis  y,  dessen  Radius  der  großen  Halb- 
achse a^O^  gleich  ist,  sowie  endlich  einen  zweiten  Kreis  y^  über  C^f^ 
als  Durchmesser,  so  werden  sich  diese  beiden  Kreise  y  und  y^  im  all- 
gemeinen in  zwei  Punkten  a  und  /3  treffen,  die  mit  C^  verbunden  die 
Geraden  C^a  und  C^jS  liefern,  welche  nach  einem  aus  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  bekannten  Satze  die  gesuchten  Tangenten  Tj  und  r^ 
repräsentieren.  Die  letzteren  treffen,  in  den  Baum  zurückgedreht,  die 
Bildebene  in  denselben  beiden  Punkten  m  und  ^,  in  welchen  sie  um- 
gelegt, die  Trace  Gv  schneiden.  Besagte  Punkte  m  und  n  sind  dem- 
nach, als  Bildflächspuren  zweier  projicierenden  Tangenten  des  EUip- 
soides,  zwei  Punkte  der  gesuchten  Contour. 

Es  unterliegt  weiters  auch  keinerlei  Schwierigkeit,  die  Tangenten 
der  Contour  in  diesen  beiden  funkten  m  und  n  zu  construieren. 

Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  die  Geraden  r,  und  r^  Tan- 
genten des  in  der  central-projicierenden  Ebene  (7t,  liegenden  Meridians 
ö^o^o^o^o  darstellen,    so  folgt  unmittelbar  (nach  Satz  306),    dass  die 
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Ebenen,  welche  durch  dieselben  senkrecht  zu  der  Meridianebene  Cp  ge- 
legt werden,  zwei  Tangentialebenen  des  EUipsoides  darstellen. 

Die  Tracen  I\  und  T^  dieser  Ebenen  gehen  einerseits  durch  die 
Punkte  m  und  n,  in  welchen  jene  Tangenten  die  Bildebene  treffen, 
und  andererseits,  da  beide  auf  der  Ebene  Gv  senkrecht  stehen,  durch 
den  Punkt  F^,  in  welchem  die  Bildebene  von  der  durch  das  Projections- 
centrum  senkrecht  zu  Cv  geführten  Geraden  geschnitten  wird.  Nach- 
dem aber  diese  beiden  Tangentialebenen  des  EUipsoides  centralpro- 
jicierend  sind,  so  folgt,  dass  ihre  Tracen  T,  und  T^  Tangenten  der 
gesuchten  Contour  sein  müssen. 

Wir  kennen  also  bereits  vier  Bestimmungselemente  für 
die  fragliche  Contour,  nämlich  zwei  Punkte  m  und  n  und  die  Tan- 
genten T^  und  Tg  der  Contourcurve  in  denselben. 

Weitere  zwei  Stücke,  und  zwar  wieder  zwei  Tangenten,  kann 
man  auf  nachstehende  Art  bestimmen. 

Denken  wir  uns  dem  Ellipsoide  längs  des  Äquatorialkreises  einen 
Cylinder  umschrieben.  Die  durch  das  Projectionscentrum  an  diesen 
Cylinder  gelegten  Tangentialebenen  sind  gleichzeitig  Tangentialebenen 
des  EUipsoides;  ihre  Bildfläch  tracen  daher  zwei  Tangenten  der 
Contourcurve. 

Bestimmen  wir  also  zunächst  die  Ebene  des  Äquatorialkreises, 
d.  i.  die  durch  den  Mittelpunkt  0  senkrecht  zur  Rotationsachse  dv 
gelegte  Ebene  S^Sv.  Der  in  dieser  Ebene  liegende  Äquatorialkreis  K 
ist  die  Leitcurve  des  Cylinders,  während  die  Erzeugenden  desselben 
zur  Eotationsachse  dv  parallel  sind.  Es  werden  daher  die  Central- 
projectionen  aller  Erzeugenden,  sowie  die  Fluchttracen  aller  Tangential- 
ebenen des  Cylinders  durch  den  Fluchtpunkt  v  gehen.  Insbesondere 
werden  die  Contour- Erzeugenden  des  Cylinders,  de  h.  diejenigen  Erzeu- 
genden, längs  welchen  die  Tangentialebenen  des  Cylinders  central- 
projicierend  sind,  die  von  v  aus  an  die  Centralprojection  des  Äquatorial- 
kreises K  gezogenen  Tangenten  sein.  Es  ist  einleuchtend,  dass  die- 
selben gleichzeitig  die  Bildflächtracen  der  beiden  central-projicierenden 
Tangentialebenen  des  Cylinders  repräsentieren,  und  daher,  wie  früher 
gefunden  wurde,  zwei  Tangenten  der  Contourcurve  bestimmen. 

Man  wird  also,  um  kurz  zu  sprechen,  zwei  Tangenten  der  Contour- 
curve erhalten,  wenn  man  durch  v  an  die  Centralprojection  des  Äqua- 
torialkreises K  die  beiden  Tangenten  zieht. 

Letzteres  kann  bewerkstelligt  werden,  ohne  dass  man  erst  diese 
Centralprojection  verzeichnet.  Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  v  als 
die  Centralprojection  eines  in  der  Ebene  SbSv  liegenden  Punktes  und 
legen  wir  denselben,  ebenso  wie  den  Äquatorialkreis  Z,  um  die  Bild- 
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flächtrace  Sb,  beziehungsweise  nach  v„  und  Kq  um.  (Den  umgelegten 
Kreis  Kq  erhält  man  bekanntlich,  indem  man  den  Punkt  0  nach  0'„ 
umlegt,  und  die  kleine  Halbachse  der  gegebenen  Ellipse  ab  cd  als 
Radius  des  Kreises  K^^  annimmt.) 

Führen  wir  nun  von  v^  an  den  Kreis  Z^,  die  beiden  Tangenten 
t\  und  t%,  welche  die  Bildflächtrace  St  beziehungsweise  in  den 
Punkten  ^  und  v  treffen,  so  sind  deren  Centralprojectionen  offenbar 
die  Geraden  v^  und  w  oder  t^  und  t^,  d.  h.  t^  und  t^  sind  die  beiden 
durch  V  an  das  Bild  des  Äquators  gelegten  Tangenten,  oder,  den  vorher- 
gegangenen Betrachtungen  gemäß,   zwei  Tangenten  der  Contourcurve. 

Wir  kennen  somit  sechs  Elemente  der  Contour,  von 
welchen  fünf  beliebig  gewählte  hinreichen,  um  ein  Paar  conju- 
gierter  Durchmesser  der  Contourcurve  bestimmen  zu  können. 
Letzteres  kann  folgendermaßen  geschehen. 

Nehmen  wir  somit  beispielsweise  an,  dass  die  beiden  Tan- 
genten T,  und  T^  (Taf.  XXII,  Fig.  149)  mit  ihren  Berührungs- 
punkten m  und  71  und  die  Tangente  t  als  die  diesfallsigen 
Bestimmungsstücke   gewählt  worden  wären. 

Den  Schnittpunkt  Vs  von  T^  und  T^  betrachten  wir  als  CoUinea- 
tiönscentrum,  und  einen  beliebigen,  den  Tangenten  1\  und  T^  ein- 
geschriebenen Kreis  Kq  fassen  wir  als  Collinearfigur  des  gegebenen 
Kegelschnittes  auf  Den  Berührungspunkten  m  und  n  des  Kegelschnittes 
entsprechen  coUinear  die  Berührungspunkte  m^  und  n^  des  Kreises  K^, 
Es  sind  demnach  m^n^^  und  mn  zwei  entsprechende  Geraden,  und  ihr 
Schnittpunkt  ö^  ein  Punkt  der  CoUineationsachse  C«.  Die  Tangente  t 
schneidet  ferner  die  Gerade  mn  in  einem  Punkte  v,  welchem  coUinear 
der  Schnittpunkt  v^^  von  m^n^  und  VgV  entspricht. 

Zieht  man  nun  von  v^  aus  eine  Tangente  t^  an  den  Kreis  Kq 
(man  wird  je  nach  der  Form  des  Kegelschnittes,  die  derselbe  als 
Contour  annehmen  muss,  leicht  entscheiden  können,  welche  von  den 
beiden  durch  Vq  gehenden  Kreistangenten  zu  wählen  ist),  so  entspricht 
diese  der  Kegelschnittstangente  t,  während  der  Schnittpunkt  d„  beider, 
d.  i.  der  Schnitt  von  t  und  t^,  einen  zweiten  Punkt  der  CoUinea- 
tionsachse C«,  welche  sich  nunmehr  als  Verbinduugsgerade  der 
beiden  Punkte  ö^  und  ^2  ergeben  wird,   bestimmt. 

Führen  wir  parallel  zu  der  CoUineationsachse  zwei  Tangenten  an 
den  Kreis  Kq^  deren  Berührungspunkte  A^  und  B^  sein  mögen,  so 
werden  diesen  beiden  Punkten  zwei  Punkte  Ä  und  B  auf  dem  Kegel- 
schnitte Ä' entsprechen,  in  welchen  die  Tangenten  gleichfalls  zur  CoUinea- 
tionsachse parallel  sein  werden;  AB  wird  somit  einen  Durch- 
messer des  Kegelschnittes  darstellen. 
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Halbiert  man  denselben  in  0,  so  erhält  man  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes,  und  zieht  man  durch  0  eine  zur  Colliueations- 
achse  Ca  Parallele  CD,  so  stellt  diese  letztere  den  dem  Durchmesser 
AB  conjugierten  Durchmesser  dar.  Die  Endpunkte  C  und  D 
desselben  können  leicht  bestimmt  werden. 

Dem  Punkte  0  entspricht  nämlich  auf  A^Bq  der  vermittelst 
des  Collineationsstrahles  VsOO^  zu  bestimmende  Punkt  0„,  während 
der  Geraden  CD  die  durch  Oq  zur  Collineationsachse  Ca  parallel  ge- 
zogene Gerade  C^Do  entsprechen  wird.  Dieselbe  schneidet  den  Kreis  Z^ 
in  zwei  Punkten  C^  und  D^,,  welche  vermittelst  der  Strahlen  C^,  Fs  und 
DqVs  auf  cd  zurückprojiciert,  die  gesuchten  Punkte  C  und  D  geben. 

Bringt  man  in  (Fig.  148,  Taf.  XXII)  eine  mit  der  soeben  durch- 
geführten Construction  übereinstimmende  zur  Geltung,  so  kann  auch 
die  dort  gestellte  Aufgabe  als  vollständig  durchgeführt  betrachtet 
werden. 

§.  534. 

170,  Aufgabe.  Es  sind  eine  Ellipse  und  innerhalb  derselben 
drei  Punkte  gegeben;  durch  diese  drei  Punkte  ist  eine  zweite  Ellipse 
zu  legen,  welche  die  erstere  in  zwei  Punkten  berührt;  ferner  sind 
zwei  conj agierte  Durchmesser  derselben  zu  ermitteln. 

Die  Achsen  der  gegebenen  Ellipse  E  seien  AB  und  CD  (Taf.  XXII, 
Pig.  150);  die  drei  innerhalb  derselben  gegebenen  Punkte  seien  a^  a^ 
und  cig. 

Betrachten  wir  die  Ellipse  E  als  den  Hauptmeridian  eines  Rota- 
tionsellipsoides  und  die  Achse  J.  5  als  die  Rotationsachse  desselben. 
Als  Grundlinie  X  werden  wir  demzufolge  eine  zu.  AB  senkrechte 
Gerade  wählen.  Nimmt  man  ferner  in  der  verlängerten  Achse  AB 
einen  beliebigen  Punkt  0'  als  Horizontalprojection  dieser  Achse  an 
und  beschreibt  man  aus  demselben  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  K\ 
vom  Radius  r  gleich  der  Halbachse  CO  —  OD  der  gegebenen  Ellipse  £, 
so  kann  dieser  Kreis  als  die  Horizontalprojection  des  Äquatorialkreises 
{K^,K\)  aufgefasst  werden,  wodurch  das  Ellipsoid /S  vollkommen  be- 
stimmt erscheint.  Nach  dieser  Vorbereitung  übergehen  wir  auf  die 
Lösung  der  eigentlichen  Aufgabe. 

Nennen  wir  die  Ellipse,  welche  durch  die  drei  Punkte  a^,  a^  und 
«3  gehen  und  die  gegebene  Ellipse  E  doppelt  berühren  soll,    kurz  e. 

Jede  Ellipse,  welche  die  gegebene  Ellipse  jB,  also  auch  die  zu 
suchende  Ellipse  e,  in  zwei  Punkten  berührt^  kann,  wie  aus  Früherem 
bekannt,  als  die  verticale  Projection  eines  ebenen  Schnittes  des  vor- 
bestimmten Rotationsellipsoides  angesehen  werden. 


512 

Nachdem  aber  diese  Ellipse  e  auch  durch  die  Punkte  a^,  a^  und 
a^  gehen  soll,  so  ist  noth wendig,  dass  diese  letzteren  die  verticalen 
Projectionen  von  Punkten  seien,  welche  in  der  schneidenden  Ebene 
sowohl,  als  auch  auf  dem  EUipsoide  liegen. 

Wir  haben  demgemäß  die  Punkte  a,,  a^,  a^  als  verticale  Pro- 
jectionen von  Punkten  des  EUipsoides  vorauszusetzen  und  darnach 
deren  Horizontalprojectionen  zu  bestimmen.  Dies  kann  in  der  folgenden 
einfachen  Weise  geschehen.  Der  Punkt  a^  gehört ,  falls  er  als  ein 
Punkt  des  EUipsoides  vorausgesetzt  wird ,  einem  Meridiane  an,  dessen 
verticale  Projection  eine  Ellipse  sein  muss,  die  durch  den  Punkt  a^ 
geht  und  deren  eine  Achse  AB  ist.  Die  zweite  Achse  dieser  verti- 
calen Projection  ist  mittelst  des  über  AB  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Affinkreises  K^  leicht  zu  ermitteln. 

Zieht  man  nämlich  a,  a^^  senkrecht  ivlAB,  wobei  der  Punkt  a^^ 
dem  Kreise  K^  angehört,  so  sind  a^  und  a^^  zwei  entsprechende  Punkte. 
Verbinden  wir  ferner  a^^  oder  a/  mit  dem  Punkte  G^  oder  D^,  in 
welchen  Punkten  die  verlängerte  Achse  CD  den  Kreis  K^  das  eine-  oder 
anderemal  trifft,  so  wird  dieser  Geraden  ö^/Cq,  oder  beziehungsweise  der 
Geraden  a^^D^,  welche  dieAffinitätsachse  J.B  im  Punkte  d^  schneiden, 
die  Gerade  a\^d^  entsprechen,  welche  ihrerseits  wieder  die  Achse  CD 
in  dem  dem  Punkte  JD^  entsprechenden  Punkte  d^  treffen  wird.  Dieser 
Punkt  d^  wird  offenbar  einen  Endpunkt  der  zweiten  Achse  der  Ellipse 
ABa^  darstellen. 

Nachdem  diese  Ellipse  die  verticale  Projection  eines  Meridians 
repräsentiert,  so  stellt  ihre  m  AB  senkrechte  Achse  die  verticale 
Projection  eines  Durchmessers  des  Äquators  dar.  Besagter  Durchmesser 
wird  erhalten,  wenn  man  den  Punkt  d^  auf  den  Kreis  K\  nach  d\ 
projiciert  (es  gibt  selbstverständlich  zwei  Punkte  auf  diesem  Kreise) 
und  den  erhaltenen  Punkt  d\  mit  0'  verbindet.  Die  Gerade  d\  O  ist 
gleichzeitig  die  Horizontalprojection  des  dem  Punkte  a,  entsprechen- 
den Meridians;  es  muss  daher  die  Horizontalprojection  a\  dieses 
Punktes  nothwendig  auf  derselben  liegen.  (Die  Horizontalprojection  a\ 
des  Punktes  a^  ist  bekanntlich  zwei-deutig,  da  die  vertical-projicierende 
Gerade  a^  das  Ellipsoid  in  zwei  Punkten  treffen  muss.  Die  zweite 
Horizontalprojection  von  a^  liegt  offenbar  symmetrisch  mit  a\  gegen 
die  Hauptmeridianebene.)  In  gleich  einfacher  Weise  bestimmt  man  die 
Horizontalprojectionen  a'^  und  a'3  der  beiden  übrigen  Punkte  a^  und  a^. 

Die  Construction  der  horizontalen  Projectionen  a\ ,  a'^  und  a'^ 
unter  der  obangegebenen  Bedingung  kann  ebenso  einfach  auch  auf  die 
zweite,  in  (Taf.  XXII,  Fig.  150)   angedeutete  Bestimmungs weise,  die 


513 

diesfalls,  da  sich  theilweise  zu  schiefe  Schnitte  ergaben,  als  Controle 
benützt  wurde,  vollführt  werden. 

Legt  man  nunmehr  durch  die  drei  Punkte  (a^,a\),  {a^yd'^  und 
(^^s^^'a)  61^0  Ebene  F^Phy  so  wird  diese  das  Kotationsellipsoid 
in  einer  Ellipse  schneiden,  welche  durch  diese  drei  Punkte  {a^^a\) 
ifl^ya'^  und  (a3,a'3)  geht. 

Die  Verticalprojection  e  dieser  Ellipse  wird  sodann  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  a^ ,  a^  und  a^  gehen ,  und  die  Ellipse 
JE?  {AB CD)  in  zwei  Punkten  berühren.  Diese  Berührung  wird  jedoch 
eine  reelle  oder  eine  imaginäre  sein,  je  nachdem  die  Ebene  P^jPä  die 
Meridianellipse  E  in  reellen  oder  imaginären  Punkten  schneidet.  Wenn 
(aj,a'i),  {a^^a*^  und  (a^^a^^)  so  bestimmt  werden,  dass  sie  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Hauptmeridianebene  liegen,  sind  die  obgenannten 
zwei  Punkte  stets  reell. 

§,  535. 

171,  Aufgabe.  Eine  Ellipse;  innerhalb  derselben  zwei  Punkte 
und  eine  Grerade,  welche  die  Ellipse  reell  schneidet,  sind  gegeben; 
es  ist  eine  zweite  Ellipse  zu  bestimmen,  welche  durch  die  beiden 
gegebenen  Punkte  geht,  die  gegebene  Ellipse  in  zwei  und  die  gegebene 
Grerade  in  einem  Punkte  berührt.  Zwei  conjugierte  Durchmesser  dieser 
letzteren  Ellipse  sind  constructiv  zu  ermitteln. 

Die  Ellipse  E  (Taf.  XXIII,  Fig.  151)  sei  durch  ihre  Achsen  AB 
und  CD  gegeben ;  a^  und  a^  seien  die  innerhalb  derselben  gegebenen 
Punkte  und  t  die  gegebene  Gerade,  welche  die  Ellipse  in  reellen 
Punkten  schneiden  möge. 

Die  gegebene  Ellipse  E  {AB  ^  CD)  betrachten  wir  als  den 
Hauptmeridian  (verticale  Projection)  eines  Eotationsellipsoides  5  die 
Achse  AB  derselben  setzen  wir  als  die  Kotationsachse  dieses  Ellipsoides 
voraus.  Die  Grundlinie  X  ist  diesfalls  wieder  senkrecht  zur  Achse  AB 
anzunehmen.  Als  Horizontalprojection  K^*  des  Äquators  ergibt  sich 
somit  ein  Kreis,  dem  als  Radius  die  kleine  Halbachse  CO=:OD  der 
gegebenen  Ellipse  entspricht. 

Der  Mittelpunkt  0'  dieses  Kreises  kann  (beliebig)  auf  der  ver- 
längerten AB  gewählt  werden. 

Die  zu  bestimmende  Ellipse  e  fassen  wir  abermals  als  die  Ver- 
ticalprojection eines  gewissen  ebenen  Schnittes  des  ßotationsellipsoides 
auf.  So  wie  im  vorhergehenden  Falle  werden  auch  hier  die  Horizontal- 
projectionen  a/  und  a^'  der  Punkte  «i  und  a^,  die  man  als  Vertical- 
projectionen  zweier  Punkte  des  Ellipsoides  voraussetzt,  bestimmt.  Die 
schneidende  Ebene  muss  durch  die  beiden  Punkte  (a,,  a/)  und  (a^,  a^') 
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hindurchgehen,  also  die  Verbindungsgerade  (g,  g')  dieser  beiden  Punkte 
enthalten. 

Sehen  wir  nun  nach,  welche  weitere  Bedingung  der  schneidenden 
Ebene  diesfalls  auferlegt  wird. 

Da  die  zu  suchende  Ellipse  e  einerseits  von  der  Geraden  t  berührt 
werden  soll,  andrerseits  aber  diese  Ellipse  als  Verticalprojection  eines 
ebenen  Schnittes  aufgefasst  wird,  so  kann  man  auch  die  Gerade  t 
gleichzeitig  als  die  Verticalprojection  einer  Tangente  dieses  ebenen 
Schnittes  betrachten. 

Als  solche  muss  die  besagte  Tangente  t  offenbar  einen  Punkt 
(s,  s')  mit  der  Geraden  {g,  g')  gemein  haben,  der  als  Schnitt  von  g  und 
t  leicht  construiert  werden  kann;  weiters  muss  dieselbe,  als  Tangente 
eines  ebenen  Schnittes  der  Fläche,  auch  eine  Tangente  der  Fläche  selbst 
darstellen. 

Unsere  Aufgabe  besteht  somit  bloß  darin,  eine  Tangente  des 
Ellipsoides  zu  finden,  welche  durch  den  Punkt  (s,  s')  geht  und  die 
Gerade  t  zu  ihrer  Verticalprojection  hat. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Tangente  in  einer  verticalproji- 
cierenden  Ebene  H  liegen  müsse,  deren  Verticaltrace  mit  t  zusammen- 
fällt, dass  dieselbe  also  auch  eine  Tangente  des  in  dieser  Ebene 
Hv  liegenden  Kegelschnittes  des  Ellipsoides  sein  werde. 

Um  an  diesen  Kegelschnitt  von  (s,  s')  aus  Tangenten  zu  ziehen, 
bestimmen  wir  zunächst  die  eine  Achse  desselben.  Diese  ist  die  Ver- 
biudungsgerade  jener  Punkte  m  und  n  der  Hauptmeridianellipse  ABCB^ 
welche  sich  als  die  Schnittpunkte  mit  t  ergeben.  Die  letztgenannten 
Punkte  m  und  n  werden  mittelst  des  über  AB  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Affinkreises  K^  abgeleitet. 

Legen  wir  nun  durch  den  Kegelschnitt  einen  Kegel,  dessen  Spitze 
der  eine  Scheitel,  etwa  {A,  A'),  des  Ellipsoides  ist,  so  wird  der  Schnitt 
dieses  Kegels  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  (nach  Satz  331) 
ein  Kreis  y  sein,  welcher  über  der  Geraden  ^'i/'  als  Durchmesser 
beschrieben  wird,  wobei  (^,  fc')  und  {v,v^)  die  Horizontaldurchstoß- 
punkte der  Kegelerzeugenden  (Am.A^m')  und  (An^A'n')  repräsentieren. 
Die  zu  suchenden  Kegelschnittstangenten  werden  mit  dem  Kegel- 
scheitel (A,  A')  zwei  Berührebenen  des  Kegels  bestimmen,  welche 
durch  die  Gerade  (As,  A's')  gehen,  während  sich  deren  Horizontal- 
tracen  als  die  durch  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  a'  dieser  Ge- 
raden an  den  Kreis  y  gezogeiinn  Tangenten  ergeben. 

Hiermit  ist  der  Weg  tür  «iie  vorzunehmenden  Constructionen 
festgestellt.  Man  hat  nämlich  von  dem  Punkte  a'  aus  eine  Tangente 
r  an  den  Kreis  y   zu    ziehen,    diese    als  Horizontaltrace   einer  durch 
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{A,  A^)  gehenden  Ebene  zu  betrachten  und  den  Schnitt  dieser  Ebene 
(A,  r)  mit  der  vertical-projicierenden  Ebene  if«  zu  ermitteln.  Ein  Punkt 
des  Schnittes  ist  bereits  der  Punkt  (5,  s')  und  ein  zweiter  Punkt  des- 
selben wird  gefunden,  wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  (q,  q^)  von 
r  mit  (A,  J.')  verbindet  und  den  Schnittpunkt  (r,  r')  dieser  Geraden 
mit  der  Ebene  H^  bestimmt.  Die  Gerade  (sr,  s'r')  oder  (f,  ^')  reprä- 
sentiert sodann  eine  durch  {Sj  s')  gehende  Tangente  des  Kegelschnittes 
in  der  vertical-projicirenden  Ebene  jffy,also  eine  Tangente  des  EUipsoides, 
welche  durch  den  Punkt  (s,  s')  geht  und  die  gegebene  Gerade  t  zur 
Verticalprojection  hat. 

Legt  man  ferner  durch  die  beiden  Geraden  {g,  g')  und  (i^,  P)  eine 
Ebene  PvPh,  so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse,  welche 
durch  die  Punkte  (a^,  a/)  und  (a^,  a^')  geht  und  von  der  Geraden 
{tj  P)  in  jenem  Punkte  berührt  wird ,  in  welchem  die  letztere  eine 
Berührung  mit  dem  EUipsoide  eingeht. 

Die  verticale  Projection  dieser  Schnittellipse  wird  gleichfalls  eine 
Ellipse  sein,  und  zwar  eine  Ellipse  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie 
die  Contourellipse  {AB^CI))—.E  in  zwei  Punkten  berührt,  die  Gerade 
t  tangiert  und  durch  die  beiden  Punkte  a^  und  a^,  geht;  dieselbe  wird 
mithin  die  gesuchte  Ellipse  e  darstellen. 

Die  Berührung  mit  dem  Hauptmeridiane  E  wird  entweder  reell 
oder  imaginär  erfolgen,  je  nachdem  die  Ebene  P^P/^  den  Haupt- 
meridian E  in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären  Punkten  schneidet. 
Wenn  die  beiden  Punkte  (a^a/),  (a^^,  a^')  und  der  Berührungspunkt 
der  Tangente  {t,  P)  so  bestimmt  werden,  dass  irgend  ein  Paar  dieser 
Punkte  zu  verschiedenen  Seiten  der  Hauptmeridianebene  liegt,  sind 
die  obbezeichneten  zwei  Punkte  stets  reell. 

§.  536. 

172.  Aufgabe.  Eine  Ellipse  ist  durch  ihre  Achsen  bestimmt; 
ferner  ist  innerhalb  derselben  ein  Punkt  und  v^eiters  sind  zwei  die 
Ellipse  in  reellen  Punkten  schneidende  (jeraden  gegeben;  es  soll  eine 
Ellipse  gesucht  werden,  welche  die  gegebene  Ellipse  in  zwei,  jede 
der  gegebenen  (Jeraden  dagegen  in  einem  Punkte  berührt,  und  über- 
dies durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Die  gegebenen  Achsen  der  Ellipse  E  sind  AB  und  CD  (Taf.  XXIII, 
Fig.  152);  a  ist  der  innerhalb  E  gegebene  Punkt;  t^  und  t^  sind  die 
beiden  vorliegenden  Geraden,  beziehungsweise  Tangenten. 

Die  Ellipse  E  nehmen  wir  als  den  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallelen  Hauptmeridian  eines  Eotationsellipsoides  an  und  be- 
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stimmeü  unter  dieser  Voraussetzung  die  zugehörige  Horizontalprojection 
des  letzteren,  d.  i.  die  Horizontalprojection  JSTj'  des  Äquatorialkreises. 

Die  zu  bestimmende  Ellipse  e  fassen  wir  als  die  verticale  Pro- 
jection  eines  ebenen  Schnittes  des  Ellipsoides  auf. 

Damit  die  Ellipse  e  die  gestellten  Bedingungen  erfülle,  ist  noth- 
wendig,  dass  die  schneidende  Ebene  durch  den  Punkt  {a,  a')  des 
Ellipsoides,  dessen  Verticalprojection  der  gegebene  Punkt  a  ist,  gehe, 
und  dass  dieselbe  zwei  Tangenten  der  Eotationsfläche  enthalte,  deren 
verticale  Projectionen  beziehungsweise  die  Geraden  ^^  und  t,^  sind. 

Unsere  Aufgabe  besteht  also  zunächst  darin,  den  Punkt  {a,  a') 
zu  bestimmen  (was  in  derselben  Weise  wie  in  den  vorhergehenden 
Problemen  vermittelst  des  über  AB  als  Durchmesser  beschriebenen 
Aflfinkreises  K^  geschehen  kann)  und  sodann  zwei  Tangenten  des 
Ellipsoides  derart  auszumitteln ,  dass  deren  Verticalprojectionen  mit 
den  gegebenen  Geraden  t^  und  t^  zusammenfallen,  dass  sich  diese 
Tangenten  schneiden  und  dass  überdies  deren  Ebene  auch  den  Punkt 
(a,  a')  enthalte.  Die  letzterwähnte  Ebene  wird  sodann  offenbar  die- 
jenige sein,  welche  das  EUipsoid  nach  einer  Ellipse  schneidet,  deren 
Verticalprojection  alle  vorangegebenen  Bedingungen  erfüllt  und  mithin 
die  gesuchte  Ellipse  darstellen  wird. 

Soll  die  Gerade  t  die  verticale  Projection  einer  Tangente  des 
Ellipsoides  sein,  so  muss  diese  Tangente  noth wendig  jene  Ellipse  e^  be- 
rühren, in  welcher  das  EUipsoid  von  der  vertical-projicierenden  Ebene 
der  Geraden  t^^  d.  i.  von  der  Ebene  P/  geschnitten  wird. 

Soll  ferner  die  Gerade  t^  die  Verticalprojection  einer  Tangente 
des  Ellipsoides  darstellen,  so  muss  diese  Tangente  noth  wendig  mit 
derjenigen  Ellipse  b^  eine  Berührung  eingehen,  in  welcher  die  durch 
t^  gehende  vertical-projicierende  Ebene  P«^  das  EUipsoid  schneidet. 

Da  sich  ferner  diese  beiden  Tangenten  schneiden  sollen  und  ihre 
Ebene  überdies  den  Punkt  (a,  a')  enthalten  muss,  so  wird  es  sich 
offenbar  nur  darum  handeln ,  durch  den  Punkt  (a,  a*)  eine  Ebene  so 
zu  legen,  dass  sie  sowohl  die  Ellipse  s^,  als  auch  die  Ellipse  e^  be- 
rühre. Die  Schnitte  dieser  Ebene  mit  den  beiden  Ellipsenebenen 
werden  sodann  Tangenten  des  Ellipsoides  von  der  verlangten  Eigen- 
schaft sein. 

Die  Construction  der  vorgenannten  Ebene  ist  mit  keinen  Schwie- 
rigkeiten verbunden.  Wir  wissen  nämlich  (nach  Satz  451,  Band  II), 
dass  sich  durch  die  beiden  Ellipsen  f,  und  So-,  da  sie  auf  derselben 
Fläche  zweiten  Grades  (d.  i.  auf  dem  Eotationsellipsoide)  liegen,  zwei 
Kegel  zweiten  Grades  legen  lassen.  Da  die  beiden  Ellipsen  in  Ebenen 
liegen,  welche  zur  Hauptmeridianebene  senkrecht  stehen,  so  sind  die- 
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selben  und  folglich  auch  die  durch  sie  gelegten  Kegel  zweiten  Grades, 
symmetrisch  gegen  die  Hauptmeridianebene ;  es  müssen  demnach  auch 
die  Scheitel  der  letzteren  in  der  Hauptmeridianebene  liegen.  Die  in 
der  Hauptmeridianebene  liegenden  Erzeugenden  dieser  beiden  Kegel 
sind  sodann  offenbar  die  Verbindungsgeraden  jener  Punkte,  in  welchen 
die  beiden  Ellipsen  s^  und  s^  oder  ihre  Ebenen  die  Hauptmeridian- 
ellipse E  schneiden*  Hieraus  folgt  unmittelbar  für  die  fraglichen 
Kegelscheitel  nachstehende  Construction. 

Man  bestimmt  zunächst  die  Schnittpunkte  m^  und  n^  der  Geraden 
^j,  so  wie  die  Schnittpunkte  m^  und  n^  der  Geraden  t^  mit  der  Ellipse 
(AB,  CD)  vermittelst  des  über  AB  als  Durchmesser  beschriebenen 
Affinkreises  Kq. 

Die  beiden  Geraden  m^  m^  und  n,  w^  schneiden  sich  in  dem  einen 
und  die  Geraden  m^  n^  und  m^  n^  in  dem  anderen  der  vorerwähnten 
Kegelscheitel.  Behufs  der  Durchführung  der  gestellten  Aufgabe  wollen 
wir  allenfalls  den  letzteren,  d.  i.  den  Punkt  S  benützen,  dessen  Hori- 
zontalprojection  Ä'  auf  Grund  der  vorausgeschickten  Erörterungen  in 
der  Horizontaltrace  rih  der  Hauptmeridianebene  liegt. 

Es  ist  offenbar  ganz  gleichgiltig,  welche  der  beiden  Ellipsen  a^ 
und  ^2  ^^^  ^'s  Leitcurve  für  den  obbezeichneten  Kegel  annimmt. 
Wählen  wir  daher  für  den  vorliegenden  Zweck  beispielsweise  die  in 
der  vertical-projicierenden  Ebene  B\  liegende  Ellipse  5,. 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  {a,  a*)  eine  Berührebene  an  den 
Kegel  {8,8^),  so  wird  diese  nothwendigerweise  die  beiden  Ellipsen  s^ 
und  ^2  berühren,  also  die  gesuchte  Ebene  darstellen. 

Die  Schnittgerade  der  letztgenannten  Ebene  mit  der  Ebene  P',. 
der  Ellipse  a^  wird  bekanntlich  jene  Tangente  {t^^  t\)  der  letzteren 
sein,  welche  durch  den  Schnittpunkt  (5,  s')  der  Ellipsenebene  P'^,  mit 
der  Geraden  {Sa,S'a')  geht. 

Die  Construction  dieser  Tangente  (^i,^'i)  führen  wir  in  Über- 
einstimmung mit  der  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  gewählten  Be- 
stimmungsweise durch,  indem  wir  die  Ellipse  s^,  aus  dem  Scheitel 
{A,  A')  des  Ellipsoides  als  Centrum,  auf  die  horizontale  Projections- 
ebene  als  Kreis  7,  und  ebenso  den  Punkt  (5,  s')  nach  a'  projicieren 
und  von  &  aus  an  diesen  Kreis  7^,,  die  Tangente  x\  ziehen.  Dieser 
Tangente  entspricht  sodann  in  der  Ebene  P\  die  durch  (5,5')  gehende 
Ellipsentangente  {t^,t\). 

Legen  wir  ferner  durch  diese  Tangente  (^i,^'i)  und  durch  die  die- 
selbe im  Punkte  {s^s')  schneidende  Gerade  (/S'ajS'a')  die  Ebene  Pi;Pä. 
Da  diese  Ebene  eine  Tangentialebene  des  Kegels  {S^s^)  ist,  so  berührt 
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sie  auch  die  zweite  auf  dem  Kegel  liegende  Ellipse  s^  und  schneidet 
mithin  die  Ebene  T\  derselben  in  einer  Tangente  (^2,  ^'2),  deren  hori- 
zontale Projection  V^,  als  hier  überflüssig,  nicht  gezeichnet  wurde. 

Die  Ebene  P«  Ph  wird  nun  das  Ellipsoid  nach  einer  Ellipse 
schneiden,  welche  durch  den  Punkt  (a,  a*)  geht  und  von  den  Tangenten 
(fj,^j)  und  {t^,t'^  in  den  nämlichen  Punkten  berührt  wird,  in  welchen 
die  letzteren  die  beiden  Ellipsen  s^  und  s^,  also  auch  das  Ellipsoid 
berühren. 

Nachdem  aber  die  verticalen  Projectionen  dieser  Tangenten  die 
beiden  gegebenen  Geraden  t^  und  t^  selbst  sind,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  verticale  Projection  der  genannten  Schnittellipse  selbst  wieder 
eine  Ellipse  sein  wird,  welche  den  Meridian  E  in  zwei  Punkten  (und 
zwar  in  den  reellen  oder  imaginären  Schnittpunkten  der  Meridianellipse 
E  mit  der  Ebene  F^  Ph)  berührt,  durch  den  Punkt  a  geht  und  endlich 
auch  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  die  geforderte  Berührung  ein- 
geht, daher  die  gesuchte  Ellipse  e  darstellt. 

§.  537. 

173.  Aufgabe,  Es  sind  eine  Ellipse  durch  ihre  Achsen  und 
drei  Greraden,  welche  diese  Ellipse  in  reellen  Punkten  schneiden, 
gegeben;  es  ist  eine  zweite  Ellipse  zu  finden,  welche  die  gegebene 
Ellipse  in  zwei  Punkten,  jede  der  gegebenen  Geraden  aber  in  je  einem 
Punkte  berührt. 

Seien  AB  und  CD  (Taf.  XXIV,  Fig.  153)  die  Achsen  der  gege- 
benen  Ellipse  E  und  t^,  12,^3  die  drei  gegebenen  Geraden. 

Wie  in  den  vorhergehenden  Beispielen,  so  betrachten  wir  auch 
hier  die  Ellipse  E  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Meridian  eines  Eotationsellipsoides  und  denken  uns  die  Achse  J.  jB  als 
Rotationsachse  des  letzteren.  Die  Grundlinie  X  wird  man  sodann  senk- 
recht zu  J.  J5  zu  wählen  und  aus  einem  beliebigen  Punkte  0'  der  ver- 
längerten AB  einen  Kreis  mit  dem  Eadius,  welcher  der  kleinen  Halb- 
achse CO  der  gegebenen  Ellipse  E  gleich  kömmt,  zu  beschreiben  haben, 
um  durch  K\  die  Horizontalprojection  des  Äquatorialkreises  dieses 
EUipsoides  dargestellt  zu  erhalten. 

Die  zu  bestimmende  Ellipse  e  wird  sich  wieder  als  die  Vertical- 
projection  des  Schnittes  dieses  Eotationsellipsoides  mit  einer  gewissen 
Ebene  P  ergeben,  welche  eine  derartige  Lage  haben  muss,  dass  sie 
drei  Tangenten  des  EUipsoides  enthält,  welcher  die  drei  gegebenen 
Geraden  1^1,^2  ^^^  h  ^^s  Verticalprojectionen  entsprechen. 

Nachdem  aber  jede  Tangente  des  Eotationsellipsoides,  welcher 
eine  der  Geraden  t^.t^^t^  als  Verticalprojection  zukömmt,  beziehungs- 
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weise  zugleich  eine  Tangente  derjenigen  Ellipse  ^,,^3,53  sein  muss,  in 
welchen  das  EUipsoid  von  den  durch  t^,  t^^  t^  gehenden  verticalproji- 
cierenden  Ebenen  P\,P\,F^v  geschnitten  wird,  so  ist  klar,  dass  die 
zu  bestimmende  Ebene  durch  die  Bedingung,  dass  sie  jede  dieser  drei 
Ellipsen  s^^So^s^  in  je  einem  Punkte  berühre,  gegeben  ist.  Denn  eine 
derartige  Ebene  wird  die  drei  Ellipsenebenen  P\,P\  und  P\  in  drei 
Tangenten  der  vorerwähnten  Ellipsen,  also  auch,  da  diese  auf  dem 
Ellipsoide  liegen,  in  drei  Tangenten  des  Ellipsoides  schneiden,  welche 
die  Geraden  t^^tr^nni  t^  zu  Verticalprojectionen  haben. 

Da  die  drei  Ellipsen  fj,f2,f3  auf  derselben  Fläche  zweiten  Grades 
(dem  ßotationsellipsoide)  liegen,  so  ist  (nach  Satz  451,  IL  Band)  be- 
kannt, dass  sich  durch  jedes  Paar  derselben  zwei  Kegel  zweiten  Grades 
legen  lassen.    Die  Scheitel  dieser  Kegel  sind  unschwer  zu  bestimmen. 

Construieren  wir  beispielsweise  den  Scheitel  {8,  S')  von  einem 
der  beiden  Kegel,  welche  durch  die  Ellipsen  s^  und  f^  gehen. 

Da  diese  Ellipsen  eine  gegen  die  Hauptmeridianebene  Tih  sym- 
metrische Lage  besitzen,  so  wird  das  Gleiche  auch  von  dem  durch 
dieselben  gehenden  Kegel  gelten.  Der  Scheitel  dieses  Kegels  muss 
daher  ein  Punkt  {S,8')  in  der  Hauptmeridianebene  rih  sein.  Der  be- 
sagte Punkt  {8,  8)  wird  offenbar  einer  von  den  Schnittpunkten  jener 
Geraden  sein,  welche  die  in  der  Hauptmeridianebene  liegenden  Punkte 
m^  n^  und  m^  n^  der  Ellipsen  s^  und  £3,  d.  i.  die  Schnittpunkte  der 
Meridianellipse  E  mit  den  Ebenen  P^  und  P%  verbinden. 

Bestimmen  wir  daher  mit  Zuhilfenahme  des  über  AB  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  Zq,  die  Punktepaare  mj^j;  m2  ^^2  5  ^3^3  ^ 
in  welchen  die  Geraden  t^^to.t^^  beziehungsweise  die  Meridianellipse 
schneiden,  so  erhält  man  in  den  Verbindungsgeraden  m^no  und  m^n^ 
zwei  Erzeugenden  des  einen  der  beiden  durch  die  Ellipsen  5,  und  f^ 
gehenden  Kegels  und  mithin  im  Schnittpunkte  {S,8)  derselben  den 
Scheitel  dieses  Kegels.  Die  Horizontalprojection  S'  des  Kegelscheitels 
liegt  in  der  Horizontaltrace  rju  des  Hauptmeridians  E. 

Ebenso  ergibt  sich  im  Schnitte  (8^,  8\)  der  beiden  Geraden 
m^nir^  und  Uofi^  der  Scheitel  eines  Kegels,  welcher  durch  die  beiden 
Ellipsen  s^  und  s^  geht.  Verbinden  wir  diese  beiden  Kegelscheitel 
{8,8)  und  {S^jS\)  durch  eine  Gerade  {g^g^)  (die  Horizontalprojection 
g*  fällt  mit  rjh  zusammen)  und  denken  wir  uns  durch  diese  Gerade 
(g^g^)  eine  Ebene  gelegt,  welche  beispielsweise  die  Ellipse  8^  berührt, 
so  ist  einleuchtend,  dass  diese  Ebene  sowohl  eine  Tangentialebene  des 
Kegels  (Ä,  £2);  als  auch  des  Kegels  (S,,^^)  sein  und  infolge  dessen 
auch  die  beiden  anderen  auf  diesen  Kegeln  liegenden  Ellipsen  s^  und 
£3  berühren  müsse. 
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Construieren  wir  daher  eine  Ebene  P^  Pa,  welche  durch  die  Gerade 
(g^g^)  geht  und  irgend  eine  von  den  drei  Ellipsen  «i,f2>%  berührt,  so 
muss  diese  Ebene  nothwendig  auch  mit  den  beiden  noch  übrigen 
Ellipsen  eine  Berührung  eingehen.  Die  angedeutete  Construction  kann 
folgendermaßen  ausgeführt  werden. 

Wenn  die  Ebene  Pv  Ph  durch  die  Gerade  (gyg^)  gehen  und  die 
Ellipse  8^  berühren  soll,  so  muss  dieselbe  eine  von  den  beiden  Tan- 
genten enthalten,  welche  an  diese  Ellipse  s^  von  dem  Schnittpunkte 
(s,  s')   ihrer  Ebene  P'«  mit  der  Geraden  {g,  g*)  gezogen  werden  kann, 

Projicieren  wir  daher  die  Ellipse  a^  von  dem  Scheitel  {A^A*) 
des  EUipsoides,  wie  aus  vorhergegangenen  Erörterungen  bekannt,  auf 
die  horizontale  Projectionsebene  als  Kreis  y^  und  den  Punkt  (s,s') 
nach  (<?,  <y'),  so  hat  man  bloß  von  a'  an  y^  die  Tangente  t\  zu  führen 
und  dieselbe  von  (-4,-4')  aus  in  die  Ebene  F^  nach  (^,,^'i)  zurück- 
projicieren.  Durch  die  so  erhaltene  Gerade  {t^^t'^  und  durch  die 
Gerade  (^,  ^')  kann  nun  die  Ebene  P„  Pä  unmittelbar  gelegt  werden. 

Die  letztgenannte  Ebene  berührt,  den  früheren  Betrachtungen 
gemäß,  die  sämmtlichen  drei  Ellipsen  «i,  f^»  ^3  ^^^  schneidet  deren 
Ebenen  P\,P\,F\  in  den  Tangenten  {t^jt\) ;  {t^yt'^)  und  {t^,t'^)  dieser 
Ellipsen,  also  auch,  nachdem  diese  letzteren  auf  der  Fläche  liegen,  in 
jenen  Tangenten  des  EUipsoides,  welche  zu  Verticalprojectionen  die 
Geraden  ^^,  i^^,  t^  haben.  Die  vorbezeichnete  Ebene  wird  demnach  das 
EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden,  welche  von  den  drei  Tangenten 
{t^,t\)'^  (t^^t^^)  und  {t^,t'^  in  den  nämlichen  drei  Punkten  berührt 
wird,  in  welchen  die  letzteren  die  Ellipsen  £,,  e^,  e^,  also  auch  das 
EUipsoid  selbst  berühren. 

Die  verticale  Projection  der  genannten  Schnittellipse  wird  somit 
eine  Ellipse  sein,  welche  einerseits  die  Meridianellipse  E  in  zwei 
Punkten,  d.  i.  in  jenen  beiden  Punkten  berührt,  in  welchen  die  Meri- 
dianellipse reell  oder  imaginär  von  der  schneidenden  Ebene  PvPh  ge- 
troffen wird,  andererseits  auch  mit  den  drei  gegebenen  Geraden  t^^to^t^ 
die  geforderte  Berührung  eingeht  und  mithin  die  gesuchte  Ellipse  e 
darstellt. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  in  diesem  Falle  ebenso  wie  in 
allen  vorhergehenden,  auf  ähnlichen  Principien  beruhenden  Aufgaben, 
anstandslos  conjugierte  Durchmesser  der  jeweiUg  gesuchten  Ellipse  e 
construiert  werden  können.  Man  hat  diesfalls  eben  nichts  anderes  zu 
thun,  als  die  Achsen  des  Schnittes  des  EUipsoides  mit  der  Ebene  F^Ph, 
(wie  in  Aufgabe  138)  gezeigt  wurde,  zu  ermitteln,  um  in  deren  Verti- 
calprojectionen zwei  conjugierte  Durchmesser  der  EUipse  e 
:zu  erhalten. 
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§.  538. 

174.  Aufgabe.  Eine  Ellipse  ist  durcli  ihre  Achsen  und  eine 
Gerade,  welche  diese  Ellipse  in  reellen  Punkten  schneidet,  sind 
gegeben;  man  soll  einen  Kreis  zeichnen,  welcher  die  Ellipse  in  zwei 
Punkten  und  die  gegebene  Gerade  in  einem  Punkte  berührt. 

Die  Achsen  der  gegebenen  Ellipse  E  seien  AB  und  CD 
(Taf.  XXIII,  Fig.  154) ;  die  gegebene  Gerade  sei  t. 

Die  Ellipse  E  fassen  wir  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Meridian  und  die  Achse  AB  derselben  als  Kotationsachse 
-eines  Kotationsellipsoides  auf. 

Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  wie  in  den  unmittelbar  vorher- 
gegangenen Problemen  die  Horizontalprojection  K\  des  Äquatorial- 
kreises dieses  Ellipsoides. 

Mit  Benutzung  dieses  Ellipsoides  lässt  sich  die  Aufgabe  auf  zwei- 
fache, priücipiell  verschiedene  Arten,  constructiv  durchführen. 

Erste  Methode. 

Wir  zeichnen  zunächst  den  Kreis  o,,  welcher  die  Meridianellipse 
{AB,  CD)  in  den  Endpunkten  der  kleinen  Achse  CD  berührt  und  be- 
trachten denselben  als  die  verticale  Projection  des  Schnittes  des  Ellip- 
soides mit  einer  durch  diese  Achse  CD  gehenden  Ebene.  Die  Lage 
dieser  Ebene  ist  leicht  zu  ermitteln,  da  man  außer  der  Geraden  CD 
nur  noch  einen  Punkt  derselben  zu  deren  Bestimmung  nöthig  hat. 
Nehmen  wir  diesbezüglich  beispielsweise  den  Punkt  r  des  Kreises  c^ 
-ao ,  welcher  in  die  Achse  AB  fällt.  Dieser  Punkt  ist  die  Vertical- 
projection  eines  Punktes  der  Schnittcurve,  d.  h.  eines  Punktes  (r,r'), 
welcher  sowohl  dem  EUipsöide,  als  auch  der  schneidenden  Ebene  an- 
gehören muss.  Die  Horizontalprojection  r'  dieses  Punktes  findet  man 
einfach  mit  Zuhilfenahme  des  durch  r  gehenden  Parallelkreises  (;r,;r'). 

Die  durch  (r,r')  und  (CD, CD')  gelegte  Ebene  H^Hh  schneidet 
mithin  das  EUipsoid  in  einem  Kegelschnitt,  welcher  sich  vertical  als 
Kreis  c,  projiciert.  Die  Kreuzrisstrace  Hk  dieser  Ebene  ist  durch  die 
Verbindungsgerade  der  Kreuzrissprojectionen  r"  und  CD"  vergegen- 
wärtigt. 

Weiters  ist  einleuchtend,  dass  jede  zur  Ebene  H„Hh  parallele 
Ebene  das  EUipsoid  in  einer  der  früheren  Ellipse  ähnlichen  und 
ähnlich  gelegenen  Curve  schneiden  wird,  dass  deren  Verticalprojection 
wieder  ein  Kreis  sein  werde  und  dass  dieser  letztere  die  Contour- 
«Uipse  {AB,  CD)  in  zwei  Punkten  berühre. 

Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte  liegen  auf  dem  der 
Ebene  HvHh  conjugierten  Durchmesser,  dessen  Kreuzrissprojection  d** 
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leicht  constructiv  bestimmt  werden  kann.  Der  bezeichnete  Durch- 
messer liegt  nämlich  in  der  doppeltprojicierenden  Meridianebene;  die 
Endpunkte  desselben  sind  jene  Punkte,  in  welchen  die  Meridiantan- 
genten parallel  zu  der  Ebene  H  sind.  Denkt  man  sich  daher  den 
Meridian  um  90*^  gedreht,  so  dass  er  mit  {AB,  CD)  zusammenfällt, 
so  erscheint  die  Schnittgerade  der  Meridianebene  mit  der  Ebene  H 
nach  der  Drehung  in  Or^.  Die  Tangente  von  E  in  r^  gibt  sodann 
die  Neigung  des  gesuchten  Durchmessers  an,  woraus  sich  anstandslos 
seine  Kreuzrissprojection  d^'  ableiten  lässt. 

Unter  allen  den  zu  HvHh  parallelen  Ebenen  ist  nunmehr  jene  zu 
bestimmen,  welche  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneidet,  deren  Ver- 
ticalprojection  als  ein  Kreis  erscheint,  welcher  die  gegebene  Gerade  t 
berührt.  Die  schneidende  Ebene  muss  also  eine  Tangente  des  Ellip- 
soides  enthalten,  deren  verticale  Projection  mit  der  gegebenen  Geraden 
t  zusammenfällt. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  die  schneidende  Ebene  zur  Ebene 
Hr^Hh  parallel  sein  und  eine  Gerade  von  der  Verticalprojection  t  ent- 
halten muss,  so  ist  die  Eichtung  der  Horizontalprojection  dieser  Geraden 
vollständig  bestimmt. 

Betrachten  wir  nämlich  die  durch  t  gehende  vertical-projicierende 
Ebene,  so  ist  ersichtlich,  dass  diese  bereits  die  Ebene  H^  Hh  in  einer 
zu  der  gesuchten  Tangente  parallelen  Geraden  schneiden  werde.  Nach- 
dem aber  der  Schnitt  (Z,  V)  mit  der  letzteren  Ebene  ohneweiters  ge- 
zeichnet werden  kann,  so  ist  auch  klar,  dass  jede  Gerade,  welche  in 
einer  zur  Ebene  H  parallelen  Ebene  liegt  und  die  Verticalprojection  t 
(oder  l)  besitzt,  gleichzeitig  eine  zu  V  parallele  Horizontalprojection 
besitzen  müsse.  Da  aber  überdies  die  Gerade  t  gleichzeitig  die  Ver- 
ticalprojection einer  Tangente  des  Ellipsoides  darstellen  soll,  so  haben 
wir  vorderhand  nichts  anderes  zu  thun,  als  an  die  Ellipse  s^,  in 
welcher  die  durch  t  gelegte  vertical-projicierende  Ebene  das  EUipsoid 
schneidet,  eine  Tangente  parallel  zur  Geraden  (l,  V)  zu  ziehen. 

Fassen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Scheitel  {A,A')  des  Ellipsoides 
als  Scheitel  eines  Kegels  auf,  welcher  durch  die  Ellipse  b  geht,  so  ist, 
wie  bereits  bekannt,  die  Horizontaltrace  dieses  Kegels  ein  Kreis  y. 
Die  Construction  des  letzteren  stimmt  selbstverständlich  mit  der  in 
den  eben  vorhergegangenen  Aufgaben  überein. 

Ziehen  wir  ferner  durch  den  Scheitel  {A,  A*)  des  Kegels  {A,  y) 
eine  Gerade  (A,  ;i')  parallel  zu  der  Geraden  (?,  V)  und  führen  wir  weiters 
von  dem  Horizontaldurchstoßpunkte  ^'  derselben  eine  Tangente  d^'  an 
den   Kreis  y,  so   repräsentiert    die  letztere   die  Horizontaltrace  einer 
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durch  die  Gerade  (A,  X')  gehenden,  also  zur  Geraden  {1,1')  parallelen 
Tangentialebene  des  Kegels.  Der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Ebene 
der  Ellipse  s  ist  einerseits  eine  Tangente  dieser  Ellipse,  und  anderer- 
seits, da  beide  Ebenen  zu  (IjP)  parallel  sind,  eine  zu  {l^l')  parallele 
Gerade  (t.t'). 

Diese  Schnittgerade  kann  leicht  ermittelt  werden.  Die  horizon- 
talen Tracen  beider  Ebenen  schneiden  sich  nämlich  in  einem  Punkte 
{\,h\)  dieser  Geraden  (^,^');  ^iö  Korizontalprojection  ^' ist  daher  eine 
Gerade,  welche  durch  h\  parallel  zu  V  läuft. 

Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  {t,V)  eine  Ebene  P^P/»  parallel 
zur  Ebene  H^Hh,  so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse, 
welche  die  Gerade  {t,t')  in  dem  nämlichen  Punkte  berührt,  in  welchem 
die  letztere  die  Ellipse  £,  also  auch  das  Ellipsoid  selbst  tangiert.  Die 
Verticalprojection  dieser  Ellipse  wird  mithin  ein  Kreis  sein,  welcher 
die  gegebene  Ellipse  (A  P,  G  D)  in  zwei  Punkten  und  die  gegebene 
Gerade  t  in  einem  Punkte  berührt,  welcher  also  den  den  gestellten 
Bedingungen  entsprechenden  Kreis  darstellt. 

Der  Mittelpunkt  o  dieses  Kreises  ist  leicht  zu  bestimmen.  Der- 
selbe ist  nämlich  die  verticale  Projection  des  Mittelpunktes  der  Schnitt- 
ellipse. Dieser  letztere  aber  ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  P^Pu  mit 
dem  ihr  conjugierten  Durchmesser  d.  Bestimmt  man  daher  die  Kreuz- 
risstrace  Pä  der  schneidenden  Ebene,  so  trifft  diese  die  Kreuzrisspro- 
jection  d^^  des  genannten  Durchmessers  in  einem  Punkte  o",  welcher 
die  Kreuzrissprojection  jenes  Ellipsenmittelpunktes  darstellt.  Aus  der 
letzteren  lässt  sich  sofort  die  Verticalprojection  o  des  besagten  Mittel- 
punktes ableiten, 

§.  539. 
Zweite  Methode. 

Rascher  und  einfacher  gelangt  man  jedoch  zum  Ziele,  wenn  man 
direct  von  dem  Satze  327)  Gebrauch  macht. 

Die  gegebene  Ellipse P  sei  wieder  {AB,  CD)  (Taf.  XXIII,  Fig.  155); 
t  stelle  die  gegebene  Kreistangente  dar.  Wir  nehmen  {AB,  CD)  al& 
Hauptmeridian,  die  große  Achse  AB  von  {AB,  CD)  als  Eotations- 
achse  eines  Ellipsoides  an  und  bestimmen  hiernach  die  Horizontal- 
projection  des  letzteren,  d.  i.  die  Horizontalprojection  K'^  des  Äqua- 
torialkreises. 

Die  Gerade  t  betrachten  wir  als  Verticaltrace  einer  verticalproji- 
cierenden  Ebene  P^  und  bestimmen  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  dem 
EUipsoide.  Die  Gerade  t  oder  P^  repräsentiert  sodann  infolge  der 
Symmetrie    gegen    die    Hauptmeridianebene    bereits    eine    Achse    des 
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Schoittes.  Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  die  vermittelst  des  über 
AB  beschriebenen  Affinkreises  K^  festgestellten  Schnittpunkte  m  und  n 
der  Geraden  t  mit  der  gegebenen  Ellipse  jB(J.  5,(7 !>)♦  Halbieren  wir 
die  Strecke  mnin  q,  so  stellt  die  vertical-projicierende,  durch  q  gehende 
Gerade  die  zweite  Achse  vor,  deren  Endpunkte  {p,p')  und  (g,  3')  sich 
direct  im  Schnitte  mit  dem  durch  q  bestimmten  und  leicht  zu  con- 
struierenden  Parallelkreise  (jr,jr')  ergeben.  Der  Schnitt  des  EUipsoides 
mit  der  Ebene  Pv  ist  mithin  eine  Ellipse,  deren  große  Achse  die  in 
der  Ebene  des  Hauptmeridians  JB  gelegene  Gerade  mn  ist,  während 
die  Gerade  p'g'  die  Länge  der  kleinen  Achse  darstellt* 

Man  kann  nun  anstandslos  auch  die  beiden  auf  mn  liegenden 
Brennpunkte  /i  und  f^  dieser  Schnittellipse  construieren. 

Jeder  dieser  beiden  Brennpunkte  f^  und  f^  ist  (nach  Satz  327) 
der  Berührungspunkt  der  Ebene  P„  mit  einer  dem  EUipsoide  längs 
eines  Kreises  eingeschriebenen  Kugel.  Da  der  Mittelpunkt  0  dieser 
Kugel  auf  der  Eotationsachse  AB,  ihr  Berührungspunkt  f^  (oder  /jj) 
aber  in  der  Ebene  der  gegebenen  Ellipse  E  liegt,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  letztere  Ebene  die  Kugel  in  einem  größten  Kreise  G  schneiden 
wird,  welcher  t  in  f^  (oder  /g)  und  auch  die  Ellipse  E  in  zwei  Punkten 
berührt.  Den  Mittelpunkt  0  dieses  Kreises  C  erhält  man  im  Schnitte 
von  AB  mit  der  von  f^  (oder  Q  auf  t  gefällten  Senkrechten,  womit 
die  obgestellte  Aufgabe  gleichfalls  gelöst  und  durchgeführt  ist. 

§.  540. 

175,  Aufgabe.  Es  sind  zwei  Ellipsen  und  innerhalb  der  ersten 
ein  Punkt  gegeben;  man  soll  eine  dritte  Ellipse  durch  den  gegebenen 
Punkt  legen,  welche  die  erste  in  zwei  Punkten  berührt  und  mit  der 
zweiten  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Die  beiden  Ellipsen  E  und  e  seien  durch  die  diesbezüglichen 
Achsen  AB,  CD  und  resp.  ah,  cd  (Taf.  XXIV,  Fig.  156)  gegeben; 
innerhalb  der  Ellipse  E  ist  der  Punkt  p  gegeben;  durch  diesen  Punkt 
^  soll  eine  Ellipse  e^  gezeichnet  werden,  welche  die  Ellipse  jB  in  zwei 
Punkten  berührt  und  mit  der  Ellipse  e  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Zeichnen  wir  zunächst,  um  diese  Aufgabe  der  Lösung  zuzuführen, 
irgend  eine  Ellipse  6',  welche  mit  der  Ellipse  e  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  ist,  und  die  Ellipse  E  in  zwei  Punkten  berührt.  Dies  kann 
folgendermaßen  geschehen. 

Wir  verschieben  die  gegebene  Ellipse  {AB CD)  oder  (E)  parallel 
zu  sich  selbst  so  lange,  bis  sie  in  eine  mit  der  zweiten  gegebenen 
Ellipse    ah  cd   oder  e  concentrische    Lage  (AiB^C^D^)   gelaugt  und 
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construieren  in   dieser  Lage  das  Paar  gemeinschaftlicher  con- 
jugierter  Durchmesser  der  beiden  Ellipsen (^^ -B^ CiD^) und (a 5 cd). 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  eine  beliebige  Gerade,  am  einfachsten 
eine  zu  einer  der  vier  Achsen,  beispielsweise  zu  A^B^^  senkrechte  Ge- 
rade rr.  Die  conjugierten  Durchmesser  der  Ellipse  {A^B^yC^D^)  be- 
stimmen auf  dieser  Geraden  eine  Punktinvolution,  deren  Centralpunkt 
ihr  Schnittpunkt  m  mit  J.,  B^  ist,  während  man  ein  Paar  conjugierter 
Punkte  x^  y^  als  die  Schnittpunkte  der  zu  A^  G^  und  A^  D,  parallelen 
conjugierten  Durchmesser  erhält.  Schlägt  man  über  x^y^  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  so  schneidet  dieser  die  verlängerte  Gerade  A^mB^ 
in  dem  Potenzpunkte  M*  dieser  Involution. 

Ebenso  bestimmen  auch  die  conjugierten  Durchmesser  von  afecc^ 
auf  rr  eine  Punktinvolution.  Ein  Paar  conjugierter  Punkte  x^y^^  erhält 
man  im  Schnitte  mit  den  zu  &c  und  hd  parallelen  conjugierten  Durch- 
messern; ein  zweites  Paar  solcher  Punkte  ergibt  sich  im  Schnitte  x^y^ 
mit  den  beiden  Achsen  a  b  und  c  d.  Die  über  x^  y^  und  x^  y^  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  liefern  den  Potenzpunkt  W^  dieser 
zweiten  Involution. 

Die  gemeinschaftlich  conjugierten  Punkte  dieser  beiden  In- 
volutionen bestimmen  mit  dem  Mittelpunkte  o  das  Paar  gemeinschaft- 
licher Durchmesser  der  beiden  Ellipsen  A^B^C^D^  und  alcd. 

Um  die  besagten  Durchmesser  zu  erhalten,  hat  man,  wie  aus 
Früherem  bekannt,  bloß  durch  M'  und  Jf"  einen  Kreis  zu  legen, 
welcher  seinen  Mittelpunkt  n  auf  rr  hat.  Der  letzt  bezeichnete  Kreis 
schneidet  rr  bereits  in  den  beiden  verlangten  Punkten  X  und  Z;  es 
sind  sonach  Xo  =  d\  und  Yo  =  cZ'g  die  gesuchten  gemeinschaftlichen 
conjugierten  Durchmesser. 

Bestimmen  wir  weiters  noch  deren  Endpunkte,  indem  wir  die 
besagten  Durchmesser  als  Durchmesser  der  Ellipse  ah  cd  betrachten, 
mit  Hilfe  des  über  ah  geschlagenen  Affinkreises  y^^  so  ergeben  sich 
dieselben  beziehungsweise  in  ft,  v  und  ^,  r. 

Führen  wir  durch  den  Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Ellipse 
(AB^GD)  die  Geraden  cZj  und  d^  parallel  zu  d\  und  d'g,  so  stellen 
diese  Geraden  d^  und  d^  auf  Grund  der  eben  durchgeführten  Con- 
struction,  auch  zwei  conjugierte  Durchmesser  der  Ellipse  {AB,GD)  dar. 
Die  Endpunkte  m  und  n  des  einen  dieser  Durchmesser  können  wir 
unmittelbar  wieder  mit  Zuhilfenahme  des  über  A  B  beschriebenen 
Affinkreises  K^  feststellen.  Die  Tangenten  tm  und  Ui  in  diesen  Punkten 
sind  natürlich  parallel  zu  dem  zweiten  Durchmesser  d^. 

Bestimmen  wir  nun  auf  d^  zwei  Punkte  s  und  t  derart,  dass 
sO=tO  wird  und  dass  sich  sO  :mO  =  6o:  ^o  (was  einfach  dadurch 
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erreicht  werden  kann,  wenn  man  die  Gerade  ms  durch  m  parallel  zu 
li6  zieht),  so  werden  mn  und  st  zwei  conjugierte  Durchmesser  einer 
Ellipse  e'  darstellen,  welche  mit  der  Ellipse  e  =  {ab.cd)  =  {^v.at) 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Diese  Ellipse  e'  berührt  aber  auch 
die  Ellipse  E  oder  (AB, CD)  in  den  beiden  Punkten  m  und  n,  da 
sie  mit  derselben  in  m  und  n  die  betreffenden  Tangenten  t,n  und  tn 
gemein  hat. 

Betrachten  wir  nun  die  Ellipse  (mn.st)  ~  (e')  als  die  Vertical- 
projection  eines  ebenen  Schnittes  desjenigen  Ellipsoides,  als  dessen 
Hauptmeridian  wir  die  gegebene  Ellipse  (4 -B,  CD)  und  als  dessen  Kota- 
tionsachse  wir  die  Achse  il^  wählen.  Die  horizontale  Projection  des 
Äquators  K\  ist  wie  in  den  früheren  Fällen  zu  bestimmen. 

Um  die  Ebene  dieses  Scheitels  festzustellen,  haben  wir  bloß  drei 
Puukte  der  Ellipse  e'  als  die  Verticalprojectionen  von  Punkten  des 
Ellipsoides  zu  betrachten  und  unter  dieser  Voraussetzung  ihre  Horizontal - 
projectionen  zu  ermitteln. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  die  Horizontalprojectionen  m'  und  n' 
der  Punkte  m  und  n,  da  letztere  der  Meridianellipse  (AB,  CD)  selbst 
angehören,  in  der  Horizontaltrace  tjh  der  entsprechenden  Hauptmeridian- 
ebene liegen  werden.  Ferner  bestimmen  wir  zu  dem  Punkte  des  Ellip- 
soides, dessen  Verticalprojection  in  s  ist,  die  zugehörige  horizontale 
Projection  s'  und  legen  endlich  durch  die  drei  Punkte  {m,m'),  {n,n') 
und  (5,  s')  eine  Ebene  n„  IJh. 

Da  parallele  Ebenen  eine  Fläche  zweiten  Grades  stets  in  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  schneiden,  da  ferner  die 
Parallelprojectionen  auf  eine  und  dieselbe  Ebene  oder  auf  unterein- 
ander parallele  Ebenen  wieder  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte sein  müssen,  so  ist  einleuchtend,  dass  jede  zur  Ebene  UvIIk 
parallele  Ebene  das  EUipsoid  in  einem  Kegelschnitte  schneiden  wird, 
dessen  Verticalprojection  die  Meridianellipse  (AB,  CD)  in  zwei  Punkben 
berühren  und  zu  der  Ellipse  {mn,st)^  also  auch  zu  der  gegebenen 
Ellipse  (ab^cd)  =  (iiv.öt)  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sein  wird. 

Es  erübrigt  somit  nur  noch,  die  letzte  Bedingung,  nämlich  die 
bezüglich  des  gegebenen  Punktes  p  zu  erfüllen.  Durch  diesen  Punkt 
soll  die  gesuchte  Ellipse  gehen. 

Die  letztgestellte  Anforderung  wird  einfach  dadurch  erfüllt,  dass 
man  unter  der  Voraussetzung,  p  sei  die  Verticalprojection  eines  Punktes 
auf  dem  Ellipsoide,  dessen  Horizontalprojection^p'  ermittelt,  und  durch 
(p^p')  eine  Ebene  PvPh  parallel  zur  Ebene  JXTIa  legt.  Diese  Ebene 
schneidet  das  EUipsoid  in  einer  durch  (p,p^)  gehenden  Ellipse,  deren 
Verticalprojection  die  gegebene  (Meridian-)  Ellipse  (AB, CD)  in  zwei 
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Punkten  berührt,  und  zur  Ellipse  {mn^st),  also  auch  zu  der  gegebenen 
Ellipse  (ab^cd)  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist,  und  daher  die  gesuchte 
Ellipse  repräsentiert. 

§.  541. 

176,  Aufgabe,  Es  sind  zwei  Ellipsen  und  eine  Gerade,  welche 
die  Ellipse  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  gegeben;  es  ist  eine 
dritte  Ellipse  zu  construieren,  welche  die  erste  in  zwei  Punkten, 
die  gegebene  Gerade  in  einem  Punkte  berührt  und  mit  der  zweiten 
Ellipse  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Die  bezüglich  der  Lösung  des  gestellten  Problenaes  durchzuführen- 
den Constructionen  bleiben  bis  inclusive  der  Ermittelung  der  Lage 
der  Ebene  n^IIh  genau  dieselben,  wie  die  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
zur  Geltung  gebrachten. 

An  die  Stelle  der  Punktbedingung  p  der  vorigen  Aufgabe 
tritt  aber  gegenwärtig  die  Tangentialbedingung   t   ein. 

Es  wird  sich  nun  (sowie  in  Aufgabe  174)  darum  handeln,  an  die 
Ellipse,  in  welcher  das  Ellipsoid  von  der  durch  'die  gegebene  Gerade  t 
gelegten  vertical-projicierenden  Ebene  geschnitten  wird,  eine  Tangente 
(^,  i^')  zu  legen,  welche  zur  Ebene  IlvTIh,  also  auch  zu  deren  Schnitt 
(?,  V)  mit  der  genannten  projicierenden  Ebene  parallel  ist. 

Diese  Construction  kann  genau  so  wie  in  Aufgabe  174)  durch- 
geführt werden.  Die  Gerade  {tj  V)  wird  sodann  eine  zur  Ebene  iX  77/, 
parallele  Tangente  des  Ellipsoides  mit  der  gegebenen  Verticalprojection  t 
repräsentieren,  und  die  durch  diese  Tangente  {t,V)  parallel  zu  77^,77/, 
gelegte  Ebene  Fvl*h  wird  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  Verticalprojection  die  geforderten  Eigenschaften  besitzen  und 
somit  die  verlangte  Ellipse  darstellen  wird. 


XXV.  GapiteL 

Constructionsaufgaben ,   das  zweitheilige  (bifocale)   Rotations- 
Hyperboloid  betrefend. 

§.  542. 

Bevor  wir  auf  die  Lösung  diesbezüglicher  Aufgaoen  übergehen, 
wollen  wir  noch  zwei  fundamentale  Constructionen  erledigen,  welche 
für  die    nachstehenden  Erörterungen   unumgänglich   nothwendig  sind. 
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177.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel  ist  durch  ihre  reelle  Achse  und 
durch  ihre  Asymptoten  gegeben;  es  sind  deren  Schnittpunkte  mit 
einer  gegebenen  (Jeraden  auf  die  möglichst  einfache  Weise  zu  con- 
struieren '). 

Die  reelle  Achse  der  gegebenen  Hyperbel  sei  AB  (Taf.  XXIII, 
Fig.  157);  Yj  und  Y^  seien  ihre  Asymptoten;  g  stelle  die  gegebene 
Gerade  dar. 

Um  die  vorliegende  Aufgabe  in  der  vorgeschriebenen  möglichst 
einfachen  Weise  zu  lösen,  ziehen  wir  die  Scheiteltangente  Ca  im 
Punkte  Ay  d.  i.  die  Senkrechte  zur  Achse  AB,  und  schreiben  dem  von 
den  Asymptoten  Y^  und  Y^  und  dieser  Scheiteltangente  gebildeten 
Dreiecke  den  Kreis  K^  ein,  welcher,  wie  unschwer  einzusehen,  die 
Gerade  Ga,  also  auch  die  gegebene  Hyperbel  K  im  Punkte  A  be- 
rühren wird. 

Ist  dieser  Kreis  zu  klein,  um  an  demselben  die  noth wendigen 
Constructionen  mit  Genauigkeit  vornehmen  zu  können,  so  wählt  man 
den  zweiten  Kreis  h^  (angeschriebenen  Kreis),  welcher  gleichfalls  Ca  in 
u4,  und  ebenso  auch  die  Geraden  Y^  und  Y^  berührt.  Weiters  ver- 
binden wir  die  Berührungspunkte  a^  und  ß^  von  Y^  und  Y^  mit 
diesem  Kreise  Kq  durch  eine  Gerade  (r«,  welche  offenbar  zu  Ca 
parallel  sein  wird. 

Da  die  beiden  Asymptoten  Y,  und  Zj  zwei  Tangenten  der 
Hyperbel  K  darstellen,  deren  Berührungspunkte  ««>  und  ßcc  in  unend- 
licher Entfernung  liegen,  so  kann  man  den  Kreis  K^  mit  der  Hyperbel 
K  als  perspectivisch  collinear  betrachten. 

Hierbei  stellt  der  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  K  das  Collinea- 
tionscentrum,  die  Gerade  C«,  da  sie  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
beider  Linien  ist,  die  Collineationsachse,  und  die  Gerade  6ra,  da  zwei 
ihrer  Punkte  a„  und  ß^  zwei  unendlich  fernen  Punkten  a<»  und  ß<^ 
entsprechen,  die  eine  Gegenächse,  und  zwar  diejenige  dar,  welche  der 
unendlich  fernen  Geraden  im  Systeme  der  Hyperbel  K  entspricht. 

Die  der  Geraden  g  collinear  entsprechende  Gerade  g^  lässt  sich 
nunmehr  leicht  bestimmen.  Dieselbe  geht  nämlich  einerseits  durch 
den  Punkt  <J,  welchen  g  mit  der  Collineationsachse  Ca  gemein  hat,  und 
andererseits  durch  den  Punkt  v^,  welcher  collinear  dem  unendlich  fernen 
Punkt  VoD  von  g  entspricht,  d.  h.  durch  den  Punkt  v^y  in  welchem  der 
zu  g  parallele  Collineationsstrahl  Ov^  die  Gegenachse  Qa  trifft. 


*)  Peschka,  Construction  der  Durchschnittspunkte  von  Geraden  mit  Kegel- 
schnittslinien.    Grüne rt's  Archiv  d.  Math.  u.  Physik.  Theil  59,  Heft  1. 
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Die  so  erhaltene  Gerade  g^  schneidet  den  Collinearkreis  K^  m 
den  Punkten  a^  und  \.  Diesen  Punkten  entsprechen  collinear  die 
Schnittpunkte  a  und  &  der  Geraden  g  mit  der  Hyperbel  K  und  werden 
dieselben  im  Schnitte  von  g  mit  den  Collineationsstrahlen  Oaa^  und 
Ol\  erhalten.  Die  Gerade  g  trifit  die  Asymptoten  Y^  und  Y^  in 
zwei  Punkten  ^,  und  6^,  die,  wie  bekannt,  eine  derartige  Lage  haben 
müssen,  dass  6^a  =  a^l  wird.  Letztere  Eigenschaft  kann  nebstbei 
auch  als  Controle  für  die  Genauigkeit  der  vorstehenden  Construction 
für  die  Punkte  a  und  6  verwendet  werden. 

Ist  die  gegebene  Gerade  parallel  zur  Collineationsachse,  wie  bei- 
spielsweise die  Gerade  g^,  so  ist,  wie  wir  aus  früherem  wissen,  auch 
ihre  Collineargerade  g\  parallel  zur  Collineationsachse  C«. 

Um  demnach  diesfalls  die  Collineargerade  g^^  zu  finden,  hat  man 
bloß  einen  ihrer  Punkte  zu  bestimmen.  Zum  Behufe  dieser  Bestimmung 
dünkt  uns  folgende  Construction  geeignet.  Die  Gerade  g^  schneidet 
die  Achse  ^^  in  einem  Punkte  m.  Zieht  man  durch  m  eine  Parallele 
mö,  zu  einer  der  Asymptoten,  etwa  zu  Z,,  so  trifft  diese  Gerade  die 
Collineationsachse  Ca  im  Punkte  dj;  es  entspricht  daher  dieser  Paral- 
lelen, da  a^  und  der  unendlich  ferne  Punkt  a^  von  Y^  (und  ebenso 
auch  von  d^m)  sich  collinear  entsprechen,  die  Gerade  d^a^.  Letzt- 
genannte Gerade  d^  a^  schneidet  sodann  die  Achse  AB'm  jenem  Punkte 
^0?  welcher  dem  Punkte  m  von  g^  entspricht;  es  ergibt  sich  dem- 
nach die  verlangte  Collineargerade  g\  als  die  Parallele  durch  m^  zur 
Collineationsachse  (7«. 

Die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  a^  und  \  von  g^  mit  der 
Hyperbel  K  kann  nunmehr  ebenso  wie  im  vorherbesprochenen  allge- 
meinen Falle  erfolgen.  Die  Gerade  /^  schneidet  nämlich  den  Kreis 
K^  in  den  beiden  Punkten  a^^  und  ?>^.  Führt  man  die  Collineations- 
strahlen Oa\  und  Ol\,  so  treffen  diese  die  Gerade  g,  in  den  ge- 
suchten  Schnittpunkten  a^  und  Z>j. 

Ebenso  einfach  ist  es,  die  Schnittpunkte  der  Hyperbel  mit  einer 
durch  0  gehenden  Geraden  festzustellen,  d.  h.  die  Endpunkte  eines 
Hyperbeldurchmessers  zu  construieren. 

§.  543. 

178.  Atifgahe,  Durch  einen  Punkt  sind  an  eine  durch  die  reelle 
Achse  und  die  Asymptoten  gegebene  Hyperbel  die  Tangenten  auf  die 
möglichst  einfache  Art  zu  legen. 

Es  braucht  wohl  kaum  erst  besonders  hervorgehoben  zu  werden, 
dass  alle  Tangenten-Constructionen  an  eine  Hyperbel  ebenfalls  mittelst 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  o. 
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des  Collinearkreises  Kq  (Taf,  XXIII,  Fig.  157)  durchgeführt  werden 
können.  Man  wird  von  dem  eben  Gesagten  namentlich  dann  Gebrauch 
machen,  wenn  der  Collinearkreis  K^^  und  die  Achsen  Ga  und  Ca  bereits 
vorliegen  oder  zum  Zwecke  anderer  Constructionen  gesucht,  beziehungs- 
weise verwendet  wurden. 

Sollen  jedoch  von  einem  Punkte  aus  an  eine  Hyperbel  dir e et 
die  Tangenten,  ohne  andere  vorausgehende  Constructionen,  gezogen 
werden,  so  dürfte  wohl  das  nachstehende  Verfahren  am  einfachsten 
zum  Ziele  führen. 

Ist  AB  (Taf.  XXIV,  Fig.  158)  die  reelle  Achse  und  sind  T,  und 
Yg  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  so  bestimmt  man  vor  allem  die 
Brennpunkte  JF,  und  F^  derselben  und  denkt  sich  weiters  über  der 
reellen  Achse  A  B  als  Durchmesser  einen  Kreis  K  beschrieben. 

Stellt  ferner  P  irgend  einen  Punkt  dar,  von  welchem  aus  an  die 
Hyperbel  die  Tangenten  gezogen  werden  sollen,  so  genügt  es,  diesen 
Punkt  mit  einem  der  beiden  Brennpunkte,  allenfalls  mit  F^,  zu  ver- 
binden und  über  F^  F  als  Durchmesser  einen  Kreis  y  zu  beschreiben, 
die  Schnittpunkte  a  und  ß  dieses  Kreises  mit  dem  früher  gezeichneten 
Kreise  K  festzustellen  und  diese  Punkte  a  und  ß  mit  P  zu  verbinden, 
um  sogleich  die  gesuchten  Tangenten  t-^  und  t^  zu  erhalten. 

Um  den  Berührungspunkt^  einer  dieser  Tangenten,  beispiels- 
weise von  t^  zu  bestimmen,  zieht  man  die  Gerade  F^  cc,  welche  offen- 
bar auf  t^  senkrecht  steht,  und  bestimmt  auf  dieser  letzteren  den  zu 
F^  in  Bezug  auf  t^  symmetrischen  Punkt  /*,  indem  man  einfach 
F^a  =  af  macht.  Die  Gerade,  welche  f  mit  dem  zweiten  Brenn- 
punkte F^  verbindet,  schneidet  die  Tangente  t^  bereits  in  dem  ver- 
langten Berührungspunkte  p^. 

Die  Kichtigkeit  dieser  Constructionen  ist  ohne  jedwede  Schwierig- 
keit nachzuweisen.  Ziehen  wir  nämlich  weiters  noch  die  Gerade  a  0, 
so  sieht  man  sofort,  dass  die  Dreiecke  F^aO  und  F^  fF^  ähnlich  sind ; 
denn  es  ist 

2.F,a^FfuxiA  2.F,0  =  F,F^. 

Hieraus  folgt  aber  auch,  dass  fF^  —  2.aOy  also  gleich 
2,A0  =  AB   sei. 

Da  ferner  p^a  auf  F^f  senkrecht  steht  und  F^a  =  af  ist,  so 
ist  das  Dreieck  F^p^f  gleichschenklig,  also  F^p^  =Pif'  Hiernach 
ergibt  sich  mit  Bezug  auf  das  vorherige  Ergebnis,  dass 

F,p,-F,p,  =  AB 

sei,  dass  also  j9,  einen  Punkt  der  Hyperbel  darstelle. 
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Nachdem  endlich  die  Gerade  t^  oder  p^  cc  den  Winkel  zwischen 
den  Eadienvectoren  F^p^  und  J?„Pj  halbiert,  so  ist,  der  Forderung 
entsprechend,  p^a  die  Tangente  der  Hyperbel  im  Punkte  jp,. 

Diese  beiden  einfachen  Aufgaben  vorauszuschicken  wurde  aus  dem 
Grunde  als  notb wendig  erkannt,  weil  dieselben  in  dieser  oder  jener 
Form  bei  allen  nachstehenden  Constructionen  wiederkehren  werden. 

Mit  Zugrundelegung  derselben  übergehen  wir  hiemit  auf  unsere 
eigentliche  Aufgabe,  d,  i.  auf  die  constructive  Behandlung  de^ 
zweitheiligen  Eotationshyperboloides. 

Hierbei  wollen  wir  im  allgemeinen  wieder  voraussetzen,  dass  die 
Rotationsachse,  welche,  wie  wir  bereits  wissen,  in  diesem  Falle  die 
reelle  Achse  der  Meridianhyperbel  sein  muss^  zu  einer  der  Projections- 
ebenen,  allenfalls  zur  horizontalen,  normal  sei.  Sollte  eine  Veranlassung 
zu  einer  anderen  Lage  derselben  vorliegen  oder  direct  gefordert  werden, 
so  wird  dies  am  betreffenden  Orte  ausdrücklich  bemerkt  werden. 

§.  544. 

179.  Aufgäbe.  Ein  bifocales  Rotationshyperboloid  ist  durch 
seinen  Meridian  gegeben;  es  ist  die  Horizontalprojection  eines  auf 
der  Pläclie  liegenden  Punktes  zu  bestimmen,  wenn  dessen  Vertical- 
projection  als  bekannt  vorliegt. 

a)  Der  Hauptmeridian  liegt  gezeichnet  vor. 

Es  sei  (ZZ^)  (Taf.  XXIV,  Fig,  159)  die  Rotationsachse,  K  die 
vorliegende  Hauptmeridianhyperbel  und  a  die  gegebene  Verticalpro- 
jection  des  Punktes  auf  der  Fläche. 

Zieht  man  durch  a  die  Parallele  6„  zur  Grundlinie,  so  reprä- 
sentiert dieselbe  einerseits  die  verticale  Trace  einer  zur  Grundebene 
parallelen  Ebene,  andererseits  aber  auch  die  Verticalprojection  des 
durch  den  Punkt  a  gehenden  Parallelkreises  (jr,jr').  Der  Durchmesser 
dieses  Parallelkreises  ist  offenbar  der  Länge  jener  Sehne  aß  gleich, 
welche  die  Gerade  £,  auf  der  Hauptmeridian-Hyperbel  K  bestimmt. 
Die  Horizontalprojection  7t'  dieses  Kreises  kann  daher  unmittelbar 
verzeichnet  werden.  Projiciert  man  a  in  denselben,  so  erhält  man  die 
beiden  Punkte  a'  und  a\,  von  welchen  jeder  derselben  als  die  Horizontal- 
projection eines  auf  dem  Hyperboloide  liegenden  Punktes,  mit  der  Ver- 
ticalprojection a,  angesehen  werden  kann. 

h)  Die  Hauptmeridianhyperbel  liegt  nicht  gezeichnet  vor, 
sondern  ist  nur  durch  die  reelle  Achse  und  die  Asymptoten 
gegeben. 

34* 
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Die  reelle  Achse  des  Kotationshyperboloides  sei  {ÄB,Ä^B') 
(Taf.  XXIV,  Fig.  160),  dieselbe  stelle  gleichzeitig  die  Kotationsachse 
des  Hyperboloides  dar;  Y^  und  Y^  seien  die  Asynaptoten  der  Haupt- 
meridianhyperbel und  a  sei  die  gegebene  Verticalprojection. 

So  wie  im  vorhergehenden  Falle  legen  wir  durch  a  die  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  g,.  Dieselbe  schneidet 
das  Hyperboloid  in  einem  Parallelkreise  (tc,  n') ,  dessen  Durchmesser 
der  Länge  jener  Sehne  aß  gleich  ist,  welche  die  Verticaltrace  gv  dieser 
Ebene  auf  der  Hauptmeridianhyperbel  bestimmt.  Hiernach  sind  bloß 
die  Schnittpunkte  cc  und  ß  der  Geraden  g^  mit  dieser  Hyperbel  auf- 
zusuchen, was  (wie  in  Aufgabe  177  gezeigt  wurde)  vermittelst  des 
Collinearkreises  K^  geschieht. 

Beschreibt  man  sodann  in  der  Horizontalprojection  aus  dem 
Mittelpunkte  0'  einen  Kreis  n*  mit  dem  Radius  r  gleich  am  =  ßm, 
so  repräsentiert  derselbe  die  Horizontalprojection  des  gesuchten  Parallel- 
kreises, auf  welcher  Projection  man  nun  unmittelbar  die  beiden 
Horizontalprojectionen  a'  und  a\ ,  welche  der  Verticalprojection  a 
entsprechen,  findet* 

§.  545. 
180.    Aufgabe.    Es    sind    die    Schnittpunkte    einer    beliebigen 
Geraden  mit  einem  zweitheiligen  Rotationshyperboloide  zu  bestimmen. 

Erste  Methode.  Mit  Zuhilfenahme  einer  dem  Hyper- 
boloide centrisch  collinearen  Kugel. 

Die  Rotationsachse  des  Hyperboloides  sei  {AB.A'B')  (Taf.  XXIV, 
Fig.  161),  die  Asymptoten  des  Hauptmeridians  seien  (Yj,  Yg),  endlich 
stellen  (^,  g')  die  Projectionen  der  gegebenen  Geraden  dar. 

Denken  wir  uns  vor  allem  den  Collinearkreis  K^  der  Haupt- 
meridianhyperbel gezeichnet.  Die  Scheiteltangente  Te  der  Hyperbel 
repräsentiert  hiebei  gleichzeitig  die  Collineationsache  Ca. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  dieser  Collinearkreis  um  die  Achse 
{AB.A^B')  so  lange  gedreht  werde,  bis  er  in  seine  ursprüngliche 
Lage  zurückkehrt,  so  wird  derselbe,  wie  schon  früher  (§.  381)  nach- 
gewiesen wurde,  eine  Kugel  S^  erzeugen,  welche  mit  dem  Rota- 
tionshyperboloide centrisch  collinear  ist.  Hierbei  stellt  der  Mittel- 
punkt (0,  0')  des  Hyperboloides  das  Collineationscentrum,  die  Scheitel- 
tangentialebene des  Hyperboloides  die  Collineationsebene  Ce  und 
endlich  die  zur  Drehachse  senkrechte  Ebene  Ge,  welche  von  der 
Berührungssehne  des  Kreises  K^  mit  den  Asymptoten  bei  der  Drehung 
erzeugt  wird,  d,  i.  die  Ebene  des  Berührungskreises  der  Kugel  S^ 
mit  dem  Asymptotenkegel  des  Hyperboloides,  die  Gegenebene  dar. 
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Die  der  gegebenen  Geraden  (g,  g')  collineare  Gerade  {g^,  g^^  ist 
unschwer  zu  ermitteln.  Der  Punkt  {8,  d') ,  in  welchem  nämlich  die 
Gerade  (^,^0  die  Collineationsebene  Ge  schneidet,  bleibt  bei  der 
Collinear-Transformation  ungeändert;  dem  unendlich  fernen  Punkte  von 
[g^g')  dagegen  entspricht  in  der  Gegenebene  Ge  jener  Punkt  (^o)^''o)j  i^ 
welchem  dieselbe  von  dem  zu  {g,  g')  parallelen  CoUineationsstrahle 
{Ov^,  O'^'J  getroffen  wird.  Die  Verbindungsgerade  {g^^g'^j  der  Punkte 
(d,  d')  und  {Vq,  v'^  repräsentiert  mithin  die  gesuchte,  zu  {g^  g') 
collineare  Gerade. 

Bestimmt  man  nun  die  Schnittpunkte  (a^,,  a'J  und  (&y,  V^  dieser 
Geraden  mit  der  Collinearkugel  (S^,  >S"o)  auf  die  uns  bereits  bekannte 
Weise,  so  entsprechen  diese  collinear  den  gesuchten  Schnittpunkten 
{a,  a')  uud  (h,  &').  Die  letzteren  werden  sich  offenbar  im  Schnitte  der 
Geraden  {g^  g')  mit  den  betreffenden  CoUineationsstrahlen  Oa^a  und 
Oh^h  ergeben. 

§.  546. 

Zweite  Methode. 

Die  eben  besprochene  Methode  ist  insoferne  einigermaßen  umständ- 
lich, als  man  von  einer  Hilfsconstruction,  die  darin  besteht,  den  Schnitt 
einer  Geraden  mit  einer  Kugel  zu  bestimmen,  Gebrauch  zu  machen 
hat.  Bei  der  nun  zu  erörternden  Methode  ist  von  dieser  Construction 
Umgang  genommen  und  dürfte  daher  schon  deshalb  die  einfachere  sein. 

Sei  nämlich  wieder  {AB,  A' B')  (Taf.  XXIV,  Fig.  162)  die 
Kotationsachse ,  seien  ferner  Y,  und  Y^  die  Asymptoten  des  Haupt- 
meridians und  {g,  g^)  die  gegebene  Gerade. 

Denken  wir  uns  diesfalls  durch  die  gegebene  Gerade  {g,  g*)  eine 
vertical-projicierende  Ebene  P^  gelegt,  und  den  Schnitt  derselben  mit 
dem  ßotationshvperboloide  bestimmt. 

Da  das  Hyperboloid  gegen  die  Hauptmeridianebene  rih  sym- 
metrisch ist,  und  das  Gleiche  auch  von  der  Ebene  P«,,  weil  sie  auf 
rih  senkrecht  steht,  gilt,  so  wird  der  Schnitt  von  iqh  und  P^,  eine 
Achse  der  Schnittcurve  sein.  Die  Endpunkte  (m,  mf)  und  {n,  n^)  dieser 
Achse  erhält  man  im  Schnitte  der  Geraden  g  oder  F^  mit  der  Haupt- 
meridianhyperbel durch  Zuhilfenahme  des  Collinearkreises  K^,  Die 
zweite  Achse  dieses  Schnittes  benöthigen  wir  nicht.  Die  oberwähnte 
Schnittcurve  trifft  die  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  {g,g')  in  zwei 
Punkten,  welche  bereits  die  gesuchten  Schnittpunkte  (a,a')  und  {pfV) 
darstellen. 

Dieselben  können,  wie  folgt,  construiert  werden.  Legt  man  durch  die 
erhaltene  Schnittcurve  einen  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  der  eine  Scheitel, 
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etwa  (5,  JS'),  des  Hyperboloides  ist,  so  schneidet  (nach  Satz  367) 
dieser  Kegel  die  horizontale  Projectionsebene  in  einem  Kreise  !{>.  Der 
besagte  Kegel  ist  gegen  die  Hauptmeridianebene  rih  symmetrisch^ 
daher  in  natürlicher  Folge  dieses  Umstandes  die  Horizontaldurchstoß- 
punkte ft'  und  v'  der  ümrisserzeugenden  (j?m,  JB'm')  und  (Bn^B^n'), 
Endpunkte  eines  Durchmessers  dieses  Kreises  sind ,  welcher  somit 
direct  in  (Jc,Jc^)  dargestellt  werden  kann. 

Die  durch  den  Kegelscheitel  {B^B')  und  die  Gerade  {g^g')  gelegte 
Ebene  schneidet  die  horizontale  Projectionsebene  in  einer  Geraden  7, 
welche  ihrerseits  wieder  den  Kreis  {K)  in  den  beiden  Punkten  «'  und 
/3'  trifft.  Die  Kegelerzeugenden  (Ba,B'cc')  und  (Bß.B'ß')  treffen  die 
Gerade  {g,g')  in  den  Schnittpunkten  (a,  a')  und  (6,6')  derselben  mit 
dem  Kegel,  also  auch  in  den  Schnittpunkten  der  Geraden  {g,g^)  mit 
dem  Kegelschnitte  {mn^m^n^),  woraus  aber  unmittelbar  folgt,  dass 
(a,a*)  und  (b,!)')  die  der  Geraden  {g,g*)  und  dem  Hyperboloide  gemein- 
schaftlichen Punkte  sind. 

§.  547, 

181.  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  eines  bifocalen  Rotations* 
hyperboloides  mit  einer  Ebene  durch  seine  Achsen  darzustellen. 

Die  Rotationsachse  des  Hyperboloides  sei  (ÄB.Ä'B')  (Taf.  XXV, 
Pig.  163);  F,  und  Y«  seien  die  Asymptoten  des  Hauptmeridians; 
EvEh  sei  die  schneidende  Ebene. 

Construieren  wir  zunächst  die  zur  schneidenden  Ebene  senkrechte 
Meridianebene  PvPh,  d.  i.  jene  Ebene,  deren  Horizontaltrace  Fh  auf 
der  Horizontaltrace -Bä  der  schneidenden  Ebene  E  senkrecht  steht,  so 
ist  diese  Meridianebene  zugleich  eine  Symmetrieebene  sowohl  in  Bezug 
auf  das  Hyperboloid,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Ebene  E^Eh.  Die 
Polge  hiervon  ist ,  dass  die  Schnittgerade  (s,  s')  dieser  Meridianebene 
F^Ph  mit  der  gegebenen  Ebene  E„Eh  eine  Achse  des  zu  suchenden 
Kegelschnittes  (27,2;')  darstellen  wird. 

Bezugnehmend  auf  die  Bestimmung  der  Achsen  dieses  Kegel- 
schnittes (27,  Z')  wollen  wir  zu  deren  Feststellung  zwei  verschiedene 
Methoden  hier  näher  besprechen. 

Erste  Methode.  Durch  Anwendung  der  CollinearkugeL 
Dem  Asymptotenkegel  denken  wir  uns  die  Collinearkugel  {Sq,  S^q) 
(Taf.  XXV,  Fig.  163)  derart  eingeschrieben ,  dass  dieselbe  durch  den 
Scheitel  {A,A')  des  Hyperboloides  geht.  Dies  vorausgesetzt  fällt  die 
Scheiteltangentialebene  Te  mit  der  Collineationsebene  Ce  zusammen, 
und  ist  die  Ebene  Ge  des  Berührungskreises  der  Kugel  mit  dem 
Asymptotenkegel  gleichzeitig  die  Gegenebene. 


535 

Um  vor  allem  die  Endpunkte  der  oberwähnten  Achse  (5, s'),  d.  i. 
die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln,  suchen 
wir  die  ihr  collinear  entsprechende  Gerade  (Sq.s'q),  Diese  ergibt  sich, 
wie  wir  wissen,  als  die  Verbindungsgerade  des  Punktes  (ä,  d'),  in  welchem 
(.s,  5')  die  Collineationsebene  Ce  schneidet,  mit  dem  Punkte  {Vq,  -y'j,),  in 
welchem  die  Gegenebene  Ge  von  dem  zu  (s,  s')  parallelen  CoUineations- 
strahle  {Ovq,  0'^'^)  getroffen  wird. 

Die  Schnittpunkte  {%,a'^^)  und  (\,i'o)  dieser  Geraden  (s^,s^q)  mit 
der  Collinearkugel  S^  werden  auf  die  bereits  mehrfach  besprochene 
Weise  (durch  ümlegung  um  die  Horizontalprojection  s'o)  gefunden. 
Den  bezeichneten  Punkten  entsprechen  collinear  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte ((X,  a')  und  (&,  &')  der  Geraden  (s,  s')  mit  dem  Hyperboloide, 
und  werden  dieselben  im  Schnitte  (a,a')  und  (^,  &')  der  Geraden  (s,s') 
mit  den  CöUineationsstrahlen  (Oö^„,  O'a'J   und  (06^,0' 6'J   erhalten. 

Halbiert  man  die  Achse  {al.a'h')  des  Kegelschnittes  {S,^')  im 
Punkte  (0,0'),  so  repräsentiert  dieser  letzterhaltene  Punkt  den  Mittel- 
punkt des  genannten  Kegelschnittes.  Die  Gerade  (£,  a') ,  welche  durch 
(0,0')  senkrecht  zu  (s,  s'),  also  parallel  zur  Trace  Eh  gezogen  wird, 
stellt  sodann  die  zweite  Achse  des  Kegelschnittes  (2",  ^')  dar.  Die  End- 
punkte derselben,  d.  h.  die  Schnittpunkte  von  (f,  £')  mit  dem  Hyper- 
boloide können  gleichfalls  mittelst  der  Collinearkugel  {S^,S\)  gefunden 
werden.  Dem  Punkte  (0,0')  entspricht  nämlich  collinear  der  Schnitt- 
punkt (0^, o'q)  der  Geraden  (s^,  s'J  mit  dem  CoUineationsstrahle  {Oo^O'o*)^ 
und  da  einer  zur  Collineationsebene  parallelen  Geraden  wieder  nur  eine 
zu  derselben  parallele  Gerade  entspricht,  so  erhält  man  die  Collinear- 
gerade  von  (f,  s^)  als  die  durch  den  Punkt  (o^,,  0^^)  zu  (f,  £')  geführte 
Parallele  (f^,,  s'^). 

Bestimmt  man  nun  die  Schnittpunkte  (c^,  c'^)  und  {d^,  d'^  der 
Geraden  {s^,  b'^  mit  der  Collinearkugel ,  so  werden  denselben  die  ge- 
suchten Achsenendpunkte  von  {s^e')  collinear  entsprechen.  Dieselben 
ergeben  sich  unmittelbar  als  die  Schnittpunkte  (c,  c')  und  ((?,  d')  der 
Geraden  {s^s*)  mit  den  Collinationsstrahlen  (Oc^,  O'c'q)  und  {Od^,  O^d^o). 

Der  Kegelschnitt  (27,  Z')  ist  somit,  wie  verlangt  wurde,  durch 
seine  beiden  Achsen  (ah^a'h')  und  {cd,c^d^)  dargestellt. 

§.  548. 

Zweite  Methode. 

Auch  diesfalls  denken  wir  uns  die  eine  Achse  (.s,s')  (Taf.  XXV, 
Fig.  164)  als  den  Schnitt  der  gegebenen  Ebene  E^Eh  mit  der  zu  E^Eh 
senkrechten    Meridianebene  Pv  Ph   bestimmt.     Da   diese  Gerade  (s,s') 
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in  einer  Meridianebene  liegt,  so  schneidet  sie  die  Kotationsachse  in 
einem  Punkte  (^,  (>'), 

Die  Endpunkte  der  obgenannten  Achse  sind  offenbar  deren  Schnitt- 
punkte mit  dem  Hyperboloide,  und  zwar  insbesondere  mit  dem  in  der 
Ebene  P^Fu  liegenden  Meridiane. 

Drehen  wir  diese  Ebene  P«  P/,  sammt  der  in  ihr  liegenden  Ge- 
raden (5,s')  um  die  Kotationsachse  {A  ß,  A*  B')  in  die  zur  verticalen 
ProjectioDsebene  parallele  Lage,  so  fällt  der  betreffende  Meridian  nach 
dieser  Drehung  mit  dem  Hauptmeridiane  zusammen,  während  die  Ver- 
ticalprojection   der  mitgedrehten   Geraden    (s,  s')  in    6   erhalten  wird. 

Es  ist  nun  an  und  für  sich  klar,  dass  sich  die  beiden  vorge- 
nannten Schnittpunkte  nach  vollbrachter  Drehung  als  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  der  Geraden  6  und  des  Hauptmeridians  darstellen 
werden.  Wir  construieren  die  besagten  Schnittpunkte  a  und  ß  durch 
Zuhilfenahme  des  zur  Hauptmeridianhyperbel  collinearen  Kreises  K^^ 
wie  dies  in  Aufgabe  177)  gezeigt  wurde. 

Dreht  man  die  so  gefundenen  Punkte  a  und  ß  in  die  Gerade 
{s,  s')  nach  {a,  a')  und  (&,  6')  zurück,  so  repräsentieren  diese  letzteren 
die  gesuchten  Endpunkte  der  Achse  (5,  s'). 

Der  Halbierungspunkt  (ö,  o')  der  Strecke  {a  h^  a'  &')  ist  gleich- 
zeitig der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  (2^,2;')  während  die  Gerade 
(e,  e'),  welche  durch  denselben  senkrecht  zu  (5,  5'),  also  parallel  zur 
Trace  Eh  gezogen  wird,  die  zweite  Achse  des  zu  bestimmenden  Kegel- 
schnittes (27,2;')  darstellt. 

Die  Endpunkte  derselben,  d.  i.  die  Schnittpunkte  der  Geraden  {e,e^) 
mit  dem  Hyperboloide,  bestimmen  wir  auf  nachsteheude  Weise. 

Wir  legen  durch  die  gesuchte  Schnittcurve  (27,27')  einen  Kegel, 
dessen  Spitze  einer  der  beiden  Scheitel  des  Hyperboloides,  beispiels- 
weise der  Scheitel  (P,  ß')  ist.  Dieser  Kegel  schneidet  die  horizontale 
Projectionsebene  in  einem  leicht  zu  construierenden  Kreise  (K). 

Da  nämlich  die  Ebene  P^  Ph  eine  Symmetrieebene  für  den  be- 
sagten Kegel  ist,  so  muss  ihre  Horizontaltrace  Ph  einen  Durchmesser 
des  Kreises  (K)  repräsentieren.  Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers 
sind,  wie  unschwer  einzusehen,  die  Horizontaldurchstoßpunkte  (0:1,  a'j) 
und  (ßi,ß\)  der  durch  die  Punkte  (a,a')  und  (&,?>')  von  (27,27')  gehenden 
Kegelerzeugenden  (P  a,  P'  a')  und  (P  &,  P'  &').  Hiernach  kann  der 
Kreis  (K)  sofort  gezeichnet  werden. 

Legen  wir  weiters  durch  die  Gerade  (e,e')  und  durch  den  Kegel- 
scheitel {B,B')  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  horizontale  Projec- 
tionsebene in  einer  zu  e'  parallelen  Geraden  f',  welche  ihrerseits  den 
Kreis  {K)  in  den  beiden  Punkten  {y^f)  und  (^,^0  trifft.    Die  durch 
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die  Funkte  (y,  y')  und  (d^  d')  gehenden  Kegelerzeugenden  {B  y,  B'  /) 
und  {Bd,B^d')  schneiden  die  Gerade  (e,e')  in  jenen  beiden  Punkten 
(c,c')  and  {d,d'),  welche  dieselbe  mit  dem  Kegelschnitte  (2^,27')  gemein 
hat,  d.  i.  in  den  verlangten  Achsenendpunkten,  und  somit  ist  der 
Kegelschnitt  (27,27').  sowie  verlangt  wurde,  durch  seine  beiden  Achsen 
{ahya'i')  und  {cd, Cd')  dargestellt. 

Nachdem  bei  dieser  Methode  die  zweifache  Bestimmung  des 
Schnittes  von  Geraden  mit  einer  Kugel  umgangen  ist,  erscheint  die- 
selbe als  die  einfachere. 

§.  549. 

182,  Aufgabe,  Eine  Ebene  schneidet  ein  bifocales  Hyperboloid 
in  einer  Hyperbel;  es  sind  die  reelle  Achse  und  die  beiden  Asymp- 
toten der  Schnitthyperbel  zu  bestimmen. 

In  den  beiden  vorhergehenden  Fällen  unterlag  es  keinem  An- 
stände, den  Kegelschnitt  (2J,2J^)  direct  durch  seine  beiden  reellen 
Achsen  darzustellen.  In  dem  vorliegenden  Falle  aber,  wo  der  ebene 
Schnitt  eine  Hyperbel  sein  soll,  ist  die  eine  Achse  imaginär,  daher 
die  beiden  vorangeführten  Methoden  nicht  zu  dem  gewünschten  Ziele 
führen  werden.  Hiernach  sehen  wir  uns  veranlasst,  den  folgenden 
Weg  einzuschlagen. 

Die  Rotationsachse  des  bifocalen  Hyperboloides  sei  (AB,  A'B') 
(Taf.  XXV,  Fig.  165);  Y^  und  Y^  seien  die  Asymptoten  des  Haupt- 
meridians, und  E^Eh  sei  die  schneidende  Ebene.  Besagte  Ebene  E 
muss,  falls  deren  Schnitt  mit  dem  Hyperboloide  eine  Hyperbel  sein 
soll,  eine  solche  Lage  haben,  dass  eine  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0') 
des  Hyperboloides  zu  derselben  parallel  geführte  Ebene  e^eu  den 
Asymptotenkegel  in  zwei  reellen  Erzeugenden  (^0-,  fi'O')  und  {vO^v'O') 
schneidet. 

Selbstverständlich  wird  auch  hier,  sowie  in  den  vorher  be- 
sprochenen Fällen  der  Schnitt  (s,  s')  der  Ebene  E^Eh  mit  der  zu  ihr 
senkrechten  Meridianebene  P^jPa  eine  Achse  der  Schnitthyperbel,  und 
zwar,    wie    leicht  erklärlich,    die  reelle  Achse    derselben    darstellen. 

Um  die  Endpunkte  dieser  Achse,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  (s,  s')  mit  dem  in  der  Ebene  P^Ph  liegenden  Meridiane 
festzustellen,  denken  wir  uns  diese  Ebene  FvPh  um  die  Rotations- 
achse {ABf  A'B')  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele 
Lage  gedreht.  Oifenbar  fällt  sodann  der  in  der  Ebene  B^Bh  liegende 
Meridian  nach  vollbrachter  Drehung  mit  dem  Hauptmeridiane  zu- 
sammen,   die  Gerade    {s,  s')   gelangt  nach    (ö,  ö'),  während   die  ob- 
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genannten  Schnittpunkte  durch  die  der  Geraden  6  und  dem  Haupt- 
meridiane gemeinschaftlichen  Punkte  repräsentiert  erscheinen. 

Bestimmen  wir  diese  letztgenannten  Punkte  a^  und  h^  ver- 
mittelst des  Collinearkreises  K^  der  Meridianhyperbel  und  drehen  wir 
dieselben  hierauf  in  die  Gerade  (s,  s')  nach  (a,  a')  und  (&,  &')  zurück, 
so  erhalten  wir  die  gesuchten  Scheitel  auf  der  reellen  Achse  der 
Schnitthyperbel  (27,2').  Der  Halbierungspunkt  (o,o')  der  Strecke 
{at^  a'?>')  stellt  sodann  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  (^,  2*)  dar. 
Durch  den  bezeichneten  Punkt  {o,  o')  müssen  selbstverständlich  die 
Asymptoten  von  (27,  27')  gehen. 

Behufs  der  Construction  dieser  Asymptoten  wird  man  sich  bloß 
auf  den  Satz  362)  zu  berufen  haben,  nach  welchem  dieselben  gleich- 
zeitig auch  die  Asymptoten  des  Schnittes  der  Ebene  E^Eh  mit  dem 
Asymptotenkegel  des  Hyperboloides  darstellen  müssen.  Diese  Asymptoten 
sind  aber,  wie  wir  aus  früherem  wissen,  die  Schnittgeraden  der  Ebene 
E^Ek  mit  den  Tangentialebenen  T^  und  T^  des  Asymptotenkegels 
längs  der  zur  Ebene  E^Eh  parallelen  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegels. Die  letztangeführten  Erzeugenden  wurden  bereits  als  die 
Schnittgeraden  (0^,  O'/ii')  und  {Ov.O^v^)  des  Kegels  mit  der  zur 
Ebene  EvEh  durch  (0,0^)  gehenden   parallelen  Ebene  e^eh  gefunden. 

Die  Horizontaltracen  der  Berührebenen  des  Asymptotenkegels 
längs  der  obgenannten  Erzeugenden  sind  die  Tangenten  Th  und  T^h  an 
dessen  Basiskreis  ä;'  in  den  Fußpunkten  ^'  und  i/'  dieser  Erzeugenden. 
Diese  Tracen  schneiden  die  Horizontaltracen  Eh  der  gegebenen 
schneidenden  Ebene  in  zwei  Punkten  (m,  m')  und  {n,  n'),  welche  den 
gesuchten  Asymptoten  angehören.  Nachdem  aber  die  letzteren 
auch  durch  den  Mittelpunkt  (o,  o')  des  Kegelschnittes  (27,  27')  gehen 
müssen,  so  ergeben  sich  dieselben  als  die  Verbindungsgeraden  (S^^S\) 
und  (S^^  /S'g)  dieses  Punktes  (o,  ö')  mit  den  beiden  Punkten  (m,  m') 
und  (n,  n'). 

Die  Schnittcurve  (27,  27')  des  Hyperboloides  mit  der  Ebene 
EvEh  ist  somit  durch  ihre  reelle  Achse  {ah,  a'l')  und  durch  ihre 
Asymptoten  (ß^,  8\)  und  {S^,  S'^)  dargestellt,  also  vollkommen 
bestimmt. 

§.  550. 

183.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  bifocalen  Rotations- 
hyperboloides mit  einer  Ebene  zu  bestimmen,  welche  zu  einer  Tan- 
gentialebene des  Asymptotenkegels  parallel  ist. 

Sei  wieder  {AB,  A'B')  (Taf.  XXV,  Fig.  166)  die  Kotationsachse 
des    Hyperboloides;    seien    ferner    Y^    und    Y^    die  Asymptoten    des 
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Hauptmeridians;  endlich  sei  e^en  eine  beliebige  Tangentialebene  des 
Asymptotenkegels.  Parallel  zu  dieser  letzteren  Ebene  nehmen  wir, 
der  Voraussetzung  entsprechend,  die  schneidende  Ebene  E^Eh  an. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  363)  wird  der  Schnitt  (2:,  Z') 
der  Ebene  E^Eh  mit  dem  gegebenen  Hyperboloide  eine  Parabel  sein. 
Führen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der  vorhergegangenen  Aufgabe 
die  zur  schneidenden  Ebene  E^Eh  senkrechte  Meridianebene  Fv^hi 
so  wird  diese  (da  sie  eine  Symmetrieebene  für  das  Hyperboloid  sowohl, 
als  auch  für  die  Ebene  E^Eu  ist)  die  Ebene  E^Eu  in  einer  Geraden 
{s,  $')  schneiden,  welche  eine  Symmetrieachse  für  die  Schnitt- 
curve  {H,  H'),  also  kurz  gesagt,  die  Achse  der  gesuchten  Parabel 
sein  muss. 

Der  Scheitel  der  Parabel  wird  natürlich  jener  Punkt  sein,  in 
welchem  die  Gerade  (s,  s')  das  Hyperboloid,  oder  mit  anderen  Worten, 
den  in  der  Ebene  Pvl*h  liegenden  Meridian  schneidet. 

Der  besagte  Schnittpunkt  kann  gefunden  werden,  indem  man 
die  Meridianebene  T^Fu  sammt  der  Geraden  (s,  s')  um  {AB,  J.'B') 
in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  dreht.  Hierbei 
fällt  der  erwähnte  Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane  zusammen,  und 
die  Gerade  (5,  s')  gelangt  in  eine  zu  einer  der  Asymptoten  (FJ 
parallele  Lage  a. 

Bestimmt  man  schließlich  vermittelst  des  Collinearkreises  Kq  der 
Hauptmeridianhyperbel  den  Schnittpunkt  M^  der  letzteren  mit  der 
Geraden  ö*,  so  ergibt  sich  durch  Zurückdrehung  dieses  Punktes  in  die 
Gerade  (s,sO,  der  gesuchte  Scheitel  {M,M)  der  Parabel. 

Die  Scheiteltangente  (T,  T')  ist  jene  Gerade  in  der  Ebene 
E^Ehf  welche  senkrecht  zu  (5,s')»  ^^so  parallel  zur  Horizontaltrace  Eh 
gezogen  wird. 

Ermittelt  man  weiters  noch  irgend  einen  beliebigen  Punkt  des 
Schnittes  (2;',2J'),  so  ist  die  Parabel  durch  denselben,  durch  die  Achse 
(X,X')  =  (s,sO  und  den  Scheitel  {M,M)  vollständig  bestimmt. 

§.  551. 

184,  Aufgabe.  An  ein  bifocales  Rotationshyperboloid  ist  in 
einem  gegebenen  Punkte  desselben  eine  Tangentialebene  zu  legen. 

Es  sei  {AB,  A'B')  (Taf.  XXV,  Fig.  167)  die  Rotationsachse  des 
Hyperboloides;  F,  und  Y^  seien  die  Asymptoten  der  Hauptmeridian- 
hyperbel und  a  stelle  die  verticale  Projection  des  gegebenen  Be- 
rührungspuüktes  dar. 

Die  Horizontalprojection  a'  dieses  Punktes  (a,  a')  der  Fläche 
kann   auf  dieselbe  Weise    wie    in   Aufgabe   179)   festgestellt  werden. 
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Wir  legen  nämlich  durch  a  die  Parallele  y  zur  Grundlinie,  und 
bestimmen  die  Schnittpunkte  a  und  ß  derselben  mit  dem  Haupt- 
meridiane durch  Zuhilfenahme  des  dem  letzteren  collinearen  Kreises 
Kq^  indem  wir  die  der  Geraden  g  collineare  Gerade  g^  bestimmen, 
und  deren  Schnittpunkte  a^  und  ß^  mit  dem  Kreise  K^  durch  die 
Collineationsstrahlen  0«o.und  Oß^  auf  ^  zurückprojicieren.  Die  Strecke 
aß  gibt  sodann  die  wahre  Größe  des  Durchmessers  jenes  durch  a 
gehenden  Parallelkreises  (;r,  jt'),  vermittelst  dessen  der  Punkt  {a,  a'), 
beziehungsweise  seine  Horizontalprojection  a\  bestimmt  wird. 

Ziehen  wir  ferner  im  Punkte  a^  an  den  Kreis  Kq  die  Tan- 
gente r„,  welche  die  Collineationsachse  Ca  im  Puukte  ^  schneidet,  so 
entspricht  derselben  collinear  die  Tangente  r  =  a^  des  Haupt- 
meridians im  Punkte  a.  Diese  Tangente  wird  die  Eotationsachse 
{AB,  Ä^B)^  als  mit  dieser  in  der  nämlichen  Ebene  liegend,  in  einem 
Punkte  S  treffen. 

Nun  ist  aber  durch  frühere  Erörterungen  sichergestellt,  dass  die 
Meridiantangenten  in  allen  Punkten  eines  und  desselben  Parallel- 
kreises (jr,  tt')  die  Rotationsachse  in  dem  nämlichen  Punkte  {S^  Ä') 
•schneiden.  Verbindet  man  daher  den  vorgefundenen  Punkt  {S,  S') 
mit  dem  Punkte  (a,  a'),  so  ergibt  sich  unmittelbar  die  Meridian- 
tangente  (Sa,  S^a')  =  {t,  t^)   im   Punkte   {a,  a')   des   Hyperboloides. 

Die  verlangte  Berührungsebene  T^Tu  enthält  nun  offenbar  diese 
Tangente  [t^  P)  und  steht,  indem  sie  gleichzeitig  durch  die  Tangente 
{t^,  t\)  des  Kreises  (yr,  ^r')  im  Punkte  (a,  a')  geht,  senkrecht  auf 
der  entsprechenden  Meridianebene,  ihre  Horizontaltrace  Tu  also  senk- 
recht zur  Horizontalprojection  t\ 

§.  552. 

185.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  ist  an  ein 
bifocales  Rotationshyperboloid  eine  Berührungsebene  zu  legen. 

Erste  Methode.  Mit  Zuhilfenahme  der  Collinear- 
kugel. 

Ist  {AB^  A'B^)  die  Eotationsachse  des  Hyperboloides,  sind 
ferner  Y^  und  Y^  die  Asymptoten  des  Hauptmeridians,  und  ist 
Eli  Eh  die  gegebene  Ebene,  zu  welcher  die  Berührebenen  des  Hyper- 
boloides parallel  sein  sollen,  so  construieren  wir,  in  voller  Überein- 
stimmung mit  den  vorausgeschickten  Problemen,  zunächst  die  das 
Hyperboloid  in  einem  Scheitel ,  allenfalls  in  ( J.,  A^) ,  berührende 
Collinearkugel  {Sq,  S\^,  wobei  die  Scheiteltangentialebene  Ce  im  Punkte 
A  gleichzeitig  die  Collineationsebene,  und  die' Ebene  Ge  jenes  Kreises, 
längs  welchen  die  Collinearkugel  (S^,,  8'^  den  Asymptotenkegel 
berührt,  die  Gegenebene  darstellt. 
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Der  Ebene  E^Eh  wird  eine  Ebene  collinear  entsprechen,  welche 
die  Gegenebene  Ge  in  einer  Geraden  ?7„,  die  der  unendlich  fernen 
Geraden  von  Ev  Eh  entspricht,  schneidet.  Diese  Gerade  U^  ergibt  sicli 
als  Schnitt  der  Gegenebene  Ge  mit  der  durch  das  Collineations- 
centrum  0  parallel  zu  EvEh  geführten  Ebene  e^en. 

Jeder  zur  Ebene  Ev  Eh  parallelen  Ebene  wird  sodann  eine  Ebene 
collinear  entsprechen,  welche  durch  die  Gerade  Üq  hindurchgeht. 
Speciell  werden  den  beiden  zu  E^Eh  parallelen  Berührebenen  des 
Rotationshyperboloides  jene  zwei  Berührebenen  der  Kugel  entsprechen, 
welche  durch  die  Gerade  U^  gehen. 

Construiert  man  diese  beiden  letztgenannten  Berührebenen  T\ 
und  T\  nach  der  in  Aufgabe  54)  entwickelten  Methode,  so  hat  man 
dann  bloß  noch  die  ihnen  collinear  entsprechenden  Ebenen  2\  und 
Tq  zu  ermitteln.  Diese  Ebenen  sind  leicht  zu  construieren.  Schneiden 
n'ämlich  die  Ebenen  T\  und  T\  die  CoUiueationsebene  Ce  beziehungs- 
weise in  den  Geraden  d^  und  d^,  so  sind  T^  und  To  diejenigen 
Ebenen,  welche  durch  d^  und  d^  parallel  zur  Ebene  E  geführt  werden 
können.  Die  Ebenen  T^  und  T^  berühren  das  Hyperboloid  in  jenen 
Punkten  Pj^  und  2hj  welche  den  Berührungspunkten  p\  und  p\  der 
Ebenen  T\  und  T%  mit  der  Kugel  Sq  entsprechen  und  daher  mittelst 
der  Collineationsstrahlen  Op\  und  Op\  aus  den  letzteren  ohne 
jedwede  Schwierigkeit  abgeleitet  werden. 

§.  553. 

Zweite  directe  Methode.  Die  Rotationsachse  des  Hyper- 
boloides sei  {AB.A'B')  (Taf.  XXVI,  Fig.  168);  die  Asymptoten  des 
Hauptmeridians  seien  Y^  und  Y^ ;  die  gegebene  Ebene  E  sei  durch  ihre 
Tracen  E^Eh  bestimmt. 

Die  Meridianebene  irgend  eines  Punktes  einer  Rotationsfläche 
steht,  wie  wir  wissen,  stets  senkrecht  zu  der  Tangentialebene  der 
Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte,  also  auch  senkrecht  zu  jeder 
Ebene  ^  welche  zu  der  letzteren  parallel  läuft. 

Führen  wir  daher  im  vorliegenden  Falle  die  Meridianebene  F^Fu 
senkrecht  zu  der  gegebenen  Ebene  E^Eh^  so  wird  dieselbe  auch  senk- 
recht stehen  zu  der  gesuchten  Berührebene;  der  in  dieser  Ebene 
liegende  Meridian  der  Fläche  muss  mithin  auch  den  betreffenden 
Berührungspunkt  enthalten.  Ferner  wird  die  Meridiantangente  in  der 
gesuchten  Berührebene,  d.  i.  der  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Meri- 
dianebene F^Fh,  zu  der  Schnittgeraden  (s,  s')  der  Ebene  F^Fh  mit 
der  gegebenen  Ebene  parallel  sein. 
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Vor  allem  haben  wir  daher  an  die  in  der  Meridianebene  P^Ph 
liegende  Meridianhyperbel  eine  Tangente  parallel  zur  Geraden  (s,s') 
zu  führen.    Dies  kann  folgendermaßen  geschehen. 

Drehen  wir  die  Ebene  P^  Ph  sammt  dem  zugehörigen  Meridiane 
und  der  in  ihr  liegenden  Geraden  (5,s')  um  die  Kotationsachse(J.J5,^'£') 
in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage,  so  gelangt  der 
genannte  Meridian  zur  Coincidenz  mit  dem  Haupt meridiane,  und  die 
Gerade  (5,s')  kommt  hierbei  nach  s^.  Die  zu  (5,  s')  parallelen  Tan- 
genten des  Meridians  in  der  Ebene  P^Ph  werden  folglich,  nach  voll- 
zogener Drehung,  mit  den  zu  Sq  parallelen  Tangenten  des  Hauptmeri- 
dians co'incidieren. 

Diese  Tangenten  ergeben  sich  durch  nachstehende  Construction. 
Wir  ermitteln  vorerst  die  beiden  Brennpunkte  F^  und  F^  des  Haupt- 
meridians und  zeichnen  zu  diesem  Zwecke  über  der  reellen  Achse  J[I? 
als  Durchmesser  den  Kreis  K,  Wie  in  Aufgabe  178)  nachgewiesen 
wurde,  stellt  dieser  Kreis  K  den  Ort  derPußpunkte  aller  von 
den  Brennpunkten  F^  und  F^  auf  sämmtliche  Tangenten  der  Hyperbel 
gefällten  Perpendikel  dar.  Fällen  wir  demnach  von  einem  der  Brenn- 
punkte, etwa  von  F^ ,  die  Gerade  h  senkrecht  zur  Geraden  s^,  so  wird 
diese  den  obengenannten  Kreis  K  in  zwei  Punkten  r^  und  r^  treffen. 
Gemäß  der  Eigenschaft  dieses  Kreises  werden  die  zu  A  aus  den  Punkten 
r^  und  ^2  geführten  Senkrechten  t^^  und  ^%  gleichzeitig  die  zu  s^ 
parallelen  Tangenten  der  Meridianhyperbel  darstellen. 

Betrachten  wir  eine  dieser  Tangenten,  allenfalls  t^^.  Der  Berüh- 
rungspunkt p^^  derselben  ergibt  sich  unmittelbar  (nach  Aufgabe  178), 
wenn  man  den  Symmetriepunkt  f  von  F^  in  Bezug  auf  die  Tan- 
gente t^^  mit  dem  zweiten  Brennpunkte  F^  verbindet,  und  diese  Ver- 
bindungsgerade mit  der  Tangente  t^^  selbst  zum  Schnitte  bringt. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Andeutungen  haben  wir  somit  bloß 
die  Tangente  t^^  und  deren  Berührungspunkt  p^^  in  die  Ebene  PvPhj 
beziehungsweise  nach  {t^yt\)  und  {p^^p\)  zurückzudrehen,  um  in  {t^yt\) 
die  zu  (5, 5')  parallele  Tangente  an  den  in  der  Ebene  P^  Pf^  liegenden 
Meridian,  und  in  {p^^p\)  den  Berührungspunkt  derselben  dargestellt 
zu  erhalten. 

Legen  wir  nun  durch  {t^,t\)  die  Ebene  TvT'h  parallel  zur  Ebene 
EoEhy  SO  ist  diese  eine  der  verlangten  Berührebenen,  und 
{P\^P\)  deren  Berührungspunkt. 

Eine  zweite  Lage  der  gesuchten  Berührebene  ergibt  sich,  wenn 
man  die  Constructionen  in  Bezug  auf  die  zweite  zu  Sq  parallele  Tan- 
gente ^%  der  Hauptmeridian-Hyperbel  in  gleicher  Weise  wiederholt. 

Einfacher  jedoch  gelangt  man  auf  folgendem  Weg  zum  Ziele. 
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Wir  wissen  nämlich,  dass  bei  jeder  Fläche  zweiten  Grades  die 
Berührungspunkte  zweier  parallelen  Berührebenen  die  Endpunkte  eines 
und  desselben  Durchmessers  der  Fläche  repräsentieren*  Diesem  Um- 
stände zufolge  erhalten  wir  den  Berührungspunkt  {p<^^p'^)  der  zweiten 
zu  E^Bh  parallelen  Tangentialebene  T^vT^h  direct,  wenn  wir  p^  mit 
0  thatsächlich  verbinden,  also  den  Durchmesser  (jp,  0,^',  0')  ziehen, 
und  den  zweiten  Endpunkt  (Po,P'q)  desselben  unmittelbar  durch  Über- 
tragung der  Strecke  O^p^  bestimmeji.  Die  durch  den  Punkt  (Pq.p^q) 
parallel  zu  E^Eh  geführte  Ebene  ist  sodann  die  verlangte  zweite 
Tangentialebene  des  Hyperboloides. 

§.  554. 

186.  Aufgabe,  Durch  eine  gegebene  Gerade  sind  an  ein  bifocales 
Rotationshyperboloid  die  Tangentialebenen  zu  legen  und  deren  Be- 
rührungspunkte aufzusuchen. 

Erste  Methode.  Mit  Hilfe  der  CoUinearkugel.  Es 
dürfte  auch  diesfalls  genügen,  den  Gang  der  Lösung  kurz  zu  skizzieren, 
da  hierauf  gestützt,  die  graphische  Durchführung  gewiss  keinerlei 
Schwierigkeit  bieten  wird. 

Ist  Ä  B  die  Eotationsachse  des  Hyperboloides  und  g  die  gegebene 
Gerade,  so  wird  man  die  dem  Asymptotenkegel  eingeschriebene  und 
das  Hyperboloid  in  einem  der  beiden  Scheitel,  etwa  in  A  berührende 
Kugel  Sq  construieren ;  diese  Kugel  ist,  wie  wir  früher  nachgewiesen 
haben,  coUinear  mit  dem  Eotationshyperboloid  für  den  Mittelpunkt  0 
des  letzteren  als  CoUineationscentrum,  die  Scheiteltangentialebene  Ce 
in  A  als  CoUineationsebene,  und  für  die  Ebene  6r«,  längs  welcher  der 
Asymptotenkegel  von  der  Kugel  S^  berührt  wird,  als  Gegenebene. 

Der  Geraden  g  wird  coUinear  eine  Gerade  g^  entsprechen,  welche 
sich  leicht  construieren  lässt;  dieselbe  geht  nämlich  einerseits  durch 
den  Punkt  d,  in  welchem  g  die  CoUineationsebene  Ce  schneidet  und 
andererseits  durch  den  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  g  entspre- 
chenden Punkt  Uq^  d.  i.  durch  jenen  Punkt  u^,  in  welchem  die  Gegen- 
ebene Ge  von  dem  zu  g  parallelen  CoUineationsstrahle  0  Uq  ge- 
troffen wird. 

Den  Tangentialebenen  des  Hyperboloides,  welche  durch  die  Ge- 
rade g  gehen,  entsprechen  somit  coUinear  die  Tangentialebenen  der 
Kugel  Sq,  welche  durch  die  collineare  Gerade  ^^  gehen. 

Legt  man  daher  durch  die  Gerade  ^^  die  beiden  Tangential- 
ebenen T\  und  T\  an  die  Kugel  Sq  und  seien  p^^  und  p\  deren 
Berührungspunkte,    so    werden   sich  die  gesuchten,  durch  g  gehenden 
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Berührebenen  des  Hyperboloides  als  die  den  Ebenen  T^^  und  T\  col- 
linear  entsprechenden  Ebenen  T^  und  T^  ergeben.  Dieselben  können 
anstandslos  construiert  werden,  da  sie  einerseits  durch  die  Gerade  g 
und  andererseits  durch  die  Geraden  g^  und  go,  in  welchen  T\  und  T\ 
von  der  Collineationsebene  Ce  geschnitten  werden,  gehen. 

Endlich  ergeben  sich  die  Berührungspunkte  p^  und  pg  dieser 
Ebenen,  als  die  collinear  entsprechenden  Punkte  von  p^^  und  p^^^  durch 
Vermittlung  der  CoUineationsstrahlen  Op^^  und  Op\. 

Die  eben  besprochene  Methode  wird  man  jedoch  im  allgemeinen 
nur  dann  zum  Zwecke  der  Durchführung  des  gestellten  Problemes 
wählen,  wenn  man  die  Collinearkugel  noch  zu  weiteren,  mit  diesen 
zusammenhängenden  Constructionen  benützen  will.  In  jedem  anderen 
Falle  wird  man  einfachere  Wege  einzuschlagen  suchen,  da  die  Hilfs- 
construction,  deren  man  sich  hier  bediente,  und  welche  die  Ermittlung 
der  durch  eine  Gerade  an  eine  Kugel  geführten  Berührungsebenen 
nothwendig  macht,  nicht  rasch  genug  zum  Ziele  führt. 

§.  555. 

Zweite,  directe  Methode. 

Die  Rotationsachse  des  Hyperboloides  sei  {AB.A'B')  (Taf.XXVI, 
Fig.  169) ;  Y^  und  Y^  seien  die  Asymptoten  der  Hauptmeridianhyperbel 
und  ferner  seien  g  und  g'  die  beiden  Pröjectionen  der  gegebenen 
Geraden. 

Ermitteln  wir  vorerst  die  Brennpunkte  F^  und  F^^  der  Meridian- 
hyperbel, so  werden  diese  selbstverständlich  auch  die  Brennpunkte  des 
Hyperboloides  repräsentieren.  Ferner  denken  wir  uns  über  der  reellen 
(Rotations-) Achse  AB  des  Hyperboloides  als  Durchmesser,  die  Kugel 
iS,S\)  construiert. 

Nach  Satz  355)  hat  diese  Kugel  (S^,  S\)  die  besondere  Eigen- 
schaft, dass  sie  den  geometrischen  Ort  der  Fußpunkte  der  von  den 
beiden  Brennpunkten  F^  und  F^  auf  sämmtliche  Tangentialebenen  des 
Hyperboloides  gefällten  Senkrechten  darstellt. 

Stellen  wir  uns  die  verlangte  Tangentialebene  als  bereits  gefunden 
vor  und  nehmen  wir  an,  I\Th  sei  eine  der  beiden  durch  die  Gerade 
(y^9^)  geführten  Berührungsebenen  des  Rotationshyperboloides.  Der 
Fußpunkt  a  der  von  dem  einen  Brennpunkte,  beispielsweise  von  F^ 
auf  diese  Ebene  T^Th  gefällten  Senkrechten  muss,  dem  obangeführten 
Satze  entsprechend,  auf  der  Kugel  (S,S\)  liegen. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Bedingung,  können  wir  der  gestellten 
Aufgabe  auch  folgende  Fassung  geben. 
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„Es  ist  durch  die  Gerade  {g^g')  eine  Ebene  T^Th  der- 
art zu  legen,  dass  der  Fußpunkt  {a^a')  der  von  dem  Punkte 
{F^,F\)  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten  auf  der  Ober- 
fläche der  Kugel  {S,  S\)  liege." 

Fällt  man  von  dem  Punkte  {F^,F\)  auf  sämmtliche  durch  die 
Gerade  {g,  g^)  gehende  Ebenen  Perpendikel ,  so  liegen  bekanntlich  alle 
diese  Perpendikel  in  jener  Ebene  JS'^J^Jä,  welche  durch  {F^^F\)  normal 
zu  der  Geraden  {g,  g')  geführt  wird  und  diese  Gerade  in  einem  Punkte 
(s,s')  schneidet.  Die  Fußpunkte  der  genannten  Perpendikel  befinden 
sich  hierbei  sammt  und  sonders  auf  dem  Kreise  y,  welcher  in  der 
Ebene  EvEk  über  der  Strecke  (F^s,  F\s^)  als  Durchmesser  beschrieben 
werden  kann.  Dieselbe  Ebene  E^Eu  schneidet  aber  auch  die  Kugel 
(S,S/)  in  einem  Kreise  ^.  Die  den  beiden  genannten  Kreisen  gemein- 
schaftlichen Punkte  a  und  b  besitzen  sodann  die  vorangeführte 
Eigenschaft. 

Führt  man  nämlich  durch  einen  dieser  beiden  Punkte  und  durch 
die  Gerade  ig,  g')  eine  Ebene  T^Th,  so  steht  die  letztere  auf  der 
Verbindangsgeraden  dieses  Punktes  mit  dem  Punkte  F^  senkrecht; 
es  wird  mithin  die  Ebene  T^  Tu  eine  Tangentialebene  des  ßotations- 
hyperboloides  sein. 

Diese  Betrachtung  führt  unmittelbar  auf  nachstehende  Cou- 
struction. 

Man  führt  durch  den  einen  Brennpunkt  (F^,F\)  die  Ebene 
EvEh  senkrecht  zu  der  Geraden  (g^g^)  und  bestimmt  deren  Schnitt- 
punkt (5,5')  mit  der  Geraden  (g^g'),  sowie  deren  Schnittkreis  K  mit 
der  Kugel  (S,/S',).  Legt  man  sodann  die  Punkte  F^,  s  und  den  Kreis  K 
um  die  Horizontaltrace  Eh  in  die  horizontale  Projectionsebene  um,  so 
ergeben  sich  dieselben  beziehungsweise  in  jp^®,  Sq  und  Kq.  Ferner  be- 
schreibt man  über  SqFi^  als  Durchmesser  den  Kreis  y^,  und  führt 
dessen  beide  Schnittpunkte  a^  und  b^  mit  dem  gleichfalls  umgelegten 
Kugelschnittkreis  Kq  in  die  Ebene  E,  resp.  in  den  Raum  nach  (a,a') 
und  {&;&')  zurück. 

Die  Ebenen  T^Tt  und  T^.TI,  welche  durch  die  Gerade  (g,g') 
und  beziehungsweise  durch  die  Punkte  (a,a')  und  (&,&')  gelegt  werden, 
repräsentieren  bereits  die  verlangten  Berührebenen. 

Die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  können  nunmehr  leicht 
gefunden  werden. 

Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  der  Berührungspunkt  (Pa-iP^a) 
der  Ebene  Tv  Th  der  einzige  Punkt  dieser  Ebene  ist,    welcher  gleich-^ 
zeitig  dem  Hyperboloide  angehört,  d.  h.  welcher  der  Beziehung 
F^Pa  —  F^pa  =  Ah 

Feschka,  Darstellende  u,  projective  Geometrie.  III.  35 
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Genüge  leistet,  so  findet  die  folgende  Construction  ihre  directe  Be- 
stätigung. 

Man  trage  auf  der  zur  Berührebene  T^Tt  senkrechten  Geraden 
F^a  die  Strecke  JF\  a,  vom  Punkte  a  aus  nach  (/,/*'),  nochmals  ab 
und  verbinde  (/*,/*')  mit  dem  zweiten  Brennpunkte  {F^,F'^\  Diese  Ver- 
bindungsgerade schneidet  die  Berührebene  T^Tl  bereits  in  dem  ge- 
suchten Berührungspunkte  {paiP\)- 

Es  ist  nämlich,  wenn  wir  uns  {f,f)  wirklich  bestimmt  denken, 
das  Dreieck  F^  pa  f  ein  gleichschenkliges,  und  daher 

F^Pa=Paf' 

Da  ferner  F^O  =  F^O  und  F^a=z  af  ist,  wird: 

Oa  =  iFJ 
oder,  weil  Oa  als  Kadius  der  Kugel  {S,S\)  gleich  ÄO  =  BO  ist,  auch 

FJ=AB 
sein.    Weiters   ist  fpa  aus  den  Strecken  F^^pa  und  F^f  zusammen- 
gesetzt;  es  ist  also: 

fPa  =  F^Pa  +  FoJ. 
Hieraus  folgt,  wenn  man  die  vorher  gefundenen  Werte  AB  und 
F^Pa  beziehungsweise  für  F^f  und  fpa  einsetzt: 

F^Pa  =  F^Pa  +  AB 

oder 

F^pa  —  F^Pa  =AB,] 

was  zu  beweisen  war. 

Eine  dritte  Methode  für  die  Bestimmung  der  durch  eine 
Gerade  (g,  g')  gehenden  Tangentialebenen  eines  zweitheiligen 
Rotations  hyperboloides  werden  wir  noch  an  späterer  Stelle 
kennen  lernen. 

§.  556. 

187.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berührungscurve  eines  bifocalen  Rota- 
tionshyperbololdes  mit  einem  demselben  aus  einem  beliebgen  Punkte 
umschriebenen  Kegel  zu  construieren. 

Es  stelle  (AB.A'B')  (Taf.  XXVI,  Fig.  170)  die  Rotationsachse 
des  Hyperboloides  dar ;  Y,  und  Y^  mögen  die  Asymptoten  der  Haupt- 
meridianhyperbel repräsentieren  und  (P,  P')  den  gegebenen  Kegel- 
scheitel vergegenwärtigen. 

Die  gesuchte  Berührungscurve  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  den 
geometrischen  Ort  der  Berührungspunkte  aller  von  (P,  P')  ausgehenden 
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Tangentialebenen  oder,  was  dasselbe  ist,  aller  von  (P,  P')  ausgehenden 
Tangenten  des  Hyperboloides  repräsentiert. 

Legen  wir  vor  allem  durch  den  gegebenen  Kegelscheitel  (P,F*) 
die  Meridianebene  P«  Pä  des  Hyperboloides.  Nachdem  diese  Ebene  das 
Hyperboloid  symmetrisch  theiit,  so  wird  sie  auch  eine  Sym- 
metrie ebene  für  den  umschriebenen  Kegel  sowohl,  als  auch  für 
dessen  Berührungscurve  sein,  d.  h.  die  Ebene  der  Berührungs- 
curve  wird  zu  dieser  Meridianebene  senkrecht  stehen,  und  ihr  Schnitt 
mit  derselben  wird  eine  Achse  der  Berührungscurve  darstellen. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  können,  wie  von  selbst  einleuchtend, 
nur  jene  beiden  Punkte  der  Berührungscurve  sein,  welche  in  der 
Meridianebene  PvPh  liegen;  dieselben  werden  also  durch  die  Be- 
rührungspunkte der  von  (P,PO  aus  an  den  in  der  Ebene  PvPh  liegenden 
Meridian  gezogenen  TangentenJ  bestimmt.  Besagte  Punkte  können, 
wie  folgt,  cönstruiert  werden. 

Man  dreht  die  Meridianebene  Pv^h  sammt  dem  Punkte  (P,P') 
um  {ÄB^  A*B')  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele 
Lage.  Hierbei  gelangt  P  in  die  Lage  P^,  ^während  der  gedrehte 
Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane  zusammenfällt. 

Cönstruiert  man  nun  die  von  Pq  aus  an  die  Hauptmeridian- 
hyperbel gezogenen  Tangenten  t^^  und  t^Q  und  bestimmt  deren  Be- 
rührungspunkte ÜQ  und  &o  ^^i^  Hilfe  der  Brennpunkte  F^  und  F^  auf 
die  in  Aufgabe  178)  angegebene  Weise;  führt  man  ferner  [die  so 
erhaltenen  Punkte  a^  und  i^  in  die  Ebene  PvPh  zurück,  so  erhält 
man  die  beiden  Endpunkte  (a,  a')  und  (&,  6')  der  einen  Achse  der 
Berührungscurve. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  ist  sodann,  wie  bereits  früher 
gezeigt  wurde,  diejenige  Ebene  B^Bh,  welche  durch  die  Achse  (ab,a*V) 
senkrecht  zu  der  Meridianebene  P^  Ph  geführt  wird.  Die  zweite 
Achse,  oder,  wenn  diese  imaginär  ist,  die  Asymptoten  des  Berührungs- 
kegelschnittes können  wie  in  Aufgabe  181)  resp.  182)  cönstruiert 
werden. 

§.  557. 

168,  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  einem  bifocalen  Rotations- 
hyperboloide umschriebenen  Kegels  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene zu  bestimmen. 

Oder  mit  anderen  Worten: 

Es  ist  der  Schlagschatten  eines  bifocalen  Rotationshyperboloides 
bei  centraler  Beleuchtung  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  zu 
construieren. 

35* 


548 

Sei  (AB,  A'B')  (Taf.  XXVI,  Fig.  171)  die  Rotationsachse  des 
Hyperboloides;  F^  und  F^  seien  die  Brennpunkte  desselben;  {P^  P'} 
sei  der  gegebene  Kegelscheitel. 

Die  durch  den  Punkt  (P,  P)  gehende  Meridianebene  PvPh  ist 
eine  Symmetrieebene  des  Kegels,  und  da  dieselbe  horizontal-proji- 
cierend  ist,  auch  eine  Symmetrieebene  des  gesuchten  Durchschnittes 
des  umschriebenen  Kegels  mit  der  horizontalen  Projectionsebene ;  die 
horizontale  Trace  Ph  wird  demnach  eine  Achse  des  gesuchten 
Schnittes  sein. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  werden  durch  die  Horizontaldurch- 
stoßpunkte der  in  der  Meridianebene  PvPh  liegenden  Erzeugenden 
des  Berührungskegels,  d.  i.  durch  die  von  dem  Punkte  (P,  P')  an 
den  in  der  Ebene  P^Ph  liegenden  Meridian  gezogenen  Tangenten 
dargestellt.  Diese  Tangenten  werden,  analog  des  in  der  vorhergehen- 
den Aufgabe  gewählten  Vorganges,  durch  die  Drehung  der  Ebene 
PvPh  um  die  Achse  Z  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  pa- 
rallele Lage  ermittelt.  Hierbei  gelangt  P  nach  Pq  und  der  Meridian 
zur  Coincidenz  mit  dem  Hauptmeridiane. 

Zieht  man  nun  von  P^  aus  die  Tangenten  t^^  und  ^%  an  den 
Hauptmeridian  (allenfalls  nach  der  in  Aufgabe  178  aügegebenen  Con- 
struction)  durch  Zuhilfenahme  des  Brennpunktes  F^,  und  dreht  man 
hierauf  die  horizontalen  Durchstoßpunkte  (a^,  a^o)  und  (fe^,  ö'^)  der- 
selben in  die  Ebene  PvPh  nach  (a,  a')  und  (6,^0  zurück,  so 
repräsentieren  die  so  erhaltenen  Punkte  {a,  a')  und  (6,  V),  den  vor- 
hergegangenen Erörterungen  gemäß,  die  Endpunkte  der  einen  Achse 
des  gesuchten  Horizontalschnittes. 

Nehmen  wir  ferner  Rücksicht  auf  den  erweiterten  Dandelin- 
schen  Satz  (Satz  366),  so  ergeben  sich  auch  sofort  die  Brennpunkte 
der  gesuchten  Schnittcurve  als  die  Horizontaldurchstoßpunkte  f\  und 
f\  der  von  dem  Punkte  (P,  P*)  aus  nach  den  bezüglichen  Scheiteln 
{Ay  A*)  und  {B,  B')  des  Hyperboloides  geführten  Geraden, 

Die  Brennpunkte  des  Horizontalschnittes  können  offenbar  auch 
vermittelst  des  gedrehten  Punktes  Po  erhalten  werden.  Zieht  man 
nämlich  PqA  und  PqB^  so  erhält  man  die  gedrehten  Brennpunkte  in 
ifo,j  Ai)  ^iid  (/*o,,  fo,).  Dieselben  sind  sodann  einfach  in  die  Ebene 
PvPh  nach  (fi,  fi)  und  (fq,  f^)  zurückzudrehen. 

Halbiert  man  endlich  die  Strecke  f\  f  2  o^^^'  ^'  ^'^  ^^  reprä- 
sentiert der  Halbierungspunkt  0'  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kegel- 
schnittes. Die  zweite  Achse  &  d'  ist  vermittelst  der  bekannten  ele- 
mentaren Construction  aus  der  Achse  a'h*  und  aus  den  Brennpunkten 
f\  und  f^  zu  construieren. 
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§.  558. 

189,  Aufgabe.  Es  ist  die  Berüliruiigscurve  eines  bifocalen  Rota- 
tionshyperboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder  zu 
construieren. 

Sei  {AB.A'B')  (Taf.  XXVI,  Fig.  172)  die  Rotationsachse  und 
seien  F^  und  F^  die  beiden  Brennpunkte  des  Rotationshyperboloides ; 
die  gegebene  Richtung  der  Cylindererzeugenden  ist  durch  (g,  g') 
bestimmt. 

Die  Achse  des  Cylinders  ist  (nach  Satz  435,  Band  II),  die  durch 
den  Mittelpunkt  (o,  o')  des  Hyperboloides  gehende  zu  (g,  g')  parallele 
Gerade  {d,d').  Die  durch  diese  Gerade  {d,d')  geführte  Meridianebene 
Pp  Ph  ist  eine  Symmetrieebene  des  Hyperboloides  und  folglich  auch 
eine  Symmetrieebene  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kegel,  als  auch  in 
Bezug  auf  dessen  Berührungscurve. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  Berührungscurve 
zu  der  Meridianebene  F^Fu  normal  sein  müsse  und  dass  deren  Schnitt- 
gerade mit  der  Meridianebene  F^  Fu  eine  Achse  der  Berührungscurve 
repräsentieren  werde.  Die  Endpunkte  dieser  Achse  können  selbstver- 
ständlich nur  die  in  der  Meridianebene  F^Fn  liegenden  zwei  Punkte 
der  Berührungscurve,  d.  i.  die  Berührungspunkte  des  in  der  Ebene 
Pü  Fh  liegenden  Meridians  mit  den  zur  Geraden  {g,  g')  oder  {d,  d') 
parallelen  Tangenten  sein. 

Die  besagten  Berührungspunkte  sind,  wie  folgt,  sehr  einfach  zu 
construieren.  Wir  drehen  zu  diesem  Zwecke  die  Meridianebene  mit 
der  Geraden  {d^d')  um  {AB,A'B')  in  die  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallele  Lage.  Die  Gerade  d  gelangt  hierbei  nach  dg  und  der 
Meridian  zur  Coincidenz  mit  dem  Hauptmeridiane. 

Die  gesuchten  Tangenten  werden  nach  dieser  Drehung  durch  die 
zu  d^  parallelen  Tangenten  ty "  und  t^^  des  Hauptmeridians  dargestellt. 
Die  letzteren  ergeben  sich,  wenn  man  durch  den  einen  Brennpunkt, 
etwa  durch  F^  die  Senkrechte  l  zu  d^  führt  und  durch  deren  Schnitt- 
punkte a  und  ß  mit  dem  über  AB  beschriebenen  Kreise  K  die  Ge- 
raden t^^  und  to^  parallel  zu  d^y  zieht.  Die  Berührungspunkte  a^  und 
b^  von  ty^  und  ^^^  ergeben  sich  auf  die  bereits  mehrfach  besprochene 
Weise  mittelst  des  zweiten  Brennpunktes  P^.  Dreht  man  die  so  er- 
haltenen Punkte  %  und  Iq  in  die  Ebene  F^Fu  nach  (a, a')  und  (&, &0 
zurück,  so  werden  durch  dieselben  die  verlangten  Achsen-Endpunkte 
dargestellt. 

Die  durch  die  Verbindungsgerade  {ah^a'V)  der  letztbezeichneten 
Punkte  senkrecht  zur  Meridianebene  F^Fh  gelegte  Ebene  B^Bh  reprä- 
sentiert sodann,  wie  schon  früher   hervorgehoben    wurde,    die    Ebene 
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der  Berührungscurve.  Die  zweite  Achse  der  Berührungscurve ,  oder 
wenn  dieselbe  imaginär  ist,  die  Asymptoten  der  Curve  können  nach 
Aufgabe  181)  resp.  182)  ohne  jedwede  Schwierigkeit  construiert  werden. 

§.  559. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  Eotations- 
h  y  p  e  r  b  0  lo  ides  mit  einem  umschriebenen  Kegel  oder 
Cylinder  kann  auch  mit  Hilfe  der  Collinearkugel  con- 
struiert werden. 

Ist  nämlich  A  B  die  Kotationsachse,  ä^  die  dem  Asymptotenkegel 
eingeschriebene,  durch  A  gehende  Collinearkugel,  wobei  die  Scheitel- 
tangentialebene in  A  die  Collineationsebene,  und  die  Ebene  des  Be- 
rührungskreises zwischen  Kugel  und  Asymptotenkegel  die  Gegenebene 
repräsentiert,  so  wird  einem  jeden  dem  Hyperboloide  aus  einem  Punkte 
umschriebenen  Kegel  ein  zweiter  Kegel  collinear  ent- 
sprechen, welcher  der  Collinearkugel  umschrieben  ist  und  dessen 
Scheitel  jenem  des  ersteren  Kegels  collinear  entspricht. 
Desgleichen  werden  offenbar  auch  die  Berührungscurven  beider  Kegel, 
sowie  deren  Ebenen  selbst  collinear  sein. 

Einem  dem  Hyperboloide  umschriebenen  Cylinder  wird 
collinear  ein  der  Kugel  umschriebener  Kegel  entsprechen,  dessen  Scheitel 
derjenige  Punkt  der  Gegenebene  ist,  welcher  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Cylinder  erzeugenden  collinear  entspricht. 

Soll  daher  mittelst  der  Collinearkugel  die  Ebene  der  Berührungs- 
curve eines  zweimanteligen  ßotationshyperboloides  mit  einem  denselben 
umschriebenen  Kegel  (oder  Cylinder)  construiert  werden,  so  wird  man 
den  dem  Kegelscheitel  (oder  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Cylinder- 
erzeugenden)  collinear  entsprechenden  Punkt  bestimmen,  hierauf  (wie 
in  Aufgabe  56)  die  Ebene  des  Berührungskreises  der  Collinearkugel 
mit  dem  derselben  aus  dem  gefundenen  Punkte  umschriebenen  Kegel 
construieren  und  die  dieser  Ebene  collineare  Ebene  bestimmen. 

§.  560. 

190.  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  eines  einem  bifocalen  Rota- 
tionshyperboloide umschriebenen  Cylinders  mit  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene  zu  construieren. 

Die  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechte  Drehungsachse 
(nur  unter  dieser  Voraussetzung  gilt  die  folgende  Construction)  sei 
{AB,A'B')  (Taf. XXVII,  Fig.  173);  die  beiden  auf  derselben  liegenden 
Brennpunkte  des  Hyperboloides  seien  F^  und  F^;  ferner  sei  durch  {g.g') 
die  Richtung  der  Cy lindererzeugenden  gegeben. 


551 

In  der  vorhergehenden  Aufgabe  wurde  bereits  darauf  hingewiesen, 
dass  die  durch  den  zu  {g,  g')  parallelen  Durchmesser  {d,d')  des 
Hyperboloides  gehende  Meridianebene  PvPh  eine  Symmetrieebene  des 
parallel  zu  (g,  g')  und  {d^  d')  umschriebenen  Cylinders  sei.  Da  aber 
die  eben  erwähnte  Meridianebene  auch  auf  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene  senkrecht  steht,  so  wird  dieselbe  überdies  eine  Symmetrie- 
ebene für  den  Schnitt  des  umschriebenen  Cylinders  mit  der  horizon- 
talen Projectionsebene  sein,  oder  mit  anderen  Worten,  die  horizontale 
Trace  Ph  der  Meridianebene  PvPh  wird  gleichzeitig  eine  Achse  dieses 
Schnittes  darstellen. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  offenbar  die  Horizontaldurch- 
stoßpunkte der  in  der  Meridianebene  PvPh  liegenden  Cylindererzeu- 
genden,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Achsenendpunkte  sind  die  Hori- 
zontaldurchstoßpunkte der  an  den  in  der  Ebene  P^  Pn  liegenden 
Meridian  parallel  zu  {g,  g^)  oder  {d^  d')  gezogenen  Tangenten. 

Die  genannten  Endpunkte  construieren  wir  wieder  in  der  Weise, 
dass  wir  die  Ebene  PvPh  sammt  der  Geraden  {d^  d')  um  {AB^  A'  B') 
so  lange  drehen,  bis  sie  mit  der  Hauptmeridianebene  rih  zusammenfällt. 

Infolge  dieser  Drehung  gelangt  der  in  der  Ebene  PvPh  liegende 
Meridian  zur  Coincidenz  mit  dem  Hauptmeridiane  und  die  Gerade  d 
nach  (?o-  Construieren  wir  weiters  in  voller  Übereinstimmung  mit  der 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe  besprochenen  Lösungsweise  und  Durch- 
führung die  zu  d^  parallelen  Tangenten  ^^o  ^^d  ^%  des  Hauptmeridians. 
Drehen  wir  endlich  die  horizontalen  Durchstoßpunkte  («o,  a'o)  und 
(^0?  ^'o)  ^^^  besagten  Tangenten  in  die  Ebene  PvPh  nach  (a,  a')  und 
(?>,  h')  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück,  so  werden  die  beiden  Punkte 
a'  und  ?)'  bereits  die  gesuchten  Achsenendpunkte  darstellen. 

Ziehen  wir  ferner  durch  die  Scheitel  A  und  B  des  Haupt- 
meridians oder  beziehungsweise  durch  die  Scheitel  A  und  B  des 
Hyperboloides  parallele  Geraden  zu  d^,  welche  die  Grundlinie  in  den 
diesbezüglichen  Punkten  /^^  und  P^  treffen  mögen,  und  drehen  wir 
auch  diese  Punkte  in  die  Ebene  P^Ph  nach  /j  und  fo^  zurück,  so 
repräsentieren  die  letztgenannten  Punkte  f^  und  (2  die  horizontalen 
Durchstoßpunkte  der  durch  die  Scheitel  A  und  B  des  Hyperboloides 
parallel  zu  den  Cylindererzeugenden ,  d.  i.  parallel  zu  {g,  g') 
gezogenen  Geraden. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  366)  sind  aber  diese  Punkte  /i  und 
/J,  gleichzeitig  die  Brennpunkte  des  gesuchten  Schnittes.  Dieser 
letztere  ist  also  durch  die  Brennpunkte  f,  und  fo  und  durch  die 
Brennpunktsachse  a'  V  dargestellt  und  daher  vollkommen  bestimmt. 
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Die  eben  besprochene  Construction  gibt  uns  unter  anderem  auch 
die  Mittel  an  die  Hand,  eine  bereits  gelöste  Aufgabe  einfacher  als 
dort  selbst  gezeigt  wurde,  durchzuführen. 

§.  56L 

191,  Aufgabe,  Durch  eine  (Jerade  ist  an  ein  bifocales  Rotations- 
hyperboloid eine  Tangentialebene  zu  legen. 

Ist  nämlich  {g,  g')  (Taf.  XXVII,  Fig.  173)  die  gegebene  Gerade, 
durch  welche  die  Berührebenen  an  das  Hyperboloid  {AB,  A'B'-,  F^,  I\) 
gelegt  werden  sollen,  so  bestimmt  man,  wie  eben  gezeigt  wurde,  die 
Brennpunktsachse  a'&'  und  die  Brennpunkte  f\  und  /^  des  Schnittes 
der  horizontalen  Projectionsebene  mit  dem  dem  Hyperboloide  parallel 
zu  {g,  g^)  umschriebenen  Cylinder. 

Nachdem  jede  Tangentialebene  dieses  Cylinders  gleichzeitig  eine 
Tangentialebene  des  Hyperboloides  ist,  so  werden  die  beiden  zu 
suchenden  Ebenen  gleichzeitig  diejenigen  Tangentialebenen  des  um- 
schriebenen Cylinders  darstellen,  welche  durch  die  Gerade  {g ,  g') 
gehen.  Die  Horizontaltracen  der  bezeichneten  Ebenen  werden  mithin 
jene  Tangenten  sein,  welche  von  dem  Horizontaldurchstoßpuukte  W 
der  Geraden  {g^  g*)  an  die  Horizontalspur  {a^  b' ,  /^ ,  Q  des  Cylinders 
gezogen  werden  können. 

Beschreibt  man  daher  über  a'?>'  als  Durchmesser  einen  Kreis  Ic^ 
und  über  /^'/v,  ^^s  Durchmesser  einen  Kreis  y,  so  schneiden  sich  die 
beiden  Kreise  in  zwei  Punkten  ^  und  v,  welche  (nach  Aufgabe  178) 
mit  Ä'  verbunden  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  (<^' &', /i, /'s)  oder, 
nach  der  vorstehenden  Betrachtung,  die  Horizontaltracen  Pu  und  T\ 
der  gesuchten  Berührebenen  ergeben.  Die  Verticaltracen  T\  und  T\ 
lassen  sich  nunmehr  leicht  construieren.  Selbstverständlich  gehen  die- 
selben durch  den  Verticaldurchstoßpunkt  v  von  (g,  g'). 

Die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  liegen  in  den  zu  denselben 
senkrecht  geführten  Meridianebenen  und  können  somit  anstandslos 
construiert  werden. 

Suchen  wir  beispielsweise  den  Berührungspunkt  der  Ebene  T^  T'k, 
Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  vorerst  den  Berührungspunkt  (;r,  n') 
der  Horizontal trace  Th  mit  dem  Kegelschnitte  (a'b\  /", ,  f^.  Die  durch 
diesen  Punkt  in,  n,')  parallel  zu  (^,  g^)  gezogene  Gerade  {g^,  g\)  ist 
offenbar  die  Berührungserzeugende  der  Ebene  T'^I\  mit  dem  um- 
schriebenen Cylinder. 

Auf  derselben  Geraden  {gi^g\)  muss  selbstverständlich  auch  der 
gesuchte  Berührungspunkt  {Pi^p\)  der  Ebene  T\  T'h  liegen,   da  aber 
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dieser  Punkt  auch  in  der  zur  Berührebene  T\  T'n  senkrechten  Meri- 
dianebene F'vF\  liegt,  so  wird  sich  der  verlangte  Berührungs- 
punkt als  der  Schnittpunkt  dieser  letzteren  mit  der  Geraden  (g^,g\)  in 
(Pi^  P\)  ergeben. 

§.  562. 

Häufig  lassen  sich  auch  die  charakteristischen  Eigenschaften 
des  Asymptotenkegels  eines  Hyperboloides  sehr  zweckmäßig 
zur  Vereinfachung  der  Constructionen  verwenden. 

Aus  vorhergegangenen  Erörterungen  wissen  wir  nämlich,  dass 
jede  Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  auch  das  Hyperboloid  be- 
rühre, und  zwar  in  jenem  unendlich  fernen  Punkte  berühren  werde, 
welcher  gleichzeitig  der  Berührungserzeugenden   des  Kegels  angehört. 

Ferner  wurde  bereits  bewiesen,  dass  drei  conjugierte  Durch- 
messer des  Hyperboloides  stets  auch  drei  conjugierte  Durchmesser 
des  entsprechenden  Asymptotenkegels  seien. 

Auf  Grund  der  letzt  augeführten  Eigenschaft  lässt  sich  beispiels- 
weise die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  dem  Hyperboloide  um- 
schriebenen Cylinders  bei  weitem  einfacher  construieren,  als  dies  in 
Aufgabe  189)  geschehen  ist. 

Sei  also  beispielsweise  (AB,  A'B')  (Taf.  XX VH,  Fig.  174)  die 
Kotationsachse  eines  zweimanteligen  Hyperboloides.  Die  Asymptoten 
Yj  und  Yg  des  Hauptmeridians  stellen  gleichzeitig  die  Verticalcontour 
des  Asymptotenkegels  dar.  Die  Trace  des  Asymptotenkegels  auf  der 
horizontalen  Projectionsebene  ist  ein  Kreis  K\  welcher  die  horizontale 
Projection  0'  des  Flächenmittelpunktes  zum  Centrum  hat. 

Soll  die  Ebene  der  Berührungscurve  des  Hyperboloides  mit  dem 
der  Geraden  {g^g')  parallel  umschriebenen  Cylinders  ermittelt  werden, 
so  hat  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  dieselbe  (nach  Satz  428, 
Band  II),  jene  Diametralebene  des  Hyperboloides  sei,  welche  dem  zu 
(^,^0  parallelen  Durchmesser  (d^d^)  conjugiert  ist  und  (nach  Satz  373) 
auch  gleichzeitig  mit  derjenigen  Diametralebene  des  Asymptotenkegels 
tibereinstimme,  welche  dem  Durchmesser  {d^d')  conjugiert  ist. 

In  letzterer  Eigenschaft  ist  aber  die  obbesagte  Ebene  sehr  leicht 
zu  construieren,  denn  die  Horizontaltrace  Bu  derselben  ist  bekanntlich 
die  Polare  des  Horizontaldurchstoßpunktes  W  von  {d^d')  in 
Bezug  auf  die  Horizontalspur  K*  des  Asymptotenkegels.  Die 
verticale  Trace  B^  dagegen  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  be- 
rücksichtigt, dass  die  gesuchte  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  (ö,ö') 
des  Hyperboloides  gehen  müsse. 
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§.  563. 


192.  Aufgabe.  Es  ist  die  Vertical-  und  Horizontalcontour  eines 
bifocalen  Rotationshyperboloides  unter  der  Voraussetzung  zu  con- 
struieren,  dass  die  Rotationsachse  eine  gegen  beide  Projectionsebenen 
geneigte  Gerade  und  der  Mittelpunkt  desselben  ein  auf  dieser  Geraden 
gegebener  Punkt  sei.  Die  Meridianhyperbel  ist  in  wahrer  Größe 
durch  ihre  reelle  Achse  und  die  Asymptoten  (beziehungsweise  durch 
die  Brennpunkte)  gegeben. 

Die  gegebene  gegen  die  beiden  Projectionsebenen  geneigte  Eota- 
tionsachse  sei  (Z,Z')  (Taf.  XXVII,  Fig.  175);  {0,0')  seien  die  Projec- 
tionen  des  auf  derselben  gegebenen  Mittelpunktes  des  Hyperboloides; 
ferner  sei  die  Meridianhyperbel  (seitwärts)  durch  die  Achse  aß  und 
die  Asymptoten  a^  und  0^  gegeben.  (Die  Brennpunkte  /)  und  f^  sind 
hiernach  leicht  festzustellen.) 

Vor  allem  legen  wir  durch  die  Drehungsachse  {Z,Z*)  die  hori- 
zontal-projicierende  Ebene  Ph.  Dieselbe  schneidet  das  Hyperboloid  in 
einem  Meridiane,  welch  letzterer  um  die  Trace  Fh  in  die  horizontale 
Projectionsebene  umgelegt,  in  («oi^o^ /1°/q^)  erhalten  wird.  Hierbei 
stellen  die  Gerade  a^  ß^  die  umgelegte  Rotationsachse  Zq  ;  0^  den 
umgelegten  Mittelpunkt ;  cCq,  ßo  die  umgelegten  Achsenendpunkte 
(«0  0^  =  jSß  Oo  =  «0  =  jSö)  und  f^i  und  f\  die  umgelegten  Brenn- 
punkte der  Meridianhyperbel  dar. 

Um  an  diese  umgelegte  Meridianhyperbel  jene  Tangenten  zu 
ziehen,  welche  zur  Trace  Ph  der  Meridianebene  senkrecht  stehen, 
gehen  wir  folgendermaßen  zu  Werke. 

Wir  beschreiben  über  a^ß^  als  Durchmesser  den  Kreis  JEj,,  ziehen 
durch  einen  der  Brennpunkte,  etwa  durch  /*/,  eine  Parallele  l  zu  Ph, 
welche  den  Kreis  Kq  in  den  Punkten  a^  und  \  schneidet.  Die  Senk- 
rechten ÜQ  a'  und  \  &'  durch  die  Punkte  a^  und  b^  zur  Trace  Ph  be- 
stimmen, wie  bekannt,  bereits  die  beiden  ob  verlangten  Tangenten, 
während  die  Pußpunkte  a'  und  6'  derselben  auf  der  Trace  Ph  die 
horizontalen  Durchstoßpunkte  der  horizontal-projicierenden  Tangenten 
des  in  der  Meridianebene  Pn  liegenden  Meridians  darstellen. 

Nachdem  diese  Tangenten  gleichzeitig  zwei  Erzeugenden  des  dem 
Hyperboloide  umschriebenen  horizontal-projicierenden  Cylinders  reprä- 
sentieren ,  so  stellen  die  Punkte  <%'  und  6'  bereits  zwei  Punkte  der 
Horizontalcontour  des  Hyperboloides  dar. 

Weiters  ist  unschwer  nachzuweisen ,  dass  die  Gerade  a'  fc'  eine 
Achse  dieser  Contour  sei. 
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Zu  diesem  Behufe  wird  man  nur  zu  zeigen  haben,  dass  die  Con- 
tourtangenten  in  den  Punkten  a'  und  &'  zu  a'&'  thatsächlich  senkrecht 
stehen.  Die  Tangente  der  Contour  in  dem  Punkte  a'  ist  die  horizontale 
Trace  der  durch  die  projicierende  Tangente  a*  %  gellenden  Berühr- 
ebene des  Hyperboloides.  Nachdem  der  Berührungspunkt  derselben  in 
der  genannten  Tangente,  also  in  der  horizontal-projicierenden  Meridian- 
ebene Pä  liegt,  so  ist  die  genannte  Berührebene  senkrecht  zur  Meri- 
dianebene Pä,  und  ihre  Horizontaltrace ,  d.  i.  die  genannte  Contour- 
tangente ,  steht  somit  auf  der  Horizontaltrace  P,«,  oder  auf  a'  V  senk- 
recht. Dasselbe  gilt  auch  von  der  Contourtangente  im  Punkte  6',  so 
dass  hiemit  die  Behauptung,  a'6'  sei  eine  Achse  der  Contour, 
gerechtfertigt  erscheint. 

Bevor  wir  die  Durchführung  der  uns  gestellten  Aufgabe  weiter 
fortsetzen,  wollen  wir  noch  folgende  allgemeine  Betrachtung  joraus- 
schicken. 

Die  Contour  einer  Fläche  zweiten  Grades  für  „Parallel- 
projection"  ist  der  Schnitt  der  Projectionsebene  mit  dem  der  Fläche 
parallel  zum  projicierenden  Strahle  umschriebenen  Cylinder. 

Nachdem  nun  bekanntlich  sämmtliche  ebenen  Schnitte  eines 
Cylinders  zweiten  Grades  Kegelschnitte  von  derselben  Gattung,  d.  h. 
entweder  nur  Ellipsen,  oder  nur  Hyperbeln,  oder  nur  Parabeln  sind, 
so  folgt,  dass  die  Contour  einer  Fläche  zweiten  Grades  für 
Parallelproj  ection  stets  ein  Kegelschnitt  von  der  näm- 
lichen Gattung  wie  derjenige  Kegelschnitt  sein  wird,  welcher  die 
Berührungscurve  der  Fläche  mit  dem  derselben,  parallel  zum  proji- 
cierenden Strahle  umschriebenen  Cylinder,  darstellt.  Diese  Berüh- 
rungscurve ist  aber  der  Schnitt  der  Fläche  zweiten  Grades 
mit  der  der  KichtuDg  der  Projectionsstrahlen  conjugierten  Durch- 
messerebene. 

Im  Falle  eines  bifocalen  Eotationshyperboloides  sind  sämmtliche 
Diametralschnitte  entweder  Hyperbeln  oder  aber  imaginäre  Curven, 
je  nachdem  der  der  Diametralebene  conjugierte  Durchmesser  außerhalb 
oder  innerhalb  des  Asymptotenkegels  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass  das  bifocale  Rotationshyperboloid  bei  voraus- 
gesetzter Orthogonal-  oder  allgemeiner  bei  Parallel-Projection,  ent- 
weder eine  hyperbolische   oder  gar  keine  Contour  besitze. 

Nachdem  sich  in  (Taf.  XXVII,  Fig.  175)  in  der  That  zwei  reelle 
Punkte  a*  und  V  der  horizontalen  Contour  ergeben  haben,  so  ist  die- 
selbe nothwendig  eine  Hyperbel,  und  es  wird  daher  unsere  Aufgabe 
darin  bestehen,  deren  Asymptoten  zu  bestimmen. 


556 

Aus  Früherem  wissen  wir,  dass  jede  Berührebene  des  Asymp- 
totenkegels gleichzeitig  auch  eine  Berührebene  des  Hyperboloides  in 
einem  unendlich  fernen  Punkte  desselben  darstelle. 

Construieren  wir  im  vorliegenden  Falle  die  horizontal-projicie- 
renden  Berührebenen  des  Asymptotenkegels,  so  werden  die  Horizontal- 
tracen  derselben,  oder  mit  anderen  Worten,  die  horizontalen  Contour- 
geraden  des  Asymptotenkegels,  offenbar  schon  die  gesuchten  Contour- 
asymptoten  des  Hyperboloides  darstellen.  Dieselben  können 
durch  nachstehende  Constructionen  gefunden  werden. 

Wir  denken  uns  das  Hyperboloid  sammt  dem  Asymptotenkegel 
um  die  Horizontal trace  Fu  so  lange  gedreht,  bis  die  Kotationsachse 
in  die  horizontale  Projectionsebene  nach  Z^  gelangt.  In  dieser  Lage 
schneidet  der  Asymptotenkegel  die  horizontale  Projectionsebene  in  zwei 
Erzeugenden,  welche  offenbar  die  Asymptoten  <?/  und  0^  des  um  Fu 
umgelegten  horizontal-projicierenden  Meridians  sind. 

Legen  wir  nun  an  beliebiger  Stelle  eine  zur  Geraden  Z^  senk- 
rechte (horizontal-projicierende)  Ebene  Tlh ,  so  schneidet  diese  den  ge- 
drehten Asymptotenkegel  in  einem  Kreise  K^,  welcher  um  TIu  umgelegt, 
in  ül,^  dargestellt  erscheint. 

An  den  Asymptoteckegel  haben  wir  in  seiner  ursprünglichen  Lage 
horizontal-projicierende  Berührebenen  zu  legen,  d.  h.  Berührebenen  zu 
führen,  welche  durch  die  den  Mittelpunkt  {0^0')  enthaltende  horizontal- 
projicierende  Gerade  gehen.  Bei  der  vorgenommenen  Drehung  gelangt 
die  besagte  Gerade  in  die  horizontale  Projectionsebene  und  erscheint 
daselbst  durch  die  Senkrechte  OqÖ  von  Oo  auf  die  Trace  Fu  dar- 
gestellt. 

Die  gesuchten  beiden  horizontal-projicierenden  Berührebenen  des 
Asymptotenkegels  sind  daher,  nach  vollzogener  Drehung,  diejenigen, 
welche  durch  die  Gerade  O^d  an  den  gedrehten  Kegel  {Oq,K^)  geführt 
werden. 

Die  Berührungspunkte  derselben  mit  dem  Kreise  K^  sind  leicht 
zu  bestimmen.  Nach  Umlegung  des  letzteren,  um  77/,  nach  K^^ 
erscheinen  obbesagte  Punkte  als  die  Berührungspunkte  m^  und  ^0 
der  von  d  aus  an  K^^  gezogenen  Tangenten,  während  deren  Pro- 
jectionen  sich  als  die  beiden  coincidierenden  Punkte  m^  und  %  in  der 
Trace  IIu  der  Kreisebene  ergeben. 

Hiermit  haben  wir  festgestellt,  dass  die  beiden  gesuchten  hori- 
zontal-projicierenden Berührebenen  des  Asymptotenkegels,  nach  der 
Drehung  dieses  Kegels  in  die  Lage  {Oq,K^),  durch  jene  beiden  Punkte 
gehen  werden,  welche  zur  horizontalen  Projection  den  Punkt  m^  (oder  n^ 
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haben,  und  von  diesem  zu  beiden  Seiten  der  horizontalen  Projections- 
ebene  um  die  Strecke  m^  m^  =  l^^  n^  entfernt  sind. 

Diesem  Ergebnisse  zufolge  haben  wir  demnach  bloß  die  beiden 
Punkte  m^  und  n^,  um  Ph  in  die  ursprüngliche  Lage  zurückzudrehen, 
und  nachdem  der  zugehörige  Drehungswinkel  gleich  90®  ist,  wird  sich 
die  um  Pa  gedrehte  horizontal-projicierende  Gerade  m^  n^  nach  der 
vorerwähnten  Zurückführung  als  diejenige  horizontale  Gerade  dar- 
stellen, welche  durch  (m,,  n^)  senkrecht  zu  Ph  gezogen  werden  kann. 
Hierbei  erscheint  selbstverständlich  die  Strecke  m^n^  in  wahrer 
Größe  (m'n^  —-m^n^  und  haben  die  beiden  Punkte  m'  und  n'  offenbar 
eine  gegen  Ph  symmetrische  Lage. 

Die  Punkte  m'  und  n^  sind  nun  die  Horizontalprojectionen 
zweier  Punkte,  durch  welche  die  horizontal-projicierenden  Berühr- 
ebenen des  Asymptotenkegels  gehen.  Die  Geraden  O'm'  und  O'n' 
sind  sonach  die  Horizontaltracen  dieser  Ebenen  oder,  wie  früher 
nachgewiesen  wurde,  die  Asymptoten  2J',,  ^J'^  der  horizontalen  Con- 
tour  des  Hyperboloides.  Die  letztere  ist  hiemit  durch  Z,\,  E'^  und 
durch  die  reelle  Achse  a'h'  vollkommen  bestimmt. 

In  gleicher  Weise  kann  nunmehr  auch  die  Contour  auf  der  verti- 
calen  Projectionsebene,  falls  sie  reell  ist,  bestimmt  werden. 

§.  564. 

193.  Aufgabe,  Es  ist  in  klinographischer  Projection  die  Con- 
tour eines  bifocalen  Rotationshyperboloides  unter  der  Voraussetzung 
zu  construieren,  dass  die  Rotationsachse  durch  eine  beliebige,  gegen 
die  Bildebene  geneigte  Gerade  und  das  Oentrum  des  Hyperboloides 
durch  einen  auf  dieser  Geraden  gegebenen  Punkt  dargestellt  sei. 
Die  Meridianhyperbel  ist  in  wahrer  Größe  durch  Achse  und  Brenn- 
punkte gegeben. 

Die  gegebene  Rotationsachse  sei  dv  (Taf.XXVII,  Fig.  176),  0  sei 
der  auf  derselben  gegebene  Mittelpunkt  des  Hyperboloides;  ferner  sei 
aß  (seitwärts)  die  reelle  Achse  der  Meridianhyperbel;  /i  und  f^  seien 
deren  Brennpunkte.  Das  Projectionsdreieck  ist  durch  v\  v  d  fest- 
gestellt. 

Die  gesuchte  Contour  des  Rotationshyperboloides  wird  der 
Schnitt  der  Bildebene  mit  jenem  Cylinder  sein,  welcher  dem  Hyper- 
boloide parallel  zu  den  Projectionsstrahlen  umschrieben  ist.  Es  ist 
einleuchtend,  dass,  weil  dieser  Cylinder  ein  schief-projicierender  ist, 
die  zu  bestimmende  Contour,  als  die  schiefe  Projection  irgend  eines 
beliebigen  ebenen  Schnittes  desselben  betrachtet  werden  kann.  Von 
dieser   Eigenschaft    werden    wir    im  Verlaufe    der    Lösung   und    be- 
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ziöhuDgsweise  bei  den  durchzuführenden  Constructionen  Gebrauch 
machen. 

Vor  allem  wollen  wir  zwei  besondere  Punkte  der  Con- 
tourcurve  bestimmen. 

Die  durch  die  Rotationsachse  dv  gehende,  schief-projicierende 
Ebene  P,  deren  Bildflächtrace  P&  mit  der  Projection  dv  identisch 
ist,  repräsentiert  eine  Meridianebene  des  Hyperboloides.  Die  Tan- 
genten des  Meridians  in  dieser  Ebene  P,  welche  zum  schief- proji- 
cierenden  Strahle  parallel  sind,  stellen  zwei  Erzeugenden  des  um- 
schriebenen schief- projicierenden  Cylinders  dar;  die  Schnittpunkte 
derselben  mit  der  Bildebene  sind  daher  zwei  Punkte  der  gesuchten 
Contourcurve. 

Um  die  besagten  Punkte  festzustellen,  legen  wir  die  genannte 
schief-projicierende  Meridianebene  sammt  dem  in  ihr  liegenden  Meri- 
dian um  die  Trace  Pi,  =  dv  in  die  Bildebene  um.  Hiedurch  gelangt 
die  umgelegte  Rotationsachse  nach  dv^  und  der  umgelegte  Mittel- 
punkt nach  Oq.  Es  kann  somit  der  umgelegte  Meridian  («oj^o,  /^i,  A) 
congruent  mit  dem  in  wahrer  Größe  gegebenen  Meridiane  (a  ß^  /i,  fo) 
direct  verzeichnet  werden. 

Die  Richtung  des  um  Pb  umgelegten  schief  -  projicierenden 
Strahles  ist  durch  die  Gerade  vv^  dargestellt. 

Die  früher  gedachten  schief-pröjicierenden  Meridiantangenten 
werden  sich  in  der  Umlegung  als  die  zu  vVq  parallelen  Tangenten 
der  Hyperbel  («oi^oif/j/a**)  darstellen  und  können  diese  letzteren,  wie 
bereits  mehrfach  besprochen,  mittelst  des  über  cc^ß^  beschriebenen 
Kreises  und  des  einen  Brennpunktes,  etwa  f^^,  construiert  werden. 
Deren  Schnittpunkte  a  und  b  mit  der  Trace  Pb  liefern  die  früher 
genannten  beiden  Contourpunkte. 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass  ah  ein  Durchmesser  der  Con- 
tourcurve ist.  Denn  die  Achse  eines  einer  Fläche  zweiten  Grades 
umschriebenen  Cylinders  geht  stets  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  ; 
es  ist  mithin  auch  die  schiefe  Projection  des  Mittelpunktes  einer 
solchen  Fläche,  der  Mittelpunkt  ihrer  Contour.  Nachdem  weiters  die 
Sehne  ah  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Contour  geht,  so  ist  dieselbe 
ein  Durchmesser  der  letzteren. 

Denken  wir  uns  ferner  durch  die  um  Pb  umgelegten  Hyperbel- 
scheitel «„  und  ß^  die  Parallelen  zum  umgelegten  schief-projicierenden 
Strahle  vv^  gezogen,  so  repräsentieren  die  Schnittpunkte  cp^  und  cp^ 
derselben  mit  der  Trace  Pb  die  schiefen  Projectionen  der  Scheitel  des 
Hyperboloides. 
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Wir  haben  gefunden,  dass  die  Contourcurve  des  ümdrehungs- 
hyperboloides  einen  reellen  Durchmesser  ab  besitze  und  folglich  eine 
Hyperbel  sein  müsse.  Es  wird  schließlich  auch  keinerlei  Schwierigkeit 
bieten,  deren  Asymptoten  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  zur  Eotationsachse  dv  senkrechte 
Ebene  SbS„  construiert.  Der  schief-projicierende ,  dem  Hyperboloide 
umschriebene  Cylinder  wird  dieselbe  in  einer  Hyperbel  schneiden,  deren 
Brennpunkte  (Satz  366)  die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  Sb  St,  mit  den 
durch  die  Scheitel  des  Hyperboloides  gehenden  schief-projicierenden 
Strahlen  sind  oder  was  dasselbe  ist,  diejenigen  Punkte  der  Ebene  S^  S^ 
sein  werden,  deren  schiefe  Projectionen  durch  g?j  und  g>2  dargestellt 
erscheinen. 

Selbstverständlich  sind  auch  die  Punkte  a  und  h  als  die  schiefen 
Projectionen  des  in  der  Ebene  Sb  Sv  liegenden  Kegelschnittes  zu  be- 
trachten, und  da  dieselben  überdies  auf  der  Verbindungsgeraden  cp^  (p^ 
liegen,  so  werden  durch  die  genannten  Punkte  die  schiefen  Projectionen 
der  Scheitel  jener  Hyperbel  dargestellt. 

Legen  wir  nun  die  vier  Punkte  a,  6,  9^  und  (p^^  um  Sb  in  die 
Bildebene  nach  Aq,  JB^?  ^\^  ^^^  tp^^  um,  so  erhalten  wir  in  Aq  Bq 
die  Brennpunktsachse  und  in  (p^^  g)^^  die  Brennpunkte  der 
umgelegten  Hyperbel. 

Aus  diesen  hiemit  festgestellten  Elementen  ergeben  sich  auf 
bekannte  Weise  die  Asymptoten  0\  und  6\^  welch  letztere  in  die 
Projection  zurückgeführt  in  <?j  und  ^2  dargestellt  erscheinen. 

Da  die  eben  betrachtete  Hyperbel  den  Schnitt  des  umschriebenen 
schief-projicierenden  Cylinders  mit  einer  Ebene  darstellt,  so  ist  deren 
schiefe  Projection  identisch  mit  der  Contourcurve;  es  sind 
demnach  o^  und  0^2  die  Asymptoten  der  Contourcurve.  Hiermit  er- 
scheint auch  diese  letztere  vollkommen  bestimmt. 

In  ähnlicher  Weise  wird  die  gestellte  Aufgabe  in  der  „Central- 
projection"  ihrer  Lösung  zugeführt.  Man  wird  nämlich  den  dem 
Hyperboloide  umschriebenen  central-projicierenden  Kegel  mit  einer  zur 
Eotationsachse  dv  senkrechten  Ebene  zum  Schnitte  bringen  und  die 
centrale  Projection  dieses  durch  seine  Brennpunkte  und  die  Brenn- 
punktsachse dargestellten  Schnittes  aus  dessen  ümlegung  auf  die  uns 
bekannte  Weise  construieren. 

§.  565. 

Bestimmung  des  bifocalen  Rotations-Hyperboloides 
durch  gegebene  Punkte,  Tangentialebenen  und  andere 
Elemente. 
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194.  Aufgabe.  Ein  bifocales  Rotationsliyperboloid  ist  durch 
seine  Rotationsachse  und  durch  einen  Punkt  auf  der  Fläche  gegeben ; 
es  ist  die  Meridianhyperbel  zu  bestimmen. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  durch  die  Rotationsachse  und  durch  den 
gegebenen  Punkt  eine  Ebjene  gelegt  wird,  diese  eine  Meridianebene 
des  Hyperboloides  darstelle.  Der  Meridian  ist  in  diesem  Falle  durch 
die  reelle  Achse  und  einen  Punkt  bestimmt.  Wie  unschwer  zu  er- 
kennen, lässt  sich  daher  das  vorliegende  Problem  auf  die  Aufgabe  der 
ebenen  Geometrie  zurückführen:  „Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  zu 
construieren,  von  welcher  die  reelle  Achse  und  ein  Punkt  gegeben  ist." 

Dies  vollführen  wir  einfach  auf  folgende  Art.  Ist  AB  (Tat. XXYIJ, 
Fig.  177)  die  gegebene  Achse  der  Hyperbel  und  a  der  gegebene  Punkt 
auf  der  Curve,  so  beschreiben  wir  über  AB  als  Durchmesser  den 
Kreis  K  und  bestimmen  die  Berührungssehne  pa  desselben  für  die 
von  a  aus  an  den  Kreis  K  gezogenen  Tangenten. 

Der  Punkt  a,  in  welchem  pa  die  Achse  AB  schneidet,  ist  sodann 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  den  drei  Punkten  A,  B  und  a\  wobei 
a'  den  Schnittpunkt  der  Achse  A  B  mit  dem  zu  ihr  aus  a  gefällten 
Perpendikel  bedeutet;  es  ist  mithin  aa  die  Tangente  der  Hyperbel  im 
Punkte  a. 

Diese  Tangente  t  schneidet  den  Kreis  K  in  zwei  Punkten  ^  und  v. 
Wie  aus  vorausgeschickten  Erörterungen  (Aufgabe  178)  hervorgeht, 
sind  jene  Punkte  /J  und  f2,  in  welchen  die  in  (i  und  v  zur  Tangente 
flava  senkrecht  gezogenen  Geraden  fi  f^  und  v  f^  die  Achse  AB 
treffen,  die  Brennpunkte  der  Hyperbel.  Aus  diesen  Bestimmungs- 
stücken können  nun  weiters,  wenn  nöthig,  anstandslos  die  Asymp- 
toten direct  abgeleitet  werden. 

§.  566. 

195.  Aufgabe.  Ein  bifocales  Rotationshyperboloid  ist  durch  die 
Rotationsachse  und  eine  Tangentialebene  gegeben;  die  beiden  Brenn- 
punkte der  Fläche  sind  zu  ermitteln. 

Sei  AB  die  gegebene  Rotationsachse  und  T  die  gegebene  Tan- 
gentialebene. Eine  ebenso  nothwendige  als  hinreichende  Bedingung, 
damit  die  Aufgabe  eine  reelle  Lösung  gestatte,  ist  die,  dass  die  Be- 
rflhrebene    T  die  Achse  AB  innerhalb  der  Strecke  AB  schneide. 

Legen  wir  durch  die  Rotationsachse  AB  die  Ebene  P  senkrecht 
zu  der  Berührebene  T,  so  ist  die  Schnittgerade  t  beider  Ebenen  eine 
Tangente  des  in  der  Ebene  P  liegenden  Meridianes.  Um  aus  der 
Rotationsachse  A  B  und  der  Meridiantangente  t  die  Brennpunkte  f^ 
und  /jj,  welche  dem  Meridiane  sowohl,  als  auch  der  Fläche  zukommen^ 
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abzuleiten,  beschreiben  wir  wieder  über  AB  als  Durchmesser  einen 
Kreis  K  und  fällen  aus  dessen  Schnittpunkten  ^  und  v  mit  der  Tan- 
gente t  auf  diese  letztere  senkrechte  Geraden.  Diese  zu  t  normalen 
Geraden  treffen  die  Achse  AB  bereits  in  den  gesuchten  Brennpunkten 
/i  und  /;. 

§.  567. 

196,  Aufgabe.  Ein  bifocales  Rotationshyperboloid  ist  durch  die 
Lage  der  Rotationsachse,  den  Mittelpunkt  nnd  eine  Tangente  sammt 
dem  zugehörigen  Berührungspunkte  gegeben;  die  Länge  der  Rota- 
tionsachse und  die  Brennpunkte  sind  zu  bestimmen. 

Sei  Z  (Taf.  XXVII,  Fig.  178)  die  der  Lage  nach  gegebene  Rota- 
tionsachse, 0  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  und  endlich  t  irgend 
eine  Tangente  der  Fläche  mit  dem  ihr  angehörenden  Berührungs- 
punkte p. 

Die  Tangentialebene  T  der  Fläche  im  Punkte  p  geht  einerseits 
durch  die  gegebene  Tangente  t  und  steht  andererseits  auf  der  Meri- 
dianebene (ZjP)  des  Punktes  p  senkrecht;  dieselbe  ist  mithin  voll- 
kommen bestimmt. 

Besagte  Berührebene  schneidet  die  Meridianebene  {Z,p)  in  der 
Tangente  t  des  Meridianes  im  Punkte  p.  Dieser  Meridian  ist  daher 
durch  die  Lage  der  Achse  Z,  durch  den  Mittelpunkt  0,  durch  eine 
Tangente  t  und  deren  Berührungspunkt  p  gegeben. 

Nennen  wir  a  den  Schnittpunkt  der  Tangente  t  mit  der  Achse  Z 
und  a  die  orthogonale  Projectiön  des  Berührungspunktes  p  auf  die 
Achse  Z,  so  ist  ap  als  Berührungssehne  der  von  a  aus  an  die  Hyperbel 
gezogenen  Tangenten,  gleichzeitig  die  Polare  des  Punktes  a.  Hieraus 
folgt,  dass  die  beiden  Punkte  cc  und  a  mit  den  zu  suchenden  Achsen- 
endpunkten A  und  B  vier  harmonische  Punkte  darstellen  müssen. 
Andererseits  muss  aber  auch  AO  =  B  0  sein. 

Die  Punkte  A  und  B  ergeben  sich,  wie  nachgewiesen  werden 
wird,  durch  folgende  Construction. 

Schlägt  man  über  aa  als  Durchmesser  einen  Kreis  K^  und  zieht 
man  an  denselben  die  Tangente  Or,  so  ist  Or  =  AO  =  BO. 

Aus  der  Construction  folgt  nämlich,  dass: 

Ör  2  =  Öl«  =  ÖB^  =0a.0a. 

Nun  ist  aber : 

Aa  =  AO+Oa;  Ba  =  BO—Oa 

Aa  =  AO-\-Oa  und  Ba=:  Oa—OB. 

Feschka,  Darstellende  u.  projeetive  Geometrie.  III.  36 
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Sind    die    vier    Punkte    A,  B^  a   und   a    wirklich    harmonisch, 

so  niuss 

Äa^__Aa  Ä0+  Oa  __   Oa  +  OA 

Wcc~  Ba  BO  —  Oa  "^  Wa  —  ÖB 

oder,  da  man  für  die  Strecke  OB  auch  OA  setzen  kann: 

OA  +  Oa  __  Oa  +  OA 

OA—  Oa  "^  Oa—OA' 
Dass  diese  Kelation  in  der  That  besteht,  ergibt  sich  unmittelbar 
wie  folgt. 

(OA+Oa)  {Oa  —  OA)  =  iOA-Oa)  (Oa+OA) 
oder 

ÖA.  Oa—ÖA^  +  Oa.Oa—Oa.  OA=:^OA,  Oa—Oa.Oa  + 

+  ÖÄ''  —  Oa.OA 

und  nach  entsprechender  Keduction: 

Oa.Oa=^  ÖA^ 
welches  Eesultat  mit  dem  der  vollführten  Construction  übereinstimmt 
und  deren  Kichtigkeit  bestätigt. 

Sind  somit  die  Achsenendpunkte  A  und  B  bestimmt,  so  kann  man 
aus  dem  über  AB  gezeichneten  Kreise  K  und  der  Tangente  t  die 
Brennpunkte  /",  und  /jj  auf  dieselbe  Weise  wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  finden. 

§.  568. 

197.  Aufgabe,  Von  einem  bifocalen  Rotationshyperboloide  sind 
die  Rotationsachse  der  Lage  nach,  der  Mittelpunkt  und  zwei  Punkte 
gegeben;  die  Länge  der  Rotationsachse  und  die  beiden  Brennpunkte 
der  Fläche  sind  festzustellen. 

Ist  Z  die  Rotationsachse,  0  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides, 
und  sind  p^  und  jpj  die  beiden  Punkte  der  Fläche,  so  legen  wir 
diesfalls  durch  Z  eine  beliebige  Meridianebene  P,  und  drehen  die 
gegebenen  Punkte  p^  und  Po  so  lange  um  Z  als  Achse,  bis  dieselben 
in  die  Ebene  P  nach  it^  und  jfg  gelangen.  Selbstverständlich  sind 
sodann,  weil  p^  und  p^  bei  dieser  Drehung  Parallelkreise  beschreiben, 
TTj  und  7to  zwei  Punkte  der  in  der  Ebene  P  liegenden  Meridian- 
hyperbel. 

Es  wird  sich  demnach  darum  handeln,  aus  der  Achsel  (Taf.  XXVII, 
Fig.  179),  dem  Mittelpunkte  0  und  den  beiden  Hyperbelpunkten  n^ 
und  :^r„,  die  Scheitel  A  und  B  auf  Z  zu  finden. 

Dies  kann  folgendermaßen  bewerkstelligt  werden.  Ziehen  wir 
die  Verbindungsgerade  7t^  n„^  so  trifft  dieselbe   die  Achse  Z  in  einem 
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Punkte  a.  Bestimmen  wir  zu  den  drei  Punkten  a,  it^  und  Tt^  den 
vierten  harmonischen  Punkt  m,  so  ist  die  Gerade  ma,  welche  durch 
m  senkrecht  zur  Achse  Z  gezogen  wird,  bekanntlich  die  Polare 
des  Punktes  a  in  Bezug  auf  die  Hyperbel.  Diese  Polare  schneidet  die 
Achse  Z  in  dem  Punkte  a;  es  müssen  nun  die  Punkte  a  und  a  mit 
den  beiden  zu  suchenden,  gegen  0  symmetrisch  liegenden  Punkten 
A  und  B,  vier  harmonische  Punkte  darstellen. 

Die  Erreichung  dieses  Zweckes  erfordert  eine  Construction, 
welche  mit  der  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  angedeuteten  in 
voller  Übereinstimmung  ist. 

Sind  sodann,  wie  dort,  auch  hier  die  Achsenendpunkte  A  und  B 
bestimmt,  so  folgt  die  Construction  der  Brennpunkte  f^  und  f^  aus 
-4,  B  und  einem  der  beiden  Punkte  7t^  oder  n^  auf  dieselbe  Weise, 
wie  dies  in  Aufgabe  194)  vollführt  wurde. 

§.  569. 

198.  Aufgabe.  Ein  bifocales  Eotationshyperboloid  ist  durch 
einen  Brennpunkt  und  vier  Tangentialebenen  gegeben;  es  sind  der 
zweite  Brennpunkt  und  die  beiden  Scheitel  des  Hyperboloides  zu 
bestimmen. 

Der  gegebene  Brennpunkt  sei  jF^  ;  die  vier  gegebenen  Tan- 
gentialebenen seien  T^,  T^,  T^  und  T^,  Nach  Satz  355)  liegen  die 
Fußpunkte  a,,  a^,  a^  und  a^  der  vier  von  dem  Brennpunkte  I\  aus, 
auf  die  Ebenen  Tj,  T„,  T^  und  T^  gefällten  Perpendikel  auf  der- 
jenigen Kugel,  welche  über  der  Rotationsachse  als  Durchmesser 
beschrieben  wird. 

Man  hat  daher  bloß  durch  die  vier  Fußpunkte  a,,  a^,  a^^  a^ 
eine  Kugel  S  zu  legen.  Der  Mittelpunkt  0  dieser  Kugel  ist  gleich- 
zeitig auch  jener  des  Hyperboloides;  der  Durchmesser  F^O  reprä- 
sentiert die  Eotationsachse ;  die  Endpunkte  A  und  B  des  besagten 
Durchmessers  sind  die  beiden  Scheitel  und  der  dem  Punkte  F^,  in 
Bezug  auf  0,  symmetrische  Punkt  F^  stellt  den  zweiten  Brenn- 
punkt des  zu  construierenden  Eotationshyperboloides  dar. 

§.  570. 

199.  Aufgabe.  Ein  bifocales  Eotationshyperboloid  ist  durch 
einen  Brennpunkt,  zwei  Tangentialebenen  und  den  Berührungspunkt 
der  einen  dieser  Ebenen  gegeben;  es  sollen  der  zweite  Brennpunkt 
nnd  die  Scheitel  des  Hyperboloides  ermittelt  werden. 

Der  gegebene  Brennpunkt  sei  F^  (Taf.  XXVII,  Fig.  180);  die 
beiden  Tangentialebenen  seien  T^  und  Tg,   und  der  Berührungspunkt 

36* 
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von  T^  sei  p^.  Fällen  wir  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  JF,  eine 
Senkrechte  s  auf  die  Ebene  2\;  der  Fußpunkt  derselben  ist  a^.  Ver- 
längern wir  diese  Senkrechte  und  tragen  wir  auf  der  Verlängerung 
derselben  die  Strecke  a^  «j  ==  F^  a^  auf,  so  erhalten  wir  den  zu  F^ 
in  Bezug  auf  die  Tangentialebene  T,  als  Symmetrieebene  symmetri- 
schen Punkt  a^. 

Verbinden  wir  weiters  die  Punkte  F^  und  a^  mit  dem  gegebenen 
Berührungspunkte  p^  der  Ebene.  Die  Geraden  F^  p^  und  p^  a^  bilden 
mit  der  Meridiantangente  p^  a^  des  Punktes  p^  gleiche  Winkel ;  ferner 
liegen  die  beiden  Geraden  in  der  Meridianebene,  und  da  die  eine, 
F^p^,  derselben,  durch  den  einen  Brennpunkt  F^  geht,  so  muss  bekannt- 
lich auch  die  zweite  Gerade  Py^  a^  durch  den  zweiten  noch  zu  suchenden 
Brennpunkt  Fo  gehen.  Weiters  ist  das  Dreieck  F^p^a^^  ein  gleich- 
schenkliges und  daher  F-^p^  ^=  Py  «i- 

Denken  wir  uns  den  Punkt  F^,  der  auf  p^  a^  liegt,  als  bereits 
gefunden,  so  muss  (nach  Satz  348)  F^p^  —  F^p^  =  AB  sein,  wenn 
AB  die  Länge  der  Eotationsachse  repräsentiert.     Nachdem  aber 

F,Px=PyCc, 

ist,  so  folgt 

p^a^  —  Fop,  =AB, 

oder 

F^a,  ^  AB. 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir,  dass,  wenn  man  von  dem 
einen  Brennpunkte  F^  auf  eine  Tangentialebene  I\  eine  Senkrechte 
fällt,  und  auf  derselben  den  zu  F^  symmetrischen  Punkt  a^  in  Bezug 
auf  diese  Tangentialebene  als  Symmetrieebene  bestimmt,  der  zweite 
Brennpunkt  von  dem  Punkte  a^  eine  der  Länge  der  Eotationsachse 
gleiche  Entfernung   besitzen  muss. 

Fällen  wir  demgemäß  auch  von  dem  Brennpunkte  F^  auf  die 
zweite  Ebene  T^  eine  Senkrechte  F^  a„  a^»  ^^^  bestimmen  wir  auf  der- 
selben den  Symmetriepunkt  a^i  von  F^ ,  so  muss  der  gesuchte  zweite 
Brennpunkt  F^  auch  von  «^  ^^^  Entfernung  AB  besitzen;  derselbe 
muss  also  von  cc^  und  a^  gleich  weit  entfernt  sein. 

Dieser  Punkt  F^^  wird  sich  mithin  im  Schnitte  der  Geraden  p^  a^ 
mit  jener  Ebene  ergeben,  welche  durch  den  Mittelpunkt  m  der  Strecke 
a^  a^  auf  diese  letztere  senkrecht  geführt  wird.  Gleichzeitig  gibt  sodann 
die  Entfernung  F^^a^  =  F^a^  die  Länge  der  Eotationsachse  an. 

Die  Eotationsachse  erhält  man  sonach  als  die  Verbindungsgerade 
voni^j  und  Fg,  und  den  Halbierungspunkt  0  der  Strecke  F^F^  als  Mittel- 
punkt des  Hyperboloides.    Die  Punkte  A  und  JB,  welche  auf  F^  F^  in 
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der  Entfernung   OA=OB  =  \FoCt^    vom   Mittelpunkte   0   liegen, 
stellen  die  Scheitel  des  Hyperboloides  dar. 

§.  571. 

200.  Aufgabe,  Ein  bifocales  Rotationsliyperboloid  ist  durch,  die 
Rotationsachse  Z  (der  Lage  nach) ,  durch  einen  Brennpunkt  F^ 
auf  derselben  und  durch  zwei  Tangentialebenen  7;  und  7;  gegeben; 
der  zweite  Brennpunkt  und  die  Länge  der  Rotationsachse  sind  zu 
bestimmen. 

Aus  vorhero-egangenen  Erörterungen  ist  bekannt,  dass,  sobald 
man  die  Symmetriepunkte  a,  und  a,,  des  Brennpunktes  F^  in  Bezug 
auf  die  beiden  Tangentialebenen  T^  und  T^  bestimmt,  der  zweite 
Brennpunkt  Fo  von  diesen  Symmetriepunkten  eine  Entfernung  besitze, 
welche  der  Länge  der  Rotationsachse  gleich  ist.  (Siehe  Aufgabe  199.) 

Da  im  vorliegenden  Falle  auch  die  Rotationsachse  Z,  auf  welcher 
der  zu  suchende  Brennpunkt  F^  liegen  soll,  der  Lage  nach  gegeben  ist, 
so  wird  sich  derselbe  als  Schnittpunkt  F^  der  Rotationsachse  Z  mit 
jener  Ebene  ergeben,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Strecke  a^a„ 
auf  dieselbe  senkrecht  geführt  wird.  Hierbei  stellt  die  Strecke 
F^a^  =  F^a^  gleichzeitig  die  Länge  der  Rotationsachse  dar. 

Halbiert  man  demgemäß  die  Eocaldistanz  Z,  JP^,  so  erhält  man 
den  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides,  und  wenn  man  die  Strecke 

0A:=  OB^  iF^a,  =  iFa^a^ 

von  dem  Punkte  0  zu  beiden  Seiten  auf  Z  aufträgt,  ergeben  sich  in 
A  und  B  die  gesuchten  Scheitel  des  Hyperboloides. 

§.  572. 

201.  Aufgabe.  Ein  bifocales  Rotationshyperboloid  ist  durch  einen 
Brennpunkt,  durch  zwei  Punkte  der  Fläche  und  durch  die  Berühr- 
ebene in  einem  derselben  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt  und  die 
Länge  der  Rotationsachse  sind  zu  bestimmen. 

Der  gegebene  Brennpunkt  sei  F^  (Taf.  XXVII,  Fig.  181) ;  die  beiden 
gegebenen  Punkte  seien  p  und  p^^  und  die  Tangentialebene  im  Punkte^ 
sei  T. 

Bestimmen  wir  wieder  den  Symmetriepunkt  a  des  Brennpunktes 
F^  in  Bezug  auf  die  Tangentialebene  T,  so  wird  auf  der  Verbindungs- 
geraden ap  der  gesuchte  zweite  Brennpunkt  F^^  liegen,  und  zwar  wird 
derselbe  von  a  einen  der  Rotationsachse  AB  gleichen  Abstand  be- 
sitzen. 
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Ferner  muss  sich  der  zu  bestimmende  Brennpunkt  Fo^   von  dem 

zweiten  gegebenen  Punkte  p^^   in  einer  Entfernung   vorfinden,    welche 

durch 

AB  +  F,p,  =  F,p, 

oder,  weil  AB  =  aF^  ist,  durch 

aF^  +F,p,  =F,y, 
ausgedrückt  wird. 

Denken  wir  uns  nun  die  Strecke  F^p^ ,  d.  i.  den  Abstand  des 
gegebenen  Punktes  p^  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  auf  der 
Geraden  jpa  von  a  aus  nach  :7t  aufgetragen,  also  aTC  =  F^p^  ab- 
geschnitten, so  wird  der  gesuchte  Brennpunkt  F^  auf  der  Geraden  pa 
von  den  beiden  Punkten  p^  und  7t  gleich  weit  abstehen ;  denn  es  wird 
in  diesem  Falle: 

F„p^  =  F„7C  :=:  F^a  -\-  uTt  ■=  Fooc  -\-  F^p^ 

öder  weil  F^u  =  AB  ist, 

F^p,=^AB-\-Fa\ 
sein.  Dieser  Bedingung  muss  also  der  Brennpunkt  F^  genügen. 

Der  Brennpunkt  F^  wird  daher  wieder  als  Schnitt  der  Geraden 
pu  mit  jener  Ebene  gefunden  werden,  welche  im  Mittelpunkte  der 
Strecke  p^TC  auf  diese  letztere  senkrecht  gefällt  wird.  Die  Kotations- 
achse  wird  sich  hierbei  in  einer  der  Strecke  Fo^a  gleichen  Länge 
ergeben. 

§.  573. 

202.  Aufgabe,  Ein  Rotationshyperboloid  ist  durch  einen  Brenn- 
punkt jP^,  durch  einen  Punkt  p  und  durch  drei  Tangentialebenen 
J\,  T^  und  Tg  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt  und  die  Länge  der 
Rotationsachse  sind  zu  bestimmen. 

Sucht  man  zu  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  die  drei  Symmetrie- 
punkte a^,  a^  und  a^  in  Bezug  auf  die  drei  Tangentialebenen  F^,  F^ 
und  F^  auf,  so  muss  der  gesuchte  Brennpunkt  F^  von  jedem  der- 
selben die  nämliche  Entfernung  AB  besitzen.  Weiters  muss  aber 
auch  dem  Punkte  F^  von  dem  gegebenen  Punkte  p  eine  Entfernung 
Fop  zukommen,  welche  um  die  Distanz  F^p  vermindert,  ebenfalls 
die  Strecke  AB  ergeben  muss. 

Denkt  man  sich  daher  um  p  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  S 
mit  dem  Halbmesser  pF^  beschrieben,  welche  durch  den  gegebenen 
Brennpunkt  F^  geht,  so  wird  diese  Kugel  die  Gerade  F^^p  in  einem 
Punkte  7t  treffen,  für  welchen  np  =pF^]  mithin  F^jc  =AB  ist. 
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Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  erhellt,  dass  der  Mittelpunkt 
einer  Kugel,  welche  durch  die  drei  Punkte  «j,  a^  und  a^  geht  und  die 
vorgenannte  Kugel  S  ausschließend  berührt,  den  gesuchten  zweiten 
Brennpunkt  F^  darstelle.  Der  besagte  Punkt  F^^  wird  mithin  durch 
die  in  Aufgabe  102)  entwickelte  Construction  anstandslos  gefunden 
werden  können.  Gleichzeitig  wird  durch  den  Eadius  der  somit 
bestimmten  Kugel,  wie  den  obigen  Betrachtungen  zu  entnehmen  ist, 
die  gesuchte  Länge  der  Eotationsachse  festgestellt. 

.      §.  574. 

208.  Aufgäbe.  Ein  bifocales  ßotationshyperboloid  ist  durch 
einen  Brennpunkt  F^,  zwei  Punkte  p^  und  p^  und  zwei  Tangential- 
ebenen T^  und  Tg  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt  F^^  und  die 
Länge  AB  der  Rotationsachse  sind  zu  bestimmen. 

Vor  allem  bestimmen  wir  auch  diesfalls  wieder  die  beiden 
Symmetriepunkte  a^  und  a^  des  gegebenen  Brennpunktes  F^  in 
Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Tangentialebenen.  Der  gesuchte  zweite 
Brennpunkt  Fc^  hat  von  diesen  beiden  Punkten  einen  der  Länge  der 
Eotationsachse  gleichen  Abstand. 

Beschreibt  man  ferner  aus  den  gegebenen  Punkten  p^  und  i^^, 
indem  man  dieselben  als  Mittelpunkte  zweier  Kugeln  S^  und  S^,  be- 
trachtet, diese  letzteren  in  der  Weise,  dass  sie  durch  den  gegebenen 
Brennpunkt  F^  gehen,  also  die  bezüglichen  Eadien  py^F^  und  p^Fy 
besitzen,  so  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  der  Mittelpunkt  T2 
jener  Kugel,  welche  die  beiden  Kugeln  S^  und  &  ausschließend 
berührt  und  durch  die  beiden  Punkte  a^  und  a^  geht,  den  gesuchten 
zweiten  Brennpunkt  repräsentieren  müsse. 

Sind  nämlich  n^  und  jr«  die  Berührungspunkte  der  zu  con- 
struierenden  Kugel  H  mit  den  beiden  Kugeln  ä,  und  &;  so  sind 
die  Strecken  F^a^,  ^2<^q,  ^2^1  und  F^7Vo  als  Eadien  dieser  Kugel  2; 
einander  gleich.  Aus  der  Berührung  der  Kugeln  folgt  aber,  dass: 

F^n^  +  ^li^i  =  ^\Pi  und  F^jt^  +  p^Tt,,  =  F^p)^ 

sei,   oder,  da  jTj^j,  cn^p^  Eadien  der  Kugeln  aS,  und  So.,  also  auch 
beziehungsweise  gleich  p,  F^  und  jp^i^^  sind,  wird: 

F27t^  =  F2P1  —  F^p^  und  F27t2  =  F2P2  —  F^p^, 
Demnach  hat  man  die  Kugelradien: 
F^a^  =  F^a^  =  F^p^  —  F,p,  =  F^p^  —  F,p^  =  AB. 

Um  das  vorstehende  Problem  zu  lösen,  hat  man  demzufolge 
(nach  Aufgabe  104)  jene  Kugel  zu   construieren,   welche  die   beiden 
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Kugeln  /S,  und  S^  ausschließend  berührt,  und  durch  die  beiden 
Punkte  «j  und  (x^  geht.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  wird,  der  eben 
vorausgeschickten  Betrachtung  gemäß,  den  gesuchten  zweiten  Brenn- 
punkt jPg)  ^^d  der  Kugelradius  die  Länge  der  Eotationsachse  dar- 
stellen. Mittelpunkt  und  Scheitel  des  Eotationshyperboloides  sind 
sodann  einfach  zu  construieren. 

§.  575. 

204.  Aufgabe.  Ein  bifocales  Rotationshyperboloid  ist  durch 
einen  Brennpunkt  jPj,  drei  Punkte  i?,,  p^  undj^g,  und  eine  Tangential- 
ebene Tj  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt,  sowie  die  Länge  der  Rota- 
tionsachse sind  zu  ermitteln. 

Bestimmt  man  den  Symmetriepunkt  a  des  gegebenen  Brenn- 
punktes F^  in  Bezug  auf  die  gegebene  Tangentialebene  T;  betrachtet 
man  ferner  die  drei  gegebenen  Punkte  ^, ,  p^  und  p^  als  Mittelpunkte 
dreier  Kugeln  /Sp  Sg.  und  S^,  welche  durch  den  Brennpunkt  F^  gehen, 
und  construiert  man  weiters  (nach  Aufgabe  106)  jene  Kugel  2?,  welche 
durch  den  Punkt  a  geht  und  die  drei  Kugeln  8^ ,  S^  und  8.^  aus- 
schließend berührt,  so  ist  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  27,  wie  sogleich 
bewiesen  werden  soll,  der  gesuchte  zweite  Brennpunkt  F^,  und  der 
Radius  der  besagten  Kugel  die   verlangte  Länge    der    Eotationsachse. 

Bezeichnen  wir  die  Berührnogspunkte  der  Kugel  U  mit  den  drei 
Kugeln  Äj,  8^  und  8^,  beziehungsweise  mit  jtt,,  tc^  und  Jt^,  so  ist,  falls 
F^  der  Mittelpunkt  von  H  ist, 

F^Tt^  +  ^xPy  =FüPi ;  ^\^ü  +  ^^P^  =F^P^  und  F^it^  +^^Pz  =  ^^P^j 
oder  weil  n^p^y  n^p^  und  TC^^p^  als  Radien  der  Kugeln  /S,,  Äj,  ^3»  be- 
ziehungsweise gleich  p^  Fj,  Pt^F^  und  p^F^  sind,  wird: 
F^7t^  =F„j),—F,p^;  F2  7C2=FqP^—F,p^  und  F^7C^-=zF^p^—F^p^ 
sein.  Ferner  sind  aber  auch  F^a,  F^tv^  ,  F^Tt^  ,  F^Tt^  Radien  der 
Kugel  27,  mithin: 

F,a=  F^p,  —  F,p,  =  F^p^  —  F,p^  =  F,p^  —  F,p^, 
was  zu  beweisen  war. 

Ist  auf  diese  Weise  der  zweite  Brennpunkt  F^  und  die  Länge 
AB  ==  F2a  der  Rotationsachse  gefunden,  so  kann  man  mit  Leichtig- 
keit den  Mittelpunkt  0  und  die  beiden  Scheitel  A  und  B  des  Rota- 
tionshyperboloides construieren. 

§.  576. 

205.  Aufgabe.  Es  ist  ein  bifocales  Rotationshyperboloid  durch 
einen  Brennpunkt  und  vier  Punkte  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt, 
sowie  die  Länge  der  Rotationsachse  sind  zu  ermitteln. 
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Betrachten  wir  die  vier  gegebenen  Punkte  jp^,  p„,  p^  und  p^  als 
die  Mittelpunkte  von  vier  Kugeln  S^,  So,  S^  und  S^,  welche  durch 
den  gegebenen  Brennpunkt  F^  gehen. 

Ist  Z!  eine  Kugel,  welche  diese  vier  Kugeln  S^,  ä?,  ^3,  S^  aus- 
schließend berührt,  so  ist  der  Mittelpunkt  F^  derselben  der  gesuchte 
zweite  Brennpunkt,  während  der  Kadius  dieser  Kugel  U  die  verlangte 
Länge  der  Eotationsachse  liefert. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Berührungspunkte  der  Kugel  2/  mit 
den  vier  Kugeln  /S,,  /Sq,  S^  und  /S4,   beziehungsweise   mit  ;r, ,  7t„,  Tt^ 
und  jr^,  so  ist: 
F^7t,  =r  F^p,  —TC.p,:^  F^Tf^  =  F^p^  —  %^p.,\  F^it^  =  F.p^  =  Tt^p^ 

und   F^Tt^  =  FoP^  —  7t^p^\ 
oder,  da  :7r,  jpj  .  .  .  TC^p^  als  Eadien  der  Kugeln  S, . ,  ,S^,  beziehungs- 
weise gleich  F^2h^  ^\Piv  F^p^  und  F^p^  sind,  wird: 
F^Tt^  =  Fop^  —  F^p, ;  F^ito  =  F,p^  —  F,p^;  F^Tt.^  =  F^p^  —  F.p.y, 
F^7t^=F^p^  —  F^p^. 

Nun  sind  aber  F^Jt^  ,  F^tc^,  F^tc^  und  Fo^n^,  als  Eadien  der 
Kugel  2;,  einander  gleich;  mithin  folgt: 

woraus  sich  unmittelbar  die  Eichtigkeit  der  obangedeuteten  Con- 
struction  ergibt» 

Um  somit  das  gestellte  Problem  zu  lösen,  hat  man  eine  Kugel  Z 
zu  construieren,  welche  die  vier  gegebenen  Kugeln  S^^  S^^  S^  und  S^ 
ausschließend  berührt. 

Selbstverständlich  wird  man  in  diesem  Falle  nicht  auf  die  all- 
gemeine Construction  zurückgreifen,  da  der  Umstand,  dass  die  vier 
Kugeln  S^  ...  S^  durch  einen  und  denselben  Punkt  F^  gehen,  eine 
eigenthümliche  Vereinfachung  gestattet. 

Betrachten  wir  nämlich  den  Punkt  F^  als  Inversionscentrum,  und 
nehmen  wir  einen  beliebigen  Inversionsmodul  an,  so  transformieren 
sich  die  vier  Kugeln  S^,  5^,  S^  und  S^  in  vier  Ebenen  5j,  s«,  5.^,  54 
und  die  dieselben  berührende  Kugel  U  in  eine  Kugel  <?,  welche  diese 
vier  Ebenen  berührt.  Gleichzeitig  werden  den  vier  Berührungspunkten 
^11  ^qy  ^3»  ^4  von  2J  mit  den  Kugeln  S^,  S^,  S^,  S^  invers  die  vier 
Berührungspunkte  7t\,  7t\,  jr'3,  it\  der  Kugel  6  mit  den  vier  Ebenen 
Si,  s^,  ^3  und  S4  entsprechen. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Erörterungen  hat  man  somit  bloß 
die  vier  Kugeln  S^.^.S^  von  F^  aus  invers  in  vier  Ebenen  zu  trans- 
formieren,   hierauf  eine   Kugel  e   zu  construieren,    welche    die   vier 
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Ebenen  berührt  (selbstverständlich  wird  man  unter  den  acht  mög- 
lichen Kugeln  diejenige  wählen,  welche  durch  inverse  Eücktrans- 
formation  in  eine  solche  übergeht,  welche  S^  .  .  84^  „ausschließend" 
berührt),  und  sodann  die  vier  Berührungspunkte  der  gefundenen  Kugel  a 
mit  den  vier  Ebenen  nach  ^r^,  tc^,  tc^^  7t^  invers  zurückzutransformieren. 
Diese  letztgenannten  Punkte  stellen  offenbar  die  Berührungspunkte  der 
gesuchten  Kugel  Z  dar,  deren  Mittelpunkt  7^2  ^Is  der  Schnittpunkt 
zweier  von  den  vier  Berührungsradien  itt^j^j,  ^2Ä?  ^^Ih  und  jr^j)^  er- 
halten wird. 

Die  vorstehende  Aufgabe  kann  auch  auf  einem  von  dem  eben  ent- 
wickelten Lösungsgange  wesentlich  verschiedenen  Wege  ihrer  Lösung 
und  Durchführung  zugeführt  werden. 

Durch  frühere  Untersuchungen  ist  klargelegt  worden,  dass  jeder 
Kegelschnitt  als  collinear  mit  einem  Kreise  von  beliebigem  Kadius 
betrachtet  werden  kann,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  einem  der  beiden 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  hat.  Dieser  Brennpunkt  repräsentiert 
dann  gleichzeitig  das  zugehörige  Collineationscentrum. 

Denken  wir  uns  demgemäß  eine  beliebige  Hyperbel  K  und  be- 
schreiben wir  aus  einem  Brennpunkte  JP,  derselben  einen  Kreis  Kq 
mit  irgend  einem  beliebigen  Kadius,  so  ist  dieser  mit  der  Hyperbel 
in  Bezug  auf  den  genannten  Brennpunkt  F^  als  Collineationscen- 
trum,   perspectivisch  collinear. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Hyperbel  K  sowohl,  als  auch  den 
ihr  collinearen  Kreis  K^  um  die  Brennpunktsachse  gedreht,  so  erzeugt 
die  erstere  ein  bifocales  Rotationshyperboloid  und  der  letztere 
eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Brennpunkt  F^  des  Hyper- 
boloides ist. 

Diese  beiden  Flächen  sind  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  JF,  als 
Collineationscentrum  perspectivisch  collinear,  da  dieselben  von  jeder 
die  Rotationsachse  enthaltenden  Ebene  in  collinearen  Curven  ge- 
schnitten werden. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  jedes  Rotationshyperbo- 
loid als  collinear  mit  einer  Kugel  von  beliebigem  Radius,  deren 
Mittelpunkt  mit  einem  der  beiden  Brennpunkte  des  Hyperboloide;^ 
zusammenfällt,  betrachtet  werden  kann. 

Diese  Betrachtung  führt  unmittelbar  auf  die  folgende  Construc- 
tion  der  vorherigen  Aufgabe. 

.  Ist  F^  der  gegebene  Brennpunkt  und  sind  p^,  Pa^Ps^  P4,  die  vier 
gegebenen  Punkte  des  Rotationshyperboloides,  so  wird  man  aus  F^ 
als  Mittelpunkt  eine  Kugel  Sq  mit  ganz  beliebigem  Radius  construieren 


571 

und  dieselbe  als  collinear  mit  dem  zu  construierenden  Hyperboloide 
betrachten. 

Die  Strahlen  F^p^^,  F^Pqy  F^p^  und  F^p^  treffen  die  Kugel  in 
je  zwei  Punkten  p\,  (p'J ;  p\, (p\) ;  p\,  ip\)  und  p\,  {p\),  welche  als 
die  den  Punkten  i>i, .  .  .  i?4  collinear  entsprechenden  Punkte  zu  be- 
trachten sind. 

Treffen  wir  nun  eine  bestimmte  Wahl,  d.  h.  nehmen  wir  bei- 
spielsweise Pi,p\;  PqiP\;  i>3»  P%  und  Pi,  p^^  als  Paare  entsprechen- 
der Punkte  an,  so  ergeben  die  entsprechenden  Geraden  p^  p^  und 
p^xP^2  ^i^öii  Punkt  8^  der  Collineationsebene  (7^;  ebenso  wird  das 
Paar  p^  p^  und  ^%  p^^  einen  zweiten  Punkt  d^  und  das  Paar  p^  p^ ; 
P^^P^4^  einen  dritten  Punkt  d^  bestimmen.  Die  Collineationsebene  Ge 
ist  somit  durch  die  drei  Punkte  d^,  8^  und  ^3  vollkommen  festgestellt. 

Nun  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass  die  Eotationsachse  des 
Hyperboloides  (nach  §.  381)  auf  der  Collineationsebene  Ce  senkrecht 
stehen  müsse,  also  durch  jene  Gerade  Z  dargestellt  werde,  welche 
durch  den  Brennpunkt  JF\  normal  zu  Ce  gezogen  werden  kann. 

Die  Scheitel  A  und  B  dieser  Rotationsachse  Z  des  Hyperboloides 
sind  sodann,  da  die  Gerade  Z  gleichzeitig  ein  Collineationsstrahl  ist, 
offenbar  jene  Punkte,  welche  den  Schnittpunkten  A^  und  Bq  der  Achse 
Z  mit  der  CoUinearkugel  Sq  collinear  entsprechen.  Dieselben  können 
daher  durch  folgende  einfache  Construction  gefunden  werden. 

Verbinden  wir  die  Punkte  Aq  und  p^^  durch  eine  Gerade,  welche 
die  Collineationsebene  im  Punkte  J  treffen  möge,  so  entspricht  dieser 
Geraden  collinear  die  Gerade  z/^,  und  diese  muss  offenbar  die  Achse 
Z  in  den  dem  Punkte  A^^  entsprechenden  coUinearen  Punkt  A,  d.  i. 
in  einem  der  beiden  gesuchten  Scheitel  des  Hyperboloides  treffen. 

In  gleicher  Weise  leitet  man  den  zweiten  Scheitel  B  aus  dem 
Punkte  Bq  ab.  Wird  nun  die  Strecke  AB  halbiert,  so  erhält  mau 
den  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides,  und  in  dem,  dem  Punkte  F^ 
in  Bezug  auf  0  symmetrisch  entsprechenden  Punkt  Foj  den  zweiten 
Brennpunkt  desselben,  womit  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

Von  der  Wahl  der  entsprechenden  Punkte  aus  den  früher  ge- 
nannten Paaren  Px^{p^l)\  PiyiP^)--,  wird  es  offenbar  abhängen,  ob 
die  der  Kugel  Sq  collinear  entsprechende  Rotationsfläche  ein  Ellip- 
soid  oder  ein  Hyperboloid  sein  werde. 

Es  gibt  jedoch  gewisse  Fälle,  wo  bei  beliebiger  Wahl  der  ob- 
bezeichneten  Punktepaare  nur  EUipsoide  oder  nur  Hyperboloide  als 
das  Resultat  dieser  Wahl  erscheinen  können. 
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§.  577. 


Anwendung  des  bifocalen  Rotationshyperboloides   auf  die  Construction 
doppelt  berührender  Kegelschnitte. 

Das  bifocale  Eotationshyperboloid  bietet  ebenso  wie  das  früher 
besprochene  EUipsoid  und  das  einfache  (windschiefe)  Eotationshyper- 
boloid ein  bequemes  Mittel  zur  Construction  der  eine  Hyperbel  unter 
gegebenen  Bedingungen  doppelt  berührenden  Kegelschnitte. 

Während  mit  Hilfe  der  windschiefen  Kotationshyperboloide 
doppelt  berührende  Kegelschnitte  construiert  wurden,  welche 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  außerhalb  der  gegebenen  Hyperbel 
lagen,  d.  h.  solche  Kegelschnitte  ermittelt  worden  sind,  von  deren 
jedem  Punkte  reelle  Tangenten  an  die  gegebene  Hyperbel  gezogen 
werden  konnten,  tritt  hier  der  umgekehrte  Fall  ein. 

Da  die  bezüglich  der  eben  angedeuteten  Constructionen  zu  ver- 
wendenden Methoden  dem  Principe  nach  dieselben  sind,  wie  jene, 
welche  gelegentlich  der  Verwertung  des  Eilipsoides  zu  ähnlichem 
Zwecke  zur  Geltung  gebracht  wurden  (Aufgaben  170 — 176),  so  wird 
an  diesem  Orte  wohl  der  bloße  Hinweis  genügen,  und  zur  Bestätigung 
des  Gesagten  die  constructive  Durchführung  irgend  eines  Falles  hin- 
reichen. 

§.  578. 

206.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel,  innerhalb  derselben  ein  Punkt 
und  ferner  zwei  Geraden,  welche  die  Hyperbel  reell  schneiden,  sind 
gegeben;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  construieren,  welcher  die  gegebene 
Hyperbel  doppelt  berührt,  durch  den  gegebenen  Punkt  geht  und  die 
beiden  gegebenen  Geraden  tangiert. 

Die  gegebene  Hyperbel  sei  durch  ihre  reelle  Achse  AB  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  182)  und  die  Asymptoten  Y^  und  Y^  dargestellt.  Diese  Hyperbel 
betrachten  wir  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Meridian  eines  bifocalen  Kotationshyperboloides,  dessen  Eotationsachse 
AB  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  die  Grundlinie  XX  senkrecht 
zu  ^J5  zu  wählen  und  in  der  Verlängerung  von  AB  die  Horizontal- 
projection  0'  des  Mittelpunktes  0  der  Fläche  anzunehmen.  Der  ge- 
gebene Punkt  sei  a  und  die  beiden  gegebenen  Geraden  seien  t^  und  t^^. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  jeder  Kegelschnitt,  welcher  im 
Inneren  der  gegebenen  Hyperbel  liegt  und  dieselbe  in  zwei  Punkten 
berührt,  als  die  Verticalprojection  eines  ebenen  Schnittes  des  vor- 
genannten  Hyperboloides  betrachtet   werden  kann.     Der  schneidenden 
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Ebene  E  ist  aber  dermalen  eine  solche  Lage  zu  geben,  dass  die  Ver- 
ticalprojection  des  Kegelschnittes  durch  den  Punkt  a  geht  und  die 
beiden  Geraden  t^  und  t^  berührt. 

Die  erste  der  eben  ausgesprochenen  Bedingungen  wird  erfüllt, 
wenn  wir  a  als  die  Verticalprojection  eines  Punktes  auf  dem  Hyper- 
boloide betrachten  und  unter  dieser  Voraussetzung  dessen  Horizontal- 
projection  a'  bestimmen.  Geht  die  schneidende  Ebene  £  durch  (a,a'), 
so  wird  das  Gleiche  auch  von  der  Schnittcurve  gelten  und  wird  mithin 
deren  Verticalprojection  durch  a  gehen.  Soll  die  Verticalprojection 
von  der  gegebenen  Geraden  t^  berührt  werden,  so  muss  t^  die  verti-» 
cale  Projection  einer  Tangente  des  Schnittes  darstellen,  also 
die  verticale  Projection  einer  Tangente  des  Hyperboloides  sein. 

Die  gleiche  Bedingung  wird  in  Bezug  auf  die  zweite  gegebene 
Gerade  t^  erfüllt  werden  müssen.  Dies  sagt  aber  nichts  anderes  aus, 
als  dass  t^  und  t^  die  verticalen  Projectionen  zweier  gewisser  Tan- 
genten (^i,^'i)  und  (^2' ^'2)  J^^ö^'  Kegelschnitte  s^  und  fj  repräsentieren 
werden,  in  welchen  die  beziehungsweise  durch  t^  und  t^  gehenden 
vertical-projicierenden  Ebenen  P\  und  P\  das  Hyperboloid  schneiden. 

Nun  unterliegen  aber  die  zu  suchenden  Tangenten  it^,t\)  und 
(^2,  ^'2)  der  Bedingung,  dass  sie  mit  dem  Punkte  (a,  a')  in  einer  und 
derselben  Ebene,  und  zwar  in  der  vorgenannten  schneidenden  Ebene 
liegen  müssen. 

Es  ist  diesbezüglich  unschwer  einzusehen,  dass  die  besagte  Ebene 
nur  eine  jener  Ebenen  sein  könne,  welche  durch  den  Punkt  (a,  a') 
gehen  und  die  beiden  vorgenannten  Kegelschnitte  f,   und  e^  berühren. 

Durch  die  bezeichneten  Kegelschnitte  e^  und  Sa  lassen  sich,  nachdem 
dieselben  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen,  stets  zwei  Kegel 
legen.  Die  Scheitel  dieser  Kegel  müssen  sich,  da  beide  Kegel- 
schnitte symmetrisch  gegen  die  Hauptmeridianebene  rjh  liegen,  in  der 
letzteren  vorfinden. 

Bestimmt  man  demnach  die  Schnittpunkte  m^,n^  und  m^^n^  der 
beiden  Geraden  t^  und  to  mit  der  Hauptmeridianhyperbel  durch  Zu- 
hilfenahme des  Collinearkreises  Eq  dieser  Hyperbel,  so  repräsentieren 
diese  Punkte  die  in  der  Hauptmeridianebene  rjh  liegenden  Punkte  von 
£^  und  ^2 ;  es  werden  daher  m,  n^  und  m^  n^  zwei  Erzeugenden  des 
einen  durch  £,  und  s„  gehenden  Kegels,  und  deren  Schnittpunkt  (S,  S') 
(S'  in  rih)  den  Scheitel  dieses  Kegels  darstellen. 

Jede  Tangentialebene  des  besagten  Kegels  {S,  S')  berührt  die 
beiden  Kegelschnitte  Si  und  s^.  Es  werden  demnach  diejenigen  Berühr- 
ebenen, welche  gleichzeitig  durch  den  Punkt  (a,a')  gehen,  die  gesuchten 
Ebenen  repräsentieren. 
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Jede  von  diesen  beiden  Ebenen  wird  die  Ebene  F\  des  Kegel- 
schnittes f,  in  einer  Tangente  {t,t')  desselben  schneiden,  welche  durch 
den  Durchstoßpunkt  {s,s')  dieser  Kegelschnittsebene  P'^;  mit  der  Geraden 
{Sa,S^a^)  gehen  muss. 

Die  besagten  Tangenten  können  folgendermaßen  construiert  werden. 
Der  Kegelschnitt  £,  projiciert  sich  (nach  Satz  367)  aus  dem  Scheitel 
{A,A^)  des  Hyperboloides  auf  die  horizontale  Projectionsebene  als  ein 
Kreis  y\,  während  der  Punkt  {SjS^}  vermittelst  des  Strahles  (^4 5,  ^ 's') 
in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene  in  dem  Punkte  a'  dargestellt  erscheint. 
*ruhren  wir  nun  durch  a'  eine  Taugente  t\  an  den  Kreis  y\  und  pro- 
jicieren  wir  dieselbe  in  die  Ebene  P'«,  nach  {tj^,t\)  zurück,  so  erhalten 
wir  bereits  eine  Lage  der  gesuchten  Tangente. 

Die  durch  {a,a')  und  diese  Tangente  {t^^t\)  gelegte  Ebene  JE^jJ^ä 
berührt  somit  [als  Tangentialebene  des  Kegels  (S,s^,Sc^)']  die  beiden 
Kegelschnitte  s^  und  ^2,  und  schneidet  folglich,  den  früheren  Betrach- 
tungen gemäß,  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Ver- 
ticalprojection  die  durch  die  vorgelegte  Aufgabe  gestellten  Bedingungen 
erfüllt. 


XXVI.    Capitel. 

Constructionsaufgaben,  das  Rotationsparaboloid  betrefTend. 

Auch  hier  wollen  wir,  bevor  wir  auf  die  Durchführung  der 
diesbezüglichen  Probleme  eingehen,  einige  ebenso  wichtige,  als  noth- 
wendige  Hilfscoustructionen,  die  eigentlich  der  ebenen  Geometrie 
angehören,  ihrer  Erledigung  zuführen. 

§.  579. 

307,  Aufgabe.  Eine  Parabel  ist  durch  den  Brennpunkt  und  die 
Directrix  gegeben;  es  sind  deren  Schnittpunkte  mit  einer  beliebig 
gegebenen  Geraden  zu  ermitteln. 

Um  diese  Aufgabe  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  zur  Lösung  zu 
bringen,  gehen  wir  von  der  Fundamentaleigenschaft  der  Parabel  aus, 
welcher  zufolge  jeder  Punkt  derselben  von  dem  Brennpunkte  F 
(Taf.  XXVIII,  Fig.  183)  und  von  der  Directrix  D  eine  gleiche  Entfer- 
nung hat,  also  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  repräsentiert,  welcher 
durch  den  Brennpunkt  F  geht,  und  die  Directrix  D  berührt 
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Soll  nun  der  Parabelpunkt  auf  einer  gegebenen  Geraden  g  liegen, 
so  muss  offenbar  der  Kreis ,  welcher  durch  den  Brennpunkt  F  geht 
und  den  fraglichen  Curvenpunkt  zum  Mittelpunkte  hat,  auch  durch 
jenen  Punkt  f  gehen ,  welcher  zum  Brennpunkte  F  in  Bezug  auf  die 
Gerade  g  symmetrisch  ist. 

Die  Aufgabe  reduciert  sich  demnach  auf  jene:  „Durch  die  beiden 
Punkte  F  und  f  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  die  Gerade  B  berührt". 

Der  Berührungspunkt  tt^  dieses  Kreises  K^  mit  der  Geraden  D 
hat  von  dem  Punkte  m,  in  welchem  D  von  der  Geraden  Ff  getroffen 
wird,  eine  Entfernung,  welche  durch  die  Eelation: 

m^Tj^  =z  mF  ,  mf 
festgestellt  wird. 

Legt  man  durch  die  beiden  Punkte  F  und  f  zunächst  einen 
beliebigen  Kreis  ÜT,  und  zieht  man  an  denselben  von  m  aus  die  Tan- 
gente mr,  so  ist  auch 

m r^  =  mF  ,  mf 
und  folglich: 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  hat  man  somit  die  Strecke  mr 
von  m  aus  zu  beiden  Seiten  von  m  auf  D  nach  mtv^^  und  iiiTt^  auf- 
zutragen,  um  in  den  Endpunkten  7t^  und  7t^  die  Berührungspunkte 
jener  beiden  der  Aufgabe  entsprechenden  Kreise  Zj  und  K^  zu  erhalten. 

Die  Mittelpunkte  p^  und  2^1  welche  sich  im  Schnitte  von  g  mit 
den  aus  yr,  und  7t„  senkrecht  zu  D  gezogenen  Geraden  ergeben,  sind, 
den  vorstehenden  Betrachtungen  gemäß,  unmittelbar  die  gesuchten 
Schnittpunkte  der  Geraden  g  mit  der  Parabel. 

Ist  die  schneidende  Gerade  g  insbesondere  parallel  zur 
Directrix  D,  so  wird  die  Construction  der  Schnittpunkte  eine  noch 
einfachere. 

Nimmt  man  nämlich  in  diesem  Falle  die  Entfernung  ad  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  184)  der  Geraden  g  von  der  Directrix  D  als  Eadius  eines  Kreises 
K  an,  dessen  Mittelpunkt  der  gegebene  Brennpunkt  F  der  Parabel  ist, 
so  schneidet  dieser  Kreis  K  die  Gerade  g  bereits  in  den  verlangten 
Punkton  2^1  ^od  p^  der  Parabel,  da  jeder  derselben  einen  gleichen 
Abstand  von  dem  Brennpunkte  F  und  von  der  Directrix  D  besitzt. 

§.  580. 

208,  Aufgabe.  Eine  Parabel  ist  durch  den  Brennpunkt  F  und 
die  Directrix  D  gegeben;  es  sind  durch  einen  gegebenen  Punkt  P 
Tangeuten  an  die  Parabel  zu  ziehen,  und  deren  Berührungspunkte 
zu  construieren. 
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Vor  allem  construieren  wir  die  Scheiteltangente  T  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  185)  der  Parabel.  Besagte  Tangente  ist  bekanntlich  diejenige  zur 
Directrix  D  parallele  Gerade ,  welche  durch  den  Halbierungspunkt  A 
des  Abstaudes  des  Brennpunktes  von  der  Directrix  (Scheitel  der  Parabel) 
hindurchgeht. 

Construiert  man  nun  einen  Kreis  K^  welcher  die  Strecke  FF 
zum  Durchmesser  hat,  so  schneidet  dieser  die  Scheiteltangente  T  in 
zwei  Punkten  a^  und  a^,  welche  mit  P  verbunden,  bereits  die  ge- 
suchten Tangenten  t^  und  4  ergeben. 

Zieht  man^  ferner  die  Geraden  Fa,^  und  Fa^  bis  zu  den  bezüg- 
lichen Durchschnitten  7C^  und  7t ^  mit  der  Directrix  D,  und  errichtet 
man  in  ft^  und  jt^^  Senkrechte  auf  die  letztere,  so  schneiden  diese 
beziehungsweise  die  Tangenten  t^  und  ^g  in  deren  Berührungspunkten 
j^i  und  ^2- 

Die  Kichtigkeit  dieser  Construction  erhellt  direct  aus  den  Fun- 
damentaleigenschaften der  Parabel.  Denn  es  ist  Pa^p^  senkrecht  auf 
Fa^^i  und  Fa^  =  a-^Tt^^  folglich  auch  Fp^  —  Pi^ii  und  somit  p^ 
ein  Punkt  der  Parabel.  Aus  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  i^:7r, ^, 
folgt  ferner  auch,  dass  ^  Fp^a^  =  ^  Tt^Pi  a^  sei,  und  dass  daher 
Pa^Pi  eine  Tangente  der  Parabel  im  Punkte jp^  sei.  Das  gleiche 
gilt  bezüglich  der  Tangente  t^^  und  deren  Berührungspunkt  p^. 

Gleichzeitig  wird  hierdurch  auch  die  bekannte  Eigenschaft  der 
Parabel  bewiesen,  dass  jede  ihrer  Tangenten  t  auf  jener  Geraden 
senkrecht  stehe,  welche  den  Schnittpunkt  dieser  Tangente^ 
und  der  Scheiteltangente  T  mit  dem  Brennpunkte  i^  ver- 
bindet. Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  auch  die  nachstehende  Con- 
struction. 

§.  581. 

209.  Aufgäbe.  Parallel  zu  einer  Greraden  ist  an  eine  durch  den 
Brennpunkt  und  Scheiteltangente  gegebene  Parabel  eine  Tangente 
zu  ziehen. 

Ist  F  (Taf.  XXVIII,  Fig.  186)  der  Brennpunkt,  T  die  Scheitel- 
tangente der  Parabel  und  g  die  gegebene  Gerade,  so  hat  man,  der 
oben  angeführten  Eigenschaft  gemäß,  auf  g  eine  Senkrechte  l  aus 
dem  Brennpunkte  zu  fällen,  den  Schnittpunkt  a  mit  der  Scheiteltan- 
gente T  zu  bestimmen  und  durch  denselben  die  verlangte  Tangente  t 
parallel  zu  g  zu  führen. 

Der  Berührungspunkt  j9  dieser  Tangente  wird  bestimmt,  indem 
man  auf  l  eine  der  Strecke  Fa  gleiche  Strecke  von  a  aus,  nach  an 
aufträgt  und  die  Gerade  i5  mit  der  aus  tc  auf  die  Scheiteltangente  T 
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gefällten  Senkrechten  7t p  zum  Schnitte  bringt.  Denn,  nachdem 
7im=iAF,  ist  7t  ein  Punkt  der  Directrix  D,  und  da  7tp^=^pF, 
wird  durch  p  ein  Punkt  der  Parabel  bestimmt. 

Diese  Hilfsconstructionen  werden  genügen,  um  bei  den  nun  folgen- 
den Constructionsaufgaben,  bezüglich  des  Kotationsparaboloides, 
mannigfache  Vereinfachungen  in  der  Durchführung  zu  ermöglichen. 

Wir  setzen  diesfalls  wieder  voraus,  dass  die  Rotationsachse  auf 
der  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehe,  oder  dass,  wenn 
diese  nicht  unmittelbar,  als  eine  auf  der  einen  oder  anderen  Projections- 
ebene senkrechte  Gerade  gegeben  wäre,  dieselbe  durch  entsprechende 
Transformation  der  Projectionsebenen  in  eine  solche  Lage  gebracht 
worden  sei.  —  Dort  wo  irgend  eine  andere  Lage  der  Eotationsachse 
vorausgesetzt  werden  sollte,  wird  dieses  ausdrücklich  hervorgehoben 
werden.  Die  Hauptmeridianparabel  sei  immer  durch  den  Brenn- 
punkt und  die  Directrix  gegeben.  Um  allfallsige  Wiederholungen  im 
Texte  zu  vermeiden,  nehmen  wir  nunmehr  ein  für  allemal  an,  dass 
auch  die  Scheiteltangente  der  Hauptmeridianparabel  constructiv  be- 
stimmt vorliege. 

Selbstverständlich  wird  die  Directrix  der  Meridianparabel  gleich- 
zeitig auch  die  Verticaltrace  der  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallelen  Directrixebene  des  Paraboloides  darstellen,  und  ebenso  wird 
die  Scheiteltangente  gleichzeitig  die  Verticaltrace  der  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Scheiteltangentialebene  des  Paraboloides 
repräsentieren. 

Weiters  stellt  die  Hauptmeridianparabel  die  verticale  Conto ur 
der  Fläche  dar ;  eine  horizontale  Contour  des  Paraboloides  existiert  im 
Grunde  genommen  nicht,  da  es  keine  zur  Rotationsachse  parallelen 
Tangenten  des  Paraboloides  gibt. 

§.  582. 

210,  Aufgabe,  Die  verticale  Projection  eines  Punktes  auf  dem 
Rotationsparaboloide  ist  gegeben;  es  ist  dessen  horizontale  Projection. 
constructiv  zu  bestimmen. 

Die  Rotationsachse  sei  {Z,  Z')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  187) ;  F  stelle 
den  Brennpunkt,  D  die  Directrix  der  Hauptmeridianparabel  und  a  die^ 
gegebene  Verticalprojection  eines  Punktes  der  Fläche  dar. 

Die  durch  a  zur  Grundlinie  parallel  geführte  Gerade  e^  kann  als 
die  Verticaltrace  einer  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen, 
also  zur  Rotationsachse  senkrechten  Ebene  aufgefasst  werden.  Die  be- 
besagte Ebene  e^  wird  das  Paraboloid  in  einem  Parallelkreise  (jr,  ;r') 

Peschka,  Dar^^Jl^^de  u.  projectiye  ßeometrie.  III.  37 
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schneiden,  welcher  nothwendig  auch  den  zu  bestimmenden,  der  Fläche 
angehörenden  Punkt  (a,  a')  enthalten  muss.  Der  Durchmesser  dieses 
Parallelkreises  erscheint  in  seiner  wahren  Größe  als  jene  Sehne  des 
Hauptmeridians,  welche  von  der  Geraden  e^  gebildet  wird. 

Wir  haben  demnach  vorerst  (nach  Aufgabe  206)  die  Schnitt- 
punkte a  und  j3  der  Hauptmeridianparabel  mit  der  Geraden  e^  zu  be- 
stimmen, um  in  a/3  den  Durchmesser  des  genannten  Parallelkreises 
(tt,  3i')  zu  erhalten.  Die  Horizontalprojection  dieses  Parallelkreises  ist 
ein  Kreis  ä'  mit  Z'  als  Mittelpunkt  und  \a^  als  Eadius. 

Die  Horizontalprojection  a*  des  durch  seine  Verticalprojection  a 
gegebenen  Flächenpunktes  (a,  a')  liegt  auf  dem  Kreise  ii*  und  kann 
offenbar  jeder  der  beiden  Punkte  a*  und  a\ ,  in  welchem  die  durch 
a  zur  Grundlinie  X  senkrecht  gezogene  Gerade  den  Kreis  it*  trifft, 
als  die  Horizontalprojection  des  genannten  Flächenpunktes  betrachtet 
werden. 

§.  583. 

211.  Aufgabe.  Aus  der  gegebenen  Horizontalprojection  eines 
Punktes  des  Rotationsparaboloides  ist  dessen  Verticalprojection  ab- 
zuleiten. 

Ist  y  (Taf.  XXVIII,  Fig.  187)  die  gegebene  Horizontalprojection 
des  Punktes,  so  beschreiben  wir  aus  dem  Mittelpunkte  Z'  einen  durch 
y  gehenden  Kreis  cf*^  um  hiedurch  sofort  die  Horizontalprojection  des 
durch  den  Punkt  (&,  V)  gehenden  Parallelkreises  des  Eotationspara- 
boloides  dargestellt  zu  erhalten. 

Betrachten  wir  einen  der  beiden  Schnittpunkte  dieses  Parallel- 
kreises 9'  mit  der  Hauptmeridianebene  ifiu^  etwa  den  Punkt  6'^.  Dieser 
Punkt  stellt  die  Horizontalprojection  desjenigen  Punktes  (ö,  ^')  des 
Parallelkreises  (9?,  9?')  dar,  welcher  gleichzeitig  auch  der  Hauptmeridian- 
parabel angehört. 

Die  verticale  Projection  h^  dieses  Punktes  ist  daher  der  Schnitt- 
punkt der  Meridianparabel  mit  der  durch  V^  senkrecht  zur  Grundlinie 
gezogenen  Geraden,  und  kann  nun  einfach,  wie  folgt,  bestimmt  werden. 
Man  verbindet  den  Schnittpunkt  /3  der  zur  Grundlinie  senkrechten 
Geraden  und  der  Directrix  D  mit  dem  Brennpunkte  F^  zieht  im  Hal- 
bierungspunkte n  der  Strecke  ^  F  eine  Senkrechte  a  zu  derselben  und 
erhält  im  Schnitte  von  a  mit  &'„  ß  bereits  den  obverlangten  Punkt  Iq  ; 
denn  \ß  =  b^F,  und  somit  \  ein  Punkt  der  Meridianparabel. 

Die  durch  b^^  parallel  zur  Grundlinie  gezogene  Gerade  repräsentiert 
sodann  die  Verticalprojection  9?  des  Parallelkreises  (g?,  9')  und  folglich 
ihr  Schnitt  mit  der  durch  6'  zur  Grundlinie  senkrecht  geführten  Ge- 
raden, die  Verticalprojection  i  des  gesuchten  Flächenpunktes  (&,&')• 
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Dass  in  diesem  Falle  der  gegebenen  Horizontalprojection  h\ 
nicht  wie  im  früheren  Falle  zwei  Punkte  der  Fläche  entsprechen,  ist 
leicht  erklärlich,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  durch  &'  gehende 
horizontal-projicierende,  also  zur  Drehachse  parallele  Gerade  den  un- 
endlich fernen  Punkt  des  Paraboloides  enthält  und  mit  dem  letzteren 
daher  nur  noch  einen  einzigen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  gemein 
haben  kann. 

§.  584. 

212,  Aufgabe,  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  fteraden  mit 
einem  Rotationsparaboloide  unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmen, 
dass  die  Gerade  mit  der  Rotationsachse  einen  Punkt  gemein  hat. 

Die  gegebene  Gerade,  welche  die  Rotationsachse  {Z,Z')  in  dem 
Punkte  (s,s')  schneiden  möge,  sei  (g,g')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  188). 

Die  durch  die  Gerade  {g,g')  gelegte  horizontal-projicierende  Ebene 
Fh  ist  auf  Grund  der  gegebenen  Bestimmungsstücke  im  vorliegenden 
Falle  eine  Meridianebene  des  Paraboloides.  Die  gestellte  Aufgabe 
reduciert  sich  somit  auf  jene:  die  Schnittpunkte  der  Geraden  {g,g^) 
mit  der  in   der  Ebene  P„  liegenden  Meridianparabel  zu  construieren. 

Um  diese  Construction  einfach  zu  bewerkstelligen,  drehen  wir 
die  Ebene  PhPv  um  die  Rotationsachse  {2jZ)  in  die  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallele  Lage.  Hiedurch  erreichen  wir,  dass  der  in 
der  Ebene  Fh  liegende  Meridian  nach  vollbrachter  Drehung  mit  dem 
Hauptmeridiane  zusammenfällt  und  die  Gerade  g  in  die  Lage  ^^  gelangt. 
Die  Schnittpunkte  von  ^^  mit  der  Hauptmeridianparabel  werden  offenbar 
die  gedrehten  Schnittpunkte  der  Geraden  [g,  g')  darstellen. 

Bestimmen  wir  nun  die  gemeinsamen  Punkte  p^y^  und  p%  der 
Geraden  g^  mit  dem  Hauptmeridiane,  durch  Zuhilfenahme  der  in  Auf- 
gabe 206)  gegebenen  Methode,  und  führen  wir  dieselben  durch  Drehung 
um  {ZjZ)  in  die  Ebene  Ph  nach  {p^^ p\)  und  (^Pq^p'^)  zurück,  so 
stellen  bereits  (jPi,  p\)  und  (p<i,p\)  die  gesuchten  Schnittpunkte  dar. 

§.  585. 

213.  Aufgabe.  Es  ist  der  Scknitt  einer  Ebene  E„Eh  mit  einem 
Rotationsparaboloide  direct  durch  die  Achsen  der  Scbnittflgur  dar- 
zustellen. 

Vor  allem  construieren  wir  die  zu  dieser  Ebene  E^Eh  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  189)  senkrechte  Meridianebene  PvPh*  Diese  letztere  ist  für  das 
Paraboloid  sowohl,  als  auch  für  die  schneidende  Ebene  E  eine  Sym- 
metrieebene, und  wird  mithin  das  Gleiche  auch  für  die  zu  suchende 
Schnittcurve  beider  sein  müssen, 

37* 
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Die  Sclinittgerade  (s,  s')  der  'Ethene  E^Eh  mit  der  Meridian  ebene 
P^Ph  wird  folglich  eine  Achse  des  gesuchten  Kegelschnittes  dar- 
stellen. 

Die  Endpunkte  (a,  a')  und  {b,  &')  dieser  Achse  sind  demnach  die 
Schnittpunkte  von  (s,  s')  mit  dem  Paraboloide,  und  können,  wie  in 
der  vorhergehenden  Aufgabe  vermittelst  der  Drehung  der  Meridian- 
ebene Pv  Ph  um  {Z,  Z')  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele 
Lage  bestimmt  werden. 

Die  zweite  Achse  dieses  Kegelschnittes  ist  jene  Gerade  (e,  £')^ 
welche  durch  den  Mittelpunkt  {p,o^)  von  (a&,  a'&')  senkrecht  zu  der 
Achse  (s,  s')?  daher  parallel  zur  Trace  Eh  gezogen  wird. 

Es  handelt  sich  somit  bloß  um  die  Bestimmung  der  Endpunkte 
(c,  &)  und  (dy  d')  dieser  Achse.  Durch  den  Satz  343)  wurde  fest- 
gestellt, dass  die  horizontale  Projection  jedes  ebenen  Schnittes 
des  Kotationsparaboloides  ein  Kreis  sei  (da  wir  die  Eotationsachse 
horizontal -projicierend  voraussetzen).  Es  muss  daher  die  horizontale 
Projection  a'&'  der  vorher  gefundenen  Achse  (5,5')  einen  Durchmesser 
dieses  Kreises  darstellen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  horizontale 
Projection  des  zu  bestimmenden  Schnittes  ist  der  über  a*h*  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  K*.  Dieser  bestimmt  aber  sofort  auch  auf 
der  zweiten  Achse  (£,6')  die  Endpunkte  (c,  c')  und  {d^d'),  womit  den 
Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprochen  ist. 

Diese  höchst  einfache  Bestimmung  der  Horizontalprojection  eines 
ebenen  Schnittes  des  Eotationsparaboloides  „als  Kreis"  findet  auch 
ihre  Verwendung  bei  der  Lösung  nachstehender  Probleme. 

§.  586. 

214:.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  Kotationspara- 
boloides mit  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Gerade  sei  {g,g')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  190).  Denken 
wir  uns  durch  {g>>g')  eine  vertical-projicierende  Ebene  P^  gelegt,  und 
den  Schnitt  derselben  mit  dem  Paraboloide  bestimmt. 

Die  eine  Achse  des  Schnittes  ist,  wie  wir  in  der  vorhergegangenen 
Aufgabe  gezeigt  haben,  die  Schnittgerade  der  schneidenden  Ebene  mit 
der  zu  ihr  senkrechten  Meridianebene  (im  vorliegenden  Falle  mit  der 
Hauptmeridianebene  i^ä),  ist  also  eine  Gerade,  deren  Verticalprojection 
durch  g  dargestellt  wird,  während  deren  Horizontalprojection  g\  mit 
Trace  rih  der  Hauptmeridianebene  zusammenfällt. 

Die  Endpunkte  (m,  m'),  (ti,  n')  dieser  Achse  werden,  als  Schnitt- 
punkte der  Geraden  g  mit  dem  Hauptmeridiane  {F^  D),  in  voller  Über- 
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einstimmung   mit  der  in  Aufgabe  206)   besprochenen   diesbezüglichen 
Lösung  bestimmt 

Die  horizontale  Projection  des  betreffenden  ebenen  Schnittes  ist 
demnach  der  über  m'^'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  K*.  Der 
letztgenannte  Kreis  K^  trifft  die  Gerade  g'  in  zwei  Punkten  a*  und  &', 
welche,  wie  an  und  für  sich  einleuchtend,  bereits  die  Horizontalpro- 
jectionen  der  verlangten  Schnittpunkte  darstellen.  Die  Verticalprojec- 
tionen  derselben  ergeben  sich  sofort  in  der  Geraden  g  als  die  Punkte 
a  und  Z>. 

§.  587. 

21h.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Punkte  eines  Rotations- 
paraboloides  ist  die  Tangentialebene  an  das  letztere  zu  construieren. 

Die  verticale  Projection  des  gegebenen  Berührungspunktes  sei  a 
(Taf.  XXVIII,  Fig.  191).  Denken  wir  uns  denselben  um  die  Rotations- 
achse (Z,  Z*)  so  lange  gedreht ,  bis  er  in  die  Hauptmeridianebene  riu 
fällt.  In  dieser  gedrehten  Lage  ist  dessen  verticale  Projection  a^  der 
Schnittpunkt  des  Hauptmeridians  mit  der  durch  a  parallel  zur  Grund- 
linfe  gezogenen  Geraden  aa„,  wobei  a^  nach  der  in  Aufgabe  206) 
angegebenen  Methode  ermittelt  wurde.  Die  Horizontalprojection  a\ 
von  a^  liegt  demgemäß  auf  der  Horizontaltrace  tiu  der  Hauptmeridian- 
ebene. Auf  dem  durch  a'^  gehenden  Kreise  %^  ergibt  sich  sodann  die 
zugehörige  Horizontalprojection  a*  von  a  als  der  Flächenpunkt  (a,a')- 

Denken  wir  uns  ferner  durch  (a,  a')  die  Meridianebene  P^  P^ 
gelegt,  so  wird  die  zu  bestimmende  Berührebene  (Satz  306)  auf  der- 
selben senkrecht  stehen.  Die  letztere  wird  nunmehr,  sobald  man  die 
Meridiantangente  im  Punkte  (a^  a')  kennt,  leicht  construiert  werden 
können.  Nachdem  bereits  gezeigt  wurde,  dass  sämmtliche  Meridiantan- 
genten in  den  Punkten  eines  und  desselben  Parallelkreises  die  Rota- 
tionsachse in  dem  nämlichen  Punkte  treffen  (Satz  305),  so  bestimmen 
wir  einfach  die  Tangente  t^  des  Hauptmeridians  im  Punkte  %  (auf 
elementare  Weise  durch  Halbierung  jenes  Winkels  Fa^a,  weichender 
Radiusvector  Fa^  mit  der  durch  a^  zur  Directrix  D  normalen  Geraden 
a^a  einschließt),  und  suchen  deren  Schnittpunkt  M  mit  der  Rota- 
tionsachse {Z,  Z'). 

Durch  diesen  letzterhaltenen  Punkt  wird  offenbar  die  Meridian - 
tangente  t  des  Punktes  a  gehen*  Nachdem  weiters  die  Horizontalpro- 
jection t'  dieser  Meridiantangente  mit  der  Horizontaltrace  P^  der  ent- 
sprechenden Meridianebene  P^Ph  zusammenfällt,  so  hat  man  bloß 
durch  (^,  ^')  die  zu  P^Ph  normale  Ebene  T^Th  zu  construieren,  um 
die  geforderte  Berührebene  T  dargestellt  zu  erhalten. 
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§.  588. 

216,  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  JE'i;^ö  ist  an 
ein  Rotationsparaböloid  eine  Berührebene  T^Th  zu  legen. 

Da  die  Meridianebene  des  Berührungspunktes  irgend  einer  Tan- 
gentialebene (Satz  306)  auf  dieser  letzteren,  also  auch  auf  jeder  zur 
Tangentialebene  parallelen  Ebene  senkrecht  steht,  so  ergibt  sich  im 
vorliegenden  Falle  die  besagte  Meridianebene  als  die  zu  E^Eu  (Taf. 
XXVIII,  Fig.  192)  senkrechte  Ebene  F^Ph. 

Auf  dem  in  dieser  Ebene  F^I^h  liegenden  Meridiane  muss  sich 
offenbar  auch  der  Berührungspunkt  der  zu  bestimmenden  Tangential- 
ebene vorfinden. 

Nachdem  ferner  die  Tangente  des  Meridians  im  Berührungs- 
punkte der  zu  suchenden  Tangentialebene  die  Schnittgerade  der  letz- 
teren mit  der  Meridianebene  F^Fh  ist,  so  muss  diese  Tangente  auch 
zu  der  Schnittgeraden  (5,s')  der  Ebene  E^Eh  mit  der  Meridianebene 
FvFh  parallel  sein. 

Hiernach  besteht  die  nunmehr  zu  lösende  Aufgabe  darin :  „an 
die  in  der  Meridianebene  F^Fh  gelegene  Meridianparabel,  parallel  zu 
der  Geraden  (s,  s')>  eiue  Tangente  zu  ziehen." 

Letzteres  bewerkstelligen  wir  folgendermaßen.  Wir  drehen  die 
Meridianebene  F^  Fu  sammt  der  Geraden  (s,  s')  um  die  Achse  (Z,  Z^) 
in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage.  Nach  vollführter 
Drehung  coincidiert  der  betreffende  Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane, 
während  die  Gerade  s  in  die  Lage  s^  gelangt. 

Bestimmen  wir  nun  nach  der  in  Aufgabe  208)  gegebenen  Con- 
struction  die  zu  s„  parallele  Tangente  t^  der  Hauptmeridianparabel, 
sowie  auch  deren  Berührungspunkt  p^.  Drehen  wir  hierauf  die  beiden 
eben  genannten  Stücke  in  die  Ebene  F^Fh  zurück,  so  erhalten  wir 
daselbst  die  zu  (s,  s')  parallele  Meridiantangente  {t,t^)  und  deren  Be- 
rührungspunkt {p,p*).  Legen  wir  endlich  durch  (^,  ^')  die  zur  Ebene 
FoFh  senkrechte  Ebene  T^3a,  so  stellt  diese  die  gesuchte,  zur  ge- 
gebenen Ebene  E^Eh  parallele  Tangentialebene,  und  der  Punkt  {p^p*^) 
deren  Berührungspunkt  dar. 

Nachdem  an  eine  Parabel  parallel  zu  einer  Geraden  nur  eine 
Tangente  gezogen  werden  kann,  so  besitzt  das  Eotationsparaboloid 
auch  nur  eine  einzige  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallele  Tangen- 
tialebene. 

§.  589. 

217.  Aufgabe.  An  ein  Rotationsparaböloid  sind  durch  eine  ge- 
gebene Gerade  die  möglichen  Tangentialebenen  zu  legen. 
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Die  gegebene  Gerade  sei  (g,g')  (Taf.  XXIX,  Fig.  193).  Um  die 
durch  diese  Gerade  gehenden  Berührebenen  der  vorliegenden  Eotations- 
fläche  in  möglichster  Einfachheit  construieren  zu  können,  wollen  wir 
noch  nachstehende  Betrachtung  vorausschicken. 

Es  wurde  nachgewiesen,  dass,  wenn  man  vom  Brennpunkte  F 
eines  Eotationsparaboloides  auf  eine  beliebige  Tangentialebene  T  ein 
Perpendikel  fällt,  der  Fußpunkt  desselben  stets  in  der  Scheiteltangen- 
tialebene Ta  des  Paraboloides  liegen  müsse. 

Hiernach  haben  wir  also  durch  die  gegebene  Gerade  (^,^')  eine 
Ebene  T  so  zu  legen,  dass  der  Pußpunkt  des  von  dem  Brennpunkte  F 
auf  dieselbe  gefällten  Perpendikels  in  der  Scheiteltangentialebene  liege. 

Diesbezüglich  ist  aus  vorhergegangenen  Erörtermigen  bekannt, 
dass  wenn  man  von  einem  Punkte  F  aus,  auf  alle  Ebenen  eines 
Büschels  g  (g  die  Achse  des  Büschels)  Perpendikel  fällt,  die  Fuß- 
punkte der  letzteren  auf  jenem  Kreise  K  liegen,  welcher  sich  in  der 
durch  F  zur  Achse  g  senkrechten  Ebene  e  befindet  und  die  Linie  Fs 
des  senkrechten  Abstandes  des  Punktes  F  von  der  Achse  g  zum  Durch- 
messer hat. 

Der  besagte  Kreis  K  wird  im  vorliegenden  Falle  die  Scheitel- 
tangentialebene Ta  in  zwei  Punkten  a^  und  o^^  schneiden,  welche  mit 
der  Geraden  g  verbunden,  Ebenen  T^  und  T^  liefern  werden,  die 
beziehungsweise  auf  a^F  und  a^F  senkrecht  stehen,  also  die  ge- 
suchten Tangentialebenen  repräsentieren. 

Führen  wir  also  zunächst  durch  den  Brennpunkt  {F^  F')  eine 
Ebene  e^eh  senkrecht  zu  der  gegebenen  Geraden  {g^g')  und  suchen  wir 
deren  Durchstoßpunkt  (5,5')  mit  der  letzteren,  sowie  ferner  die  Schnitt- 
gerade (Z,  V)  derselben  mit  der  Scheiteltangentialebene  I4.  Legen  wir 
hierauf  sowohl  die  Punkte  (F,F^)  und  (s,s'),  als  auch  die  Gerade  (l,V) 
um  die  Horizontaltrace  Ch  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach  F^ 
s^  und  Iq  um,  beschreiben  wir  ferner  über  F^s^^  als  Durchmesser  den 
Kreis  K^^,  und  führen  wir  schließlich  dessen  Schnittpunkte  a\  und 
a\  mit  der  Geraden  Iq  in  die  Projection  nach  (a^,  a\)  und  («3,  a\) 
zurück,  so  werden  die  beiden  Ebenen  T\  T\  und  T\  T\,  welche  durch 
die  gegebene  Gerade  {g,  g^)  und  beziehungsweise  durch  je  einen  der 
Punkte  (ö^i,ö&'i)  und  («21  ^'2)  bestimmt  sind,  den  vorhergehenden  Be- 
trachtungen zufolge,  die  gesuchten  Berührebenen  darstellen. 

Die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  sind  unschwer  zu  bestimmen. 
Tragen  wir  auf  der  zur  Berührebene  T^  T\  senkrechten  Geraden 
{Fa^^  F'a\)  die  Strecke  Fa^  nach  {7t^^  ^\)  auf  (was  direct  in  der 
Projection  geschehen  kann),  so  gehört  der  Punkt  {tv^,  %\)  offenbar  der 
Directrixebene  D  an.     Führen    wir    durch    den  so    erhaltenen   Punkt 
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(tc^j  7c\)  eine  Senkrechte  zur  Directrix  (dieselbe  wird  eine  horizontal- 
projicierende  Gerade  sein)  und  bestimmen  wir  den  Schnittpunkt  {PxA^'\) 
derselben  mit  der  Ebene  T\T\,  so  wird  hiedurch  ein  Punkt  dar- 
gestellt erscheinen,  welcher  von  den  beiden,  gegen  die  Ebene  T^  sym- 
metrisch gelegenen  Punkten  F^  und  7t^  den  gleichen  Abstand  hat 
und^  nachdem  p^7t^  auf  der  Directrixebene  D  senkrecht  steht,  auch 
den  gleichen  Abstand  von  der  letzteren  und  dem  Brennpunkte  F 
besitzt. 

Der  Punkt  {p^,p\)y  dessen  Horizontalprojection  offenbar  mit  7t\ 
zusammenfällt,  ist  daher  der  in  der  Berührebene  Tj  liegende  Punkt 
des  Eotationsparaboloides  und  kann  folglich  nur  der  gemeinsame 
Berührungspunkt  beider  sein. 

Vereinfachte  Construction  der  vorhergehenden 
A  u  fg  ab  e. 

Das  Umlegen  der  Punkte  JF,  s  und  der  Geraden  l  in  die  Pro- 
jectionsebene  kann  anstandslos  umgangen  werden. 

Durch  die  gestellten  Bedingungen  wird  nämlich  verlangt,  dass 
durch  die  Gerade  (//,  g')  eine  Ebene  T\  T\  derart  gelegt  werde,  dass 
der  Fußpunkt  («j,  a\)  des  von  dem  Brennpunkt  (i^,  /"")  auf  diese 
Ebene  T\  Tu  gefällten  Perpendikels  in  der  Scheiteltangentialebene  Ti 
liege.  Bezüglich  dieses  Fußpunktes  {a^,  a\)  fanden  wir^  dass  derselbe 
nothwendig  in  der  Geraden  (?,?')  liegen  müsse,  in  welcher  die  Scheitel- 
tangentialebene Ta  von  der  durch  den  Brennpunkt  {F,  F')  senkrecht 
zur  Geraden  {g,  g')  gelegten  Ebene  {e^  en)  geschnitten  wird. 

Nun  muss  aber  die  gesuchte  Ebene  7\  Tu  die  Scheiteltangential- 
ebene Ta  in  einer  Geraden  schneiden ,  welche  einerseits  durch  den 
Durchstoßpunkt  (z/,  z/')  der  letzteren  Ebene  mit  der  Geraden  (g^  g), 
andererseits  aber  auch  durch  den  fraglichen  Punkt  (a^,  a\)  geht. 

Weiters  muss  die  so  erhaltene  Gerade  {^a^,  ^'ct\)f  als  Schnitt 
der  Ebene  1\  mit  der  horizontal  liegenden  Scheiteltangentialebene  Ta 
parallel  zur  Horizontaltrace  T\  sein. 

Nachdem  aber  die  Ebene  T^  senkrecht  auf  der  Geraden  {Fa^,F^a\) 
steht,  ihre  Horizontaltrace  T\  also  und  mithin  auch  die  Horizontal- 
projection z/'a\  auf  der  Horizontalprojection  F^a\  des  Perpendikels 
{Fa^i  F'a\)  senkrecht  stehen  soll,  so  folgt  unmittelbar,  dass  sich  die 
horizontalen  Projectionen  a\  und  a'o  der  fraglichen  Punkte  als  Schnitt- 
punkte der  Geraden  V  mit  dem  über  z/'/^'  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreise  y^  ergeben  müssen. 

Die  Verticalprojectionen  a^  und  a^  können  nun  sofort  aus  a\ 
und  a'2  abgeleitet  und  in  der  Verticalprojection  l  bestimmt  werden. 
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Die  weiteren  Constructionen  sind   in  Übereinstimmung   mit   jenen  in 
der  vorhergegangenen  Lösungsweise  besprochenen  durchzuführen. 

§.  590, 

218.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berührungscurve  des  Rotations- 
paraboloides  mit  einem  demselben,  aus  einem  Punkte  außerhalb  um- 
schriebenen Kegel  zu  construieren. 

Der  gegebene  Kegelscheitel  sei  (P,  P')  (Taf.  XXIX,  Fig.  194). 
Die  durch  (P,  P')  gelegte  Meridianebene  F^Pn  ist,  nachdem  sie  das 
Paraboloid  symmetrisch  theilt,  auch  eine  Symmetrieebene  für  den 
Kegel  sowohl,  als  auch  für  dessen  Berührungscurve. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  Berührungs- 
curve auf  der  Meridianebene  F^Fh  senkrecht  steht  und  dieselbe  in 
einer  Achse  der  Berührungscurve  schneiden  müsse.  Die  Endpunkte 
dieser  Achse  können  offenbar  nur  die  in  der  Meridianebene  F^Fu 
liegenden  Punkte  der  Berührungscurve,  d.  i.  die  Berührungspunkte 
der  von  (P,  P')  aus  an  die  in  dieser  Meridianebene  liegende  Meridian- 
parabel gezogenen  Tangenten  sein. 

Diese  Berührungspunkte  construieren  wir  wie  folgt.  Wir  drehen 
die  Meridianebene  F^  Fh  um  die  Achse  {Z,  Z*)  in  die  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallele  Lage,  wobei  der  Meridian  derselben  zur 
Coincidenz  mit  dem  Hauptmeridiane  und  der  Punkt  P  nach  F^ 
gelangt. 

Von  Po  aus  führen  wir  an  die  Hauptmeridianparabel  die  Tan- 
genten t^^  und  t^Q  und  bestimmen  deren  Berührungspunkte  a,^  und  ?>o 
auf  die  in  Aufgabe  207)  besprochene  Weise.  Dreht  man  diese  Punkte 
a^  und  &o  in  die  Ebene  F^Fi,  nach  (a,  a')  und  (&,  V)  zurück,  so 
repräsentieren  die  letzterhaltenen  Punkte  bereits  die  Berührungs- 
punkte der  von  (P,  P')  aus  an  den  in  F^  Fh  liegenden  Meridian  ge- 
zogenen Tangenten,  und  daher,  wie  früher  gezeigt  wurde,  deren  Ver- 
bindungsgerade (ab,  a'&')  eine  Achse  der  Berührungscurve. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  P^Pa  ist  sodann  diejenige, 
welche  durch  die  Gerade  (a&,  a'&')  senkrecht  zu  der  Meridianebene 
FvFh  gelegt  wird. 

Die  horizontale  Projection  der  Berührungscurve  ist,  wie  wir 
bereits  bei  Lösung  der  Aufgabe  212)  gefunden  haben,  der  über  a'?>' 
als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  X',  vermittelst  dessen  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  die   zweite   Achse  derselben  bestimmt  werden  kann. 

Die  vorstehende  Aufgabe,  beziehungsweise  deren  eben  durch- 
geführte graphische  Lösung  schließt  alle  möglichen  Fälle  der   unbe- 
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stimmten  Aufgabe:  „durch  einen  Punkt  {P,  P^)  außerhalb  an 
ein  Kotationsparaboloid  eine  Berührebene  zu  legen",  in 
sich,  indem  jeder  Punkt  der  eben  construierten  Berührungscurve  den 
Berührungspunkt  einer  Ebene,  die  durch  den  gegebenen  Punkt  (P,P') 
,  geht,  darstellt. 

§.  591. 

219.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines,  einem  Rotations- 
paraboloide  umschriebenen  Kegels  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene  zu  bestimmen. 

Oder  mit  anderen  Worten: 

Es  ist  der  Schlagschatten  eines  Rotation sparaboloides  auf  die 
horizontale  Projectionsebene  bei  centraler  Beleuchtung  zu  con- 
struieren. 

Der  Scheitel  des  dem  Paraboloide  umschriebenen  Kegels  sei 
(P,  P')  (Taf.  XXIX,  Fig.  195). 

Bestimmen  wir  zwei  Punkte  jenes  Kegelschnittes,  welcher  sicli 
als  Schnitt  des  dem  Paraboloide  umschriebenen  Kegels  mit  der  hori- 
zontalen Projectionsebene  ergibt,  und  wählen  diesbezüglich  der  Ein- 
fachheit wegen  die  Horizontaldurchstoßpunkte  derjenigen  Kegelerzea- 
genden, welche  in  der  durch  den  Punkt  (P,  P')  gehenden  Meridian- 
ebene PvPh  liegen,  d.  h.  die  horizontalen  Durchstoßpunkte  der  von 
dem  Kegelscheitel  (P,  P')  an  den  in  der  Ebene  P^  Ph  liegenden 
Meridian  gezogenen  Tangenten. 

Dreht  man  sodaun  die  Meridianebene  PvPh  rtiit  dem  Kegel- 
scheitel (P,  P')  um  (Z,  Z')  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Lage,  wobei  P  nach  P„  gelangt,  so  stellen  sich  die  vor- 
genannten Meridiantangenten  als  die  Tangenten  t^^^  und  ^%  von  P^ 
aus  an  die  Hauptmeridianparabel  dar.  Dieselben  können  nach  der  in 
Aufgabe  207)  angegebenen  Methode  construiert  werden.  Führt  man 
deren  horizontale  Durchstoßpunkte  (a,,,  a'^,)  und  (6^,  6'^)  in  die  Ebene 
PvPh  nach  {a,  a')  und  (&,  6')  zurück,  so  erhält  man  die  beiden  ver- 
langten Punkte  des  zu  bestimmenden  Kegelschnittes. 

Bestimmt  man  ferner  die  Horizontalspur  {fx^f\)  jener  Geraden, 
welche  den  Kegelscheitel  (P,  P')  mit  dem  Scheitel  (J.,  A')  des  Rota- 
tionsparaboloides  verbindet,  so  wird  (nach  Satz  345),  der  so  erhaltene 
Punkt  f\  den  einen,  und  die  horizontale  Projection  P^  =  f\  den  zweiten 
Brennpunkt  des  gesuchten  Kegelschnittes  darstellen. 

Berücksichtigt  man  endlich  noch,  dass  die  Gerade  (PJ.,  P'^') 
sowohl,  als  auch  die  durch  den  Kegelscheitel  gehende  horizontal-pro- 
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jicierende  Gerade  in  der  Meridianebene  Fv^h  liegen,  die  vier  Punkte 
f\i  f\^  ^'  und  &'  also  in  die  nämliche  Gerade  P/^  fallen,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  a'  und  h*  gleichzeitig  die  Endpunkte  der  einen  Achse 
des  gesuchten  Kegelschnittes  darstellen.  Die  andere  Achse  &d*  kann 
mittelst  der  Brennpunkte  f\  und  f  o  leicht  abgeleitet  werden. 

§.  592. 

2^0.  Aufgabe.  Die  Berülirungscurve  eines  dem  Rotationspara- 
boloide  umscliriebenen  Cylinders  ist  zu  construieren. 

Da  die  Berührungscurve  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
derselben  umschriebenen  Cylinder  jedesmal  ein  Diametralschnitt  ist, 
beim  Paraboloide  aber  die  sämmtlichen  Diametralebenen  zur  Rotations- 
achse parallel  sind,  so  gelangen  wir  folgerichtig  zu  dem  Schlüsse, 
dass  die  Ebene  der  Berührungscurve  diesfalls  eine  horizontal-proji- 
cierende  sein  werde,  und  dass  weiters  die  Berührungscurve,  als  Schnitt 
dieser  Ebene  mit  dem  Paraboloide,  nothwendig  eine  Parabel  sein  müsse, 
deren  Achse  zu  der  Rotationsachse  parallel  ist. 

Die  Richtung  der  Erzeugenden  des  umschriebenen  Cylinders  sei 
durch  {g,g*)  (Taf.  XXIX,  Fig.  196)  dargestellt.  Wir  wählen  diese  Gerade 
gleich  von  vornherein  derart,  dass  sie  einen  Punkt  (s,  s')  mit  der 
Rotationsachse  gemein  hat. 

Legen  wir  durch  die  Gerade  (^,  g*)  die  Meridianebene  P»  P^, 
so  wird  dieselbe,  nachdem  sie  einerseits  zu  den  Cylindererzeu- 
genden  parallel  ist  und  andererseits  eine  Symmetrieebene  des  Para- 
boloides  darstellt,  auch  eine  Symmetrieebene  für  den  umschriebenen 
Cylinder  sowohl,  als  auch  für  dessen  Berührungscurve  repräsentieren. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  Berührungscurve  auf 
der  Meridianebene  T^Ty,  senkrecht  stehe,  und  dass  deren  Schnitt  mit 
dieser  Ebene  die  Achse  der  Berührungsparabel  darstelle. 

Nachdem  aber  die  Ebene  der  Berührungscurve  auch  auf  der 
horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  steht,  so  wird  dieselbe  ins- 
besondere eine  horizontal  -  projicierende  Ebene  sein  müssen,  deren 
Horizontaltrace  Bu  zu  der  Horizontaltrace  P/,  der  genannten  Meridian- 
ebene senkrecht  ist. 

Behufs  Bestimmung  der  besagten  Ebene  wird  daher  die  Kenntnis 
eines  einzigen  Punktes  der  Berührungscurve  hinreichen.  Als  einen 
dieser  Punkte  kann  man  direct  den  Berührungspunkt  der  in  der 
Meridianebene  T,>Th  liegenden  Cylindererzeugenden,  d.  i.  den  Berüh- 
rungspunkt jener  Tangente  betrachten,  welche  an  den  in  der  Ebene 
F,Tk  liegenden  Meridian,  parallel  zur  Geraden  (g,  g'),  gezogen  werden 
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kann.  Derselbe  ergibt  sich  sogleich,  wenn  wir  die  Ebene  F^Fk  mit 
der  in  ihr  liegenden  Geraden  {g,  ^'),  durch  Drehung  um  die  Achse 
(Z,  Z'),  in  eine  zur  Bildebene  parallele  Lage  bringen,  sodann  parallel 
zu  der  gedrehten  Geraden  g^  (nach  Aufgabe  208)  an  die  Hauptmeridian- 
parabel die  Tangente  t^  ziehen  und  deren  Berührungspunkt  p^  in  die 
Ebene  F^Fh  nach  {p^p')  zurückdrehen. 

Legen  wir  durch  den  so  erhaltenen  Punkt  (p,  p*)  die  horizontal- 
projicierende  Ebene  B^B^j  deren  Horizontal trace  Bh  auf  der  Hori- 
zontaltrace  Fh  der  Meridianebene  F^  Fu  senkrecht  steht,  so  stellt  diese 
Ebene  B^Bu,  den  gepflogenen  Erörterungen  gemäß,  die  Ebene  der 
Berührungscurve  dar. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  eine  Parabel,  deren  Achse  die 
Schnittgerade  (x^x^)  der  Ebenen  F^Fh  und  B^Bu  ist. 

Nachdem  der  Punkt  (p,  p')  der  Berührungscurve  auf  der  eben 
erwähnten  Schnittgeraden  liegt  (wie  auch  schon  aus  dessen  Construc- 
tion  zu  entnehmen  ist),  so  stellt  derselbe  gleichzeitig  den  Scheitel  der 
Berührungsparabel  dar. 

Die  letztere  wird  mithin  vollständig  bestimmt  sein,  wenn  man 
noch  einen  ihrer  Punkte  kennt.  Als  solchen  wollen  wir  den  Schnitt- 
punkt derselben  mit  der  Hauptmeridianebene  feststellen. 

Die  Ebene  B^Bh  der  Berührungsparabel  schneidet  die  Haupt- 
meridianebene rih  in  der  horizontal-projicierenden  Geraden  {p^  0"). 
Bestimmen  wir  'den  Schnittpunkt  (tc,  tc')  der  letztgenannten  Geraden 
mit  dem  Hauptmeridiane,  indem  wir  in  dem  Mittelpunkte  ^i  der 
Strecke  F^  {/l  ist  der  Schnittpunkt  der  oberwähnten  Geraden  a  mit 
der  Directrix  D  der  Hauptmeridianparabel)  eine  Senkrechte  t  auf  FJ 
fällen  und  diese  mit  a  in  dem  gesuchten  Punkte  {tc^  tc^)  zum  Schnitte 
bringen. 

Selbstverständlich  repräsentiert  dieser  Punkt  {7t,'7t')  den  der 
Berührungsparabel  und  der  Hauptmeridianparabel  gemeinschaftlichen 
Punkt.  Die  vorgenannte  Gerade  tc^i  ist  somit  die  Tangente  des 
Hauptmeridians  in  dem  genannten  Punkte  tc^  also  gleichzeitig  auch 
die  Verticaltrace  der  vertical-projicierenden  Berührungsebene  des  Para- 
boloides  im  Punkte  (:r,  7t'), 

Es  ist  somit  auch  klar  gelegt,  dass  die  Schnittgerade  diesei- 
Berührebene  mit  der  Ebene  B^Bh,  d.  i.  jene  Gerade,  deren  Vertical- 
projection  7t ^i  und  deren  horizontale  Projection  Bh  ist,  die  Tangente 
der  Berührungsparabel  in  dem  Punkte  (r/r,  ^')  darstelle. 

Mit  Zuhilfenahme  dieser  Tangente  lassen  sich  nun  auch  an- 
standslos die  Projectionen  des  Brennpunktes  der  Berührungsparabel 
construieren. 
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Ziehen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Scheiteltangente  der  Parabel^ 
d»  i.  die  durch  (^,  p')  gehende  horizontale  Gerade  (r,  r')  in  der  Ebene 
BvBh  und  berücksichtigen  wir  hierbei,  dass,  wenn  man  von  dem 
Schnittpunkte  {a,  «')  derselben  mit  der  Parabeltangente  {rt^t,  Bh) 
eine  Senkrechte  auf  die  letztere  (selbstverständlich  in  der  Ebene  By  Bh) 
führt,  diese  die  Achse  (^,  x')  in  dem  Brennpunkte  (/*,  f)  trifft,  so  hat 
man  offenbar  bloß  den  Schnitt  der  Achse  {x^  x^)  mit  der  durch  den 
Punkt  (a,  et')  gehenden,  zur  Geraden  (TT/tf,  Bh)  senkrechten  Ebene  a»  sn 
zu  bestimmen,  um  dadurch  gleichzeitig  auch  den  gesuchten  Brenn- 
punkt (f,  /*')  zu  erhalten. 

Die  Berührungsparabel  ist  somit  durch  ihre  Hauptstücke,  d.  i. 
durch  die  Achse  {x,  x') ,  den  Scheitel  (^,  ^')  und  den  Brennpunkt 
(f,  f)  dargestellt,  womit  das  gestellte  Problem  gelöst  erscheint. 

§.  593. 

221,  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  eines  dem  Rotationsparaboloide 
umschriebenen  Oylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  zu 
bestimmen. 

Oder  was  dasselbe  aussagt: 

Es  ist  für  parallele  Beleuchtung  der  Schlagschatten  eines 
Rotationsparaboloides  auf  die  horizontale  Projectionsebene  zu  er- 
mitteln. 

Die  Eichtung  der  Cylindererzeugenden  sei  (g,  g')  (Taf.  XXIX, 
Fig.  197).  Der  dem  Rotationsparaboloide  parallel  zur  Geraden  {g,g') 
umschriebene  Cylinder  berührt  dasselbe,  wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  gefunden  wurde,  längs  einer  Parabel.  Der  besagte  Cylinder 
ist  mithin  ein  parabolischer;  der  gesuchte  Schnitt  desselben  mit  der 
horizontalen  Projectionsebene  wird  daher  eine  Parabel  sein. 

Die  zur  Geraden  (gr,  g')  parallele  Meridianebene  P»  Bh  ist  eine 
Symmetrieebene  des  Paraboloides,  folglich  auch  eine  Symmetrieebene 
des  parallel  zu  {g^  g')  umschriebenen  Cylinders.  Da  dieselbe  aber 
überdies  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  steht,  so  ist  ihre 
horizontale  Trace  Pa  gleichzeitig  eine  Symmetriegerade  für  den  Schnitt 
des  Cylinders  und  wird  somit  als  solche  die  Achse  der  gesuchten 
Parabel  repräsentieren. 

Weiters  wird  es  sich  noch  um  die  Feststellung  des  Scheitels  und 
des  Brennpunktes  dieser  Parabel  auf  Pa  handeln.  Der  Brennpunkt 
ist,  wie  aus  Satz  345)  folgt,  der  horizontale  Durchstoßpunkt  f  der 
durch  den  Scheitel  {A,  A*)  des  Paraboloides  parallel  zu  {g,  g')  gezo- 
genen Geraden. 
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Der  Scheitel  a'  hingegen  wird  o£Fenbar  durch  den  horizontalen 
Durchstoßpunkt  der  in  der  Ebene  P«  Pa  liegenden  Cylindererzeugenden, 
d.  h.  durch  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  der  zu  {g^g')  parallelen 
Tangente  des  in  der  Ebene  Pt,  Fn  liegenden  Meridians  dargestellt.  Der 
besagte  Durchstoßpunkt  a'  kann  unmittelbar  durch  Drehung  der  Ebene 
P„  Ph  um  die  Achse  (Z,  Z*)  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Lage  erhalten  werden. 

Die  gesuchte  Horizontaltrace  des  umschriebenen  Cylinders  ist 
demnach  eine  Parabel,  welche  durch  ihre  Achse,  durch  ihren  Scheitel 
a'  und  ihren  Brennpunkt  f  vollkommen  bestimmt  ist  und  daher  aus 
diesen  Bestimmungsstücken  anstandslos  construiert  werden  kann. 

Die  eben  entwickelte  Construction  bietet  zugleich  ein  Mittel,  ein 
bereits  besprochenes  Problem  einer  einfacheren  Lösung  zuzuführen. 

§.  594. 

222.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  (^,^0  sind  an  ein 
Rotationsparaboloid  die  möglichen  Tangentialebenen  zu  legen  und 
deren  Berührungspunkte  zu  construieren. 

Wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  bestimmen  wir  auch  diesfalls 
zunächst  den  Scheitel  a'  und  den  Brennpunkt  f  jener  Parabel,  in  welcher 
der  dem  Paraboloide  parallel  zur  Geraden  {g,g')  (Taf.  XXIX,  Fig.  197) 
umschriebene  Cylinder  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet. 

Auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen  ist  bekannt,  dass  jede 
Berübrebene  des  umschriebenen  Cylinders  auch  das  Rotationsparaboloid 
in  einem  Punkte  berührt,  welcher  der  Berührungscurve  des  ersteren 
angehört.  Die  verlangten  Berührebenen  werden  daher  gleichzeitig  auch 
die  durch  die  Gerade  {g^g*}  an  den  umschriebenen  Cylinder  gelegten 
Tangentialebenen  darstellen  und  ihre  Horizontaltracen  mithin  diejenigen 
Tangenten  T\  und  'Ph  sein,  welche  durch  den  horizontalen  Durch- 
stoßpunkt d'  der  Geraden  {g,g')  an  die  Parabel  {a\f)  gezogen  werden 
können. 

Die  besagten  Tangenten  T^  und  T\  sowie  ihre  Berührungs- 
punkte 7i\  und  n'-i  niit  der  Parabel  bestimmen  wir  einfach  mit  Zu- 
grundelegung der  Aufgabe  208).  Da  die  zu  bestimmenden  Berühr- 
ebenen durch  die  Gerade  {g^g')  gehen  sollen,  so  sind  nunmehr  auch 
deren  Verticaltracen  T^  und  T^  leicht  zu  construieren. 

Es  erübrigt  noch  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  mit  dem 
Paraboloide  zu  ermitteln.   Dies  vollführen  wir  in  nachstehender  Weise. 

Zieht  man  durch  den  Punkt  K  :7r'),  in  welchem  die  Parabel 
(a',f)  von  TV,  berührt  wird,  die  Gerade  {g^,g*x}  parallel  zu  den  Cy- 
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lindererzeugeuden ,  d.  i.  parallel  zu  {g,g')y  so  stellt  diese  Gerade  jene 
Cylindererzeugende  dar,  längs  welcher  die  Ebene  T^  T\  den  Cylinder 
berührt.  Auf  dieser  Geraden  muss  offenbar  auch  der  Berührungspunkt 
der  Ebene  T^  T\  mit  dem  Paraboloide  liegen.  Der  bezeichnete  Berüh- 
rungspunkt ist  nämlich  einerseits  der  Schnittpunkt  von  {g^,g\)  mit  der 
Berührungscurve  des  Cylinders.  Da  aber  andererseits  der  gesuchte 
Berührungspunkt  auch  in  der  zur  Ebene  T^^  T\  senkrechten  Meridian- 
ebene F\P\  liegt,  so  wird  derselbe  durch  den  Schnittpunkt  (^j,  p',) 
der  letzteren  mit  der  Geraden  {gi^  g\)  dargestellt  und  bestimmt  er- 
scheinen.    Das  Gleiche  gilt  in  Bezug  auf  die  Ebene  T\  T\. 

§.  595. 

228.  Aufgabe.  Es  sind  die  Contouren  eines  Rotationsparaboloides 
unter  der  Voraussetzung  zu  construieren ,  dass  die  Rotationsachse 
sowohl  gegen  die  verticale,  als  auch  gegen  die  horizontale  Projections- 
ebene  geneigt  ist;  das  Paraholoid  ist  durch  die  Projectionen  seines 
Scheitels  und  seines  Brennpunktes  gegeben. 

Die  Projectionen  der  Rotationsachse  seien  durch  {Z^Z^)  (Tafel 
XXIX,  Fig.  198)  dargestellt;  auf  denselben  ist  der  Scheitel  {AyA') 
und  der  Brennpunkt  {F,F*)  des  Rotationsparaboloides  gegeben. 

Construieren  wir  die  Scheiteltangentialebene  des  Paraboloides, 
d.  i.  die  Ebene  T^Tl  welche  durch  {A,A')  senkrecht  zur  Achse  {Z,Z') 
geführt  wird;  legen  wir  ferner  durch  den  Brennpunkt  (F^F')  eine 
Ebene  Sv  parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene,  so  wird  die  letztere 
die  Scheiteltangentialebene  T^Tt  in  einer  Geraden  (r,  t')  schneiden, 
welche  zur  horizontalen  Trace  T^  parallel  ist.  Die  horizontale  Pro- 
tection r'  derselben  ist  mithin  senkrecht  auf  der  horizontalen  Projection 
Z'  der  Rotationsachse. 

Nehmen  wir  auf  der  Geraden  (r,  r')  irgend  einen  beliebigen 
Punkt  (m,m')  an.  Die  Verbindungsgerade  {Fm^F^m^)  desselben  mit 
dem  Brennpunkte  (F,F')  ist,  da  beide  Punktein  der  horizontalen  Ebene 
£e;  liegen,  selbst  horizontal.  Legen  wir  weiters  durch  den  Punkt  {m,m') 
eine  Ebene  ThT^  senkrecht  zu  der  Geraden  (JPm,  l^'t^^'),  so  wird 
diese  Ebene  horizontal-projicierend  sein,  daher  deren  Horizontaltrace  T/, 
durch  m'  gehen  und  auf  F'm*  senkrecht  stehen  müssen. 

Diese  letzterhaltene  Ebene  ist  aber  (nach  Satz  340)^  da  der 
Punkt  (m,  m')  der  Scheiteltangentialebene  T^IT  angehört,  gleichzeitig 
eine  Tangentialebene  des  Paraboloides.  Es  ist  somit  einleuchtend, 
dass  die  horizontale  Trace  Th  dieser  Ebene  eine  Tangente  der  hori- 
zontalen Contour  darstelle. 
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Lässt  man  nun  den  Punkt  {m,m')  die  Gerade  {tit')  durchlaufen, 
so  ändert  diese  Contourtangente  Tu  ihren  Ort  derart,  dass  sie  in  jeder 
ihrer  Lagen  auf  der  zugehörigen  Verbindungsgeraden  des  jeweiligen 
Punktes  m',  m\,  m'g,  m\  .  .  .  mit  dem  Punkte  F'  senkrecht  steht, 
woraus  aber  unmittelbar  folgt,  dass  die  horizontale  Contour  des  Para- 
boloides  eine  Parabel  sei,  deren  Brennpunkt  JF'  und  deren  Scheitel- 
tangente r'  ist.  In  gleich  einfacher  Weise  lässt  sich  die  verticale 
Contour  ermitteln  und  hiermit  die  gestellte  Aufgabe  graphisch  durch- 
führen. 

§.  596. 

22d,  Aufgäbe.  In  freier  schiefer  Projection  ist  die  Contour 
eines  Rotationsparaboloides  unter  der  Voraussetzung  zu  construieren, 
dass  die  Rotationsachse  eine  gegen  die  Bildebene  geneigte  Gerade 
ist.  Das  Paraboloid  ist  durch  dessen  Scheitel  und  Brennpunkt  auf 
dieser  Geraden  gegeben. 

Durch  dv,  (Z)  (Taf.  XXIX,  Fig.  199)  sei  die  gegebene  Rota- 
tionsachse ,  durch  A  die  Projection  des  Scheitels ,  durch  F  die  Pro- 
jection des  Brennpunktes  des  Paraboloides,  und  durch  -yz/^z/"  das 
Projectionsdreieck  dargestellt. 

Die  Contour  ist,  wie  bereits  bekannt,  der  Schnitt  der  Bildebene 
mit  dem  schief-projicierenden,  dem  Rotationsparaboloide  umschriebenen 
Cylinder.  Es  ist  einleuchtend,  dass  besagte  Contour  gleichzeitig  auch 
die  schiefe  Projection  aller  auf  diesem  Cylinder  liegenden  Curven,  ins- 
besondere aber  auch  aller  seiner  ebenen  Schnitte  repräsentieren  wird. 

Von  der  eben  erwähnten  Eigenschaft  werden  wir  diesfalls  in  der 
Weise  Gebrauch  machen,  dass  wir  einen  gewissen,  leicht  zu  con- 
struierenden  ebenen  Schnitt  des  Cylinders  ermitteln  und  dessen  schiefe 
Projection  construieren. 

Legen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  Ebene  senkrecht  zu  der  Rota- 
tionsachse Z^ ,  etwa  die  'Ebene  SbS„,  welche  durch  den  Fluchtpunkt  v 
geht.  Der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  dem  schief-projicierenden,  dem 
Paraboloide  umschriebenen  Cylinder  ist  eine  Parabel,  deren  Brenn- 
punkt (nach  Satz  345)  der  Durchschnittspunkt  der  besagten  Ebene 
SbSy  mit  dem  schief-projicierenden,  durch  den  Scheitel  A  gehenden 
Strahle  ist.  Die  schiefe  Projection  dieses  Punktes  fällt  hiernach  selbst- 
verständlich mit  der  schiefen  Projection  A  des  Scheitels  zusammen. 
Betrachten  wir  also  A  als  die  schiefe  Projection  eines  Punktes  in  der 
Ebene /So Ä ,  so  ist  dieser  letztere  gleichzeitig  der  Brennpunkt  des 
fraglichen  Schnittes. 
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Der  Scheitel  jener  in  der  Ebene  Si  S^  liegenden  Parabel  dagegen 
ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  Sb  Sv  mit  der  in  der  schief-projicieren- 
den  Meridianebene  (deren  Trace  dv  ist)  liegenden  Cylindererzeugenden, 
das  ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  SbSv  mit  jener  zum  schief- pro- 
jicierenden  Strahle  parallelen  Tangente,  welche  an  denjenigen  Meridian, 
welcher  in  der  durch  dv  geführten,  schief-projicierenden  Ebene  liegt, 
gezogen  werden  kann. 

Die  besagte  Tangente  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Bild- 
ebene bestimmen  wir  diesfalls,  indem  wir  die  obbezeichnete  Ebene 
um  ihre  Trace  dv  in  die  Bildebene  umlegen.  Hierbei  gelangt  der 
Scheitel  der  Meridianparabel   nach  A^  und  der  Brennpunkt  nach  F^. 

Führen  wir  auf  bekannte  Weise  (Aufgabe  209)  parallel  zu  dem 
umgelegten,  schief-projicierenden  Strahle  vv^  eine  Tangente  t^  an  die 
gleichfalls  umgelegte  Meridianparabel  {Ä^,  i^^),  so  schneidet  diese  die 
Bildflächtrace  der  vorerwähnten  schief-projicierenden  Ebene  dv  in 
dem  Punkte  a,  welcher  bereits  den  Durchstoßpunkt  der  Bildebene 
mit  der  schief-projicierenden,  in  der  projicierenden  Meridianebene 
liegenden  Meridiantangente  repräsentiert. 

Betrachtet  man  nunmehr  wieder  den  Punkt  a  als  die  schiefe 
Projection  eines  in  der  Ebene  SbSy  liegenden  Punktes,  so  stellt  dieser 
letztere  den  Scheitel  der  zu  suchenden  Schnittparabel  dar. 

Fassen  wir  die  Resultate  der  durchgeführten  Constructionen 
zusammen,  so  können  wir  kurz  sagen:  Die  Ebene  SbSv  schneidet  den 
schief-projicierenden,  dem  Paraboloide  umschriebenen  Gylinder  in  einer 
Parabel,  deren  Scheitel  und  Brennpunkt  durch  ihre  schiefen  Pro- 
jectionen  a  und  A  dargestellt  sind. 

Nun  wird  es  sich  weiter  noch  darum  handeln,  die  schiefe 
Projection  dieser  Parabel,  welche  selbstverständlich  wieder  eine 
Parabel  sein  wird,  durch  den  ihr  zugehörigen  Scheitel  und  den  ihr 
entsprechenden  Brennpunkt  darzustellen. 

Zu  diesem  Behufe  legen  wir  die  vorher  bestimmte  Schnitt- 
parabel {a,A)  um  Sb  in  die  Bildebene  um,  wobei  ^  nach  ^'^j,  der 
Scheitel  a  nach  a'^  und  der  derselben  zukommende,  mit  A  zusammen- 
fallende Brennpunkt  nach  A'q  =  f  gelangt,  während  vv^2  den  Affini- 
tätsstrahl repräsentiert. 

Der  umgelegten  Scheiteltangente  ^%  (durch  a'^  senkrecht  zu 
a'o^'o)  entspricht  als  schiefe  Projection  die  Gerade  ta^  welche  die 
Tangente  der  schiefen  Projection  2  der  Parabel  im  Punkte  a 
repräsentiert. 

Peschka,  Darstellende  u,  projeotive  Geometrie.  III.  38 
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Die  Scheiteltangente  der  Parabel  U  kann  auf  folgende  Weise 
construiert  werden*  Zunächst  ist  unschwer  einzusehen ,  dass  die 
Gerade  aÄ  ein  Durchmesser  der  Parabel  Z  sei.  Die  Achse  von  2 
wird  zu  dem  besagten  Durchmesser  parallel  und  die  gesuchte  Scheitel- 
tangente zu  demselben  senkrecht  sein. 

Ziehen  wir  daher  an  beliebiger  Stelle  x  eine  Senkrechte  s  zu 
aÄ  und  legen  wir  dieselbe,  indem  wir  sie  als  eine  Gerade  der  Ebene 
SbSv  betrachten,  unter  dieser  letzteren  Voraussetzung  nach  s'^  um; 
führen  wir  ferner  an  die  umgelegte  Parabel  (a'o^'o)  eine  zu  s'^, 
parallele  Tangente  r'^  und  bestimmen  wir  auf  die  bereits  mehrfach 
besprochene  Weise  deren  Berührungspunkt  jr'j,.  Die  schiefe  Projection  t 
dieser  Tangente  wird  die  zu  aA  senkrechte  Scheiteltangente  der 
Parabel  2?,  die  schiefe  Projection  jt  des  Berührungspunktes  jr'^ 
daher  den  Scheitel  von  2  darstellen.  Den  früheren  Betrachtungen 
zufolge  ist  somit  die  schiefe  Projection  2  der  Parabel  durch  den 
Scheitel  sr,  die  Scheiteltangente  t  und  die  Tangente  ta  vollkommen 
bestimnat  und  folglich  auch  die  gesuchte  Contour  unzweideutig  fest- 
gestellt. 

Ein  ganz  übereinstimmender  Vorgang  kann  auch  dann  beobachtet 
und  behufs  graphischer  Durchführung  gewählt  werden,  wenn  es  sich 
darum  handeln  sollte,  die  Contour  eines  Paraboloides  mit  gegen 
die  Bildebene  geneigter  Achse  in  centraler  Projection  dar- 
zustellen. 

Man  wird  nämlich  den  Schnitt  des  dem  Paraboloide  umschrie- 
benen centralprojicierenden  Kegels  mit  einer  zur  Kotationsachse 
senkrechten  Ebene  durch  seine  Brennpunkte  und  Scheitel  bestimmen, 
und  hierauf  dessen  Gentralprojection  aus  der  ümlegung  ableiten. 

Diese  Gentralprojection  wird  ebenso,  wie  im  vorhergehenden 
Falle,  die  gesuchte  Bildflächcontour   des  Paraboloides  repräsentieren. 

§.  597. 
Bestimmungsarten  des  Rotationsparaboloides  aus  gegebenen  Elementen. 

225.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  die  Rotations- 
aclise  Z  der  Lage  nach,  dem  Scheitel  A  auf  (derselben  und  einem 
Punkte  p  gegeben;  der  Brennpunkt  der  Fläche  ist  zu  bestimmen. 

Die  durch  Z  und  p  (Taf.  XXIX,  Fig.  200)  gelegte  Ebene  schneidet 
das  Paraboloid  offenbar  in  einer  Meridianparabel,  welche  durch  p 
geht  und  welcher  der  Scheitel  A  und  die  Achse  Z  zukömmt.  Behufs 
Bestimmung  des  Brennpunktes  F  dieser  Parabel  ziehen  wir  von  p 
aus    die  Senkrechte  pa    zw  Z  und   fixieren    auf   der   letztgenannten 
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Achse  den  zu  a  in  Bezug  auf  A  symmetrischen  Punkt  «,  indem  wir 
Aa  =^  Aa  machen.  Nachdem  nun  A  und  der  unendlich  ferne  Punkt 
von  Z  der  Parabel  angehören  und  Z  eine  Achse  derselben  ist,  wird 
der  Punkt  a  der  Pol  der  Geraden  a^  in  Bezug  auf  die  Parabel  sein 
und  folglich  p  a  die  Tangente  t  der  Parabel  im  Punkte  p  darstellen^ 
Fällen  wir  auf  diese  Tangente  pa  m  dem  Punkte  jr,  in  welchem 
sie  die  Scheiteltangente  T  trifft,  eine  Senkrechte,  so  schneidet  die 
letztere  die  Achse  Z  in  dem  Brennpunkte  F  dieser  Parabel,  welcher 
gleichzeitig  auch  der  Brennpunkt  der  Fläche  ist. 

§.  598. 

226.  ^Aufgabe,  Ein  Eotationsparaboloid  ist  durch  die  Scheitel- 
tangentialebene, durch  den  in  ihr  liegenden  Scheitel  und  durch  irgend 
eine  Berührebene  gegeben;  es  ist  der  Brennpunkt  der  Fläche  zu 
bestimmen. 

Sei  Ta  die  Scheiteltangentialebene,  A  der  Scheitel  und  T  die 
gegebene  Berührebene. 

Fällt  man  von  A  aus  auf  Ta  eine  Senkrechte  Z,  so  repräsen- 
tiert diese  die  Achse  des  Kotationsparaboloides.  Legt  man  weiters 
durch  diese  Achse  Z  eine  Ebene  P  senkrecht  zur  Berührebene  T,  so 
wird  die  letztere  in  einer  Geraden  t  und  die  Scheiteltangentialebene 
Ta  in  einer  Geraden  ta  geschnitten. 

Das  Paraboloid  selbst  wird  von  der  Ebene  P  in  einer  Meridian- 
parabel getroffen,  welcher  die  Achse  Z,  der  Scheitel  A  und  die 
Scheiteltangente  ta  entspricht,  nebstbei  aber  von  der  Geraden  t  be- 
rührt wird.  Fällt  man  daher  wieder  von  dem  Punkte  tt,  in  welchem 
sich  ta  und  t  schneiden,  eine  Senkrechte  auf  t  (natürlich  in  der  Ebene 
P),  so  trifft  diese  bereits  die  Achse  Z  in  dem  zu  bestimmenden 
Brennpunkte  F. 

§.  599. 

227.  Aufgabe.  Von  einem  Rotationsparaboloide  ist  die  Rotations- 
achse der  Lage  nach,  ferner  eine  Tangente  der  Fläche  und  deren 
Berührungspunkt  gegeben;  der  Scheitel  und  der  Brennpunkt  ist  zu 
construieren. 

Die  Rotationsachse  sei  Z,  t  sei  die  Tangente  und  p  deren 
Berührungspunkt  mit  dem  Rotationsparaboloide. 

Die  Berührebene  T  im  Punkte  p  muss  einerseits  durch  die  Tan- 
gente t  gehen  und  andererseits  auf  der  Meridianebene  P  des  Punktes 
Pj  d.  i.  auf  jener  Ebene  P,  welche  durch  Z  und  p  geht,   senkrecht 
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stehen.     Besagte   Ebene    ist    mithin    vollständig    bestimmt.    Dieselbe 
wird  von  der  Meridianebene  P  in  der  Tangente  tp  geschnitten. 

Die  in  der  Meridianebene  P  liegende  Meridianparabel  ist  sonach 
durch  die  Achse  Z,  die  Tangente  tp  und  deren  Berührungspunkt  p 
(Taf.  XXX,  Fig.  201)  bestimmt. 

Die  Gerade  ap,  welche  man  durch  p  senkrecht  zur  Achse  Z  führt, 
ist,  in  Bezug  auf  die  Meridianparabel,  die  Polare  jenes  Punktes  a,  in 
welchem  die  Tangente  tp  die  Achse  Z  trifft.  Es  müssen  demnach  die 
Punkte  cf,  a,  der  unendlich  ferne  Punkt  von  Z  und  der  zu  suchende 
Scheitelt,  vier  harmonische  Punkte  sein;  der  Scheitel  ^  ist  demnach 
derjenige  Punkt,  welcher  die  Strecke  aa  halbiert. 

Der  Brennpunkt  F  kann  nunmehr  leicht  gefunden  werden.  Es 
genügt  nämlich,  durch  A  die  Scheiteltangente  T  zu  ziehen  und  durch 
den  Punkt  jt ,  in  welchem  dieselbe  die  Tangente  tp  schneidet,  auf  die 
letztere  eine  Senkrechte  zu  führen,  um  im  Schnitte  mit  der  Achse  Z 
den  gesuchten  Brennpunkt  E  zu  erhalten. 

§.  600. 

228,  Aufgäbe.  Ein  ßotationsparaboloid  ist  durch  die  Achse  Z 
der  Lage  nach,  den  Brennpunkt  F  auf  derselben  und  einen  Punkt  p 
der  Fläche  gegeben;  es  ist  dessen  Scheitel  zu  bestimmen. 

Jeder  Punkt  des  Paraboloides  hat  den  gleichen  Abstand  vom 
Brennpunkte  und  von  der  Directrixebene.  Beschreiben  wir  daher  aus 
dem  gegebenen  Punkte  p,  als  Mittelpunkt,  eine  Kugel,  welche  durch 
den  Brennpunkt  F  geht,  so  entspricht  jeder  Tangentialebene  derselben 
von  dem  Punkte  p  ein  Abstand,  der  jenem  vom  Brennpunkte  F  gleich 
kömmt. 

Unter  diesen  Tangentialebenen  gibt  es  zwei,  welche  auf  der 
Achse  Z  senkrecht  stehen.  Jede  derselben  kann  als  die  Directrix- 
ebene des  gesuchten  Paraboloides  betrachtet  werden.  Halbiert  man 
sodann  deren  Abstand  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  so  stellt 
der  Halbierungspunkt  den  verlangten  Scheitel  des  Parabo- 
loides  dar. 

§.  601. 

229.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  die  Lage  der 
Eotationsachse  Z,  den  Brennpunkt  F  und  eine  Tangentialebene  T 
gegeben;  der  Scheitel  des  Paraboloides  ist  zu  construieren. 

Fällen  wir  von  dem  Brennpunkte  F  auf  die  Tangentialebene  T 
das  Perpendikel   JPa,  so   muss  (nach  Satz  340)  der  Pußpunkt  a  des- 
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selben  auf  dieser  Ebene  T  der  Scheiteltangentialebene  angehören. 
Letztere  ergibt  sich  demnach  als  die  durch  a  senkrecht  zur  Achse  Z 
geführte  Ebene  T«.  Dort  wo  die  Achse  Z  von  der  letztbezeichneten 
Ebene  getroffen  wird,  erhalten  wir  bereits  den  gesuchten  Scheitel  A 
des  Paraboloides. 

§.  602. 

230.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  die  Lage  der 
Achse  Z  und  durch  zwei  Tangentialebenen  T^  und  T^  gegeben;  der 
Scheitel  und  der  Brennpunkt  desselben  sind  zu  bestimmen. 

Drehen  wir  zunächst  die  beiden  Tangentialebenen  T^  und  T^  so 
lange,  bis  sie  auf  einer  und  derselben,  beliebig  durch  Z  gelegten 
Meridianebene  P  senkrecht  stehen.  Da  die  bezeichneten  Ebenen  bei 
dieser  Drehung  nicht  aufhören,  Tangentialebenen  an  die  vorgegebene 
Fläche  zu  sein,  so  werden  sie  die  Ebene  P  in  der  gedrehten  Lage  in 
zwei  Tangenten  t^  und  t^  des  in  dieser  Ebene  P  liegenden  Meridianes 
schneiden. 

Es  wird  sich  demnach  bloß  darum  handeln,  den  Scheitel  und 
den  Brennpunkt  einer  Parabel  zu  finden,  welche  durch  die  Achse  Z 
(der  Lage  nach)  und  zwei  Tangenten  t^  und  <^2  (Taf.  XXX,  Fig.  202) 
gegeben  ist. 

Suchen  wir  vorerst  die  Scheiteltangente  T  dieser  Parabel.  Die- 
selbe wird  eine  zu  Z  senkrechte  Gerade  sein,  welcher  die  Eigenschaft 
zukömmt,  dass  sie  die  beiden  Tangenten  t^  und  t^  in  jenen  Punkten 
»j  und  ao  treffen  wird,  in  welchen  Senkrechte  zu  diesen  Tangenten 
geführt,  in  einem  und  demselben  Punkte  F  der  Achse  Z,  d.  i.  in  dem 
Brennpunkte  der  Parabel  zum  Schnitt  gelangen. 

Um  demnach  diese  Scheiteltangente  T  und  den  Brennpunkt  F 
zu  finden,  ziehen  wir  zunächst  an  beliebiger  Stelle  x  eine  Senkrechte  r 
zur  Achse  Z,  welche  den  Tangenten  t^  und  t^  in  a^  und  a^  begegnen 
mögen.  In  den  Punkten  a^  und  a^  fällen  wir  auf  t^  und  t^  die  Nor- 
malen n^  und  ^2,  welche  sich  in  einem  Punkte  cp  schneiden.  Ver- 
bindet man  diesen  Punkt  (p  mit  dem  Schnittpunkt  s  der  beiden  Tan- 
genten ^1  und  ^2,  so  trifft  die  Verbindungsgerade  (ps  die  Achse  Z  in 
dem  zu  bestimmenden  Brennpunkte  F. 

Denn,  zieht  man  von  F  aus  die  Perpendikel  Fa,  und  Fa^  auf 
t^  und  ^2 1  ^ßd  verbindet  man  a^  und  a^  durch  eine  Gerade  T,  so 
erhält  man  zwei  Dreiecke  a^  a^  F  und  a,  a^  (p,  die  in  Bezug  auf  s  als 
Ähnlichkeitspunkt  ähnlich  gelegen  sind.  Es  sind  daher  auch  die  dritten 
Seiten  oc^  a^r=x  und  a^a^~  T  parallel,  woraus  folgt,  dass  T  die 
Scheiteltangente  und  F  der  Brennpunkt  der  gesuchten  Parabel  sei. 
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Selbstverständlich  sind  sodann  auch  die  Punkte  F  und  Aj  be- 
ziehungsweise der  Brennpunkt  und  Scheitel  für  das  ursprünglich  ge- 
gebene Paraboloid, 

§.  603. 

231.  Aufgabe,  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  die  Lage 
der  Rotationsachse  Z  und  durch  zwei  Punkte  a  und  b  gegeben;  es 
ist  dessen  Scheitel  und  Brennpunkt  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  die  beiden  gegebenen  Punkte  a  und  h  durch 
Drehung  um  die  Rotationsachse  Z  in  eine  beliebige  durch  Z  gelegte 
Meridianebene  P  versetzt,  so  werden  die  besagten  Punkte  in  dieser 
Lage  zwei  Punkte  der  in  der  Ebene  P  liegenden  Meridianparabel  dar- 
stellen. Die  vorgelegte  Aufgabe  reduciert  sich  mithin  auf  die:  „den 
Scheitel  und  Brennpunkt  einer  Parabel  zu  finden,  von 
welcher  die  Achse  Z  und  zwei  Punkte  a  und  b  (Taf.  XXX, 
Fig.  203)  bekannt  sind". 

Ziehen  wir  demnach  die  Verbindungsgerade  a  h  und  bestimmen 
wir  zu  a,  h  und  dem  Schnittpunkte  M  von  ab  mit  der  Achse  Z  den 
vierten  harmonischen  Punkt  M^.  Fällt  man  ferner  von  dem  so  er- 
haltenen Punkte  M^  die  Senkrechte  ^  auf  die  Achse  Z,  so  reprä- 
sentiert die  besagte  Gerade  ^  die  Polare  des  Punktes  M  in  Bezug 
auf  die  Parabel.  Es  müssen  daher  der  Punkt  il/,  der  Punkt  m,  in 
welchem  fi  die  Achse  Z  trifft,  der  unendlich  ferne  Punkt  ftoo  der 
Achse,  und  der  zu  suchende  Parabelscheitel  A  harmonisch  sein,  d.  h. 
A  liegt  in  der  Mitte  zwischen  M  und  m. 

Der  Brennpunkt  F  kann  folgendermaßen  gefunden  werden.  Fällt 
man  von  a  aus  das  Perpendikel  aa^  auf  die  Achse  Z  und  überträgt 
man  den  Punkt  a^  symmetrisch  in  Bezug  auf  A  nach  a,  so  ist,  wie  wir 
aus  Aufgabe  208)  wissen,  aa  die  Tangente  t  der  Parabel  im  Punkte  a. 
Fällen  wir  auf  dieselbe  in  dem  Punkte  ;r,  in  welchem  besagte  Tan- 
gente t  die  Scheiteltangente  T  schneidet,  eine  Senkrechte,  so  trifft 
diese  die  Achse  Z  in  dem  verlangten  Brennpunkte  F. 

§.  604. 

232.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt i^  und  durch  drei  Tangentialebenen  T^,  T^  und  T^  gegeben; 
der  Scheitel  der  Fläche  ist  zu  bestimmen. 

Fällen  wir  von  F  aus  auf  diese  drei  Ebenen  die  bezüglichen 
Perpendikel  Fa,,  Fa^  und  F«,,  so  liegen  (nach  Satz  340)  deren  Fuß- 
punkte a,,  »2  und  »3  in  der  Scheiteltangentialebene  Ta-  Letztere  ist 
somit    durch   diese  drei  Punkte  a^,  a^  und  a,  vollkommen  bestinamt 
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Die  Senkrechte  Z  von  F  auf  diese  Ebene  Tj^  repräsentiert  die  Rota- 
tionsachse und  der  Punkt  A^  in  welchena  dieselbe  die  Ebene  T^  trifft, 
den  Scheitel  des  Paraboloides. 

§.  605. 

2S3.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt, einen  Punkt  auf  der  Fläche  und  zwei  Tangentialebenen  ge- 
geben; der  Scheitel  der  Fläche  ist  zu  bestimmen. 

Die  beiden  Tangentialebenen  seien  T,  und  T^,  der  gegebene 
Punkt  sei  jp  und  F  stelle  den  Brennpunkt  des  Paraboloides  dar. 

Die  Scheiteltangentialebene  ist,  wie  wir  wissen,  von  dem  Brenn- 
punkte eben  soweit  als  von  der  Directrixebene  entfernt.  Zieht  man 
daher  durch  den  Brennpunkt  F  eine  beliebige  Gerade,  welche  die 
Scheiteltangentialebene  im  Punkte  a  und  die  Directrixebene  im  Punkte 
a  trifft,  so  ist  jederzeit  aa  =  aF,  Der  Punkt  a  ist  also  mit  F  in 
Bezug  auf  den  Punkt  a  als  „Symmetriepunkt"  symmetrisch  gelegen. 

Diese  Eigenschaft  werden  wir  in  folgender  Weise  zur  Lösung 
der  vorstehenden  Aufgabe  verwenden. 

Wir  fällen  von  dem  Brennpunkte  F  auf  die  Ebenen  2\  und  T^ 
die  betreffenden  Perpendikel  Fa^  und  Fa^.  Die  Fußpunkte  a^  und  «o 
dieser  Perpendikel  gehören  (nach  Satz  340)  der  Scheiteltangentialebene 
an.  Verlängert  man  die  genannten  Perpendikel  über  a^,  resp.  a^ 
hinaus,  um  ihre  eigenen  Längen  Fa^  und  Fa^  bis  a^,  beziehungsweise 
«2,  so  stellen  die  Punkte  a,  und  «g  (welche  eigentlich  die  Symmetrie- 
punkte des  Brennpunktes  F  in  Bezug  auf  die  beiden  Tangentialebenen 
Tj  und  T^  repräsentieren),  der  vorausgeschickten  Betrachtung  zufolge, 
zwei  Punkte  der  Directrixebene  dar. 

Nun  ist  aber  noch  der  Punkt  p  gegeben.  Die  Directrixebene 
muss  von  diesem  Punkte  p  den  nämlichen  Abstand  besitzen,  welchen  p 
von  dem  Brennpunkte  F  hat.  Die  Directrixebene  muss  demnach  jene 
Kugel  berühren,  welche  den  Punkt  p  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch 
den  Brennpunkt  F  geht.  Da  somit  zwei  Punkte  a^  und  a^,  also  eine 
Gerade  a^  a^  der  Directrixebene  bekannt  ist,  so  ergibt  sich  die  letztere 
als  die  eine  oder  die  andere  der  Tangentialebenen,  welche  durch  die 
Gerade  a^  ag  an  die  genannte  Kugel  gelegt  werden  können. 

Jene  Ebene,  welche  parallel  zu  der  Directrixebene  durch  die 
Gerade  a^a^^  geführt  werden  kann,  ist  die  Scheiteltangentialebene  und 
der  Punkt,  in  welchem  dieselbe  von  der  durch  F  zu  ihr  senkrecht 
geführten  Rotationsachse  geschnitten  wird,  der  gesuchte  Scheitel. 
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§.  606. 


234,  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt F,  eine  Tangentialebene  T  und  zwei  Punkte  ^9,  und  po  ge- 
geben; der  Scheitel  der  Fläche  ist  zu  bestimmen. 

Bestimmen  wir  zunächst  den  Symmetriepunkt  a  des  Brenn- 
punktes F  in  Bezug  auf  die  Tangentialebene  T.  Dieser  Punkt  a  ge- 
hört, wie  in  der  vorhergegangenen  Aufgabe  gezeigt  wurde,  der  Di- 
rectrixebene  an. 

Beschreiben  wir  ferner  aus  jedem  der  beiden  Punkte  p^  und 
i>2  als  Mittelpunkte,  die  Kugeln  S^  und  /S^,  welche  durch  den 
Brennpunkt  F  gehen,  so  wird  offenbar  jede  gemeinschaftliche  Be- 
rührungsebene dieser  beiden  Kugeln  von  den  Punkten  p^  und  p^^  die 
nämlichen  Entfernungen  wie  die  Punkte  p,  und  p^  vom  Brennpunkte  F 
besitzen. 

Unter  diesen  Ebenen  muss  sich  offenbar  auch  die  zu  bestimmende 
Directrixebene  befinden.  Da  dieselbe  jedoch  auch  den  Punkt  a 
enthalten  muss,  so  wird  obgenannte  Ebene  die  eine  oder  die  andere 
jener  durch  a  gehenden  gemeinschaftlichen  Berührebenen  der  beiden 
Kugeln  S^  und  S^  sein.  Halbiert  man  sodann  den  senkrechten  Ab- 
stand des  Brennpunktes  von  dieser  Ebene,  so  wird  durch  den  Halbie- 
rungspunkt A  der  gesuchte  Scheitel  des  Paraboloides  dargestellt. 

§.  607. 

285,  Aufgäbe,  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt F  und  durch  drei  Punkte  ^^  p^  und  p^  gegeben;  es  ist  der 
Scheitel  der  Fläche  zu  construieren. 

Die  Directrixebene  des  Paraboloides  wird  diesfalls  durch  jene 
Ebene  dargestellt  werden,  welche  von  den  drei  gegebenen  Punkten 
Pv  Püf  Pa  ^^^  nämlichen  Entfernungen  besitzt,  wie  beziehungsweise 
die  vorgenannten  Punkte  von  dem  Brennpunkte  F. 

Dieses  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die 
Directrixebene  D  eine  gemeinschaftliche  Berührebene  jener 
drei  Kugeln  sei,  welche  die  drei  gegebenen  Punkte  p^,  p^  und  p^ 
zu  Mittelpunkten  haben  und  durch  den  Brennpunkt  F  gehen. 

Der  Halbierungspunkt  A  des  senkrechten  x\bstandes  des  Brenn- 
punktes F  von  dieser  Directrixebene  D  repräsentiert  gleichzeitig  den 
verlangten  Scheitel  des  Paraboloides. 
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§.  608. 

286.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt F,  eine  Tangentialebene  T  nnd  deren  Berührungspunkt  p 
gegeben;  der  Scheitel  der  Fläche  ist  durch  Construction  zu  finden. 

Die  Meridianebene  des  Berührungspunktes  p  muss  selbstverständ- 
lich durch  diesen  Punkt  p  gehen  und  auf  der  Berührebene  T  senk- 
recht stehen.  Die  Meridianebene  muss  aber,  da  dieselbe  unter  allen 
Verhältnissen  eine  durch  die  Eotationsachse  gehende  Ebene  ist,  auch 
den  gegebeuen  Brennpunkt  F  enthalten.  Besagte  Ebeue  ist  somit  als 
die  durch  Fp  geführte  zu  T  senkrecht  stehende  Ebene  P  bestimmt. 
Der  in  ihr  liegende  Meridian  hat  gleichfalls  den  Punkt  F  zum  Brenn- 
punkte, geht  durch  den  Punkt  p  und  wird  in  letzterem  von  der  Schnitt- 
geraden  t  der  Ebenen  T  und  P  berührt. 

Die  gestellte  Aufgabe  reduciert  sich  hiernach  auf  die:  „den 
Scheitel  A  jener  Parabel  zu  bestimmen,  welche  durch 
den  Brennpunkt  i^,  die  Tangente  t  und  deren  Berührungs- 
punkt p  (Taf.  XXX,  Fig.  204)  gegeben  ist". 

Führen  wir  demgemäß  durch  p  eine  Gerade  5,  welche  mit  pF^ 
in  Bezug  auf  die  Tangente  t  als  Symmetrieachse  symmetrisch  liegt, 
bo  wissen  wir,  dass  diese  Gerade  zur  Achse  Z  der  Parabel  parallel 
ist.  Hiedurch  ist  die  letztere,  als  Parallele  durch  F  zu  s,  vollkommen 
bestimmt. 

Fällen  wir  ferner  vom  Brennpunkte  F  auf  die  Tangente  t  das 
PerpendikelJPa,  so  ist,  wie  bereits  bekannt,  durch  den  Fußpunkt  a  des- 
selben, die  Scheiteltangente  T  senkrecht  zu  s  oder  Z  zu  führen.  Dort 
wo  T  die  Achse  Z  trifft,  erhält  man  unmittelbar  den  gesuchten 
Scheitel  A, 

Das  Kotationsparaboloid  kann  mit  Vortheil  auch  zur  Lösung  von 
Problemen  verwendet  werden,  welche  die  Construction  eines  Kegel- 
schnittes fordern,  welcher  eine  gegebene  Parabel  in  zwei 
Punkten  (innerhalb)  berührt,  nebstbei  aber  durch  gegebene 
Punkte  gehen  oder  gegebene  Geraden  berühren  soll. 

Die  Methode  zur  Lösung  und  graphischen  Durchführung  derartiger 
Probleme  besteht,  wie  analogen  Aufgaben  bezüglich  des  Ellipsoides 
und  Hyperboloides  entnommen  werden  kann,  darin,  dass  man  die  ge- 
gebene Parabel  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Hauptmeridian  und  den  zu  suchenden  Kegelschnitt  als  verticale  Pro- 
jection  eines  ebenen  Schnittes  eines  Eotationsparaboloides  auffasst. 

Nachdem  gelegentlich  der  Besprechung  des  Eotationsellipsoides 
diesbezügliche  Aufgaben  ausführlich  behandelt  wurden,  dürfte  es  dies- 
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falls  genügen,  durch  irgend  ein  Beispiel  die  betreffende  Anwendung 
des  Paraboloides  zu  zeigen  und  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  sich 
hiedurch  gewisse  constructive  Vereinfachungen,  welche  in  der  beson- 
deren Natur  des  Kotationsparaboloides  ihren  Grund  haben,  ergeben. 

§.  609. 

237.  Aufgabe.  Eine  Parabel  und  drei  dieselbe  reell  schneidende 
Geraden  sind  gegeben ;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  construieren,  welcher 
die  Parabel  in  zwei  Punkten  berührt  und  die  drei  Geraden  in  Punkten 
tangiert,  welche  auf  den  innerhalb  der  Parabel  liegenden  Stücken 
der  Geraden  liegen. 

Der  Brennpunkt  der  gegebenen  Parabel  sei  F,  Z  sei  deren 
Achse  und  D  die  Directrixebene  derselben;  ferner  seien  ^j,  ^^  ^"^^  h 
(Tat  XXX,  Fig.  205)  die  drei  gegebenen  Geraden. 

Die  Parabel  betrachten  wir  als  den  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallelen  Hauptmeridian  eines  Kotationsparaboloides  und  Z  als 
die  Rotationsachse  desselben.  Unter  dieser  Voraussetzung  haben  wir 
die  Grundlinie  XX  senkrecht  zur  Parabelachse  Z  zu  wählen. 

Der  zu  bestimmende  Kegelschnitt  Z  soll  einerseits  die  Parabel 
in  zwei  Punkten  berühren  und  andererseits  auch  mit  jeder  der  drei 
gegebenen  Geraden  f^  t^^  t^  eine  Berührung  eingehen. 

Betrachten  wir  den  zu  suchenden  Kegelschnitt  U  als  die  ver- 
ticale  Projection  eines  ebenen  Schnittes  (27,27)  des  Eota- 
tionsparaboloides,  so  müssen  offenbar  die  drei  Geraden  t^ytouni 
^3  die  verticalen  Projectionen  dreier  Tangenten  {t^,  t\).  (t^,  f^)  und 
(^3,  i^'3)  dieses  ebenen  Schnittes  darstellen. 

Nachdem  aber  die  Tangente  eines  ebenen  Schnittes  einer  Fläche 
eine  Tangente  der  Fläche  selbst  sein  muss,  so  haben  wir  t^ ,  t^  und  t^ 
als  die  Verticalprojectionen  dreier  Tangenten  des  Kotationsparaboloides 
aufzufassen,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  —  der  Ebene  des  zu 
suchenden  Schnittes  (27,  27')  —  liegen  müssen. 

Soll  jedoch  t^  die  Verticalprojection  einer  Tangente  des  Kotations- 
paraboloides darstellen,  so  muss  diese  Tangente  insbesondere  die  Ellipse 
8^  berühren,  in  welcher  die  vertical-projicierende  Ebene  t^  das  Para- 
boloid  schneidet.  Desgleichen  folgt,  dass  t^  die  Verticalprojection 
einer  Tangente  der  Ellipse  s^  ist,  in  welcher  die  vertical-projicierende 
Ebene  t^^  das  Paraboloid  trifft  und  endlich  t^  die  Verticalprojection 
einer  Tangente  der  Ellipse  £3,  in  welcher  das  Paraboloid  von  der  durch 
<3  gehenden  vertical-projicierenden  Ebene  geschnitten  wird. 
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Weiters  ist  eine  noth wendige  Bedingung,  dass  diese  drei  Tan- 
genten ^^,  t^  und  ^3  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Diese  Ebene 
wird  dann  offenbar  gleichzeitig  eine  solche  sein,  welche  die  drei 
Ellipsen  fj,  s^  und  e^  berührt. 

Nun  lassen  sich  aber  (nach  Satz  451,  Band  II)  durch  jedes 
Paar  dieser  Ellipsen  zwei  Kegel  zweiten  Grades  legen.  Dieser  Kegel 
kann  man  sich  zur  Construction  der  gesuchten  Ebene  bedienen. 

Zunächst  bestimmen  wir  mit  Zugrundelegung  der  Aufgabe  207) 
die  bezüglichen  Schnittpunkte  m^^n^  von  ^,;  m^yYi^  von  t^  und  ^3, % 
von  ^3  mit  der  gegebenen  Parabel.  Diese  Punktepaare  sind  gleich- 
zeitig diejenigen,  in  welchen  die  Ellipsen  aj,  s^  und  s^  die  Haupt- 
meridianebene schneiden. 

Infolge  der  Symetrie  der  drei  Ellipsen  gegen  die  Hauptmeridian- 
ebene erhält  man  den  Scheitel  (/S^  S\)  des  einen  durch  Sy  und  So 
gehenden  Kegels  als  Schnitt  von  m^^^  und  m^n^,  und  den  Scheitel 
(>5o,  S'2)  des  durch  fj  und  s^  gehenden  Kegels  im  Schnitte  von 
m^m^  und  ^2^3«  ^^^  beiden  Kegelscheitel  liegen  in  der 
Hauptmeridianebene,  daher  deren  Verbindungsgerade  {SyS„^S\S\) 
parallel  zur  verticalen  Projectionsebene  sein  wird. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  {S^  S^^  S\  S'^)  eine  Ebene,  welche 
die  Ellipse  f,  berührt,  so  ist  dieselbe  eine  gemeinschaftliche  Berühr- 
ebene der  beiden  Kegel,  welche  somit  als  solche  auch  die  Ellipsen  a^ 
und  £3  berühren  wird. 

Um  besagte  Ebene  zu  construieren ,  haben  wir  bloß  von  dem 
Durchstoßpunkte  (5,  s')  der  Geraden  (5,  S^,  S\  S'„)  mit  der  Ebene  der 
Ellipse  fj  an  diese  letztere  eine  Tangente  (t^,  t\)  zu  ziehen  (in  der 
horizontalen  Projection  erscheint  e\  als  der  über  (m\ ,  n\)  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  und  ist  daher  die  Tangente  t\  von  s'  aus 
leicht  zu  construieren)  und  durch  diese  Tangente  und  die  Gerade 
{S^S^,  S\S'o)  die  Ebene  E^Eh  zu  legen.  Dieselbe  wird  das  Para- 
boloid  in  einer  Ellipse  (27,  2;')  schneiden ,  deren  Yerticalprojection  27 
die  gegebenen  Bedingungen  erfüllen  wird. 
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XXVII.    CapiteL 
Constructionen  und  Aufgaben,  das  dreiachsige  Ellipsoid  betreffend. 

§.  610. 

Den  diesbezüglichen  Constructions-Problemen  seien  noch  nach- 
stehend einige  allgenaeine  Bemerkungen  vorangeschickt. 

Zunächst  wollen  wir  in  Folgendem  voraussetzen,  dass  das  Ellip- 
soid in  einer  derartigen  Lage  gegen  die  beiden  Projectionsebenen  ent- 
weder unmittelbar  gegeben  oder  durch  entsprechende  Transformation 
gebracht  worden  sei,  dass  dessen  drei  Hauptebenen  zu  den  betreffenden 
Projectionsebenen  beziehungsweise  parallel  sind  oder  senkrecht  stehen. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  setzen  wir  ein  für  allemal 
fest,  dass  die  längste  der  drei  Achsen  des  Ellipsoides,  die  wir  mit 
AB  (Taf.  XXX,  Fig.  206)  bezeichnen,  stets  horizontal-projicierend, 
die  mittlere  Achse,  die  wir  mit  CD  bezeichnen,  stets  kreuzriss-pro- 
jicierend,  also  parallel  zur  Grundlinie  und  folglich  die  kleinste  Achse, 
die  wir  mit  EF  bezeichnen,  stets  vertical-projicierend  sei. 

Wird  ein-  oder  das  anderemal  von  diesen  Voraussetzungen  infolge 
vorliegender  Bedingungen  oder  behufs  Erreichung  ganz  bestimmter 
Resultate  und  Zwecke  abgegangen,  so  wird  es  im  betreffenden  Falle 
ausdrücklich  bemerkt  werden. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  die  horizontal-liegende  Haupt- 
ebene, d.  i.  jene,  welche  die  mittlere  Achse  CD  und  die  kleine  Achse 
EF  des  Ellipsoides  enthält,  mit  s;  die  zur  verticalen  Projections- 
bene  parallele  Hauptebene,  d.  i.  jene,  welche  die  große  Achse  AB 
und  die  mittlere  Achse  CD  enthält,  mit  ri  und  endlich  die  zur  Profil- 
ebene parallele  (zur  Grundlinie  normale)  Hauptebene,  welche  die  große 
Achse  AB  und  die  kleine  Achse  EF  des  Ellipsoides  enthält,  mit  7t. 

Die  Verticaltrace  der  erstgenannten  Ebene  s  sei  sodann,  ent- 
sprechend der  Benennung  der  Ebene,  mit  Bv^  die  Horizontaltrace  der 
zweiten  Ebene  sei  mit  rjh  und  die  Verticaltrace  resp.  die  Horizontal- 
trace der  dritten  Ebene  7t  sei  beziehungsweise  mit  7t„  und  7tk 
bezeichnet. 

Endlich  wollen  wir  noch  als  unveränderliche  Bezeichnungen  fest- 
stellen, dass  (0,  0')  stets  der  Mittelpunkt  des  dreiachsigen  Ellipsoides 
sei,  dass  der  Kreis,  welcher  in  der  Ebene  rj  über  der  Achse  AB  als 
Durchmesser  gezeichnet  wird,  K^  heiße  und  dass  die  beiden  Kreise, 
die  in  der  horizontalen  Hauptebene  e  beziehungsweise  über  den  Achsen. 
CD  und  EF  beschrieben  werden,  E\  und  K^^  heißen  mögen. 
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Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  übergehen  wir  somit  auf 
die  Lösung  und  Durchführung  der  wichtigsten  hieher  gehörenden  Con- 
structionsaufgaben. 

§.  611. 

238,  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit  einer  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  zu 
bestimmen. 

Die  zur  Grundlinie  XX  parallele  Verticaltrace  der  gegebenen 
schneidenden  Ebene  e,  sei  e^  (Taf.  XXX,  Fig.  206). 

Da  die  Ebene  e  gleichzeitig  zu  der  Hauptebene  s^  des  EUipsoides 
parallel  ist,  wird  deren  Schnitt  mit  dem  letzteren  (nach  Satz  443  &, 
Band  II)  eine  Ellipse  sein,  deren  Mittelpunkt  auf  der  conjugierten 
Achse  {AB,  A'B')  liegt  und  welche  mit  der  in  der  Hauptebene  s, 
liegenden  Ellipse  (CDEF,  C  B' E' F')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Die  eine  zur  Achse  {GB,  C B')  parallele  Achse  {cd,  &d')  der 
zu  suchenden  Schnittellipse  hat  somit  ihre  Endpunkte  (c,  &)  und  {d^  d') 
nothwendig  auf  der  Hauptellipse  ABCB.  Die  verticalen  Projectionen 
c  und  d  dieser  Punkte  erhält  man  mithin  im  Schnitte  der  Vertical- 
trace e^  der  gegebenen  Ebene  ä  mit  der  Hauptellipse  AB  GB  und 
können  dieselben  direct  mittelst  des  dieser  Hauptellipse  entsprechenden 
affinen  Kreises  Kq  leicht  construiert  werden.  Die  Horizontalprojectionen 
c*  und  d^  ergeben  sich  sodann  unmittelbar  in  der  Trace  rih. 

Die  zweite  Achse  {ef,  e'/*')  der  Schnittellipse  ist  aus  der  ersten, 
eben  gefundenen  Achse  {cd,  &d')  leicht  abzuleiten.  Da  nämlich 
die  Schnittellipse  und  die  in  der  Hauptebene  Sv  liegende  Hauptellipse 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind  und  überdies  auch  die  Mittelpunkte 
(o,  ö')  und  (0,  0')  dieser  beiden  Ellipsen  auf  der  horizontal-projicie- 
renden  Achse  {AB.A'B^)  liegen,  so  sind  offenbar  die  Horizontal- 
projectionen &d*&f^  und  G^B'E'F'  dieser  beiden  Ellipsen  ähnlich 
gelegene  concentrische  Ellipsen;  es  genügt  daher  die  Achse 
e'f  so  zu  bestimmen,  dass  sie  zur  Achse  c'^'  in  demselben  Verhält- 
nisse wie  die  Achse  E'F'  zur  "Achse  CD'  steht.  Letzteres  wird,  wie 
an  und  für  sich  klar,  bewerkstelligt,  wenn  man  die  Geraden  c'/*'  und 
e*d'  parallel  zu  O F'  oder  E  B'  zieht. 

Nachdem  weiters  die  Achse  {ef\  e'/*')  eine  vertical-projicierende 
ist,  so  erhalten  wir  die  Verticalprojectionen  e  und  f  der  eben  gefun- 
denen Achsenendpunkte  als  zwei  mit  der  Verticalprojection  o  des  Mittel« 
Punktes  der  Schnittellipse  zusammenfallende  Punkte.  Die  Schnittellipse 
ist  somit  durch  ihre  beiden  Achsen  {cd,c'd')  und  (e/",  e'/*')  voll- 
kommen bestimmt. 
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§.  612, 


239,  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit  einer  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  zu  er- 
mitteln. 

Die  horizontale  Trace  der  gegebenen  schneidenden  Ebene  e  sei  eu 
(Taf.  XXX,  Fig.  207).  Nachdem  die  Ebene  e  zur  Hauptebene  rih 
parallel  läuft,  so  wird  (nach  Satz  4436,  II)  deren  Schnitt  mit  dem 
Ellipsoide  eine  Ellipse  {ahcd.a'V &d')  sein,  welche  mit  der  Haupt- 
ellipse {ABCDyA'B*C*D')  ähnlich  gelegen  ist,  und  deren  Mittel- 
punkt {0,0')  auf  der  conjugierten  Hauptachse  (EF,E'F^)  liegt. 

Die  eine  zur  Achse  (CD,  CD')  parallele  Achse  der  gesuchten 
Schnittellipse  ist  daher  die  Schnittgerade  der  gegebenen  Ebene  eh  mit 
der  Hauptebene  £»;  die  Endpunkte  derselben  sind  demgemäß  die 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Hauptellipse  {CDEF,  OD'E'F'). 

Die  horizontalen  Projectionen  &  und  d'  dieser  Endpunkte  werden 
sich  demnach  als  die  Schnittpunkte  von  en  mit  der  Ellipse  C'B*E*F* 
ergeben.  Wir  construieren  dieselben  mittelst  der  beiden  Kreise  K\ 
und  X'2,  indem  wir  den  Schnittpunkt  ß  der  Geraden  eh  und  des 
Kreises  K'^  mit  dem  Mittelpunkte  0'  verbinden  und  durch  den 
Schnittpunkt  a  dieser  Verbindungsgeraden  0'/3  mit  dem  Kreise  K\ 
die  Senkrechte  aufe^  fällen;  die  letztere  wird  von  der  besagten  Senk- 
rechten bereits  in  einem  der  beiden  Punkte,  d.  i.  in  c'  getroifen. 
Der  andere  gemeinschaftliche  Punkt  der  Geraden  eh  und  der  Ellipse 
C'D'E'F^  ist  der  dem  Punkte  c'  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  0' 
symmetrische  Punkt  d\  Die  Veiiiicalprojectionen  e  und  d  dieser  Achsen- 
endpunkte ergeben  sich  unmittelbar  auf  der  Trace  £„. 

Aus  der  eben  gefundenen  Achse  (cd,  &d')  lässt  sich  die  zweite 
Achse  (ahj  a'h')  der  Schnittellipse  leicht  ableiten.  Da  nämlich  diese 
Ellipse  mit  der  Hauptellipse  (J.-B  CD,  ^'JS' CD')  ähnlich  gelegen  ist, 
und  ihr  Mittelpunkt  (0,0')  mit  dem  Mittelpunkte  {0,0')  der  letzteren 
auf  derselben  vertical - projicierenden  Geraden  {EF,E'F')  liegt,  so 
ist  ihre  Verticalprojection  ah  cd  ähnlich  gelegen  und  concentrisch  mit 
der  Verticalprojection  AB  CD. 

Man  wird  daher  die  Verticalprojection  ai  der  Achse  (ah,a'b*) 
auf  der  Geraden  AB  dadurch  erhalten,  dass  man  die  Strahlen  ac  und 
bd  beziehungsweise  parallel  zu  AC  oder  BD  zieht.  Die  Horizontal- 
projectionen  a'  und  b'  der  Achsenendpunkte  erhält  man  unmittelbar  als 
zwei  mit  der  Horizontalprojection  0'  des  Mittelpunktes  der  Schnitt- 
ellipse zusammenfallende  Punkte. 
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Die  gesuchte  Schnittellipse  ist  vermöge  dieser  Constructionen 
durch  ihre  beiden  Achsen  {al,a''b')  und  (cd,&d*)  vollkommen  be- 
stimmt und  dargestellt. 

§.  613. 

240.  Aufgabe,  Die  verticale  Projection  eines  auf  einem  drei- 
achsigen Ellipsoide  liegenden  Punktes  ist  gegeben ;  dessen  Horizontal- 
projection  ist  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Verticalprojection  des  Punktes  auf  dem  Ellipsoide 
sei  a  (Taf.  XXX,  Fig.  208).  Die  Forderung  der  gestellten  Aufgabe 
geht  somit  bloß  dahin,  die  beiden  Punkte  zu  bestimmen,  in  welchen 
die  durch  a  gehende  vertical-projicierende  Gerade  (s,s')  das  EUipsoid 
schneidet.  Die  besagten  Punkte  werden  selbstverständlich  die  ge- 
gebene verticale  Projection  a  gemeinschaftlich  besitzen;  die  Horizontal- 
projectionen  dagegen  werden,  da  die  Gerade  {s,s')  zu  der  Haupt-  oder 
Symmetrieebene  ri  senkrecht  steht,  symmetrisch  gegen  die  Horizontal- 
trace  rih  dieser  Ebene  liegen. 

Um  die  besagten  Punkte  constructiv  festzustellen,  legen  wir 
durch  die  Gerade  (s^s^)  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele 
Ebene  6^.;  diese  wird  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden,  welche 
die  Gerade  (s,  s')  in  den  beiden  zu  suchenden  Punkten  (a,  a\)  und 
(a,  a'g)  treffen  wird. 

Diese  Ellipse  {cdef^&d'e'f)  könnte  man  (wie  in  Aufgabe  238), 
durch  ihre  Achsen  bestimmen,  und  hierauf  vermittelst  Affinität  ihre 
Schnittpunkte  (a,  a\)  und  (a,  a\)  mit  der  Geraden  (s,  s')  aufsuchen, 
doch  sei  diesfalls,  behufs  der  zu  vollziehenden  Constructionen,  das 
vorher  angegebene  Verfahren  durch  nachstehendes  ersetzt. 

Wir  bestimmen  zunächst  nur  die  Verticalprojection  d  des  in 
der  Hauptebene  r^h  liegenden  Achsenendpunktes  der  Schnittellipse 
{cdef,& d^&f)  mit  Zuhilfenahme  des  affinen  Kreises  K^.  Von  dieser 
Schnittellipse  ist  aber  bekannt ,  dass  sie  mit  der  Hauptellipse 
{GDEF.G'D'E^F')  ähnlich  gelegen  sei,  dass  also  die  genannten 
beiden  Ellipsen  stets  als  parallele,  ebene  Schnitte  eines  und  desselben 
Kegels  zweiten  Grades  betrachtet  werden  können. 

Der  Kegelscheitel  {ß,  d')  wird  auf  der  Verbindungsgeraden  ähn- 
lich liegender  Punktepaare  beider  Ellipsen,  also  vor  allem  auf  der 
Verbindungsgeraden  ihrer  Mittelpunkte  (0,  0')  und  (ö,  o')  ,  d.  h.  in 
der  Achse  {AB^  A^B^)  des  Ellipsoides  selbst  liegen.  Es  gibt  aber, 
wie  wir  wissen,  zwei  verschiedene  Kegel,  welche  durch  die  beiden 
Ellipsen  gehen,  je  nachdem  man  den  Achsenendpunkt  {d,d*)  der  einen 
Ellipse  mit  dem  einen  oder  dem  anderen  Endpunkte  ((7,  C)  oder  (D,  D') 
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der  entsprechenden  Achse  der  zweiten  Ellipse  als  ähnlich  liegend  be- 
trachtet. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  (d^ä')  und  (C,  C)  ähnlich  liegende 
Punkte  der  beiden  Ellipsen,  so  erhalten  wir  sofort  den  Kegelscheitel 
(d,  (J')  als  Schnittpunkt  der  Geraden  {d  C,  d^  C)  mit  der  Achse 
{AB,  A'B^). 

Wir  sind  somit  im  Stande  vermittelst  dieses  Kegelscheitels  (d,Ä') 
die  Schnittellipse  {cdef,  &d'e*f)  in  die  Hauptellipse  {GDEF.GB'E'F') 
zu  projicieren. 

Gleichzeitig  wollen  wir  aber  auch  die  vertical  -  projicierende 
Gerade  (s,  s')  in  der  Ebene  e„  der  Schnittellipse  in  die  Ebene  s^  der 
Hauptellipse  projicieren.  Die  Protection  ((?,^0  derselben  erhalten  wir 
als  die  ebenfalls  vertical-projicierende  Schnittgerade  der  Ebene  Sv  mit 
der  durch  (5,  s')  und  den  Kegelscheitel  iß,  d')  gelegten  vertical  -  pro- 
jicierenden  Ebene.  Es  ist  einleuchtend,  dass  bei  dieser  Projection  die 
gesuchten  Schnittpunkte  von  (s,  s')  mit  der  Schnittellipse  in  jene 
Punkte  abgebildet  werden,  welche  die  Gerade  (^,  <?')  niit  der  Haupt- 
ellipse {CBEF,  C'B'WF')  gemein  hat. 

Die  horizontalen  Projectionen  der  letzteren  sind  die  Schnittpunkte 
von  6*  mit  der  Ellipse  OB*E*F' ,  welche  folgendermaßen  bestimmt 
werden  können.  Man  verbindet  den  Schnittpunkte  x  von  (?'  und  dem 
Kreise  K\  mit  dem  Mittelpunkte  0'  und  fällt  von  dem  Punkte  2/,  in 
welchem  die  Gerade  0^ x  den  Kreis  K'^  schneidet,  das  Perpendikel 
ya\  auf  or' ;  der  Fußpunkt  a'^  desselben  ist  bereits  der  eine  Schnitt- 
punkt. Projicieren  wir  diesen  Punkt  a'„  vermittelst  des  Kegelscheitels 
d*  in  die  Gerade  s'  nach  a\  zurück,  so  repräsentiert  der  Punkt  a\ 
bereits  die  horizontalen  Projectionen  des  einen  jener  beiden  Punkte, 
in  welchen  die  Gerade  (s,  s')  die  Schnittellipse  in  der  Ebene  e„ ,  also 
auch  das  EUipsoid  trifft.  Die  horizontale  Projection  a'^  des  anderen 
Schnittpunktes  liegt  mit  a\,  in  Bezug  auf  rin,  symmetrisch. 

Man  erhält  also  in  (a,  a\)  und  (a,  a'^)  die  Projectionen  der  ge- 
suchten Punkte  auf  dem  durch  seine  Achsen  gegebenen  EUipsoide. 

In  gleicher  Weise  wird  man  vorzugehen  haben ,  wenn  die  Ver- 
ticalprojection  eines  Punktes  des  Ellipsoides,  dessen  Horizontal- 
projection  gegeben  ist,  zu  bestimmen  wäre.  Selbstverständlich 
beziehen  sich  sodann  die  soeben  an  den  Yerticalprojectionen  durch- 
geführten Constructionen  auf  die  Horizoutalprojectionen  und  umgekehrt. 

§.  614. 

241.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  EUipsoides 
mit  einer  vertical-projicierenden  Ebene  zu  ermitteln. 
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Die  gegebene  vertical-projicierende  Ebene  sei  E^Eh  (Taf.  XXX, 
Fig.  209).  Die  genannte  Ebene  steht  auf  der  Haupt-  und  Symmetrie- 
ebene ri  des  EUipsoides  senkrecht;  es  wird  daher  deren  Schnitt  mit 
dem  Ellipsoide,  in  Bezug  auf  diese  Ebene  ti^  symmetrisch  sein,  d.  h.  die 
zu  suchende  Schnittellipse  wird  die  Schnittgerade  (s,  s')  der  beiden 
Ebenen  EoEu  und  riu  als  eine  ihrer  Achsen  besitzen. 

Die  Endpunkte  (m,  m')  und  {n,  n')  dieser  Achse  sind  unschwer 
festzustellen.  Dieselben  sind  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
(5,  s*)  mit  dem  Ellipsoide,  oder,  da  die  Gerade  (s,  .s')  in  der  Haupt- 
ebene 7]  liegt,  insbesondere  ihre  Schnittpunkte  mit  der  in  dieser  Ebene  r] 
liegenden  Hauptellipse. 

Die  Yerticalprojectionen  der  besagten  Punkte  ergeben  sich  somit 
unmittelbar  als  die  Schnittpunkte  m  und  n  der  Geraden  s  mit  der 
Ellipse  J.J5  (7 Z),  vermittelst  des  der  letzteren  affinen  Kreises  iTo.  Die 
horizontalen  Projectionen  m'  und  n^  findet  man  einfach  durch  Pro- 
jection  der  Punkte  m  und  n  in  die  Gerade  s'. 

Halbiert  man  die  gefundene  Achse  {mn,  m^n^)  des  zu  suchenden 
Schnittes  im  Punkte  (0,  0'),  so  repräsentiert  dieser  letztere  den  Mittel- 
punkt der  Schnittellipse. 

Die  zweite  Achse  des  Schnittes  ist  sodann  jene  Gerade  (Sj,  s,'), 
welche  durch  (0,  0')  auf  die  vorher  genannte  Gerade  (s,  s*)  in  der 
schneidenden  Ebene  Ec  Eh  senkrecht  gezogen  wird.  Nachdem  dieselbe 
eine  vertical-projicierende  Gerade  ist,  so  werden  deren  Endpunkte 
d.  i.  deren  Schnittpunkte  (p,p')  und  (r,  r'),  mit  dem  Ellipsoide  durch 
Zuhilfenahme  jener  Constructionen  gefunden,  welche  in  der  vorigen 
Aufgabe  entwickelt  wurden.  Die  gesuchte  Schnittellipse  ist  mithin 
durch  ihre  Achsen  {mn^m^n')  und  (pr,p'r')  dargestellt. 

In  analoger  Weise  kann  vorgegangen  werden,  wenn  der  Schnitt 
des  EUipsoides  mit  einer  horizontal  -  projicier  enden  Ebene 
zu  bestimmen  wäre.  Es  ist  diesfalls  an  und  für  sich  klar,  dass  man 
bloß  die  Ordnung  der  vorzunehmenden  Constructionen,  in  Betreff  der 
horizontalen,  beziehungsweise  der  verticalen  Projectionen  mit  einander 
zu  vertauschen  hat,  dass  also  die  Constructionen,  die  in  dem  vorher 
besprochenen  Falle  an  den  Yerticalprojectionen  vorgenommen  wurden, 
nun  an  den  Horizontalprojectionen  ausgeführt  werden  müssen,  iiiid 
umgekehrt. 

§.  615. 

242.  Aiifyabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  dreiachsigen 
EUipsoides  mit  einer  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Ge- 
raden festzustellen. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  oq 
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Die  gegebene  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Gerade 
sei  {g,  g')  (Taf.  XXX,  Fig.  210). 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  eine  horizontal-projicierende,  also 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  eh,  so  wird  dieselbe 
das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Schnittpunkte  mit  der 
gegebenen  Geraden  (g^  g')  bereits  die  gesuchten  Punkte  darstellen 
werden. 

Die  besagten  Punkte  könnte  man  in  der  Weise  construieren,  dass 
man  (wie  in  Aufgabe  239)  die  Achsen  (a&,  a'6')  und  {cd^  &  d')  der 
Schnittellipse  der  Ebene  en  construiert  und  dann  vermittelst  eines 
zu  dieser  Schnittellipse  affinen  Kreises  die  Schnittpunkte  mit  (^,  g^) 
aufsucht. 

Man  kann  jedoch  auch,  um  einige  Abwechslung  in  die  Lösungs- 
arten zu  bringen,  folgenden  Weg  einschlagen. 

Die  Schnittellipse  (ah cd,  a*'b*c'd')  ist  bekanntlich  ähnlich  ge- 
legen mit  der  Hauptellipse  {ABGB,  A'B'G'B*)'^  es  können  daher 
diese  beiden  Ellipsen  stets  als  parallele  Schnitte  eines  und  desselben 
Kegels  betrachtet  werden.  Die  Erzeugenden  dieses  Kegels  (es  gibt 
ihrer  bekanntlich  zwei)  sind  die  Verbindungsgeraden  ähnlich  liegender 
Punkte  beider  Ellipsen. 

Als  ein  Paar  solcher  ähnlich  liegender  Punkte  sind 
offenbar  auch  die  Mittelpunkte  (0,  0')  und  {o,  o')  der  beiden  Ellipsen 
zu  betrachten.  Auf  der  Verbindungsgeraden  dieser  Punkte,  d.  i.  auf 
der  vertical-projicierenden  Achse  (JBJP,  E'  F')  des  Ellipsoides  muss 
daher  der  Kegelscheitel  liegen. 

Da  ferner  die  Achsenendpunkte  beider  Ellipsen  ähnlich  liegende 
Punkte  (und  zwar  in  doppelter  Beziehung  ähnlich  liegend)  sind,  so 
wird  es  genügen,  einen  Achsenendpunkt,  etwa  (c,  &)  der  Schnittellipse 
zu  bestimmen  und  denselben  mit  einem  der  beiden  ihm  ähnlich 
liegenden  Achsenendpunkten  der  Hauptellipse  (AB OB,  A^B'G^B'), 
diesfalls  mit  (0,  0')»  zu  verbinden,  um  in  {Cc,  O &)  eine  Erzeugende 
des  obgenannten  Kegels,  und  in  deren  Schnitt  {ß^  S^)  mit  der  Achse 
{EF,  E'  JP')  den  Scheitel  des  Kegels  zu  erhalten.  Vermittelst  dieses 
Kegelscheitels  (S,  S*)  sind  wir  nun  in  der  Lage,  die  Schnittellipse 
{aicd,  a'V&d')  auf  die  Hauptellipse  {ABCB,  A*B'OB')  zu  pro- 
jicieren. 

Gleichzeitig  ist  aber  auch  die  gegebene,  in  der  Ebene  eu  der 
Schnittellipse  liegende  Gerade  {g,  g*)  auf  die  Ebene  7]h  der  Haupt- 
ellipse vom  Scheitel  (5,  S')  aus  zu  projicieren,  d.  h.  der  Schnitt  {g^,g\) 
der  Ebene  t]  mit  der  durch  (S,  S*)  und  {g,  g')  gelegten  Ebene  zu 
ermitteln. 
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Da  infolge  der  Parallelität  der  Ebenen  en  und  rih  auch  dieser 
Schnitt  (^,,  g\)  zur  Geraden  (^,  g')  parallel  sein  muss,  genügt  es, 
irgend  einen  Punkt,  allenfalls  (a^,  a\)  von  (^j,  g\)^  als  Pro- 
jection  eines  Punktes  (a,  «')  von  (^,  ^')  zu  construieren  und  durch 
diesen  Punkt  («j,  a\)  die  Gerade  (^,,  flf'J  parallel  zu  {g,  g')  zu 
ziehen.  Die  Schnittpunkte  der  Geraden  {g^^  g\)  mit  der  Hauptellipse 
{ABGD^  A'B' G'B^)  werden  offenbar  bereits  die  Projectionen  (vom 
Scheitel  (/S,  S')  aus)  der  Schnittpunkte  der  Geraden  {g,  g')  mit  der 
Ellipse  {ahcd,  a'h'&ä')  darstellen. 

Wir  haben  demnach  nichts  anderes  zu  thun,  als  die  Schnitt- 
punkte m,  und  n^  der  Geraden  g^  mit  der  Ellipse  A  B  GB  vermittelst 
des  Affinitätskreises  K^  zu  construieren,  um  in  den  besagten  Punkten 
die  Verticalprojectionen  der  Schnittpunkte  der  Geraden  (g^,  g\)  mit 
der  Hauptellipse  (ABGB,  A'B'G*B')  zu  erhalten.  Projicieren  wir 
diese  Punkte  m^  und  n^  vom  Kegelscheitel  8  auf  die  Gerade  g  zurück 
(man  sieht,  dass  zur  Ausführung  dieser  Construction  die  verticalen 
Projectionen  hinreichen),  so  erhält  man  daselbst  zwei  Punkte  m  und 
n,  welche  bereits  die  Verticalprojectionen  der  gemeinsamen  Punkte 
der  Geraden  (g,  g*)  mit  der  Ellipse  alcd,  also  auch  mit  dem  Ellipsoide 
darstellen.  Die  Horizontalprojectionen  m'  und  ^'  dieser  Schnittpunkte 
ergeben  sich  unmittelbar  auf  g\ 

Das  Verfahren  wird  im  Principe  unverändert  bleiben,  wenn  die 
Schnittpunkte  des  Ellipsoides  mit  einer  zur  horizontalen  Projections- 
ebene  parallelen  Geraden  zu  ermitteln  sein  sollten.  Man  wird  in  einem 
solchen  Falle  nur  die  Constructionen  betreffe  der  Projectionen  umzu- 
kehren haben ;  man  wird  also  durch  die  Gerade  eine  horizontale  Ebene 
legen  und  deren  Schnitt  mit  dem  Ellipsoide  von  einem  gewissen  Punkte 
der  Achse  AB  auf  den  horizontalen  Hauptschnitt  GBEF  projicieren 
und  im  übrigen  den  oben  eingeschlagenen  Weg  festhalten. 

Sind  die  Schnittpunkte  einer  gegen  beide  Pro ject ions- 
ebenen geneigten  Geraden  zu  bestimmen,  so  werden  die  Con- 
structionen, wenn  auch  nicht  mehr  so  einfach  wie  in  den  eben  bespro- 
chenen Fällen,  so  doch  nicht  wesentlich  complicierter  sein. 

In  dem  vorstehenden  Falle  hat  man  nämlich  durch  die  gegebene 
Gerade  eine  vertical-  oder  horizontal -projicierende  Ebene  zu  legen;  die 
Achsen  der  Schnittellipse  dieser  Ebene  mit  dem  EUipsoid  (wie  in  Auf- 
gabe 241)  zu  construieren  und  endlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
mit  dieser  Ellipse  zu  ermitteln. 

Wie  leicht  einzusehen,  hätte  man  hierbei  dreimal  die  Schnitt- 
punkte von  Geraden  mit  verschiedenen  Ellipsen  zu  bestimmen,  bevor 
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man  zur  Kenntnis  des  gewünschten  Resultates  käme,  was  zwar  keinerlei 
Schwierigkeit   bietet,   den  Gang  der  Lösung  aber  schwerfällig  macht. 

Besonders  schleppend  und  langwierig  wäre  aber,  unter  Beibehaltung 
dieser  Methode,  die  Bestimmung  des  Schnittes  einer  beliebigen,  gegen 
die  Projectionsebene  geneigten  Ebene  mit  dem  dreiachsigen  Ellipsoide 
dann,  wenn  es  sich  um  die  directe  Construction  eines  Paares  con- 
jugierter  Durchmesser  oder  gar  der  Achsen  dieses  Schnittes  handeln 
würde. 

Hiernach  erscheint  uns  die  Weisung  gegeben,  vor  allem  eine 
Methode  zu  suchen,  welche  die  Construction  der  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  einem  Ellipsoide  auf  eine  einfache  und 
sichere  Weise  ermöglicht. 

Die  gestellte  Forderung  wird  erfüllt  sein,  wenn  es  gelingt,  die 
Constructionen  auf  solche  zu  reducieren,  welche  bloß  von  der  Bestim- 
mung der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einem  Kreise  abhängen. 
Selbstverständlich  darf  jedoch  die  Lösung  nicht  etwa  in  der  Weise 
erfolgen,  dass  ein  solcher  Kreis  allenfalls  wieder  bloß  den  Affinkreis 
einer  Ellipse  repräsentiere ,  deren  Achsen  erst  gefunden  werden 
müssten. 

um  zu  dem  angestrebten  Ziele  zu  gelangen,  wird  es  geboten 
erscheinen,  die  beiden  nachstehenden  Aufgaben  vorauszuschicken. 

§.  616. 

M3.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  EUipsoides 
mit  einer  durch  die  kleine  Achse  desselben  gehenden  Ebene  zu 
bestimmen. 

Sei  E^Eh  (Taf.  XXXI,  Fig.  211)  die  schneidende  Ebene,  welche, 
der  Voraussetzung  gemäß,  durch  die  kleine  Achse  (EF,E'F^)  des 
EUipsoides  geführt  wird.  Die  Verticaltrace  Ev  derselben  wird  mithin 
durch  die  Verticalprojection  EF  oder  durch  die  Verticalprojection  0 
des  Mittelpunktes  gehen. 

Die  eine  Achse  des  Schnittes  dieser  Ebene  mit  dem  Ellipsoide 
ist  die  Gerade  (5,  s'),  in  welcher  die  Ebene  E^Eh  die  zu  ihr  senk- 
rechte Haupt-  und  Symmetrieebene  rj  des  EUipsoides  schneidet.  Die 
Endpunkte  dieser  Achse  sind  deren  Schnittpunkte  (m,m')  und  {n,n')  mit 
dem  Ellipsoid  oder  insbesondere  mit  der  Hauptellipse  (J.B(7D,J.'J5'(7'D0. 
Dieselben  wurden  diesfalls  vermittelst  des  affinen  Kreises  K^^  fest- 
gestellt. 

Da  die  Achse  {mn,  m'n')  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des 
EUipsoides  geht,  ist  der  letztbezeichnete  Punkt  auch  der   Mittelpunkt 
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des  Schnittes  der  Ebene  EvEh  mit  der  Fläche.  Die  zweite  Achse 
wird  durch  die  durch  (0,  0')  in  der  Ebene  E^Eh  senkrecht  zur 
ersteren  Achse  (rnUy  m^n^)  gezogene  Gerade  dargestellt,  ist  also  mit 
der  kleinen  Achse  {EF,  E' P)  des  Ellipsoides  identisch. 

Das  gleiche  Resultat  ergibt  sich  auch  direct  durch  folgende 
Betrachtung. 

Die  Tangentialebenen  des  Ellipsoides  in  den  Endpunkten  der 
kleinen  Achse  (EF^E^F')  stehen,  wie  bekannt,  auf  dieser  letzteren 
senkrecht.  Die  durch  die  besagte  Achse  gehende  Ebene  schneidet 
diese  Tangentialebenen  in  zwei  zur  Achse  (EF,  E^  F')  senkrechten 
Geraden,  welche  gleichzeitig  die  Tangenten  der  Schnittellipse  in  den 
Punkten  (J5,  E^)  und  ( JF,  F')  darstellen ,  woraus  unmittelbar  hervor- 
geht, dass  (jBjP,  jE'jF')  eine  Achse  dieser  Schnittellipse  sei. 

Der  Schnitt  der  Ebene  EoEh  mit  dem  EUipsoide  ist  somit  durch 
seine  beiden  Achsen  [mn^  m' n')  und  {EF,  E^  F)  dargestellt. 

Als  besonders  wichtig  sei  noch  hervorgehoben,  dass  die  horizon- 
tale Projection  E'F^mUi^  dieser  Ellipse  die  Horizontalprojection 
C^  D'FF^  der  Hauptellipse  in  der  Ebene  e^  in  den  beiden  Achsen- 
endpunkten E^  und  jP'  berührt. 

Denken  wir  uns  nun  die  schneidende  Ebene  Ev  Eh  um  die  Achse 
(EF^  E' F^)  gedreht,  so  wird  dieselbe  das  EUipsoid  stets  in  einer 
Ellipse  schneiden,  deren  eine  Achse  {EF,  E^ F^)  ist.  Die  andere  Achse 
ist  offenbar  jener  Durchmesser  der  Hauptellipse  (AB  CD,  Ä^B^C^ D^), 
welcher  jeweilig  in  der  Ebene  E^Eh  liegt. 

Übergeht  die  schneidende  Ebene  Ev  Eh  bei  der  vorerwähnten 
Drehung  in  die  horizontale  Lage,  so  ist  die  ebengenannte  Achse  die 
mittlere  Achse  des  Ellipsoides  und  daher  der  Schnitt  der  Ebene  mit 
dem  EUipsoide,  die  Hauptellipse  (CD,  EF). 

Wird  die  Drehung  fortgesetzt,  dreht  sich  also  die  Ebene  EyE^ 
aus  der  letztangeführten  Lage  heraus,  so  wird  sich  die  Achse  (fnn,mUi') 
derart  ändern,  dass  ihre  horizontale  Projection  m'^'  immer  kleiner 
wird  und  endlich  ganz  verschwindet,  wenn  die  schneidende  Ebene 
EvEh  in  die  horizontal-projicierende  Lage  übergeht. 

Während  der  Drehung  wird  daher  die  Ebene  EvEh  einmal  eine 
Lage  einnehmen,  bei  welcher  die  Horizontalprojection  m^n^  der  Länge 
E'F'  gleich  wird,  die  Horizontalprojection  der  Schnittellipse  also  durch 
einen  über  F  F^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  K^^  repräsen- 
tiert erscheint. 

Hierauf  gestützt,  wollen  wir  die  nachstehende  Aufgabe,  deren 
Möglichkeit  soeben  bewiesen  wurde,  lösen. 
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§.  617. 

244.  Aufgabe.  Es  ist  die  Lage  einer  Ebene  aufzufinden,  welche 
durch  die  kleine  Achse  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  geht  und 
letzteres  in  einer  Ellipse  schneidet,  deren  Horizontalprojection  ein 
Kreis  ist. 

Den  vorhergegangenen  Betrachtungen  entsprechend,  kann  die 
horizontale  Projection  dieses  Kegelschnittes^  den  wir  (7,  y')  nennen 
wollen,  unmittelbar  gezeichnet  werden.  Besagte  Projection  ist  nämlich 
der  über  JS'jF'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  y*=zK'^  (Taf.XXXI, 
Fig.  212). 

Der  zu  jB'jP'  senkrechte,  der  Lage  nach  mit  CD'  zusammen- 
fallende Durchmesser  m'  w'  repräsentiert  somit  die  Horizontalprojection 
der  zweiten  Achse  {mn,  m'n^)  des  verlangten  Kegelschnittes  (y,  y')- 
Nachdem  aber  diese  Achse,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  noth- 
wendig  ein  Durchmesser  der  Hauptellipse  {AB  CD,  A*B*C'D') 
sein  muss,  so  ist  auch  einleuchtend,  dass  die  beiden  Punkte  m'  und 
n*  die  horizontalen  Projectionen  zweier  Punkte  der  Hauptellipse 
(ABGDyA'B'G'D')  darstellen  müssen. 

Die  verticalen  Projectionen  dieser  Punkte  werden  sich  daher  als 
die  Schnittpunkte  m  und  n  oder  m^  und  n^  der  Ellipse  AB  CD  mit 
den  durch  m'  beziehungsweise  n^  senkrecht  zur  Grundlinie  XX  ge- 
zogenen Geraden  ergeben. 

Hiernach  erhalten  wir  in  mn  oder  in  m^n^  die  Verticalprojection 
der  zweiten  Achse  des  Kegelschnittes  (y,  y')  und  gleichzeitig  mit  der- 
selben die  Verticaltrace  Fy  (oder  TV)  der  vertical-projicierenden  durch 
{EF,  E*  F')  gehenden  Ebene,  welche  diesen  Kegelschnitt  enthält. 

Wie  somit  ersichtlich,  gibt  es  zwei  Lagen  von  Ebenen  — 
IriTh  und  PvF'h  —  welche  der  gestellten    Aufgabe   Genüge  leisten. 

Diese  Ebenen  lassen  sich  nun,  wie  wir  in  der  Folge  zeigen 
werden,  sehr  vortheilhaft  zu  verschiedenen  weiteren  Constructionen 
benützen! 

Damit  die  nachstehenden  erläuternden  Figuren  möglichst  einfach 
erscheinen  und  die  nothwendigen  Constructionen  klar  hervortreten, 
setzen  wir  voraus,  dass  im  allgemeinen  bei  allen  folgenden  hierher 
gehörenden  Aufgaben  die  Lage  der  einen  oder  der  anderen  Ebene  F 
mit  dem  EUipsoid  als  gegeben  vorliege,  dass  also  deren  Construction 
bereits  seitwärts  durchgeführt  worden  sei,  bevor  auf  jene  der  ge- 
stellten Aufgabe   entsprechende  Ebene  übergangen  wurde. 

§.  618. 

245.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  beliebigen  Geraden 
mit  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  zu  construieren. 
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Die  gegebene,  gegen  die  Projectionsebenen  geneigte  Gerade  sei 
(g,  g^)  (Taf,  XXXI,  Fig.  213). 

Wir  legen  zunächst  durch  die  gegebene  Gerade  eine  vertical- 
projicierende  Ebene  P^.  Diese  schneidet  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse, 
deren  eine  Achse  die  Schnittgerade  der  Ebene  P«  mit  der  Hauptebene 
71k  ist.  Die  verticalen  Projectionen  m^  und  n^  der  Endpunkte  dieser 
Achse  sind  die  Schnittpunkte  von  g  =  Fv  mit  der  Ellipse  AB  CD 
und  können  mittelst  des  Affinkreises  Kq  construiert  werden.  Die 
horizontalen  Projectionen  dieser  Punkte  liegen  auf  rjh^  Wir  benöthigen 
jedoch  dieselben  ebensowenig  als  die  zweite  Achse  des  Schnittes. 

Durch  die  Schnittellipse  der  Ebene  P,,  und  durch  die  Ellipse 
{y^  y')  kann  man  (nach  Satz  451,  Band  II)  immer  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades  legen.  Eine  dieser  Kegelflächen  wollen  wir  zur  weiteren 
Construction  benützen. 

Da  die  beiden  vorgenannten  Ellipsen  in  Ebenen  liegen,  die  zur 
Hauptebene  rjh  senkrecht  stehen,  und  nachdem  jede  derselben  in  dieser 
Hauptebene  eine  Achse  —  mn,  beziehungsweise  m^n^  —  besitzt,  so 
ist  einleuchtend,  dass  diese  Hauptebene  rjh  auch  eine  Symmetrie- 
ebene des  Kegels  sein  werde.  Hieraus  folgt  aber  unmittelbar  weiter, 
dass  der  Kegelscheitel  in  dieser  Ebene  liegen  müsse. 

Dieser  Kegelscheitel  ist  leicht  zu  construieren,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  die  Ebene  rjh  den  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  schneiden 
werde,  welche  durch  die  Punkte  m,,  ^,,  m  und  n  gehen  müssen. 
Betrachtet  man  m^n  und  mn^  als  die  vor  bezeichneten  Erzeugenden,  so 
liefern  dieselben  in  ihrem  gegenseitigen  Schnitte  den  Kegelscheitel  (5,  S'). 

Würde  man  mm^  und  nn^  als  Erzeugenden  wählen,  so  erhielte 
man  im  Schnitte  derselben  den  Scheitel  des  zweiten  durch  beide 
Ellipsen  möglichen  Kegels. 

Vermittelst  des  Kegelscheitels  {S,  S')  sind  wir  nun  in  der  Lage, 
den  Schnitt  des  Ellipsoides  mit  der  vertical-projicierenden  Ebene  P„ 
in  den  Kegelschnitt  (y,  y')  zu  projicieren.  Selbstverständlich  werden 
wir  auch  die  in  der  Ebene  P^  liegende  Gerade  (^,  g')  aus  dem  Punkte 
(Ä,  S')  auf  die  Ebene  P  des  Kegelschnittes  {y,  y')  projicieren.  Wir 
werden  also  mit  anderen  Worten  den  Schnitt  der  durch  {S,  S')  und 
die  Gerade  {g,  g')  gelegten  Ebene  mit  der  Ebene  P  aufsuchen.  Letzteres 
kann  einfach  in  nachstehender  Weise  geschehen. 

Die  Gerade  {g,g')  selbst  schneidet  die  vertical-projicierende  Ebene 
P  in  dem  Punkte  {d,d')',  ferner  trifl't  die  durch  {S,S')  parallel  zu  {g,g') 
gezogene  Gerade  die  Ebene  P  im  Punkte  {x^,x\),  so  dass  sich  die  ge- 
suchte Schnittgerade  {gy,  g\)  direct  als  die  Verbindungsgerade  der 
beiden  Punkte  {8j8*)  und  {x^,  x\)  ergibt. 
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Die  Gerade  (gy^  g'y)  wird  die  Ellipse  (y,  y^)  in  zwei  Punkten 
(a,  «')  und  (ß,  ß')  trejffen,  welche,  indem  wir  (ä,  S')  als  Projections- 
centrum  auffassen,  nichts  anderes  als  die  Projectionen  jener  beiden 
Punkte  darstellen,  in  welchen  die  Gerade  (^,  ^')  die  in  der  Ebene  P, 
liegende  Schnittellipse  trifft. 

Die  besagten  Punkte  (ß:,  «')  und  (/3,  ß')  werden  nunmehr  an- 
standslos bestimmt  werden  können,  da  sich  deren  horizontale  Projec- 
tionen a'  und  /3'  unmittelbar  als  die  Schüittpunkte  von  g^y  mit  dem 
Kreise  y'  ergeben. 

Projiciert  man  diese  Punkte  {a,  a')  und  (/3,  ß')  von  {S,  S')  aus 
auf  die  Gerade  {g,g')  zurück,  so  erhält  man  daselbst  jene  Punkte 
(a,  a')  und  (6,  &')?  ^^  welchen  {g^g*)  die  Ellipse,  die  sich  als  der  Schnitt 
des  Ellipsoides  mit  der  Ebene  P^  ergibt,  schneidet,  mithin  das  gegebene 
dreiachsige  Ellipsöid  selbst  trifft. 

§.  619. 

246,  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit  einer  beliebigen  Ebene  durch  ein  Paar  seiner  conjugierten  Durch- 
messer darzustellen. 

Die  schneidende  Ebene  E,Eh  (Taf.  XXXI,  Fig.  214)  trifft  die 
Ebene  rih  in  einer  Geraden  (s,  s').  Bestimmen  wir  weiters  die  Schnitt- 
punkte mj  und  n^  der  genannten  Schnittgeraden  (s,s')  niit  der  Haupt- 
ellipse {AB CD,  A'B'C'D')  durch  Zuhilfenahme  des  Affinkreises  K^, 
sowie  ferner  die  Tangenten  t^  und  t^  der  Ellipse  AB  CD  in  eben 
diesen  beiden  Punkten. 

Da  die  Punkte  m^  und  n^  der  schneidenden  Ebene  und  dem 
Bllipsoide  angehören,  so  sind  dieselben  bereits  zwei  Punkte  des  gesuchten 
Schnittes. 

Nachdem  ferner  die  Tangenten  t^  und  t^  in  den  Punkten  m^ 
und  n^  der  Hauptellipse  AB  CD  gleichzeitig  die  Verticaltracen  der 
vertical-projicierenden  Tangentialebenen  des  Ellipsoides  in  diesen  Punkten 
repräsentieren,  so  stellen  sie  auch  die  Verticalprojectionen  der  Tan- 
genten an  die  Schnittellipse  in  den  betreffenden  Punkten  m^  und  n^ 
dar,  oder  mit  anderen  Worten  :  die  Verticalprojection  des  Schnittes 
der  Ebene  E^JEh  mit  dem  Ellipsoide  ist  jene  Ellipse,  welche  durch 
die  Punkte  m^  und  ^^  geht  und  in  denselben  von  den  Geraden  ^,  und 
ta  berührt  wird. 

Construieren  wir  weiters  die  Schnittgerade  (^,  q')  der  Ebene 
EvEh  mit  der  Ebene  r^Fh,  so  trifft  diese  den  Kegelschnitt  (y^y')  in 
zwei  Punkten  {x,  x')  und  {y,  if),  welche  sich  unmittelbar  in  der  hori- 
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zontalen  Projeclion  als  die  Schnitte  x'  und  ^'  von  q*  mit  dem  Kreise 
y*  ergeben.  Offenbar  sind  auch  diese  beiden  Punkte  {x^x')  und  C%?/') 
wieder  zwei  Punkte  der  gesuchten  Schnittellipse  (27,  2:'), 

Von  der  verticalen  Projection  H  der  letzteren  sind  sonach  vier 
Punkte  m, ,  ^j,  X  und  y,  und  die  Tangenten  \  und  t^  in  den  beiden 
erstgenannten  Punkten  bekannt.  Es  unterliegt  demnach  auch  keiner 
Schwierigkeit,  zwei  conjugierte  Durchmesser  der  genannten  Vertical- 
projection  27  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  verticale  Projection  der 
Schnittellipse  27  als  collinear  mit  einem,  den  beiden  Tangenten  ^^  r.nd 
4  eingeschriebenen  Kreise  E^,  Dabei  repräsentiert  der  Schnittpunkt 
Co  dieser  Tangenten  ^,  und  t^  das  Collineationscentrum.  Der  Berührungs- 
sehne m"j  n^^  des  Kreises  H^  mit  den  Tangenten  i^j  und  i^  entspricht 
collinear  die  Berührungssehne  m^n^.  Die  beiden  letztgenannten  Geraden 
schneiden  sich  mithin  in  einem  Punkte  d,   der  Collineationsachse. 

Bestimmt  man  ferner  mittelst  der  Collineationsstrahlen  die  den 
Punkten  x  und  y  collinearen  Punkte  x^  und  y^  auf  dem  Kreise  E^ 
(sind  X  und  y  durch  m,  und  n^  getrennt,  so  gilt  das  Gleiche  auch 
von  x^^  und  y^^  es  sind  also  auch  x^  und  y^  durch  m^^  und  n^^  ge- 
trennt anzunehmen) ,  so  erhält  man  im  Schnitte  d.»  der  beiden  col- 
linearen Geraden  xy  und  x^^y^^  einen  zweiten  Punkt  der  Collineations- 
achse ,  welch  letztere  demnach  als  die  Verbindungsgerade  Ca  der 
Punkte  d,  und  d^  vollkommen  bestimmt  ist. 

Um  nun  conjugierte  Durchmesser  von  27  zu  bestimmen, 
ziehen  wir  den  zur  Collineationsachse  Ca  senkrechten  Durchmesser  z^ 
des  Kreises  27„  und  ermitteln  die  demselben  collinear  entsprechende 
Gerade  z. 

Den  Endpunkten  a„  und  h^  von  ^^  entsprechen  collinear  die 
Punkte  a  und  &  auf  der  Geraden  z,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass 
a&  einen  Durchmesser  von  27  darstelle.  Die  Tangenten  des  Kreises  27„ 
in  a^  und  lo^  sind  nämlich  senkrecht  zu  z^,  also  parallel  zur  Collinea- 
tionsachse; es  müssen  denselben  daher  auch  zur  Collineationsachse 
parallele  Tangenten  von  27  in  den  Punkten  a  und  6  entsprechen. 

Hieraus  ist  aber  auch  sofort  zu  ersehen,  dass  der  dem  Durch- 
messer z  conjugierte  Durchmesser  von  27  zur  Collineationsachse  pa- 
rallel sein  werde.  Der  besagte  Durchmesser  ergibt  sich  als  die  Gerade  v. 
welche  durch  den  Mittelpunkt  o  von  27  (Halbierpunkt  von  a  b)  parallel 
zu  Ca  gezogen  wird.  Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers  erhält  man 
unmittelbar,  indem  man  die  demselben  entsprechende  Gerade  v^  auf- 
sucht. Letztere  geht  durch  den  dem  Punkte  o  collinear  entsprechen- 
den Punkt  o^^  parallel  zur  Collineationsachse  Ca  und  trifft  den  Kreis  27,^ 
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in  Cq  und  d„.  Die  den  letztgenannten  Punkten  entsprechenden  Punkte  c 
und  d  sind  bereits  die  gesuchten  Endpunkte. 

Die  Verticalprojection  2J  des  gesuchten  Schnittes  ist  somit  durch 
ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  ab  und  cd  dargestellt.  Berück- 
sichtigt man,  dass  diese  (bei  orthogonaler  Projection)  noth wendig  die 
Projectionen  zweier  conjugierter  Durchmesser  der  Schnittellipse  selbst 
sind,  so  werden,  wenn  man  zu  den  Geraden  ^  (ah)  und  v{cd)  die 
Horizontalprojectionen  ^'  (a'&')  und  v'  {c*  d^)  in  der  Ebene  E^Eh  be- 
stimmt, diese  wieder  zwei  conjugierte  Durchmesser  der  Horizontal- 
projection  27'  des  verlangten  Schnittes  repräsentieren;  es  sind  dem- 
nach (a&,  a'&O  und  (cd,  c'd')  die  conjugierten  Durchmesser 
des  gesuchten  Schnittes  (27,2:'). 

Wir  werden  an  späterer  Stelle,  nachdem  wir  Tangentialebenen 
an  ein  dreiachsiges  EUipsoid  zu  legen  im  Stande  sein  werden,  einfachere 
Methoden  zur  Bestimmung  des  ebenen  Schnittes  kennen  lernen. 

§.  620. 

247.  Aufgäbe,  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit  einer  Durchmesserebene  zu  ermitteln. 

Es  sei  E,Eh  (Taf.  XXXII,  Fig.  215)  die  schneidende  Ebene, 
welche,  der  Voraussetzung  gemäß,  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des 
Ellipsoides  geht.  Dieselbe  wird  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  Mittelpunkt,  wie  bereits  bekannt,  mit  dem  Mittelpunkte  (0,  0') 
des  Ellipsoides  zusammenfällt.  Es  wird  daher  jede  in  der  Ebene  E^Eh 
durch  den  Punkt  (0,  0')  geführte  Gerade  ein  Durchmesser  des  ge- 
suchten Schnittes  sein. 

Um  möglichst  einfach  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  des 
Schnittes  zu  bestimmen,  ermitteln  wir  vor  allem  die  Schnittgerade 
(s,  s')  der  Ebene  E^Eh  mit  der  Hauptebene  rih*  Die  so  erhaltene 
Schnittgerade  {s,s')  ist  offenbar  ein  Durchmesser  der  gesuchten  Schnitt- 
ellipse sowohl,  als  auch  der  Hauptellipse  {ABCD.A'B'OB'). 

In  letzterer  Eigenschaft  ist  es  besonders  leicht,  dessen  Endpunkte 
{m^,m\)  und  {n^,n\)  zu  bestimmen.  Die  Verticalprojectionen  m^  und 
n^  derselben  ergeben  sich  nämlich  als  die  Schnittpunkte  von  s  mit 
der  Ellipse  AB  CD,  vermittelst  des  affinen  Kreises  K^j  und  können 
mit  Hilfe  des  letzteren  auch  die  parallelen  Tangenten  ^,  und  ^^  der 
Ellipse  AB  CD  in  den  Punkten  m^  und  ^.  construiert  werden.  Die 
Horizontalprojectiouen  m\  und  n\  ergeben  sich  sofort  in  s'  =  rih» 

Wir  erhalten  demnach  einen  Durchmesser  des  gesuchten 
Schnittes    in    (m^n^,  m\n\)    dargestellt.     Es   handelt  sich    somit 
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bloß  noch  darum,  den  ihm  conjugierten  Dmxhmesser  zu  construiereu. 
Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Die  Gerade  (m,  n,,  m\  n\)  ist  auch  ein  Durchmesser  der  Haupt- 
ellipse {ABGJD.A'B'OD'),  Die  Tangenten  t^  und  t^  der  letzteren 
in  m^  und  n^  repräsentieren  gleichzeitig  die  Verticaltracen  der  vertical- 
projicierenden  Tangentialebenen  des  Ellipsöides  in  den  Punkten  (m^m',) 
und  {n^^n\).  Besagte  Taugentialebenen  sind  selbstverständlich  unter- 
einander parallel.  Die  Schnitte  der  letztgenannten  Ebenen  mit  der 
Ebene  E„Eh  sind  demnach  zwei  parallele  Tangenten  der  Schnitt- 
ellipse in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  (m,  n,,  m\9^'J;  die 
Eicht ung  derselben  stimmt  folglich  mit  der  des  diesem  Durchmesser 
conjugierten  Durchmessers  überein. 

Zieht  man  demnach  die  Gerade  r  parallel  zu  t^,t^  durch  0,  so 
erhält  man  die  Verticalprojection  des  dem  Durchmesser  (m^n^,m',l^'l) 
conjugierten  Ellipsen-Durchmessers.  Da  derselbe  in  der  Ebene 
EvEh  liegt,  so  ist  dessen  Horizontalprojection  r'  aus  der  Verticalpro- 
jection r  leicht  abzuleiten. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  Endpunkte  dieses  Durch- 
messers, d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Geraden  (r,  r')  mit  dem 
Ellipsoide  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Behufe  legen  wir  durch  (r,r')  die  vertical-projicierende 
Ebene  P^.  Diese  schneidet  das  Ellipsoid  nach  einer  Ellipse,  deren  eine 
Durchmesser  m^  n^  gleichzeitig  ein  Durchmesser  der  Hauptellipse 
{ÄBCD,  Ä'B'C'D')  ist.  Die  Endpunkte  m^  und  n^  desselben  er- 
halten wir  im  Schnitte  von  F,  =  r  mit  der  Ellipse  AB  CD  durch 
Zuhilfenahme  des  affinen  Kreises  Kq,  Die  Horizontalprojectionen  m^^ 
und  n\  beüöthigen  wir  zu  den  weiteren  Constructionen  ebenso  wenig, 
wie  den  zweiten  Durchmesser. 

Durch  den  besagten  Schnitt  und  durch  den  Kegelschnitt  (y,  y') 
können  wir,  da  beide  Kegelschnitte  einen  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt (OfO^)  besitzen,  einen  Cylinder  legen.  Die  Erzeugenden  dieses 
Cylinders  sind,  nachdem  beide  Kegelschnitte  gegen  die  Hauptebene  i^^ 
symmetrisch  liegen,  parallel  zu  dieser  letzteren,  und  ihre  Vertical- 
projectionen  sind  speciell  zu  den  Geraden  m^n  und  mn^  (oder  mm^ 
und  nUf,)  parallel. 

Vermittelst  dieses  Cylinders  projiciert  sich  der  Schnitt  des  Ellip- 
söides mit  der  Ebene  Pv  in  den  Kegelschnitt  (y,  y'). 

Projicieren  wir  gleichzeitig  auch  die  Gerade  (r,  r')  auf  die  Ebene 
r,  so  erscheint  dieselbe  in  (^o^^'o)  dargestellt. 

Führt  man  die  Schnittpunkte  (i>„,i>'o)  und  öo?  3:'»)  der  Geraden 
(Tq,  r'j,)  mit  dem  Kegelschnitte  (y,  y')   (in  der  horizontalen  Projection 


620 

ergeben  sich  diese  Schnitte,  da  y'  ein  Kreis  ist,  unmittelbar)  ver- 
mittelst Projection  parallel  zu  mn^  in  die  Gerade  (r,  r')  zurück,  so 
repräsentieren  sie  daselbst  die  Schnittpunkte  (p,  p')  und  (g,  q')  der 
Geraden  (r,r')  mit  dem  Kegelschnitte  in  P^,  also  auch  die  Schnitte 
mit  dem  Ellipsoide;  es  sind  sonach  {p^p')  und  (g,  g')  die  gesuchten 
Durchmesser-Endpunkte. 

§.  621. 

248.  Aufgäbe.  Die  Kreisebenen  des  dreiachsigen  Ellipsoides 
sind  zu  construieren. 

Ausnahmsweise  geben  wir  diesmal  dem  Ellipsoide  eine  solche 
Lage,  dass  dessen  mittlere  Achse  CD  (Taf.  XXXI,  Fig.  216)  vertical- 
projicierend  und  die  kleine  Achse  EF  zur  Grundlinie  parallel  wird. 
Die  große  Achse  AB  bleibt  jetzt  wie  vorher  horizontal-projicierend. 
Durch  die  mittlere  Achse  (CD,C'D^)  legen  wir,  indem  wir  (CD,C^D') 
als  Durchmesser  betrachten,  eine  Kugel  (/S,  ä/). 

Da  die  Berührebenen  sowohl  des  Ellipsoides  als  auch  der  Kugel 
in  den  Endpunkten  (C,  G')  und  (D,  D'j  dieser  xlchse  senkrecht  auf  der- 
selben sind,  nachdem  also  die  Kugel  das  Ellipsoid  in  den  beiden  Punkten 
(C,  CO  und  (D,  D')  berührt,  so  müssen  sich  (nach  Satz  449,  Band  II) 
die  beiden  Flächen  nach  ebenen  Curven  schneiden,  welche,  da  die 
eine  von  ihnen  eine  Kugel  ist,  nur  Kreise  sein  können.  Dass  diese 
Kreise  reell  sind,  ist,  da  ein  Theil  des  Ellipsoides  innerhalb,  ein 
anderer  Theil  außerhalb  der  Kugel  liegt ,  unschwer  zu  erkennen. 

Es  wird  sich  nun  um  die  Construction  der  beiden  Kreise  und 
ihrer  Ebenen  handeln. 

Auf  Grund  des  bereits  citierten  Satzes  449,  Band  II)  gehen  die 
beiden  ebenen  Schnitte  durch  die  beiden  Berührungspunkte  (C,(7')  und 
{D,D')  der  Flächen;  die  gesuchten  Kreisebenen  enthalten  also  die 
mittlere  Achse  {CD,  CD')  des  Ellipsoides. 

Zur  Bestimmung  der  besagten  Ebenen  wird  daher  nur  noch  die 
Kenntnis  eines  Punktes  jedes  Kreisschnittes  erforderlich  sein,  oder  mit 
anderen  Worten,  es  wird  die  Kenntnis  zweier  dem  Ellipsoide  und  der 
Kugel  gemeinschaftlicher  Punkte  genügen. 

Um  diese  Punkte  zu  finden,  denken  wir  uns  die  Kugel  sowohl, 
als  auch  das  Ellipsoid  durch  die  zur  Achse  (CD,  CD')  senkrechte, 
also  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Hauptebene  geschnitten. 
Hiedurch  ergibt  sich  als  Schnitt  mit  dem  Ellipsoide  die  Hauptellipse 
{ABEF,  A'B^E'F')  und  mit  der  Kugel  der  mit  dieser  Ellipse  con- 
centrische  Kreis  {S,S\). 

Kreis  und  Ellipse  werden  sich  in  vier  Punkten  schneiden,  welche 
zu   zweien  in  zwei  gemeinschaftlichen  Durchmessern   der  beiden 
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Ciirven  liegen.    Bezeichnete  Punkte  können  folgendermaßen  bestimmt 
werden. 

Nennen  wir  den  einen  Punkt,  in  welchen  der  über  der  Achse 
EF  beschriebene  Kreis  K'q  die  Achse  AB  schneidet,  a,  und  be- 
schreiben wir  über  aB  als  Durchmesser  einen  Kreis  (ÜC),  welcher  den 
Kreis  S  in  dem  Punkte  ß  treffen  möge,  so  entsteht  das  bei  ß  recht- 
winklige Dreieck  aßB,  Dieses  Dreieck  drehen  wir  um  0  so  lange,  bis 
die  Kathete /3^  zur  großen  ilchse  J.  B  senkrecht  wird.  Letzteres  wird 
einfach  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Gerade  O^ri  parallel  zu  aß 
zieht.  Dieselbe  trifft  beziehungsweise  die  Kreise  K'q  und  K^  in  |  und  iq, 
oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des  Mittelpunktes  0  in  ^^  und  iq^. 

Führt  man  ferner  durch  |  die  Gerade  gm  parallel  zu  AB  und 
durch  7]  die  Gerade  ri  m  senkrecht  zu  A  B^  so  schneiden  sich  die 
beiden  genannten  Geraden  gm  und  rim  in  einem  Punkte  m.  Das 
Dreieck  |mi^  ist  bei  m  rechtwinklig;  die  Hypotenuse  Ir]  desselben 
ist  der  Hypotenuse  aB  des  Dreieckes  aßB  und  ferner  ist  der  Winkel 
bei  ri  jenem  bei  B  gleich,  da  die  Schenkel  dieser  beiden  Winkel 
wechselseitig  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die  Dreiecke  Imri  und 
aBß  sind  mithin  congruent;  es  muss  folglich  der  Punkt  m  auf  dem 
Kreise   S  liegen. 

Weiters  ist,  auf  Grund  einer  sehr  geläufigen  Ellipsenconstruction, 
unschwer  zu  erkennen,  dass  der  Punkt  m  auch  der  Ellipse  AB  CD 
angehöre,  dass  also  m  einer  der  vier  Schnittpunkte  des 
Kreises  S  mit  der  Ellipse  ABEF  sei.  Ein  zweiter  dieser 
Punkte  ist  der  dem  Punkte  m  diametral  entgegengesetzte  Punkt  n. 
Die  beiden  anderen  Schnittpunkte  m^  und  n^  liegen,  in  Bezug  auf  die 
Achsen  AB  und  EF^  zu  m  und  n  symmetrisch. 

Die  Punkte  m  und  n  bestimmen  mit  der  mittleren  Achse 
{CD,  G^D')  die  vertical-projicierende  Ebene  CvCh,  während  die  Punkte 
m^  und  n^  mit  der  Achse  (CD,  CD')  die  vertical-projicierende  Ebene 
C*vC\  feststellen.  Den  früheren  Betrachtungen  gemäß  werden  nun- 
mehr durch  diese  beiden  Ebenen  die  Kreisebenen  des  drei- 
achsigen Ellipsoides  dargestellt. 

Die  Richtigkeit  unserer  Erörterungen  kann  nachträglich  auch  der 
vollführten  Construction  entnommen  werden. 

Die  Ebene  Ct  Gh  schneidet  nämlich  das  EUipsoid  in  einem  Kegel- 
schnitte, dessen  eine  Achse  (CD,  CD')  ist.  Die  andere  Achse  des- 
selben ist  der  Durchmesser  mn  der  Hauptellipse  {ABEF,  A'B'E'F'), 
welcher  in  der  Ebene  G^,Gh  liegt. 

Nachdem  aber  die  Länge  dieses  Durchmessers  jenem  der  Achse 
{EF,  E' F')  der  Construction  zufolge  gleich  ist,  so  besitzt  der  in  der 


622 

Ebene  Cv  Ch  liegende  Kegelschnitt  zwei  gleich  lange  Achsen,  ist  mithin 
ein  Kreis.  Das  Gleiche  lässt  sich  bezüglich  des  Schnittes  der  Ebene 
C^vC'h  nachweisen. 

§.  622. 

249.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  eine  Ebene 
in  einem  Kreise  von  gegebenem  Radius  zu  schneiden. 

Wir  denken  uns  behufs  einfacher  Durchführung  des  gestellten 
Problems  das  Ellipsoid  wieder  in  derjenigen  Stellung  abgebildet,  die 
wir  gelegentlich  der  Lösung  der  vorhergehenden  Aufgabe  wählten ; 
wir  setzen  also  die  mittlere  Achse  CD  (Taf.  XXXI,  Fig.  217)  als 
vertical-projicierend  voraus  und  ermitteln,  sowie  dort  auch  hier,  die 
beiden  Kreisebenen  CvCh  und  G\G'h. 

Da  bekanntlich  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  (siehe  §.  621)  zwei 
Scharen  reeller  Kreisschnitte  zulässt  und  andererseits  parallele 
Schnitte  einer  solchen  Fläche  mit  einer  Ebene  stets  einander  ähnlich 
sind,  so  muss  auch  die  Ebene  des  zu  bestimmenden  Kreises  noth- 
wendig  zu  einer  der  beiden  Kreisebenen  CvGh  oder  C'^Cä  parallel  sein. 

Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Constructionsfall  vor  Augen 
zu  haben,  an,  die  gesuchte  Kreisschnittsebene  sollte  eine  zur  Kreis- 
ebene GvCh  parallele  Lage  besitzen.  Nachdem  die  Ebene  Gv  Gn  ver- 
tical-projicierend ist,  so  muss  es  selbstverständlich  auch  die  gesuchte 
Ebene  sein. 

Der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  in  welcher  eine  vertical-procierende 
Ebene  das  Ellipsoid  schneidet,  ist  aber,  wie  wir  bereits  (Aufgabe  241) 
wissen,  stets  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Haupt- 
ebene gelegen.  Ferner  ist  bekannt,  dass  jene  Punkte,  in  welchen  die 
schneidende  Ebene  die  in  dieser  Hauptebene  liegende  Ellipse  trifft, 
die  Endpunkte  der  einen  Achse  der  Schnittellipse  repräsentieren.  Die 
besagten  Endpunkte  werden  daher  in  verticaler  Projection  als  die 
Schnittpunkte  der  verticalen  Trace  der  projicierenden  (schneidenden) 
Ebene  mit  der  Verticalprojection  der  genannten  Hauptellipse  dargestellt 
erscheinen. 

Wenden  wir  diese  Eesultate  auf  den  vorliegenden  Fall  an.  Eine 
vertical-projicierende  Ebene  wird  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  eine  Achse  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Hauptebene  rih  liegt.  Die  Achsenendpunkte  dieser  Ellipse  werden  die 
Schnittpunkte  der  Verticaltrace  mit  der  in  dieser  Hauptebene  liegenden 
Ellipse  ABEF  sein. 

Ist  die  schneidende  Ebene  überdies  zur  Kreisebene  CvGh 
parallel,    so    wird  die  genannte  Achse   offenbar  nichts  anderes  als 
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den  in  der  Hauptebene  7]h  liegenden  Durchmesser  des  Schnittkreises 
darstellen,  und  wird  dieser,  da  derselbe  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallel  ist,  in  wahrer  Größe  erscheinen. 

Soll  daher  das  Ellipsoid  durch  eine  zur  Ebene  CvCh  parallele 
Ebene  Ev  Eh  nach  einem  Kreise  vom  gegebenen  Kadius  r  geschnitten 
werden,  so  muss,  den  vorstehenden  Betrachtungen  gemäß,  die  Ver- 
ticaltrace  Ev  dieser  Ebene  mit  jener  zu  Cv  parallelen  Sehne  der  Ellipse 
ABEF  zusammenfallen,  welche  die  Länge  2r  besitzt. 

Die  gestellte  Aufgabe  reduciert  sich  somit  auf  die:  „parallel 
zu  dem  Durchmesser  Gv  der  Ellipse  ABEF  eine  Sehne 
von  der  gegebenen  Länge  2r  einzuschalten". 

Der  letzteren  Forderung  kann,  wie  folgt,  entsprochen  werden. 
Die  Mittelpunkte  aller  zu  Cv  parallelen  Sehnen  liegen  auf  dem  Durch- 
messer d  der  Ellipse  ABEF^  welcher  dem  Durchmesser  Cv  conjugiert 
ist  und  vermittelst  des  Affinkreises  K^  über  AB  leicht  construiert 
werden  kann. 

Tragen  wir  nun  auf  Cv  zu  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkte  0 
die  Strecken  0^  =  Ov  gleich  dem  gegebenen  Radius  r  auf,  und 
ziehen  wir  durch  die  Endpunkte  ^  und  v  dieser  Strecken  die  Geraden 
Zj  und  ?2  parallel  zum  Durchmesser  d,  so  ist  einleuchtend,  dass  jede 
zwischen  Z^  und  Zg  eingeschaltete,  zu  Cv  parallele  Gerade  die  Länge 
2r  haben  müsse. 

Bestimmen  wir  daher  die  Schnittpunkte  m^^m^  und  n,,  n^  dieser 
beiden  Geraden  l^  und  Zq  ^^^  ^^^  Ellipse  ABEF  durch  Zuhilfe- 
nahme des  Affinkreises  jK^,  so  werden  die  Verbindungsgeraden  m^^n^ 
und  ^2,  ^2  offenbar  parallel  zu  Cv  sein,  und  da  sie  zwischen  den 
Geraden  Z^  und  Zg  liegen,  die  gesuchten  Ellipsensehnen  von  der 
Länge  2r  darstellen. 

Gleichzeitig  repräsentieren,  wie  aus  den  früheren  Betrachtungen 
folgt,  diese  Sehnen  Mj,  n^  und  we^,  ^2  die  Verticaltracen  E\  und  E\ 
jener  Ebenen,  welche  der  Kreisschnittsschar  CvCh  angehören  und  das 
Ellipsoid  in  Kreisen  von  dem  gegebenen  Radius  r  schneiden. 

Die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise  sind  die  Punkte  (Oj,  o\) 
und  (02,  ö'q),  in  welchen  m,,n,  und  m^^n^  den  Durchmesser  d  der 
Hauptellipse  ABEF  treffen. 

Selbstverständlich  gibt  es  noch  zwei  anderweitige  Ebenen,  welche 
der  gestellten  Aufgabe  gleichfalls  entsprechen;  es  sind  dies  jene,  welche 
zu  der  zweiten  Kreisebene  C'«,C'a  parallel  sind.  Da  die  beiden  Kreis- 
ebenen zu  der  doppelt-projicierenden  Hauptebene  symmetrisch  sind,  so 
ist  leicht  einzusehen,  dass  auch  die  beiden  anderen  Kreisschnittsebenen 
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zu  den  eben  gefundenen  (E^  und  E^)^  in  Bezug  auf  diese  Hauptebene 
{CByÄB),  symmetrisch  liegen. 

§.  623, 

250.  Aufgabe.  Es  ist  die  Tangentialebene  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  in  einem  seiner  Punkte  zu  construieren. 

Erste  Methode. 

Wir  setzen  diesfalls  voraus,  dass,  sowie  es  ursprünglich  von 
uns  angenommen  wurde,  wieder  die  mittlere  Achse  (CD,  CD')  des 
Ellipsoides  zur  Grundlinie  parallel  sei. 

Die  Tangentialebene  in  dem  gegebenen  Punkte  des  Ellipsoides, 
dessen  Verticalprojection  a  (Taf.  XXXII,  Fig.  218)  sei,  wird  bestimmt 
sein,  sobald  man  zwei  Tangenten  des  Ellipsoides  in  dem  betreffenden 
Punkte  a  kennt. 

Führen  wir  vor  allem  durch  den  Punkt  a  die  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  e^.  Diese  Ebene  schneidet  das  EUip- 
soid  in  einer  zur  Hauptellipse  CDEF  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Ellipse,  welche  durch  den  Punkt  (a,  a')  geht,  und  welche  wir  (wie  in 
Aufgabe  240),  vermittelst  des  in  der  Achse  (AB,  A^ B')  liegenden 
Kegelscheitels  (S^,  S\)  in  diese  Hauptellipse  projicieren. 

Die  Horizontalprojection  a'  des  durch  seine  verticale  Projection 
a  gegebenen  Punktes  (a,  a')  finden  wir  sodann,  wie  in  der  eben 
citierten  Aufgabe  240)  angegeben  wurde,  als  Projection  eines  gewissen 
Punktes  a\,  der  Hauptellipse  {G'B'ET). 

Die  Tangente  (^j,  t\)  der  in  der  Ebene  e„  liegenden  Schnittellipse 
im  Punkte  (a,  a')  kann,  durch  Projection  vom  Centrum  {S^,  S\), 
aus  der  Tangente  (^o? -^'o)  der  Hauptellipse  C'B'E'F'  im  entsprechen- 
den Punkte  a'o  abgeleitet  werden.  Wir  construieren  daher  zuerst  die 
Tangenten  (t^,  f^)  von  G'B'E'F'  im  Punkte  a'^  durch  Zuhilfenahme 
des  Affinkreises  K\^  und  projicieren  einen  ihrer  Punkte,  etwa  (d„,  (J'J, 
von  (Ä^,  S\)  in  die  Ebene  e^  nach  (c^j,  d\).  Die  Verbindungsgerade 
{ty,t\)  der  Punkte  {a,  a^)  und  {d^,  d\)  liefert  bereits  die  gesuchte 
Tangente. 

Zur  Construction  der  Tangentialebene  in  (a,  a')  benöthigen  wir 
jedoch  noch  eine  zweite  Tangente.  Als  solche  betrachten  wir  die 
Tangente  (^o,  ^'2)  ™  Punkte  {a,  a')  an  jene  Ellipse,  in  welcher  das 
Ellipsoid  von  der  durch  (a,  a')  parallel  zur  verticalen  Projectionsebene 
gelegten  Ebene  &h  geschnitten  wird.  Diese  Ellipse,  welche  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  mit  der  Hauptellipse  {AB CD,  A'B'C'D')  ist, 
kann  von  einem  gewissen  Punkte  (S^,  ^'2)  der  Achse  (EF,  E  F')  in 
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diese  Hauptellipse  projiciert  werden.  Die  Construction  des  Punktes 
(S^,  /Sy  wurdb  analog  jener  in  Aufgabe  240)  vollführt.  Der  Punkt 
(a,  a')  wird  hierdurch  nach  (a^,^''^)  der  vorgenannten  Hauptellipse 
und  die  Tangente  (to,  t^^  der  Schnittellipse  im  Punkte  {a,  a*)  gleich- 
zeitig in  die  Tangente  {t\,V'^)  der  Hauptellipse  (J.J5 CD,  J.'J5'0'D') 
im  entsprechenden  Punkte  (a^^^,  a^^^  projiciert. 

Construiert  man  daher  vermittelst  des  Affinkreises  K^  die  Tan- 
gente f^Q  von  AB  CD  im  Punkte  a^^,  so  hat  man  durch  a  bloß  die 
Parallele  t^  zu  dieser  Tangente  ^%  zu  ziehen,,  um  die  verticale  Pro- 
jection  der  gesuchten  Ellipsentangente  zu  erhalten. 

Die  horizontale  Projection  t^^  derselben  ist  selbstverständlich 
identisch  mit  der  Horizontaltrace  e\  der  Ellipsenebene. 

Die  Ebene  T^Th,  welche  durch  die  beiden  Tangenten  {t^,t^*)  und 
(^2,  i^'a)  gelegt  werden  kann,  ist  sodann  die  gesuchte  Berührebehe  des 
Ellipsoides  im  Punkte  (a,  a'). 

§.  624. 

Zweite  Methode. 

Diese  Methode  beruht  zwar  auf  demselben  Principe  wie  ^ie  eben 
besprochene,  gestattet  jedoch  einige  constructive  Vereinfachungen. 

Setzen  wir  diesbezüglich  wieder  voraus,  es  sei  a  (Taf.  XXXil, 
Fig.  219)  die  verticale  Projection  des  gegebenen  Berührungspunktes; 
ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  auch  der  Kegelschnitt  (y,y'),  dessen 
Horizontalprojection  der  über  E^  F'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis 
y'  ist,  bestimmt  worden  sei.      .  .  <  ^ 

Denken  wir  uns  durch  a  eine  beliebige  vertical-projicierende 
Ebene  gelegt.  Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  jene .  Ebene  e\ 
welche  durch  den  Scheitel  A  des  Ellipsoides  geht.  Diese  Ebene  wird 
das  EUipsoid  in  einer  durch  den  Punkt  (a,a')  und  durch  den  Scheitel 
( J.,  J.')  gehenden  Ellipse  schneiden ,  deren  eine  Achse  in  der  Haupt- 
ebene 7ih  liegt  und  den  Punkt  A  mit  dem  zweiten  Schnittpunkte  m^ 
der  Geraden  6'^  und  der  Ellipse  AB  CD  (vermittelst  des  Affinkreises 
Kq  leicht  zu  construieren)  verbindet.  Durch  die  obbezeichnete  Ellipse 
und  durch  die  Ellipse  {y^  /)  lässt  sich,  wie  wir  wissen,  ein  Kegel 
legen,  dessen  Scheitel  jener  Punkt  {Sy^,S\)  in  der  Hauptebene  riu  ist, 
in  welchem  sich  die  Verbindungsgeraden  m^  m  und  A  n  schneiden. 
Die  Eechtfertigung  dieses  Vorganges  kann  der  in  Aufgabe  245)  ge- 
gebenen, leicht  entnommen  werden. 

Betrachtet  man  {S^,  S\)  als  Projectionscentrum,  so  wird  die 
Ellipse  der  Ebene  e'  in  die  Ellipse  {y^  y'),  der  Punkt  {a,  a')  in  einen 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie,  III.  ^q 
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Punkt  (ötj,  a',)  von  {y,y)  projiciert  —  woraus  sich  durch  Zurück- 
projicieren  des  Punktes  a\  vermittelst  des  Projectionsstrahles  S\  a\  a, 
unmittelbar  die  Horizontalprojection  a'  ergibt  —  und  weiters  die  Tan- 
gente (ßi,t\)  der  Schnittellipse  im  Punkte  (a,a'),  in  die  Tangente  {t^,z\) 
der  Ellipse  (y,  y')  in  dem  entsprechenden  Punkte  (a^,  a\)  projiciert. 
Die  horizontale  Projection  r\  kann  direct  als  die  Tangente  der  Kreises  y^ 
im  Punkte  a\  gezeichnet  werden. 

Um  somit  die  Tangente  {t^,t\)  im  Punkte  (a,(x')  zu  erhalten, 
hat  man  bloß  die  Tangente  (t^^t\)  vom  Centrum  {S^,S\)  in  die  Ebene  e' 
zurück  zu  projicieren.  Berücksichtigt  man  aber,  dass  dieselbe  einer- 
seits durch  (a,a')  gehen  muss  und  dass  andererseits  der  Punkt  {d^,  d\), 
in  welchem  (t^^t\)  die  Ebene  6%  schneidet,  bei  der  Projection  unge- 
ändert  bleibt,  so  ergibt  sich  die  gesuchte  Tangente  (t^^t\)  direct  als 
die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  {a,a^)  und  (^i,d\). 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  (a,a')  eine  zweite  vertical- 
projicierende  Ebene,  allenfalls  jene  e\  welche  gleichzeitig  durch  den 
Scheitel  (J5,^')  geht,  so  schneidet  diese  Ebene  das  Ellipsoid  in  einer 
Ellipse,  welche  vermittelst  eines  gewissen  Punktes  (S'ojS'g)  in  der 
Häuptebene  i^^,  der  in  gleicher  Weise  wie  vorher  der  Punkt  (Äj,  S\) 
gefunden  wird,  in  die  Ellipse  {y,y^)  projiciert  werden  kann.  Hierbei 
projiciert  sich  der  Punkt  (a,a')  in  einen  Punkt  (a^^a'^)  der  Ellipse  (y,y'). 
Führt  man  in  dem  letztgenannten  Punkte  an  die  Ellipse  iy,y')  die 
Tangente  (tg,  r'g),  was,  da  die  Horizontalprojection  y'  ein  Kreis  ist, 
leicht  geschehen  kann,  so  schneidet  diese  Tangente  (r^jr'g)  die  Ebene 
e\  in  einem  Punkte  (d^,d^^).  Verbindet  man  endlich  den  so  erhalteneu 
Punkt  (^2^  ^'ö)  ^it  dem  Punkte  (a,  a')  durch  die  Gerade  (fo,  J^'q),  so 
repräsentiert  diese  die  Tangente  der  mit  der  Ebene  e\  resultierenden 
Schnittellipse  des  EUipsoides  im  Punkte  (a,  a'). 

Legt  man  schließlich  durch  die  beiden  Tangenten  (t^,t\)  und 
{t^^t'^  eine  Ebene  T^Th,  so  ist  diese  die  verlangte  Berührebene  des 
dreiachsigen  EUipsoides  im  gegebenen  Punkte  (ci,a'). 

Dritte  Methode. 

Sei  wieder  a  (Taf.  XXXII,  Fig.  220)  die  Verticalprojection  des 
gegebenen  Berührungspunktes.  Die  Berührebene  wird  die  Hauptebene  rik 
in  einer  Geraden  {p^,  p\)  schneiden,  welche  (nach  Satz  379)  die  Polare 
des  Punktes  a  in  Bezug  auf  die  in  derselben  Hauptebene  liegende 
Ellipse  {AB  OB,  A'B'OD')  ist. 

Behufs  Construction  dieser  Polare  p^  verbinden  wir  den  Punkt  a 
mit  den  beiden  Punkten  A  und  B  der  Ellipse  AB  CD  und  bestimmen 
die  zweiten  Schnittpunkte  m:^  und  n^  der  Geraden  Aa  und  Ba  mit  der 
Ellipse  AB  CD  vermittelst  des  Affinkreises  K^. 
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Die  Punkte  z/j  und  z/2,  in  welchen  sich  die  zwei  Paare  von 
Gegenseiten  J.l^,  und  Bm^;  AB  und  m^  n,  schneiden,  sind  bekanntlich 
zwei  Punkte  der  gesuchten  Polare  ^j.  Durch  die  Verbindungsgerade 
z/j  z/,^  der  Punkte  z/,  und  z/q  ist  dieselbe  somit  vollständig  bestimnit. 
Die  Horizontalprojection  p\  dieser  Polare  (Pi,p\)  fällt  in  die  hori- 
zontale Trace  rjh  der  Hauptebene. 

Die  zu  suchende  Berührebene  wird  selbstverständlich  die  Gerade 
(PiiP\)  enthalten. 

Ferner  ist  (nach  Satz  379)  auch  die  Trace  der  Berührebene  auf 
der  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  6»,  die 
Polare  der  Horizontalprojection  a'  des  Berührungspunktes  in  Bezug 
auf  die  in  dieser  Ebene  liegende  Hauptellipse  OB'BF\ 

Um  diese  Polare  zu  construieren,  ziehen  wir  die  Geraden  O  a'  und 
B'a'  und  bestimmen  durch  Zuhilfenahme  des  Affinkreises  K'^^  die 
zweiten  Schnittpunkte  m^  und  w^  der  besagten  Geraden  mit  der 
Ellipse  C'D'jE'J^'. 

Die  Schnittpunkte  d^  und  8^  der  zwei  Paare  von  Gegenseiten 
C*n^  und  B*m^\  G*B*  und  m^n^  des  Viereckes  G'B'n^m^  sind  zwei 
Punkte  der  gesuchten  Polare  p\.  Die  Verticalprojection  po  liegt  in 
der  Trace  b„. 

Die  durch  die  beiden  Geraden  {p^^p\)  und  (p^yP^^)  gelegte 
Ebene  T^Th  bestimmt  sonach  die  gesuchte  Berührebene. 

§.  625. 

Vierte  Methode. 

Diese  beruht  auf  der  Anwendung  des  Satzes :  „dass  d  i  e 
Tangentialebene  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte  (a,  a')  zu  der  dem  Durchmesser  (aO,a'O0  conju- 
gierten  Durchmesserebene  parallel  ist"  und  auf  jener  des 
Satzes:  „dass  die  einem  Durchmesser  conjugierte  Durch- 
messerebene alle  zu  diesem  Durchmesser  parallelen 
Sehnen  halbiert". 

Ist  demnach  (a,«')  (Taf.  XXXII,  Fig.  221)  der  gegebene  Berüh- 
rungspunkt, dessen  eine  Projection  direct  bestimmt  war,  während 
dessen  andere  Projection  auf  Grund  vorhergegangener  Erörterungen 
festgestellt  wurde. 

Verbinden  wir  den  Punkt  (a,a')  mit  dem  Mittelpunkte  {0,0^) 
des  Ellipsoides  und  legen  wir  an  beliebiger  Stelle  eine  zu  diesem 
Durchmesser  (Oa.O^a')  parallele  Ebene  e„ehy  die  überdies  vertical- 
projicierend  ist,  also  eine  Ebene,  deren  Verticaltrace  e^  zu  Oa  parallel 
l^uft,  und  zeichnen  wir  ferner  in  dieser  Ebene  zwei  beliebige  zu  (Oa,  O^a*) 

40* 
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parallele  Geraden  (5^,  s\),  (s^yS'^).  Die  Verticalprojectionen  derselben 
fallen  offenbar  mit  e^  zusammen,  während  die  HorizoDtalprojectionen 
durch  zwei  beliebige  zu  O'a'  parallele  Geraden  s\  und  s'^  dargestellt 
werden. 

Die  Wahl  dieser  Geraden  (s^,  s\)  und  (s^/s'^)  treffen  wir  derart, 
dass  sie  das  Ellipsoid  in  reellen  Punkten  schneiden.  Die  Schnittpunkte 
der  bezeichneten  Geraden  {s^,s\)  und  (s^^s'^)  mit  dem  Ellipsoide  er- 
mitteln wir  folgendermaßen. 

Wir  denken  uns  die  in  der  zur  verticälen  Projectionsebene 
paralMen  Hauptebene'  '7]k  liegende  Achse  m^  n^  der  Ellipse,  m 
welcher  das  Ellipsoid  von  der  Ebene  e^eh  geschnitten  wird,  festgestellt 
(dieselbe  ist  ihrer  Länge  nach  durch  die  Schnittpunkte  m^  und  n^  der 
Trace  e^  mit  der  Hauptellipse  AB  CD  bestimmt)  und  projicieren  ver- 
mittelst des  Eegelscheitels  {S,S')y  welcher  sich  im'  Schnitte  der  V"er~ 
bindungsgeraden  mm\  und  nn^  ergibt,  die  vorgenannte  Schnittellipse 
auf  die  Ellipse  (y,y).  Gleichzeitig  projicieren  wir  vom  Punkte  (/S,/S') 
aus,  die  beiden  Geraden  {s^,  s\)  und  (^3,  s'J  auf  die  Ebene  r  des 
Kegelschnittes'  (y^y^)  nach  ((^i.o^)  und  {(y^,6\). 

Die  letztgenannten  Geraden  schneiden  den  Kegelschnitt  {y,y')'m 
zwei  Paaren  von  Punkten  {a^,a\)  und  {ß^,ß\)\  (cco^^cc^^)  ^^^^  (ßo.ß'o), 
welche,  da  sich  der  Kegelschnitt  {y,y')  in  seiner  Horizontalprojection 
als  Kreis  7'  darstellt,  direct  construiert  werden  können* 

Projiciert  man  die  genannten  Punkte  vom  Centrum  (S,S')  aus 
auf  die  Geraden  {s^yS\)  und  (Sq^s'q),  so  erhält  man  daselbst  beziehungs- 
weise die  Schnittpunkte  {a^,  a\)  und  (b^^i^);  (<^o,  ö^'q)  und  (b^,!)'^) 
dieser  Geraden  mit  der  in  der  Ebene  e^en  liegenden  Ellipse  des  Ellip- 
soides,  also  auch  die  Schnitte  von  {s^^s\)  und  iSo<,s*^  mit  dem  Ellip- 
soide selbst. 

Hiernach  ergeben  sich  in  {a^\ya\b'^  miäi  (a^h^^a^^l)^^)  zw ^i 
zu  dem  Durchmesser  {aO^a'O')  parallele  Sehnen  des  Ellip- 
soides.  Führen  wir  durch  deren  Halbierungspunkte  {x^^x\)  und  (^2,^'o)^ 
sowie  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Ellipsoides  eine  Ebene  DvDh, 
so  repräsentiert  diese  (nach  Satz  435,  Band  II)  die  dem  Durchmesser 
(aO,a^O^)  conjugierte  Durchmesserebene.  Legt  man  endlich 
durch  den  Punkt  (a,  a^)  eine  Ebene  Tv  Tk  parallel  zur  Ebene  D^Dhy 
so  ist  dieselbe  (nach  Satz  435,  Band  II)  die  geforderte  Berührebene 
des  Ellipsoides  im  Punkte  (a,a'). 

§.  626. 

261.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines 
dem  dreiachsigen  Ellipsoid  umschriebenen  Kegels  unter  der  Voraus- 
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Setzung  zu  bestimmen,  dass  der  Scheitel  des  Kegels  auf  einer  der 
drei  Hauptachsen  der  Fläche  liegt. 

Der  gegebene  Kegelscheitel  auf  der  kleinen  Achse  {EF,E'  F^) 
des  Ellipsoides  sei  {T.'P')  (Taf.  XXXII,  Fig,  222). 

Gestützt  auf  den  Satz  401,  Band  II),  kann  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden,  dass  die  Ebene  der  BerührungscurVe  eines  einer  Fläche 
zweiten  Grades  umschriebenen  Kegels  gleichzeitig  die  Polarebene  des 
Kegelscheitels*  sei  und  dass  die  besagte  Ebene  als  solche  parallel  zu 
derjenigen  Durchmesserebene  ist,  welche  zu  dem  durch  den  Kegel- 
scheitel gej^^nden  Durchniesser  conjugiert  ist. 

Ipi  vorstehende^  Falle  liegt  der  Kegelschefitel  (P,P')  auf  der 
Achse  {EF^E^Fy  Die  dieser  Achse  conjugierte  Durchmesserebene  ist 
die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Hauptebene  i^- 

Zu  der  letztbezeichneten  Ebene,  also  auch  zur  vMicalen  Pro- 
jectionsebene, muss  daher  die  gesuchte  Ebene  der  Berührungscurve 
parallel  sein.  Es  ist  mithin  von  selbst  einleuchtend,  dass  die  Kenntnis 
der  Lage  irgend  eines  Punktes  dieser  Ebene,  zu  deren  vollständigen 
Darstellung  ausreichen  werde. 

Führen  wir  demgehiäß  von  dem  Punkte  (JP^P)  an  die  Haupt- 
ellipse in  der  Ebene  Sv  eine  Tangente.  Die  horizontale  Projection  V 
dieser  Tangente  und  jene  &  ihres  Berührungspunktes  erhalten  wir 
durch  die  Tangente  von  P'  an  die  Ellipse  C'B^E^F'  mittelst  des 
affinen  Kreises  K'^, 

Die  Verticalprojection  c  des  Berührungspunktes  ergibt  sich  sodann 
unmittelbar  in  der  Trace  s^  der  Hauptebene. 

Der  Punkt  (c,c')  ist  somit,  als  der  Berührungspunkt  einer  von 
{P^F^)  ausgehenden  Tangente  des  Ellipsoides,  ein  Punkt  der  Berüh- 
rungscurve, während  die  Ebene  der  letzteren,  die  durch  (c,c')  parallel 
zur  verticalen  Projectionsebene  gelegte  Ebene  ist.  Die  Horizontal- 
trace  Bh  derselben  wird  demnach  die  durch  c'  parallel  zur  Grundlinie 
gezogene  Gerade  sein. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  ähnlich  mit  der  Hauptellipse 
(ÄBCD^  A^B^OB')  und  da,  wie  leicht  einzusehen,  (c,c')  einer  ihrer 
Achsenendpunkte  ist,  kann  dieselbe  ohne  weiters  durch  ihre:  Achsen 
{afc,a'fc')j  {od,&d^)  dargestellt  werden. 

In,  gleicher,. Weise  hätte  man  vorzugehen,  wenn  der  gegebene 
Kegelscheitel  {P,F')  in  einer  der  beiden  anderen  Achsen  {AB,A*B') 
oder  (CD,  G^B)  gegeben  wäre.  Im^  ersteren  Falle  ist  die^  Ebene  der 
Berührungscurve  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel,  im  zweiten 
Falle  hingegen  ist  dieselbe  parallel  zur  Profilebene,  oder  mit  anderen 
Worten,  senkrecht  zu  der  Grundlinie. 


630 

§.  627. 

2o2.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines 
dreiachsigen  EUipsoides  mit  einem  demselben  nmschriebenen  Kegel 
unter  der  Voraussetzung  zu  construieren,  dass  der  Kegelscheitel  in 
einer  der  drei  Hauptebenen  des  EUipsoides  liege. 

Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben, 
an,  dass  der  Kegelscheitel  {FF*)  (Taf.  XXXII,  Fig.  223)  in  der  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  ri  gegeben  sei. 

Es  ist  diesfalls  unschwer  nachzuweisen,  dass  unter  den  gestellten 
Bedingungen  die  Ebene  der  Berührungscurve  zur  Hauptebene  ri  senk- 
recht stehen  müsse. 

Wir  haben  bereits  (Band  II,  Satz  406)  nachgewiesen,  dass,  wenn 
ein  Punkt  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt,  dessenPolar- 
ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch 
den  Pol  jener  Ebene  gehen  müsse.  Im  vorliegenden  Falle  liegt 
der  Punkt  (P,  P')  in  der  Hauptebene  ri ;  die  Polarebene  desselben, 
d.  i.  die  Ebene  der  gesuchten  Berührungscurve,  muss  daher  durch  den 
Pol  der  Ebene  ri  gehen.  Nachdem  aber  ri  eine  Hauptebene  des  EUip- 
soides ist,  so  wird  deren  Pol  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
ihr  conjugierten  Achse  (EF,E*P)  sein  und  jede  durch  diesen 
Pol  gehende  Ebene,  also  auch  die  verlangte  Ebene  der  Berührungscurve, 
muss  daher  eine  zur  Ebene  rj  senkrechte  Lage  besitzen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Kenntnis  zweier  Punkte  der  ge- 
suchten Ebene  zu  ihrer  graphischen  Darstellung  vollkommen  genügen 
werde. 

Zwei  solche  Punkte  sind  unmittelbar  die  Berührungspunkte  der 
von  (P,  P')  aus  an  die  in  der  Hauptebene  rj  liegende  Ellipse  {AB CD, 
A'B*C*B')  gezogenen  Tangenten,  da,  wie  selbstverständlich,  diese 
Punkte  der  Berührungscurve  angehören  müssen.  Die  verticalen  Pro- 
jectionen  dieser  Berührungspunkte  sind  die  Punkte  p^^  und  p^,  in 
welchen  die  von  P  aus  an  die  Ellipse  AB  CD  gezogenen  Tangenten 
t^  und  ^2  diese  letztere  berühren.  Dieselben  können  auf  bekannte 
Weise  mittelst  des  Affinkreises  K^  construiert  werden.  Die  horizon- 
talen Projectionen  p\  und  p\  liegen  in  der  Trace  rih  der  Hauptebene. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  geht  nunmehr  durch  die  beiden 
Punkte  (i>i,i>',)  und  (Poy  p^2)  ^^^  steht  auf  der  Hauptebene  tj  senk- 
recht; dieselbe  ist  somit  jene  vertical-projicierende  Ebene  B^Bh^  deren 
Verticaltrace  Bv  durch  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Vertical- 
projectionen  p^  und  p^  dargestellt  erscheint. 
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Die  Berührungscurve  selbst  ergibt  sich  als  Schnitt  dieser  Ebene 
B^Bh  mit  dem  Ellipsoide  und  kann,  wie  in  Aufgabe  241)  gezeigt 
wurde,  construiert  werden.  Zu  bemerken  wäre  hierbei  nur  noch,  dass 
die  Gerade  {PiP^ii p\p\)  bereits  die  eine  (in  der  Hauptebene  ri  liegende) 
Achse  dieses  Schnittes  repräsentiere. 

In  gleicher  Weise  hätte  man  vorzugehen,  wenn  der  Scheitel  (P,  P') 
in  einer  oder  der  anderen  der  beiden  Haaptebenen  gegeben  wäre. 
Liegt  der  besagte  Scheitel  in  der  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallelen  Hauptebene  e^,  so  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eine 
horizontal-projicierende;  liegt  derselbe  hingegen  in  der  zur  Grundlinie 
senkrechten  Hauptebene  ^ry^r/,,  so  ist  die  obgenannte  Ebene  parallel 
zur  Grundlinie. 

S.  628. 

2d3.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines 
dreiachsigen  EUipsoides  mit  einem  demselben  aus  einem  beliebigen 
Punkte  im  Räume  umschriebenen  Kegel  zu  construieren. 

Der  gegebene  Kegelscheitel,  welcher  irgend  eine  ganz  beliebige 
Lage  im  Räume  haben  möge,  sei  (P,  P')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  224), 

Die  Berührungscurve  des  von  (P,  P')  aus  dem  Ellipsoide  um- 
schriebenen Kegels  ist  bekanntlich  der  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
durch  (P,  P')  an  das  Ellipsöid  geführten  Tangenten,  oder  auch  aller 
durch  (P,  P')  gehenden  Tangentialebenen  des  EUipsoides. 

Sehen  wir  zunächst  nach,  ob  es  unter  den  Tangentialebenen, 
welche  durch  (P,  P')  an  das  Ellipsöid  gelegt  werden  können,  nicht 
auch  solche  gibt,  deren  Construction  sich  besonders  leicht  und  rasch 
bewerkstelligen,  respective  durchführen  lässt.  Man  findet  diesbezüglich 
sofort,  dass  dies  jene  Tangentialebenen  sein  werden,  welche  beziehungs- 
weise zur  verticalen  oder  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehen. 

Jede  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrecht  stehende  Beruh i- 
ebeue  des  dreiachsigen  EUipsoides  tangiert  dasselbe  in  einem  Punkte 
der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Hauptellipse  {AB CD, 
A'B'C'D')  und  die  Verticaltrace  einer  jeden  solchen  verticalprojicie- 
renden  Tangentialebene  des  EUipsoides  ist  eine  Tangente  an  die  Ver- 
ticalprojection  AB  CD  der  genannten  Hauptellipse.  Soll  nun  die 
Berührebene  überdies  durch  den  Punkt  (P,  P)  gehen,  so  muss  die 
Verticaltrace  derselben  den  Punkt  P  enthalten. 

Führen  wir  daher  von  P  aus  an  die  Ellipse  AB  CD  die  beiden 
möglichen  Tangenten  und  bestimmen  wir  deren  Berührungspunkte 
^j  und  pof  so  repräsentieren  diese,  den  eben  angestellten  Betrachtungen 
gemäß,  die  verticalen  Projectionen  der  Berührungspunkte  jener  durch 
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(P,P^)  gehenden  vertical-projicier enden  Berührebenen  des  Ellipsoides. 
Die  horizontalen  Projectionen  p\  und  p\  derselben  liegen  selbstver- 
ständlich in  der  Horizontaltrace  rjh  der  Hauptebene  rj. 

Hiernach  kennen  wir  bereits  zwei  Punkte^  der  Berührungscurve, 
also  auch  zwei  Punkte  der  Ebene  derselben. 

Construieren  wir  weiters  auch  von  P'  aus  die  beiden  Tangenten 
an  die  Horizontalprojection  (C'D'jG'JP')  der  in  der  horizontalen  Haupt- 
ebene €„  liegenden  Hauptellipse,  und  bestimmen  wir  deren  Berührungs- 
punkte 7t\  und  ;r'2,  so  folgt  aus  gleichen  Gründen  wie  oben,  dass 
:;t',  und  Tt'o  die  Horizontalprojectiouen  der  Berührungspunkte  der  beiden 
durch  (JP,  P')  gehenden  horizontal-projicierenden  Berührebenen  des 
Ellipsoides  darstellen.  Die  verticalen  Projectionen  n^  und  7t^  dieser 
Punkte  liegen  in  der  Verticaltrace  8v  der  Hauptebene  s. 

Nachdem  nun  die  Punkte  (jt,,  7t\)  und  (iTTg,  jt'q)  ebenfalls  der 
Berührungscurve,  also  auch  ihrer  Ebene  angehören,  so  müssen  sich 
die  beiden  Verbindungsgeraden  (:r^  jr«,  :7r\  jr'J  und  (PiPq,p\p^q)  in 
einem  Punkte  (r,  r')  schneiden.  Letzterer  Umstand  kann  nebenbei  als 
Controle  für  die  Genauigkeit  der  Construction  benützt  werden. 

;  Die  durch  (PiPo,p\p'q)  und  (jt,  jTa,  7t\  n'o)  gelegte  Ebene  B^Bh 
repräsentiert  bereits  die  gesuchte  Ebene  der  Berührungscurve. 
Die  Berührungscurve  selbst  ist  sodann  der  Schnitt  der  Ebene 
B^Bh  mit  dem  Ellipsoide. 

Man  kann  sich  nunmehr  auch  leicht  die  Überzeugung  ver- 
schaffen,, dass  die  beiden  Projectionen  der  Berührungscurve  vermöge 
der  bisher  vorgenommenen  Coustructionen  durch  die  bereits  ermittelten 
Punkte  und  Tangenten  vollständig  bestimmt  sind. 

Da  nämlich  die  vier  Punkte  {p^,  p\),  (Pfu  P'q),  i^v  ^\)  und 
{tCq^  jr'g)  der  Berührungscurve  angehören,  so  geht  die  verticale  Projec- 
tion  derselben  durch  die  vier  Punkte  ^j,  p^,  tc^  und  7t^,  Nachdem 
aber  überdies  die  Punkte  p^  und  p^  der  Verticalcontour  AB  CD  des 
Ellipsoides  angehören,  so  muss  die  verticale  Projeetion  der  Berührungs- 
curve die  verticale  Contour  in  den  eben  genannten  Punkten  berühren, 
in  denselben  also  die  bereits  früher  construierten  Tangenten  t^  und  t^ 
besitzen. 

Hiernach  sind  von  jenem  Kegelschnitte,  welcher  die  Vertical- 
projection  der  Berührungscurve  darstellt,  vier  Punkte  ^j,  jpa,  ^v  ^2 
und  die  Tangenten  in  zweien  derselben ,  d.  i.  in  p^  und  p^^  bekannt. 
Es  können  daher  (so  wie  in  früheren  Aufgaben)  mit  Zuhilfenahme  eines 
eoUinearen  Kreises  anstandslos  zwei  conjugierte  Durchmesser 
dieser  Verticalprojection  gefunden  werden.  Ebenso  ist  die  horizontale 
Projeetion  der  Berührungscurve  eine  Ellipse,  von  welcher  vier  Punkte 
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p\i  P'o,  ^\^  ^'2  und  die  Tangenten  t\  und  t'q  in  zweien  derselben, 
d.  i.  in  7t'^  und  7t'^,  bekannt  sind. 

Da  die  Ebene  der  Berührungseurve  eines  Ellipsoides  mit  einem 
demselben  umschriebenen  Kegel  gleichzeitig  die  Pölarebene  des 
Kegelscheitels  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  darstellt,  so  ist  das  eben 
besprochene  Problem  mit  der  folgenden  Aufgabe  identisch, 

§.  629. 

254.  Aufgabe.  Es  ist  die  Polarebene  eines  außerhalb  des  drei- 
achsigen Ellipsoides  liegenden  Punktes  iu  Bezug  auf  das  Ellipsoid 
zu  construieren. 

Liegt  jedoch  der  Punkt  (P,  P )  innerhalb,  so  müssen  anderweitige 
Constructionen  behufs  Bestimmung  der  Polarebene  desselben  durch- 
geführt werden.  Wir  wollen,  um  diese  Constructionen  kennen  zu 
lernen,    zuvor  noch   die  folgende  „umgekehrte'^  Aufgabe  lösen. 

§.  630. 

255.  Aufgabe.  Der  Pol  einer  Ebene  ist  in  Bezug  auf  ein  drei- 
achsiges Ellipsoid  unter  der  Voraussetzung  zu  construieren,  dass  die 
Ebene  das  Ellipsoid  in  keiner  reellen  Curve  schneidet. 

Die  gegebene  Ebene,  von  welcher  wir,  wie  eben  bemerkt  wurde^ 
voraussetzen,  dass  sie  keine  reellen  Punkte  mit  dem  EUipsoide  gemein 
habe,  sei  p,ph  (Taf.  XXXIII,  Fig.  225). 

Um  den  Pol  dieser  Ebene  zu  finden,  werden  wir  von  einem  in  der 
Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades  bewiesenen  Satze  (Satz  405,  Band  II) 
Gebrauch  machen.  Mit  Zugrundelegung  desselben  ist  der  Schnitt- 
punkt dreier  Ebenen  der  jeweilige  Pol  jener  Ebene, 
welche  die  Pole  dieser  drei  Ebenen  verbindet. 

Wählen  wir  demgemäß  in  der  gegebenen  Ebene  drei  beliebige 
Punkte  und  bestimmen  wir  deren  Polarebenen,  so  werden  sich  diese 
letzteren  in  einem  Punkte  schneiden,  welcher  den  gesuchten  Pol 
darstellt. 

Der  Einfachheit  der  Construction  wegen,  werden  wir  ab^r  diese 
drei  Punkte/nicht  willkürlich  annehmen,  sondern  insbesondere  die- 
jenigen drei  Punkte  (P,,  P',),  (Pg,  P'2)  nnd  (P3,  P'3)  wählen,  in  welchen 
die  gegebene  Wom^  p,ph  die  drei  Achsen  {AB,A'B'),  {CD,  OB'), 
(JEF,  E'F')  des  Ellipsoides  schneidet. 

Als  Polarebene  des  in  der  Achse  {AB,  A'B*)  liegenden  Punktes 
(Pj,  P'j)  ergibt  sich  (vermöge  der  in  Aufgabe  251)  entwickelten  Con- 
structionen) die  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  e\\ 
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als  Polarebene  des  in  der  Achse  (CD,  CD')  liegenden  Punktes 
(Pq,  P'g)  die  zur  Grundlinie  senkrechte  Ebene  e'^ve\  und  endlich  als 
Polarebene  des  in  der  Achse  {EF,E'F')  liegenden  Punktes  (PgjPy, 
die  zur  verticalen  Projeetionsebene  parallele  Ebene  e\. 

Der  Schnittpunkt  (P,  P')  dieser  drei  Ebenen  e\,  e%e%  und  e\, 
dessen  Projectionen  gleichzeitig  die  Schnittpunkte  ihrer  Tracen  sind, 
repräsentiert,  den  früheren  Betrachtungen  gemäß,  bereits  den  gesuchten 
Pol  der  gegebenen  Ebene  (pk,  Pv)- 

Durch  TJmkehrung  des  eben  Dargethanen  wird  es  nun  auch 
leicht  sein,  das  nachstehende  Problem  zu  lösen. 

§.  63h 

256,  Aufgabe,  Es  ist  die  Polarebene  eines  Punktes  innerhalb 
eines  EUipsoides  in  Bezug  auf  dieses  letztere  zu  construieren. 

Sind  {F,F')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  225)  die  Projectionen  des  ge- 
gebenen Punktes,  so  legen  wir  durch  denselben  drei  zu  den  Projections- 
ebenen  parallele  Ebenen  und  zwar  die  Ebene  e^^  parallel  zur  horizon- 
talen, e^e\  parallel  zur  Kreuzriss-Projectionsebene  und  e^  parallel  zur 
verticalen  Projeetionsebene,  und  bestimmen  die  Pole  (Pj,P\),  (P^,  P'^) 
und  (P3,  P'3)  dieser  drei  Ebenen.  Letzteres  kann  in  höchst  einfacher 
Weise  vollführt  werden. 

Um  beispielsweise  den  Pol  (P^,  P\)  der  horizontalen  Ebene  e\ 
zu  construieren,  haben  wir  bloß  zu  berücksichtigen,  dass  derselbe 
einerseits  in  der  horizontal-projicierenden  Achse  {AB,,  AB')  liege  und 
dass,  wenn  wir  jenen  Punkt,  in  welchem  die  Ebene  6\  diese  Achse  AB 
trifft,  7t^  nennen,  die  vier  Punkte  Pj,  ;r,,  A  und  B  harmonisch  sein 
müssen.  Der  Punkt  P^  ergibt  sich  daher  als  Schnittpunkt  der  Achse 
AB  mit  der  Tangente  des  über  AB  beschriebenen  Kreises  K^  in 
einem  der  beiden  Punkte  a  oder  a,,  in  welchem  der  Kreis  K^  von  e^ 
geschnitten  wird.  In  ganz  gleicher  Weise  wird  man  die  beiden  übrigen 
Punkte  (Pg,  P'2)  und  (P3,  P'3)  bestimmen  können. 

Die  Ebene ^»j?Ä,  welche  nunmehr  durch  diese  drei  Punkte  {P^,,F\), 
(P2,  P'2)  und  (P3,  P'3)  gelegt  werden  kann ,  ist  (nach  Satz  405, 
Band  II),  die  geforderte  Polarebene  des  Punktes  {P^  P), 

§.  632. 

.257,  Aufgabe,  Der  einer  gegebenen  Ebene  conjugierte  Durch- 
messer eines  dreiachsigen  EUipsoides  ist  zu  construieren. 

Die  Construction  dieses  Durchmessers  lässt  sich  unmittelbar  aus 
den  in  der  Aufgabe  255)  erörterten  Constructionen  ableiten.  Der  einer 
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gegebenen  Ebene  jp^p^  (Taf.  XXXIII,  Fig.  225)  conjugierte  Durchmesser 
ist  bekanntlich  die  Verbindungsgerade  des  Poles  (P,  P')  dieser  Ebene 
mit  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  des  Ellipsoides. 

Construiert  man  daher,  wie  eben  gezeigt  wurde,  den  Pol  (P,  P') 
mittelst  der  drei  in  den  Hauptachsen  liegenden  Punkten  (P,,  P\), 
(Po,  P'2)  und  (P3,  P'3)  und  verbindet  man  denselben  mit  dem  Mittel- 
punkte (0,  0')  des  Ellipsoides  durch  eine  Gerade  (d,  d') ,  so  reprä- 
sentiert diese  letztere  den  gesuchten,  der  Ebene  p^Ph  conju- 
gierten  Durchmesser. 

Mit  den  nämlichen  Mitteln  lässt  sich  sogleich  auch  das  folgende 
Problem  constructiv  durchführen. 

§.  633. 

258.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  sind  an  eiu 
dreiachsiges  EUipsoid  Berührebenen  zu  legen,  und  deren  Berührungs- 
punkte zu  construieren. 

Die  gegebene  Ebene  sei  wieder  p^Ph  (Taf.  XXXIII,  Fig.  225).  Auf 
Grundlage  des  Satzes  435,  Band  II)  wissen  wir,  dass  die  Berührungs- 
punkte der  zu  dieser  Ebene  p,,ph  parallelen  Tangentialebenen  des  Ellip- 
soides gleichzeitig  die  Endpunkte  jenes  Durchmessers  sind, 
welcher  der  Ebene  jp^^^  conjugiert  ist. 

Construieren  wir  demnach,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
angedeutet  wurde,  den  der  Ebene  pvPh  conjugierten  Durchmesser 
((?,  d'),  so  haben  wir  nur  dessen  Schnittpunkte  mit  dem  Ellipsoide  auf 
bekannte  Weise  [etwa  mit  Zuhilfenahme  des  Kegelschnittes  {y,  y')]  zu 
bestimmen,  um  in  den  letzteren  die  gesuchten  Berührungspunkte  zu 
erhalten.  Die  Ebenen,  welche  durch  die  besagten  Schnittpunkte 
parallel  zur  Ebene  p^ph  gelegt  werden  können,  sind  sodann  die  ver- 
langten Tangentialebenen. 

§.  634. 

2o9.  Aufgabe.  Im  Innern  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  ist  ein 
Punkt  (P,  P')  gegeben;  durch  diesen  Punkt  ist  eine  Ebene  von  der 
Eigenschalt  zu  legen,  dass  sie  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneidet, 
welche  den  gegebenen  Punkt  zum  Mittelpunkte  hat. 

Soll  der  im  Innern  des  Ellipsoides  gegebene  Punkt  (P,  P') 
(Taf.XXXni,  Fig.  225)  der  Mittelpunkt  eines  ebenen  Schnittes  des 
Ellipsoides  sein,  so  können  wir  von  dem  Satze  435,  Band  II)  Gebrauch 
machen,  dass  „der  Mittelpunkt  eines  ebenen  Schnittes  einer  Fläche 
zweiten  Grades  stets  auf  dem  der  schneidenden  Ebene  conjugierten 
Durchmesser  der  Fläche  liegen  müsse". 
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Der  bezeichnete  Durchmesser  ist  im  vorliegenden  Falle  bereits 
bekannt,  da  derselbe  durch  die  Verbindungsgerade  (c?,  d^)  des  ge- 
gebenen Punktes  (P,  P')  mit  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  des  EUipsoides, 
dargestellt  erscheint. 

Bestimmen  wir  weiters  zu  dem  Punkte  (P,  P')  die  Polarebene 
PvPhi  nach  der  in  Aufgabe  256)  angegebenen  Construction ,  so  reprä- 
sentiert diese  schon  eine  von  jenen  Ebenen  aus  der  Parallel- 
schar, welche  dem  Durchmesser  {d,  d^)  conjugiert  ist.  Man  hat 
demnach  nichts  anderes  zu  thun,  als  durch  den  Punkt  (P,  P')  selbst 
eine  Ebene  E^Eh  parallel  zu  dieser  Polarebene  x^^pu  zu  legen. 

§.  635. 

260.  Aufgabe.  Die  Polare  einer  gegebenen  Geraden  in  Bezug 
auf  ein  dreiachsiges  EUipsoid  ist  zu  construieren. 

Die  gegebene  Gerade,  von  welcher  wir  vorderhand  voraussetzen 
wollen,  dass  sie  das  EUipsoid  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden 
möge,  sei  (g,  g')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  226). 

Wir  wissen,  dass,  wenn  ein  Punkt  die  Gerade  {g,g')  durchläuft,  sich 
dessen  Polarebene  um  die  Polare  dieser  Geraden  dreht,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  die  Polare  einer  Geraden,  die  Schnittgerade  der 
Polarebenen  zweier  auf  der  Geraden  liegenden  Punkte  sei  (Satz  4Ö7 
und  §.  378,  Band  II). 

Diese  letztere  Eigenschaft  wollen  wir  hier  constructiv  verwerten. 
Selbstverständlich  werden  wir  auf  der  gegebenen  Geraden  zwei  der- 
artige Punkte  wählen,  dass  sich  deren  Polarebenen  auf  eine  möglichst 
einfache  Weise  bestimmen  lassen.  Als  solche  bieten  sich  diesfalls  die 
Schnittpunkte  (Pj,  F\)  und  (Pg,  P'^)  der  gegebenen  Geraden  {g,  g') 
mit  der  beziehungsweise  zur  verticalen  oder  mit  der  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  {ti  resp.  a)  des  EUipsoides  dar. 

Die  Polarebene  p^p'h  des  ersteren  Punktes  (Pj,  P'J  ist,  wie  wir 
in  Aufgabe  252)  nachgewiesen  haben,  eine  vertical-projicierende  Ebene, 
deren  Verticaltrace  p\ ,  sich  als  die  Verbindungsgerade  der  Berührungs- 
punkte der  von  Pj  aus  an  die  Verticalprojection  {AB^  CD),  der  in 
der  Hauptebene  rj  liegenden  Ellipse,  gezogenen  Tangenten  ergibt. 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  Polarebene  p\p\  des  Punktes 
{Fq.P^q)  als  eine  horizontal-projicierende  Ebene  p^vP^h^  deren  horizontale 
Trace  p^h  durch  die  Verbindungsgerade  der  Berührungspunkte  jener 
Tangenten  dargestellt  ist,  die  von  dem  Punkte  P'q  aus  an  die  Hori- 
zontalprojection  C'D'JE'P'  der  in  der  Hauptebene  s  liegenden  Ellipse 
gezogen  werden. 
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Die  Schnittgerade  (^j,  g\)  dieser  beiden  Ebenen  ist  sodann,  den 
angestellten  Betrachtungen  gemäß,  die  gesuchte  Polare.  Da  aber  die 
eine  der  Ebenen  vertical-projicierend,  die  andere  hingegen  holizontal- 
projicierend  ist,  so  werden  offenbar  deren  gegen  die  Grundlinie  geneigte 
Tracen  p\  und  p^h  gleichzeitig  die  bezüglichen  Projectionen  g^  und 
g\  der  gesuchten  Polare  darstellen. 

Mit  derselben  Berechtigung  können  wir  selbstverständlich  auch 
die  Gerade  (^,  ^')  als  die  Polare  von  (g^^  g\)  betrachten.  Hieraus 
ergibt  sich  unmittelbar  die  Construction  der  Polare  für  den  Fall,  dass 
die  gegebene  Gerade,  als  welche  wir  nun  {g^,  g\)  ansehen,  das  Ellip^soid 
in  zwei  reellen  Punkten  schneidet. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Polare  {g,  g^)  anstandslos  erhalten  wird,  wenn  man  die  beiden  Punkte 
(P^,  F\)  und  (Po,  P'2)  derselben  construiert  und  festgestellt  hat. 

Fassen  wir  nämlich  die  Verticalprojection  g^  der  gegebenen  Ge- 
raden als  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Verticalprojection 
AB  CD  der  in  der  Hauptebene  ri  liegenden  Ellipse  auf,  so  wird  dieser 
Punkt  offenbar  kein  anderer,  als  die  Verticalprojection  P^  des  einen 
der  gesuchten  Punkte  {P^,  P\)  sein  können.  Die  Horizontalprojection 
F\  desselben  liegt  in  der  Trace  rjh  der  genannten  Hauptebene.  Der 
Punkt  P^  wird  bestimmt,  indem  man  durch  Zuhilfenahme  des  Affin- 
kreises Kq  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g^  mit  der  Ellipse  AB  CD 
ermittelt  und  die  Tangenten  der  letzteren  in  den  besagten  Schnittpunkten 
construiert.     Diese  Tangenten  werden  sich  in  P^  schneiden. 

In  gleicher  Weise  findet  man  vermittelst  des  Affinkreises  K^q 
die  Horizontalprojection  P'^  des  zweiten  in  der  Hauptebene  s  liegenden 
Punktes,  als  Pol  der  Horizontalprojection  g\  in  Bezug  auf  die  hori- 
zontale Projection  {CD' E'F')  der  in  der  Hauptebene  s  liegenden 
Ellipse. 

Die  Verbindungsgerade  (^,  ^')  der  beiden  Punkte  (Pp  P^')  und 
(Pg,  P'q)  repräsentiert  sonach  die  gesuchte  Polare  der  Geraden  (^,  g'). 
Es  kann  übrigens  auch  vorkommen,  dass  die  gegebene  Gerade 
das  Ellipsoid  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  und  dass  dieselbe  trotz- 
dem die  Hauptebenen  ri  und  s  in  Punkten  schneidet,  welche  außer- 
halb der  in  diesen  Hauptebenen  liegenden  Ellipsen  liegen. 

Unter  diesen  Verhältnissen  wird  man  natürlich  von  den  beiden 
Schnittpunkten  dieser  Geraden  mit  den  Hauptebenen  //  und  s  in  der 
früher  entwickelten  Weise  Gebrauch  machen  können,  um  die  Polare 
der  Geraden  festzustellen. 

Weiters  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  gegebene 
Gerade  das  Ellipsoid  in  reellen  Punkten  schneidet,    dass  aber  gleich- 
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zeitig  der  Schnittpunkt  derselben  mit  einer  der  beiden  Hauptebenen 
ri  und  s  außerhalb  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Ellipse  fällt ,  der 
Schnittpunkt  mit  der  anderen  hingegen  innerhalb  der  in  ihr  liegenden 
Ellipse  sich  vorfindet. 

Unter  Zutreffen  dieser  Umstände  wird  man  von  dem  erstgenannten 
Punkte,  beispielsweise  von  (P^,  P',)?  wieder  in  der  früher  angegebenen 
Weise  vorgehen  und  hiedurch  eine  Ebene  p^^p^  erhalten,  in  welcher 
die  gesuchte  Polare  liegen  muss. 

Ein  zweites  Bestimmungsstück  ergibt  sich,  wenn  man  nach  der 
zweiten  Methode  von  der  horizontalen  Projection  der  gegebenen  Ge- 
raden, welche,  der  gemachten  Voraussetzung  zufolge,  die  Horizontal- 
projection  (O'D'JS'P')  der  in  der  Hauptebene  s  liegenden  Ellipse  in 
reellen  Punkten  schneidet,  ausgeht. 

Die  vorher  durchgeführte*Construction  der  Polaren  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  dreiachsiges  EUipsoid  lässt  sich  mit  Vortheil  auch 
zur  Lösung  des  nachstehenden  Problems  verwenden. 

§.  636. 

261.  Aufgabe,  Durch  eine  gegebene  Gerade  sind  an  ein  drei- 
achsiges EUipsoid  Berührebenen  zu  legen  und  deren  Berührungspunkte 
zu  cönstruieren. 

Die  gegebene  Gerade,  welche,  damit  die  Aufgabe  reelle  Tangential- 
ebenen zulasse,  das  EUipsoid  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden  darf, 

^ei  {g,  ^')- 

Bestimmen  wir  (wie  in  Aufgabe  260),  die  Polare  (gi,  g\)  der 
gegebenen  Geraden  (^,  g^)  und  cönstruieren  wir  vermittelst  der  früher 
erwähnten  Ellipse  (y,  y')  die  Schnittpunkte  (a.  a')  und  (6,  6')  dieser 
Polare  mit  dem  EUipsoide,  so  stellen  diese  beiden  Punkte,  welche  noth- 
wendig  reell  sein  werden  (wie  durch  den  Satz  409,  Band  II,  bewiesen 
wurde)  die  Berührungspunkte  der  gesuchten,  durch  {g,  g')  gehenden 
Berührebenen  des  Ellipsoides  dar.  Letztere  können  nun  auf  bekannte 
Weise  als  die  beziehungsweise  durch  (g,  g')  und  {a,  «')?  ^©sp.  (&,  b') 
gehenden  Ebenen  construiert  werden. 

Die  Construction  der  Schnittpunkte  (a,  a')  und  (&,  6')  der  Polare 
{g^,g\)  mit  dem  EUipsoide  lässt  sich  rasch  durchführen,  wenn  man 
von  der  Schnittellipse  des  Ellipsoides  mit  der  Ebene  p\p\  Gebrauch 
macht. 

Da  nämlich  die  in  der  Hauptebene  rih  liegende  Achse  dieser 
Schnittellipse,  als  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Berührpunkte 
TC^  und  7C^,  als  bereits  bekannt  vorliegt,  so  kann,  wie  wir  früher 
zeigten,  diese  Ellipse  auch  sofort  in  die  Ellipse  {y,  y')  projiciert  werden. 
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§.  637. 

262.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berührungscurve  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  mit  einem  demselben  nmschriebenen  Cylinder  unter  der 
Voraussetzung  zu  coustruieren,  dass  die  Cylindererzeugenden  zu  einer 
der  Hauptebenen  parallel  seien. 

Die  Gerade  {g,  g*)  (Taf.  XXXIII,  Fig.  227),  welche  zur  verticalen 
Projectionsebene ,  also  auch  zu  der  Hauptebene  ri  des  Ellipsoides  pa- 
rallel ist,  betrachten  wir  als  die  Eichtung  der  Erzeugenden  des  dem 
Ellipsoide  umschriebenen  Cylinders. 

Die  Berührungscurve  jedes  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Cylinders 
ist  bekanntlich  ein  Diametralschnitt  des  Ellipsoides,  und  zwar 
derjenige,  dessen  Ebene  der  Eichtung  der  Cylindererzeu- 
genden conjugiert  ist. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  die  Eichtung  der  Cylindererzeugenden 
eine  zur  Hauptebene  ri  parallele;  es  muss  daher  die  Diametralebene, 
welche  die  Berührungscurve  enthält,  als  die  der  Geraden  {g,  g')  con- 
jugierte  Durchmesserebene,  den  der  Hauptebene  ^  conjugierten  Durch- 
messer, d.  h.  die  auf  dieser  Hauptebene  senkrecht  stehende  Achse 
{EF,E'F')  des  Ellipsoides  enthalten. 

Das  Gesagte  lässt  sich  jedoch  auch  direct  aus  der  nachstehenden 
Betrachtung  folgern. 

Die  zu  bestimmende  Berührungscurve  ist  der  geometrische  Ort 
der  Berührungspunkte  aller  parallel  zu  der  Geraden  (g,  g')  an  das 
EUipsoid  gelegten  Tangenten  oder  Tangentialebenen. 

Nachdem  die  gegebene  Gerade  einerseits  als  eine  zur  verticalen 
Projectionsebene,  also  auch  zur  Hauptebene  ri  parallele  Gerade  voraus- 
gesetzt wurde,  und  andererseits  die  Tangentialebenen  Te  und  Tp  des 
Ellipsoides  in  den  Endpunkten  {E^  JE')  und  (Z,  JP')  der  verticalproji- 
cierenden  Achse  zur  verticalen  Projectionsebene,  also  auch  zu  der 
gegebenen  Geraden  (^,  g')  parallel  sind,  so  folgt,  dass  die  beiden  Punkte 
{E,  E')  und  (J?",  F')  der  gesuchten  Berührungscurve  angehören,  dass 
also  die  Ebene  der  letzteren  die  Achse  (jEJP,  J?'2^')  enthalten  müsse. 

Dies  vorausgesetzt,  leuchtet  sofort  auch  ein,  dass  besagte  Achse 
(EF^E^F^)  gleichzeitig  die  eine  Achse  der  Berührungscurve 
darstellen  müsse.  Denn,  wie  immer  auch  die  durch  die  Achse 
(EFjE'F)  gehende  Ebene  der  Berührungscurve  liegen  möge,  sie 
wird  das  EUipsoid.  stets  in  einer  Ellipse,  welche  die  Pfinkte  (J5,  £') 
und  iF,F)  enthält,  und  die  Tangentialebenen  Te  und  Tp  des  Ellip- 
soides in  zwei  zu  (EF,  E'  F^)  senkrechten  Tangenten  der  Schnitt- 
ellipse schneiden. 
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Die  zweite  Achse  der  B  erührungscurve  muss,  da  sie  auf 
der  ersterea-  [EFfEfF')  senkrecht  steht,  nothwendig  in  der  Haupt- 
ebene Tj  liegen.  Die  Endpunkte  derselben  werden  daher  der  in  dieser 
Hauptebene  liegenden  Ellipse  {ABGD,A'B'  OD')  angehören.  Anderer- 
seits müssen  aber  auch  diese  Endpunkte,  als  Pank|;e  der  Berüjirungs- 
curve,  4ie  ^Berührungspunkt^  zweier,  ;zur  (jr,eraden  {g^  g')  parallelen 
Tangentialebenen  des  EUipsoides;  sein. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  die  gesuchten  Endpunkte  der 
Hauptellipse  {ABGD^  A' B*G'B')  angehören,  und  dass  das  Ellipsoid 
in  allen  Punkten  dieser  Ellipse  vertical-projicierende  Tangentialebenen 
besitzt,  so  folgt,  dass  die  gesuchten  Endpunkte  keine  anderen  sein 
können,  als  die  Berührungspunkte  ^e^ 'EUipsoides  mit  den  zur  Geraden 
{g^  g')  parallelen,  vertical-projicierenden  Tangentialebenen,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Berührungspunkte  der  Hauptellipse  {ABGD.A'B'OB') 
mit  den  zur  Geraden  [g,  g')  parallelen  Tangenten. 

Die  Verticalprojectibneri  a  und  h  dieser  beiden  Puhkfe  ergeben 
sich  demg^niäß  als  die  Berührungspunkte  der  Ellipse  {AB^  GB)  mit 
den  zur  Gefaden  ^parallelen  'Tangenten  ^,  und  t^.  Die  letzteren 
können,  wie  bereits  vielfach  besprochen,  vermittelst  des  Affinkreises 
Kq  leicht  construiert  werden.  Die  Horizontalprojectionen  a'  und  6' 
erhält  maü  unmittelbar  in   der  Horizontaltrace  rih  der  Hmiptebene  ri. 

Die  gesuchte  Berührungscurve  ist  somit  durch  ihre  Achsen 
(a&,  a'&O  und  (Ejp;  jB'F')  aargestellt. 

Die  Verticaltrace  P^  der  Ebene  der  Berührungscurve  fällt,  da  die 
besagte  Ebene  vertical-projicierend  ist,  mit  der  Verticalprojection.  a& 
der  in  der  Hauptebene  ri  liegenden  Achse  der  Berührungscurve  zu- 
sammen. «  > 

Die  eben  durchsprochene  Aufgabe  führt  auch,  wie  nachstehend 
gezeigt  werden  soll,  zu  einer  ebenso  einfachen  als  eleganten  Auflösung 
eines  bereits  früher  behandelten  Problems. 

§.  638. 

263,  Aiifgabß.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  E^Eh  sind 
an  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  die  möglichen  Berührebenen  zu  legen 
und  deren  Berührungspunkte  zu  construieren. 

Denken  wir  uns  die  Verticaltrace  E,  (Taf.  XXXIII,  Fig.  227) 
dieser  Ebene  oder  eine  zu  ihr  parallele  Gerade  (^,  g')  als  die  Richtung 
der  Erzeugenden  eines  dem  Eilipsoide  umschriebenen  Cylinders  ange- 
nommen und  bestimmen  wir,  in  Übereinstimmung  mit  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  die  betreffende  Berührungscurve  durch  deren  Achsen 
{ah,  a'Z>')  und  (EF,E^E\ 
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Weiters  wollen  wir  noch  den  Schnitt  des  unaschriebenen 
Cy linders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  feststellen.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  es  genügen,  die  horizontalen  Durchstoßpunkte  {a,  «'), 
(/3,  j3'),  (a,  f')  und  (ly,  ri')  der  durch  die  Achsenendpunkte  (a,  a'),  (6,  V), 
{E,E')  und  {F,F^)  der  Berührungscurve  gehenden  Cylindererzeugenden 
zu  ermitteln. 

Dass  der  Schnitt  des  umschriebenen  Cylinders  mit  der  horizon- 
talen Projectionsebene  eine  Ellipse  sei,  deren  Achsen  die  Geraden 
«'j(3'  und  f'^'  sind,  bedarf  gewiss  keines  besonderen  Nachweises. 

Jede  Berührebene  des  Cylinders  ist  selbstverständlich  gleichzeitig 
eine  Berührebene  des  Ellipsoides.  Nachdem  aber  die  Erzeugenden 
des  Cylinders  zu  der  Ebene  E^Eh  parallel  sind,  wird  es  auch  möglich 
sein,  an  den  Cylinder  Berührebenen  zu  legen,  welche  eine  zur  Ebene 
E„Eh  parallele  Lage  haben.  Diese  letztgenannten  Berührebenen  werden 
selbstverständlich  gleichzeitig  auch  die  gesuchten  Tangentialebenen 
des  Ellipsoides  repräsentieren. 

Die  Horizontaltracen  dieser  Ebenen  müssen  einerseits  zur  Hori- 
zontaltrace  Eh  der  gegebenen  Ebene  parallel  sein,  und  andererseits  die 
Horizontalspur  des  Cylinders,  d.  i.  die  Ellipse  («'/3',  s'ri')  berühren. 

Ziehen  wir  daher  an  die  Ellipse  (a'j3',  a'?^')  parallel  zu  Eh  die 
Tangenten  T\  und  T^ä,  zu  welchem  Behufe  wir  von  dem  über  a' ß^ 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  und  einem  der  Brennpunkte, 
allenfalls  von  f^  Gebrauch  machen,  so  stellen  diese  die  Horizontal- 
tracen der  verlangten  Berührebenen  dar.  Die  Verticaltracen  T\  und 
I\  sind  durch  die  Angabe  ihrer  Eichtung  E^  ebenfalls  vollständig 
gegeben. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen 
mit  dem  EUipsoide  zu  construieren. 

Um  beispielsweise  den  Berührungspunkt  der  Ebene  T\T^k  zu 
ermitteln,  construieren  wir  zunächst  mit  Zuhilfenahme  des  zweiten 
Brennpunktes  f^  den  Berührungspunkt  7t'  der  Ellipse  (a'/8',  a'^^')  mit 
der  Horizontaltrace  T'^.  Die  Verticalprojection  üt  dieses  Punktes  liegt 
selbstverständlich  in  der  Grundlinie.  Die  durch  (jr,  jr')  zu  (^,  g^) 
parallel  gezogene  Gerade  (g^,  g\)  repräsentiert  sodann  bekanntlich 
jene  Erzeugende,  längs  welcher  der  umschriebene  Cylinder  von  der 
Ebene  T\T\  berührt  wird.  Diese  Erzeugende  trifft  weiters  die  Be- 
rührungscurve {ah,  EF;  a'b'y  E' F^)  des  Cylinders  in  dem,  in  der 
verticalen  Projection  sich  unmittelbar  ergebenden  Punkte  {p,p*), 
welcher  offenbar  den  Berührungspunkt  der  Ebene  T\T^k  mit 
dem  EUipsoide  darstellt. 

Peschka,  Darstellende  t».  projective  Geometrie.  III.  4j 
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In  gleicher  Weise  kann  nunmehr  auch  der  Berührungspunkt  des 
EUipsoides  mit  der  zweiten  zu  E^Eh  parallelen  Berührebene  T\T^u 
construiert  werden. 


§.  639. 

264,  Aufgabe.  Es  ist  die  Berührungscurve  eines  dreiachsigen 
EUipsoides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder  unter  der 
Voraussetzung  zu  construieren,  dass  die  Cylindererzeugenden  zu 
irgend  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  {g,  g')  parallel  seien. 

Die  Berührungscurve  ist  der  geometrische  Ort  der  Berührungs- 
punkte aller  zur  Geraden  (g,  g')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  228)  parallelen 
Tangenten  oder  Tangentialebenen  des  EUipsoides. 

Heben  wir  unter  den  zur  Geraden  {g,  g')  parallelen  Ebenen 
speciell  die  projicierenden  hervor,  so  können  ebenso  einfach  als  rasch 
vier  besondere  Punkte  der  Berührungscurve  ermittelt  werden. 

Führen  wir  nämlich  an  die  Verticalprojection  AB  CD  der  in 
der  Hauptebene  n  liegenden  Ellipse  {ABCD^  A*B'0  B')  parallel  zur 
Verticalprojection  g  der  gegebenen  Geraden  {g,  g')  die  Tangenten  t^ 
und  ^2  und  construieren  wir,  durch  Zuhilfenahme  des  Affinkreises  K^, 
deren  Berührungspunkte  p^  und  p^,  so  stellen  diese  T-angenten  gleich- 
zeitig die  Verticaltracen  zweier  vertical-projicierenden  Tangentialebenen 
des  EUipsoides  dar.  Die  Punkte  p^  und  p^  sind  die  Verticalpro- 
jectionen  ihrer  Berührungspunkte,  und  da  diese  der  Hauptellipse 
{AB  CD,  A*B^  CD')  angehören,  so  ergeben  sich  deren  Horizontal- 
projectionen  p\  und  p^^  unmittelbar  in  der  Trace  rjh* 

Die  beiden  Tangentialebenen  werden  aber  auch  parallel  zu  der 
Geraden  (^,  ^')  sein ,  da  dieselben  vertical-projicierende  Ebenen  sind, 
deren  Verticaltracen  t^  und  t^^  zur  Verticalprojection  g  dieser  Geraden 
parallel  laufen.  Eine  natürliche  Folge  hiervon  ist,  dass  deren  Berührungs- 
punkte (Piy  p\)  und  (Po^Pq)  Punkte  der  gesuchten  Berührungscurve 
sind.  Die  Ebene  der  letzteren  muss  daher  durch  die  Verbindungs- 
gerade {P\P<i^P\P^q)  't  welche  als  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte zweier  parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides  durch  den 
Mittelpunkt  (0,  0')  des  letzteren  führt,  hindurchgehen. 

Zieht  man  ferner  parallel  zur  Horizontalprojection  g'  an  die 
Horizontalprojection  (C'D'E'F')  der  in  der  Hauptebene  Sv  liegenden 
EUipse  die  Tangenten,  und  ermittelt  deren  Berührungspunkte  r\  und 
r'2,  so  stellen  diese  letzteren  (aus  gleichen  Gründen  wie  vorher  die 
Punkte   p^   und  p^)  die  horizontalen  Projectiönen  zweier  der  Haupt- 
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ellipse  (GDEF,  OJD'E'F*)  angehörenden  Punkte  der  geforderten  Be- 
rührungscurve  dar.  Die  verticalen  Projectionen  r^  und  r^  derselben 
ergeben  sich  unmittelbar  in  der  Trace  f«  der  horizontalen  Hauptebene 
des  EUipsoides. 

Die  Gerade  {r^  r^ ,  r\  r'^  ist  somit  ebenso  wie  die  Gerade 
{'9\'19i^V\'P*<i)  öiii  Durchmesser  des  EUipsoides. 

Die  durch  diese  beiden  Geraden  gelegte  Ebene  B^  Bh  ist  bereits 
die  Ebene  der  gesuchten  Berührungscurve.  Diese  letztere 
ist  folglich  der  Schnitt  des  EUipsoides  mit  der  Ebene  B^Bh» 

Es  ist  mit  keinerlei  Schwierigkeit  verbunden,  irgend  ein  Paar 
conjugierterDurchmesser  der  Berührungscurve  zu  construieren, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  deren  Projectionen  auch  conjugierte 
Durchmesser  jener  Ellipsen  U  und  27'  seien,  welche  die  Projectionen 
der  Berührungscurve  darstellen. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  verticale  Projection  U  der 
Berührungscurve.  Dieselbe  ist  eine  Ellipse,  welche  für's  erste  durch 
die  vier  Punkte  jp,,  pg,  r^  und  r^  führt.  Da  aber  die  Tangential- 
ebenen des  EUipsoides  in  den  Punkten  (p^^  p\)  und  (i?2>  P's)  P^^ji- 
cierende  Ebenen  mit  den  Verticaltracen  t^  und  t^  sind,  so  sind  t^  und 
t^  gleichzeitig  auch  die  Tangenten  der  Verticalprojectionen  aller  durch 
(Pv  P\)  und  (P2y  P'q)  gehenden  Curven  auf  dem  EUipsoide,  also  auch 
Tangenten  der  EUipse  Z*.  Nachdem  t^  und  t^  überdies  zu  einander 
parallel  sind,  so  ist  p^pc^  ein  Durchmesser  der  Ellipse  27,  und  die 
durch  dessen  Mittelpunkt  0  parallel  zu  t^  und  ^g  gezogene  Gerade  d^ 
der  demselben  conjugierte  Durchmesser. 

Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers  können  vermittelst  eines 
affinen,  den  Tangenten  t^  und  t^  eingeschriebenen  Kreises,  aus  den 
bekannten  Stücken  p^,  p^^  r^,  t^  und  t^  gefunden  werden» 

Hat  man  auf  diese  Weise  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  der 
Verticalprojection  Z  der  Berührungscurve  gefunden ,  und  bestimmt 
man  deren  Horizontalprojectionen  als  in  der  Ebene  B^Bn  liegende 
Geraden,  so  werden  diese  letzteren  wieder  conjugierte  Durchmesser  der 
Horizontalprojection  27'  der  Berührungscurve  darstellen,  und  zwar 
werden  beide  Paare  conjugirter  Durchmesser  die  Projectionen  eines 
Paares  conjugierter  Durchmesser  der  Berührungscurve  selbst  reprä- 
sentieren. 

Vermittelst  des  einem  EUipsoide  parallel  zu  einer  Geraden  um- 
schriebenen Cylinders  lässt  sich  auch  das  nachstehende,  bereits  mit 
Hilfe  polarer  Beziehungen  gelöste  Problem  durchführen. 

41* 
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§,  640. 

265.  Aufgabe.  Durcli  eine  Grerade  (g,  g')  sind  an  ein  drei- 
achsiges  EUipsoid  Berührungsebenen  zu  legen,  und  deren  Berührungs- 
punkte zu  construieren. 

Zunächst  sei  das  Princip,  welches  bei  der  nachstehenden  Lösung 
zur  Verwendung  gelangt,  gekennzeichnet. 

Wird  parallel  zu  einer  Geraden  irgend  einer  Fläche  ein  Cylinder 
umschrieben,  welcher  dieselbe  längs  einer  Curve  27  berührt,  so  sind 
die  Tangentialebenen  des  Cylinders,  welche  durch  die  genannte  Gerade 
gehen,  gleichzeitig  Tangentialebenen  der  Fläche.  Die  Berührungs- 
punkte derselben  ergeben  sich  im  Schnitte  der  betreffenden  Berührungs- 
erzeugenden des  Cylinders  mit  der  Curve  27. 

Hiernach  haben  wir  also  im  vorliegenden  Falle  parallel  zu  der 
Geraden  {g,g')  (Taf.  XXXIV,  Fig.  229)  dem  EUipsoide  einen  Cylinder 
zu  umschreiben,  und  an  denselben  durch  die  Gerade  {g,  g')  Tangential- 
ebenen zu  legen.  Letzteres  wird  am  bequemsten  dadurch  zu  bewerk- 
stelligen sein,  dass  wir  den  Schnitt  des  dem  EUipsoide  umschriebenen 
Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  bestimmen. 

Ziehen  wir  demnach  vermittelst  des  Affinkreises  K^^  an  die  Hori- 
zontalprojection  (G^D'E^F^)  der  in  der  horizontalen  Hauptebene  e^ 
liegenden  Ellipse  des  EUipsoides,  parallel  zur  Horizontalprojection  g' 
der  gegebenen  Geraden  (g,  g'),  die  Tangenten  t\  und  ^'g,  und  ermitteln 
wir  deren  Berührungspunkte  c'  und  d\  so  repräsentieren  diese  Tan- 
genten, wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  gezeigt  wurde,  gleichzeitig 
auch  die  Horizontaltracen  zweier  horizontal-projicierenden  zur  Ge- 
raden (^,  gf')  parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides ,  und  mithin 
auch  zwei  parallele  Tangenten  des  Horizontalschnittes  des  umschrie- 
benen Cylinders,  indem  dieser  Schnitt  als  die  Enveloppe  der  Horizontal- 
tracen aller  zur  Geraden  {g^  g*)  parallelen  Tangentialebenen  des  EUip- 
soides betrachtet  werden  kann. 

Die  Punkte  &  und  d'  sind  die  Horizontalprojectionen  der  Be- 
rührungspunkte der  genannten  Tangentialebenen;  die  Verticalprojec- 
tionen  c  und  d  dieser  Berührpunkte  liegen  in  der  Verticaltrace  Sv  der 
Hauptebene  s. 

Die  durch  die  beiden  Punkte  (c,  &)  und  {d,  d')  parallel  zu  {g,  g') 
gezogenen  Geraden  sind  zwei  Erzeugenden  des  dem  EUipsoide  parallel 
zu  {g,  g')  umschriebenen  CyUnders.  Die  horizontalen  Durchstoßpunkte 
y  und  d  dieser  Erzeugenden  sind  daher  zwei  Punkte  der  Horizontal- 
spur des  Cylinders,  und  zwar,  da  sie  in  den  Tangenten  t\  und  t\ 
dieser  Horizontalspur  Hegen,  die  Berührungspunkte  der  letzteren. 
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Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  folgt  aber  unmittelbar,  dass  yd 
ein  Durchmesser  der  Horizontalspur  sei  und  dass  die  Gerade,  welche 
durch  den  Halbierungspunkt  o  desselben  parallel  zu  t\  und  t'^  gezogen 
wird,  den  dem  besagten  Durchmesser  conjugierten  Durchmesser  dar- 
stelle. 

Nachdem  also  von  jener  Ellipse,  in  welcher  der  umschriebene 
Cylinder  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet,  ein  Durchmesser 
yd  der  Länge  und  Lage  nach,  und  der  ihm  conjugierte  Durchmesser 
der  Lage  nach  bekannt  ist,  wird  zu  dessen  vollständiger  Bestimmung 
die  Kenntnis  eines  seiner  Punkte  genügen.  Um  letzteren  festzustellen, 
führen  wir  an  die  Verticalprojection  AB  CD  der  in  der  Hauptebene 
71  liegenden  Ellipse  parallel  zur  verticalen  Projection  g  der  gegebenen 
Geraden  {g,  g^),  mit  Zuhilfenahme  des  Affinkreises  Kq,  die  Tangenten 
und  ermitteln  deren  Berührungspunkte  a  und  &.  Die  letzteren  stellen 
sodann  die  Verticalprojectionen  der  Berührungspunkte  des  Ellipsoides 
mit  den  beiden  zur  Geraden  {g,  g^)  parallelen,  vertical-projicierenden 
Tangentialebenen,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Verticalprojectionen 
der  beiden  in  der  Hauptebene  ri  liegenden  Punkte  der  Berührungs- 
curve  dar.  Die  horizontalen  Pröjectionen  a'  und  6'  derselben  liegen 
demgemäß  in  der  Horizontaltrace  riu  der  genannten  Hauptebene. 

Führen  wir  nun  durch  einen  dieser  beiden  Punkte,  etwa  durch 
(a,  a')  eine  Parallele  zur  Geraden  {g,  ^')>  so  repräsentiert  dieselbe  eine 
Erzeugende  des  umschriebenen  Cylinders,  während  ihr  Horizontaldurch- 
stoßpunkt a  einen  Punkt  der  Horizontalspur  dieses  Cylinders  darstellt. 

Die  Horizontaltracen  der  zu  bestimmenden,  durch  die  Gerade 
(^,  ^0  gehenden  Berührebenen  des  Cylinders  sind  die  von  dem  Hori- 
zontaldurchstoßpunkte h'  der  gegebenen  Geraden  (^,  g*)  an  dessen 
Horizontalspur  gezogenen  Tangenten.  Wir  construieren  die  besagten 
Tangenten  sowie  auch  deren  Berührungspunkte,  indem  wir  die  Ellipse 
(Horizontalspur  des  Cylinders)  als  affin  mit  einem  Kreise  K^q  be- 
trachten, welchen  wir  den  beiden  Tangenten  t\  und  P^  an  beliebiger 
Stelle  einschreiben.  Dem  Durchmesser  yd  der  Ellipse  entspricht 
sodann  der  Berührungsdurchmesser  y^dj,  des  Kreises  K^q.  Die  beiden 
genannten  Geraden  ergeben  im  Schnitte  q  einen  Punkt  der  Affinitäts- 
achse Aa* 

Da  i\  und  V^  die  Kichtung  der  Affinitätsstrahlen  repräsentieren, 
so  findet  man  auch  den  dem  Punkte  a  der  Ellipse  entsprechenden 
Punkt  «0  des  Kreises  jK'%  mittelst  der  durch  a  parallel  zu  t\  ge- 
zogenen Geraden.  Die  beiden  entsprechenden  Geraden  y^aQ  und  ya 
schneiden  sich  in  einem  zweiten  Punkt  6  der  Affinitätsachse  Aaj  welche 
somit  durch  die  Gerade  q6  dargestellt  erscheint. 
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Bestimmen  wir  weiters  den  dem  Punkte  W  affin  entsprechenden 
Punkt  \,  und  ziehen  wir  von  demselben  die  Tangenten  x^^  und  x^, 
an  den  Kreis  jS:%,  welche  die  Affinitätsachse  Aa  in  den  Punkten  ^ 
und  V  treffen  mögen,  so  repräsentieren  die  diesen  Tangenten  affin  ent- 
sprechenden Geraden  h' ^i  =  T\  und  äV  =  T^/,  die  von  V  ausgehen- 
den Tangenten  an  die  Horizontalspur  des  umschriebenen  Cylinders, 
also  die  Horizontaltracen  der  gesuchten  Berührebenen.  Die  Vertical- 
tracen  T^^  und  T\  können  unmittelbar  verzeichnet  werden,  da  die- 
selben durch  den  Verticaldurchstoßpunkt  v  der  Geraden  {g,  g')  gehen. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen 
T\  T\  und  T\  T\  mit  dem  Ellipsoide  zu  ermitteln. 

Bestimmen  wir  den  Berührungspunkt  der  einen  Ebene,  beispiels- 
weise von  T^v  T\,  so  wird  um  den  zweiten  Berührpunkt  zu  bestimmen, 
dasselbe  Verfahren  anzuwenden  sein. 

Den  Berührungspunkt  n*  der  Horizontaltrace  T^h  mit  der  Hori- 
zontalspur des  Cylinders  kann  man  direct  aus  dem  ihm  affin  entspre- 
chenden Punkte  tCq  (Berührungspunkt  des  Kreises  Z%  mit  der  Tan- 
gente r^J  ableiten.  Die  Verticalprojection  7t  dieses  Punktes  liegt 
selbstverständlich  in  der  Grundlinie.  Die  durch  {tc,  ti')  parallel  zu 
{g,  g')  gezogene  Gerade  {g^,  g\)  repräsentiert  sodann  diejenige  Erzeu- 
gende des  umschriebenen  Cylinders ,  längs  welcher  dieser  von  der 
Ebene  T\T^h  berührt  wird*  Besagte  Erzeugende  wird  die  Berührungs- 
curve  des  Cylinders  in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  der  Ebene 
T\T^h  mit  dem  Ellipsoide  schneiden. 

Da  die  Ebene  der  Berührungscurve  als  jene  Ebene  B^Bh  erhalten 
wird,  welche  durch  (a&,  a'V)  und  {cdj  c'd')  gelegt  werden  kann,  so 
wird  sich  der  zu  bestimmende  Berührungspunkt  (pj,  p\)  als  deren 
Durchstoßpunkt  mit  der  Cylindererzeugenden  {g^^  g\)  ergeben. 

Der  eben  behufs  Lösung  des  besprochenen  Problems  benützte, 
dem  Ellipsoide  umschriebene  Cylinder  kann  auch  zur  Construction  des 
folgenden  Problems  dienen. 

§.  641. 

266.  Aufgabe.  Für  eine  gegebene  LichtstraUen-Richtung  ist 
der  ScMagschatten  eines  dreiachsigen  EUipsoides  auf  eine  der  Pro- 
jeetionsebenen  zu  construieren. 

Oder  mit  anderen  Worten  : 

Für  eine  gegebene  Richtung  des  scMef-projicierenden  Strahles 
ist  die  Contour  eines  orthogonal  dargestellten  dreiachsigen  EUip- 
soides auf  einer  der  Projectionsebenen  zu  ermitteln. 
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Da  es  infolge  des  gleichen  Verhaltens  des  Ellipsoides  gegen 
die  einzelnen  Projectionsebenen  ganz  gleichgiltig  ist,  auf  welcher  der 
Projectionsebenen  wir  den  Schlagschatten  oder  beziehungsweise  die 
Contour  des  Ellipsoides  bestimmen,  so  wählen  wir  wieder  die  horizon- 
tale Projectionsebene. 

Stellt  {g,  g')  (Taf.  XXXIV,  Fig.  229)  die  gegebene  Richtung  der 
Lichtstrahlen  dar,  so  ist  der  zu  suchende  Schlagschatten  (resp»  die 
Contour)  nichts  anderes,  als  die  bereits  bestimmte  Horizontalspur  des 
dem  Ellipsoide  parallel  zu  der  Geraden  {g,  g')  umschriebenen  Cylinders. 

Es  wird  daher  nur  darauf  ankommen,  ein  Paar  conjugierter 
Durchmesser  dieser  Horizontalspur  zu  finden.  In  der  vorhergegangenen 
Aufgabe  fanden  wir,  dass  yd  einen  Durchmesser  und  die  durch  den 
Halbierpunkt  o  desselben  parallel  zu  t\  und  t'^  gezogene  Gerade  den 
zu  yd  conjugierten  Durchmesser  repräsentiere.  Dieser  letztere  schneidet 
den  Affinkreis  K\  in  zwei  Punkten  lo  ^^d  tjq,  deren  leicht  zu  con- 
struierende,  affin  entsprechende  Punkte  |  und  ri  die  Endpunkte  des 
zweiten  Durchmessers  darstellen.  Der  Schlagschatten  oder  die 
Contour  des  Ellipsoides  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  ist 
somit,  wie  verlangt  wurde,  durch  ein  Paar  conjugierter 
Durchmesser  yö  und  |^  bestimmt. 

§.  642. 

267.  Aufgabe,  Einem  gegebenen  dreiachsigen  Ellipsoide  ist  ein 
gerader  Kreiscylinder  (Rotations cylinder)  zu  umschreiben. 

Vor  allem  wollen  wir  diese  Aufgabe  analysiren,  um  festzustellen, 
ob  und  wann  dieselbe  überhaupt  möglich  sei. 

Bezeichnen  wir  das  dreiachsige  Ellipsoid  kurz  mit  J5,  dessen 
Mittelpunkt  mit  0  und  setzen  wir  voraus,  es  sei  Z  ein  demselben  um- 
schriebener gerader  Kreiscylinder. 

Jedem  geraden  Kreiscylinder  lassen  sich  bekanntlich  unendlich 
viele  Kugeln  einschreiben,  deren  Mittelpunkte  sämmtlich  auf  der 
Cylinderachse  liegen  und  deren  Radien  allesammt  dem  Radius  des 
Kreisschnittes  des  Cylinders  gleich  sind. 

Weiters  wissen  wir  aber,  dass  jeder  Cylinder,  welcher  einer 
Fläche  zweiten  Grades  umschrieben  ist,  diese  Fläche  nach  einem 
Diametralschnitt  berührt,  dass  also  seine  Achse  durch  den  Mittelpunkt 
dieser  Fläche  geht. 

Existiert  also  ein  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  umschriebener 
Rotationscylinder,  so  muss  es  stets  möglich  sein,  diesem  Cylinder  eine 
Kugel  S  einzuschreiben,  welche  zum  Mittelpunkte  den  Mittelpunkt  0 
des  Ellipsoides  hat. 
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Bezüglich  der  Kugel  muss  aber  noch  eine  anderweitige  Bedin- 
gung erfüllt  werden. 

Sind  nämlich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  einer  und  derselben 
Kegelfläche  eingeschrieben,  so  müssen  sich  dieselben  (nach  Satz  458, 
Band  II)  in  zwei  Punkten  berühren;  ebenso  ist  umgekehrt  nothwendig, 
dass,  wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades  der  nämlichen  Kegelfläche 
eingeschrieben  sein  sollen,  die  besagten  Flächen  in  zwei  Punkten  eine 
Berührung  eingehen. 

In  dem  fraglichen  Falle  wird  also  die  Kugel  S,  welche  mit  dem 
EUipsoid  concentrisch  sein  soll,  dasselbe  auch  in  zwei  Punkten  be- 
rühren müssen. 

Eine  solche  Kugel  gibt  es  aber  in  der  That.  Es  ist  dies  die- 
jenige, welche  das  EUipsoid  in  den  Endpunkten  der  mittleren 
Achse  berührt,  diese  Achse  somit  als  Durchmesser  besitzt. 

Allerdings  gibt  es  auch  noch  eine  zweite  Kugel,  welche  das 
EUipsoid  in  den  Endpunkten  der  großen  Achse,  und  eine  dritte  Kugel, 
welche  dasselbe  in  den  Endpunkten  der  kleinen  Achse  berührt,  aber 
es  ist  auch  sofort  einleuchtend,  dass  weder  in  dem  einen  noch  in 
dem  anderen  Falle  ein  reeller  Cylinder  oder  Kegel  existiere,  der 
beiden  Flächen  gemeinschaftlich  umschrieben   werden  kann. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  daran  gehen,  den  dem 
EUipsoide  umschriebenen  Eotationscylinder ,  dessen  Möglichkeit  durch 
die  angestellte  Betrachtung  erwiesen  ist,  auch  wirklich  zu  construieren. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  dass  das  EUipsoid  derart 
dargestellt  sei,  dass  die  große  Achse  {AB.A'B')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  230) 
horizontal -projicierend,  die  mittlere  Achse  {CD,  OD')  vertical-proji- 
cierend,  und  endlich  die  kleine  Achse  {EF^E'F')  parallel  zur  Grund- 
linie sei.  Verzeichnen  wir  die  Kugel  iSjS\)^  welche  die  mittlere 
Achse  (OD,  CD')  zum  Durchmesser  hat,  oder,  was  dasselbe  ist,  welche 
das  EUipsoid  in  den  Endpunkten  ((7,  C')  und  (7),  D')  dieser  Achse 
berührt. 

Die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  beider  Flächen  in  diesen 
Punkten,  d.  h.  die  durch  (G,  C")  und  (D,  D')  gehenden,  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallelen  Ebenen  sind  sodann  (nach  Satz  458,  Band  II) 
gleichzeitig  auch  Berührebenen  der  den  beiden  Flächen  gemeinschaft- 
lich umschriebenen  Kegelfläche.  Nachdem  aber  diese  Ebenen  unter- 
einander parallel  sind,  muss  nothwendig  der  Kegelscheitel  in  unend- 
licher Entfernung  liegen,  es  muss  sonach  die  gemeinschaftlich  um- 
schriebene Fläche  diesfalls  in  der  That  ein  Eotationscylinder  sein. 

Da  die  eben  genannten,  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
gemeinschaftlichen  Tangentialebenen   der  Kugel   und   des  EUipsoides 


649 

gleichzeitig  Tangentialebenen  des  den  beiden  riächen  umschriebenen 
Cy linders  sind,  also  je  eine  Erzeugende  des  Cylinders  enthalten,  so 
muss  überhaupt  jede  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene 
den  Cylinder  in  zwei  Erzeugenden  schneiden. 

Wählen  wir  nun  insbesondere  die  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Hauptebene,  so  schneidet  selbstverständlich  auch  diese  den 
Cylinder  in  zwei  Erzeugenden,  die  Kugel  dagegen  in  dem  größten  Kreise 
(SjS'),  das  EUipsoid  aber  in  der  Hauptellipse  (^JB,  i/JP;  J.'J5',  jB'J^'), 
und  es  ist  einleuchtend,  dass  die  eben  genannten  zwei  Cylindererzeu- 
genden  gleichzeitig  die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  des  Kreises 
(S,&)  und  der  Ellipse  (ÄBEF,Ä'£'JE'F')  sein  müssen. 

Um  die  besagten  Tangenten  einfach  cönstruieren  zu  können,  er- 
mitteln wir  vorerst  eine  der  beiden  Kreis  ebenen  CvCh*  Diese  Ebene 
schneidet  das  EUipsoid  und  die  Kugel  in  einem  und  demselben  Kreise. 
Der  in  der  zur  Bildebene  parallelen  Hauptebene  liegende  Durchmesser 
ah  dieses  gemeinsamen  Kreises  ist  dahfer  ein  gemeinschaftlicher  Durch- 
messer der  Ellipse  ABEF  und  des  Kreises  /S,  oder  mit  anderen 
Worten ,  die  Verticaltrace  C^  der  Kreisebene  ist  gleichzeitig  eine  ge- 
meinschaftliche Sehne  der  Verticalprojection  ABEF  der  Hauptellipse 
und  der  Verticalprojection  S  des  größten  Kugelkreises. 

Weiters  ist  aber  bekannt,  dass  zwei  Kegelschnitte,  welche  ein 
Paar  von  Punkten  gemein  haben,  stets  als  centrisch  collinear  für  die 
Verbindungsgerade  dieser  Punkte  als  Collineationsachse  betrachtet 
werden  können.  Sind  diese  Punkte  überdies  Endpunkte  eines  Durch- 
messers in  jedem  der  beiden  Kegelschnitte,  so  sind  die  letzteren  ins- 
besondere affin,  und  der  genannte  Durchmesser  repräsentiert  die 
Affinitätsachse. 

So  ist  es  auch  im  vorliegenden  Falle.  Der  Kreis  8  und  die 
Ellipse  AB  FF  haben  den  Durchmesser  al)  gemein,  sind  daher,  in 
Bezug  auf  diesen  Durchmesser  als  Affinitätsachse,  affin.  Die  E  ich  tun  g 
der  Affinitätsstrahlen  ist  nunmehr  leicht  gefunden.  Zieht  man 
nämlich  an  den  Kreis  S  und  an  die  Ellipse  ABEF  die  zu  ah  paral- 
lelen Tangenten  und  bestimmt  man  deren  Berührungspunkte  —  m^  und 
n^  am  Kreise,  m  und  n  an  der  Ellipse  —  so  sind,  weil  sich  die  Tan- 
genten affin  entsprechen,  auch  die  Punkte  m^  und  m,  n^  und  n,  oder 
aber  auch  die  Punkte  m^,  und  w;  %  und  m  affin  entsprechend.  Im 
ersteren  Falle  erhält  man  m^m  parallel  zu  n^n  als  Affinitätsstrahl, 
im  zweiten  Falle  m^n  parallel  zu  mriQ  als  Affinitätsstrahl.  Zu  diesen 
Affinitätsstrahlen  —  wir  berücksichtigen  bloß  das  eine  Paar  —  sind 
die  gesuchten  gemeinschaftlichen  Tangenten  t^  und  t^  des  Kreises  S 
und  der  Ellipse  ABEF  parallel. 
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Gleichzeitig  repräsentieren  t^  und  t^,  welche  zu  m^m  und  %n 
parallel  sind,  auch  die  Verticalprojectionen  der  beiden  in  der  zur  verti- 
calen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  liegenden  Erzeugenden 
des  dem  Ellipsoide  und  der  Kugel  gemeinschaftlich  umschriebenen 
Cy linders,  oder  mit  anderen  Worten,  des  dem  Ellipsoide  um- 
schriebenen   Kotationscylinders. 

Über  die  Eichtung  dieser  Cylinder erzeugenden  lässt 
sich  noch  Nachstehendes  mit  Bestimmtheit  aussagen. 

Es  ist  nämlich  sofort  zu  ersehen,  dass  die  Punkte  m  und  n  der 
Hauptellipse  ABEF^  als  Berührungspunkte  der  zur  Verticaltrace  Cv 
der  Kreisebene  parallelen  Tangenten,  die  Kreispunkte  (eigentlich  deren 
Verticalprojectionen)  darstellen,  und  dass  m^,,  %  die  Endpunkte  des 
zur  Kreisebene  C^Ch  senkrechten  Durchmessers  der  Kugel  (S^  S\) 
repräsentieren.  Nachdem  nun  sowohl  m^m,  als  auch  m^n  als  B-ich- 
tung  der  Affinitätsstrahlen  betrachtet  werden  können ,  was  zur  Ent- 
stehung zweier  (natürlich  gegen  zwei  der  Hauptebenen  symmetrisch 
liegender)  umschriebener  Cylinder  Veranlassung  bietet,  so  können  wir 
folgenden  Satz  aussprechen: 

385.  j^Einem  dreiachsigen  Ellipsoide  können  stets  mvei  Bota- 
tionscylinder  umschrieben  iverden;  die  Erzeugenden  derselben  sind  zu 
jener  Hauptebene  parallel ,  welche  auf  der  mittleren  Achse  senkrecht 
steht.  Die  Bichtungen  dieser  Erzeugenden  ergeben  sich  als  die  Ver- 
bindungsgeraden eines  KreispunJctes  mit  den  Endpunlden  des  auf  der 
zugehörigen  Kreisebene  senkrecht  stehenden  Durchmessers  jener  Kugel, 
welche  den  in  letzterer  Ebene  liegenden  Kreisschnitt  zum  größten 
Kreise  hat,'^ 

Oder  mit  anderen  Worten: 

386*  ^Beschreibt  man  über  der  mittleren  Achse  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  als  Durchmesser  eine  Kugel,  und  verbindet  man  die  End- 
punkte des  zu  einer  Kreisebene  senkrechten  Durchmessers  dieser  Kugel 
mit  einem  der  beiden  Kreispunkte  des  Ellipsoides^  welche  der  genann- 
ten Kreisebene  entsprechen^  so  sind  diese  Verbindungsgeraden  parcdlel 
zu  den  Erzeugenden  der  beiden  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Bota- 
tionscylinder,''' 

§.   643. 

Diese  Ergebnisse,  beziehungsweise  die  gewonnenen  Kesultate, 
sind  für  mannigfache  Constructionen  von  der  größten  Bedeutung. 

Wir  werden  nämlich  unter  anderem  sofort  nachweisen ,  dass 
jedes   dreiachsige  Ellipsoid    als    perspectivisch  affin    (d.  h.   affin 
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und  in  affiner  Lage)  mit  jener  über  der  mittleren  Achse  des  Ellip- 
soides  als  Durchmesser  beschriebenen  Kugel   betrachtet  werden  kann. 

Nehmen  wir  zum  Zwecke  dieses  Nachweises  an,  es  sei  E  das 
dreiachsige  Ellipsoid  und  E^  die  über  dessen  mittleren  Achse  als  Durch- 
messer beschriebene  Kugel. 

Die  beiden  Flächen  E  und  E^  schneiden  sich  unter  diesen 
Verhältnissen,  wie  wir  wissen,  nach  zwei  Kreisen,  die  wir  C,  und  G, 
nennen  wollen.  Den  genannten  Flächen  können ,  wie  eben  gezeigt 
wurde,  zwei  Cylinder  2^^  und  U^  gemeinschaftlich  umschrieben  werden. 
Bezeichnen  wir,  um  kurz  sprechen  zu  können,  die  Ebene  des  einen 
Kreises,  etwa  des  Kreises  C^  mit  (7,  und  führen  wir  parallel  zu  den 
Cylindererzeugenden  eine  Gerade  mm(^,  welche  die  nämliche  Bedeutung 
wie  die  gleichnamige  Gerade  in  den  vorhergehenden  Betrachtungen 
haben  mag,  so,  dass  wir  uns  auch  gegenwärtig  auf  die  Fig.  230  (Tafel 
XXXIII)  stützen  können. 

Ferner  treffe  irgend  eine  beliebige  zu  der  Geraden  mm^  parallele 
Gerade  (S  das  Ellipsoid  E  in  zwei  Punkten  p  und  r,  die  Kugel  E^ 
dagegen  in  den  Punkten  Pq  und  r^. 

Die  Ebene,  welche  durch  die  beiden  Geraden  6  und  mm^  gelegt 
wird,  schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  K,  welche  durch  die  drei 
Punkte  m,  p  und  r  geht,  und  die  Kugel  in  einem  Kreise  Kq,  welcher 
durch  die  drei  Punkte  m^,   Pq  und  r^  geführt  werden  kann. 

Weiters  haben  die  beiden  Curven  K  und  Kq  zwei  Punkte  in  der 
Schnittgeraden  a  der  Ebenen  {6,mmQ)  und  (7,  d.  i.  jene  Punkte 
gemein,  in  welchen  die  Ebene  {^^mm^)  den  Kreis  (7,  in  der  Ebene  C 
trifft;  endlich  besitzen  K  und  Kq  zwei  parallele  gemeinschaftliche  Tan- 
genten, d.  h.  jene  Erzeugenden,  in  welchen  der  gemeinschaftlich  um- 
schriebene ßotationscylinder  von  der  Ebene  {a^mm^  der  beiden  Gurven 
geschnitten  wird. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  ist  unschwer  zu  entnehmen,  dass 
die  beiden  Curven  K  und  K^  in  Bezug  auf  die  Gerade  a  in  der  Ebene  C 
als  Affinitätsachse  und  die  Richtung  der  Cylindererzeugenden  als  Affi- 
nitätsstrahlen affin  sind.  Es  sind  somit  auch  die  Punkte  m  und  m^, 
sowie  die  Punkte  p  und  p^,  und  jene  r  und  r^,  der  beiden  Curven 
einander  affin  entsprechende  Punkte.  Da  aber  die  Punktepaare  p  und 
p^^  r  und  Tq  Schnitte  der  beiden  Flächen  E  und  Eq  mit  einer  belie- 
bigen, zu  den  Cylindererzeugenden  parallelen  Geraden  (S  sind,  so  folgt, 
dass  sich  überhaupt  alle  Punkte  der  beiden  Flächen  E  und  E^  affin 
entsprechen,  wenn  man  die  Richtung  der  Cylindererzeugenden  gleich- 
zeitig als  jene  der  Affinitätsstrahlen  und  eine  der  Kreisebenen  (C)  als 
Affinitätsebene  wählt.     Mithin  gilt  der  Satz: 


652 

287,  ,,Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  stets  affin  mit  der  über 
seiner  mittleren  Achse  als  Durchmesser  beschriebenen  Kugel.  Als 
Affinitätsebene  kann  jede  der  beiden  Kreisebenen  und  als  Richtung 
der  Affinitätsstrahlen  jene  der  Erzeugenden  eines  jeden  dem  Ellipsoide 
umschriebenen  Botationscylinders  betrachtet  werden,^^ 

§.  644. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  erlaubt  uns,  alle  in  Bezug  auf  das 
Ellipsoid  bisher  direct  durchgeführten  Probleme  nunmehr  auf  solche 
der  „Affinkugel"  zurückzuführen. 

Bemerkt  sei  hier  noch,  dass  man  als  Affinkugel  des  Ellipsoides 
nicht  gerade  nur  die  über  der  mittleren  Achse  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kugel,  sondern  offenbar  jede  Kugel  betrachten  könne,  welche 
an  irgend  einer  Stelle  einem  dem  Ellipsoide  umschriebenen  ßotations- 
cylinder  eingeschrieben  wird.  Selbstverständlich  ist  aber  in  diesem 
Falle  die  Affinitätsebene  nicht  eine  der  Kreisebenen  selbst,  sondern 
eine  zur  Kreisschnittsebene  parallele  Ebene. 

Diese  Eigenschaften  wollen  wir  nun,  behufs  Klarlegung  zur  con- 
structiven  Durchführung  einiger  bereits  gelöster  Aufgaben  verwenden. 

Am  nachdrücklichsten  tritt  der  Vortheil,  welchen  die  Benützunsf 
der  „Affinkugel"  bietet,  bei  dem  nachstehenden  Probleme  in  den 
Vordergrund. 

§.  645. 

268.  Aufgabe.  Es  sind  die  Achsen  jener  Ellipse  zu  bestimmen, 
in  welcher  eine  beliebige  Ebene  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  schneidet. 

Als  es  sich,  gelegentlich  der  Lösung  der  Aufgabe  246)  um  den 
Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  mit  einer  beliebigen  Ebene 
handelte,  gelangten  wir  erst  auf  ziemlich  umständlichem  Wege  dazu, 
die  conjugierten  Durchmesser  dieses  Schnittes  zu  ermitteln. 
Das  verlangte  Ziel  wurde,  jedoch  nur  indirect,  aus  fünf  construierten 
Stücken  der  Schnittcurve  erreicht. 

Mit  Zuhilfenahme  der  Affinkugel  ergeben  sich,  wie  nunmehr 
gezeigt  werden  soll,  die  Achsen  des  Schnittes  ohne  jedwede 
Schwierigkeit. 

Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  dass  die  große  Achse  {AB^A'B^) 
(Taf,  XXXIV,  Fig.  231)  des  gegebenen  Ellipsoides  horizontal-proji- 
cierend,  die  mittlere  Achse  (6'i),  CD')  vertical-projicierend  und  die 
kleine  Achse  {EF^  E'F')  demgemäß  parallel  zur  Grundlinie  sei. 

Construieren  wir  vorerst  über  (CD,  CD')  als  Durchmesser  die 
Kugel  (S;  /Sj'),    bestimmen   ferner  eine  Kreisebene  CvGh^    sowie  den 
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einen  dieser  Ebene  entsprechenden  Kreispunkt  (m,  m')  des  EUipsoides 
und  endlich  den  einen  Endpunkt  (m^,  m'^)  des  zu  dieser  Kreisebene 
senkrechten  Kugeldurchmessers.  Die  Verbindungsgerade  der  Punkte 
(m,  m')  und  (m^,  m'^)  heiße  (^,  ö')- 

Nach  dieser  einfachen  Vorbereitung  übergehen  wir  sogleich  auf 
unsere  eigentliche  Aufgabe.  Die  gegebene  schneidende  Ebene  sei 
EvEh.  Transformieren  wir  dieselbe  affin  in  eine  Ebene  E^v  E\,  in- 
dem wir  die  Kreisebene  Cv  Ch  als  Affinitätsebene  und  die  Punkte 
(m,  m')  und  (m^,  m'^)  als  ein  Paar  affiner  Punkte  betrachten.  Diese 
Transformation  kann  anstandslos  auf  die  bereits  besprochene  Weise 
bewerkstelligt  werden. 

Die  transformierte  Ebene  E\E"h  wird  nämlich  einerseits  durch  die 
Gerade  (5,  s')  gehen,  in  welcher  die  gegebene  Ebene  E„Eh  die  Affini- 
tätsebene CvCh  schneidet  und  andererseits  durch  einen  Punkt  (oder 
eine  Gerade),  welcher  einem  Punkte  oder  beziehungsweise  einer  Ge- 
raden der  Ebene  E  affin  entspricht.  Bringen  wir  zu  diesem  Behufe 
die  Ebene  EvEhy  beispielsweise  mit  der  Hauptebene  rih  zum  Schnitte, 
welcher  in  der  Geraden  ((J,,  ö\)  erfolgt,  und  suchen  wir  deren  affine 
Gerade  {6^y  6^q),  Hierbei  bleibt  der  Punkt  (d,,  d\)  in  der  Affinitäts- 
ebene Gv  Ch  UDgeändert.  Zu  einem  anderweitigen  Punkte  d'  der  Geraden 
(^15  ^'1)  (^s  genügt  die  verticale  Projection)  bestimmen  wir  mittelst 
der  sich  in  einem  Punkte  ^  der  Affinitätsebene  schneidenden,  ein- 
ander entsprechenden  Geraden  md"  und  fyio^o,  den  entsprechenden 
Punkt  d'Q.  Die  transformierte  Gerade  (<?(,,  6'q)  ergibt  sich  sodann  als 
die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  (d,,  d'J  und  (O'q,  O-'^).  Die 
Horizontalprojection  ^0'  derselben  fällt  in  die  Horizontaltrace  rih 
der  Hauptebene  7^. 

Die  Ebene,  welche  nun  durch  die  beiden  Geraden  (s,  s')  und 
(^0^  ^'0)  g^l^gt  wird,  ist  offenbar  die  der  Ebene  EvEh  affin  entspre- 
chende Ebene  E\E\. 

Nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  287)  entspricht,  infolge  der 
angenommenen  affinen  Beziehung,  dem  vorliegenden  Ellipsoide  jene 
Kugel  (/S,  Ä'i),  welche  über  dessen  mittlerer  Achse  {CD,  CD')  als 
Durchmesser  beschrieben  werden  kann.  Es  wird  demnach  dem  gesuchten 
Schnitte  des  Eilipsoides  mit  der  Ebene  E^Eh  affin  derjenige  Kreis 
entsprechen,  in  welchem  die  Affinitätskugel  (S,  /S'/)  von  der  Ebene 
E^E'^h  geschnitten  wird. 

Den  verlangten  Kegelschnitt  erhalten  wir  mithin,  wenn  wir  den 
Schnittkreis  der  Ebene  E\E\  mit  der  Kugel  (Ä  S\)  durch  Zuhilfe- 
nahme eines  Cylinders,    dessen  Erzeugenden  zu  den  Affinitätsstrahlen 
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{mm^Qj  mUn^o)  parallel  sind,  auf  die  gegebene  Ebene  E^Eh  pro- 
jicieren. 

Bestimmen  wir  zu  diesem  Zwecke  zunächst  den  Mittelpunkt 
(Mq,  Jf'o)  des  Kreises  (2:^,  2;'^),  in  welchem  die  Kugel  (S,  S\)  von 
der  Ebene  E^^E^h  geschnitten  wird,  als  Durchstoßpunkt  dieser  Ebene 
mit  der  durch  den  Kugelmittelpunkt  {0,0')  z\x  E\E^h  senkrecht  ge- 
zogenen Geraden. 

Führen  wir  sodann  durch  (M^,  M^')  eine  Parallele  zum  Affini- 
tätsstrahle {mniQ^  m'm'o),  so  trifft  diese  die  Ebene  E^Eh  bereits  in 
dem  Mittelpunkte  (M,  M)  des  gesuchten  Kegelschnittes  (2^,  2;'),  da 
bekanntlich  die  Mittelpunkte  aller  auf  einem  Cylinder  zweiten  Grades 
liegenden  Kegelschnitte,  also  auch  die  Punkte  {Mq.Mq)  und  (M,M') 
auf  einer  und  derselben  zu  den  Cylindererzeugenden  parallelen  Geraden 
der  Cylinderachse,  liegen. 

Da  sich  ferner  der  gesuchte  Kegelschnitt  (27,  27')  als  die  schiefe 
Projection  des  Kreises  (2Jq,  27'^,)  auf  die  Ebene  E^Eh  ergibt,  wobei 
die  Projectionsstrahlen  die  vorher  ermittelten  Affinitätsstrahlen  sind, 
so  ist  einleuchtend,  dass  die  Projectionen  eines  jeden  Paares  senkrechter 
Kreisdurchmesser,  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  des  gesuchten 
Kegelschnittes  darstellen  werden,  oder  mit  anderen  Worten:  die  je 
zweien  auf  einander  senkrecht  stehenden  Durchmessern  des  Kreises  (Uq  2J'(,) 
affin  entsprechenden  Geraden  sind  stets  conjugierte  Durchmesser  des 
Kegelschnittes  (27,  Z'). 

Fuhren  wir  nun  durch  -M'^  eine  Parallele  -M'oi^'  ^^^  ^^^^  Senk- 
rechte M'q  oC  zur  Horizontaltrace  E^h  der  Ebene  des  Kreises  {Z^,  27'^,), 
so  repräsentieren  diese  beiden  Geraden  M'^^'  und  M'^a*  die  horizon- 
talen Projectionen  zweier  auf  einander  senkrecht  stehender  Kreisdurch- 
messer. Dieselben  treffen  die  Gerade  (s,  s')  in  den  Punkten  (a,  «') 
und  (j3,  )3').  Nachdem  die  letztbezeichneten  Punkte,  welche  der  Affi- 
nitätsebene angehören,  sich  selbst  entsprechen  und  weiters  dem  Punkte 
(ilfo,  W^  der  Punkt  (Jf,  W)  affin  entspricht,  so  repräsentieren,  den 
gepflogenen  Erörterungen  gemäß,  die  Punkte  («,«')  und  (i3,j3')  gleich- 
zeitig auch  die  Schnittpunkte  eines  Paares  conjugierter 
Durchmesser  des  gesuchten  Kegelschnittes  (27^  27'}  mit 
der  Geraden  (s,  s'). 

Führen  wir  ferner  durch  M^  eine  Parallele  M^d  und  eine  Senk- 
rechte M^y  zur  Trace  jB%,  so  sind  diese  Geraden  ebenfalls  die  ver- 
ticaleu  Projectionen  zweier  auf  einander  senkrecht  stehender  Durch- 
messer des  Kreises  (27„,  27'^);  es  werden  somit  deren  Schnittpunkte 
(7,/)  und  (ö,  d')  mit  der  Geraden  (s,  s')  wieder  einem  Paare  con- 
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jugierter  Durchmesser  des  gesuchten  Kegelschnittes  (2Jj2J')  an- 
gehören. 

Da  die  sämmtlichen  Paare  conjugierter  Durchmesser  des  Kegel- 
schnittes (2;,  2.')  auf  der  Geraden  {s,s')  eine  Involution  bestimmen, 
von  welcher  wir  zwei  conjugierte  Punktepaare,  nämlich  (a,  a^),  {ß^ß') 
und  (y,  y')f  {d,  d')  kennen,  so  sind  wir  auch  in  den  Stand  gesetzt, 
die  Projectionen  beliebig  vieler  conjugierter  Durchmesser  dieses  Kegel- 
schnittes,  vermittelst    dieser  Involution    {a^  ß,  y,  d),    zu  construieren. 

Der  diesfalls  gestellten  Forderung  gemäß,  benöthigen  wir  aber 
die  Achsen  des  Kegelschnittes  (27,  2;'),  d.  h.  jenes  Paar  conjugierter 
Durchmesser,  welches  insbesondere  rechtwinklig  ist* 

Um  das  besagte  Durchmesserpaar  zu  bestimmen,  legen  wir  den 
Mittelpunkt  (M,  W)  des  Kegelschnittes  sowohl ,  als  auch  die  vier 
Punkte  a,  ß,  y,  d  um  E^  in  die  verticale  Projectionsebene  nach  ]iP^, 

<^oi  ßo^  70^  ^0  ^^' 

Die  über  a^ß^  und  y^^d^  beschriebenen  Halbkreise  schneiden  sich 
in  dem  Potenzpunkte  ^  der  Involution.  Legen  wir  daher  durch  7t 
und  Jf%  einen  Kreis  x^  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  Träger  s^  der 
Involution  liegt,  so  schneidet  derselbe  diesen  Träger  in  zwei  Punkten 
lo  und -j^o,  welche  ein  Punktepaar  der  Involution  repräsentieren. 

Es  sind  demnach  M%^q  und  M^tjq,  weil  sie  gleichzeitig  auf 
einander  senkrecht  stehen,  die  umgelegten  Achsen  des  gesuchten 
Kegelschnittes  (U^  2J').' 

Führen  wir  die  Punkte  1^  und  rj^  in  die  Projection  nach  (|^  |') 
und  (rj^  ^')  zurück,  so  erhalten  wir  bereits  in  x  =  M^  und  y  =  M7] 
die  verticalen  und  in  x'  =  M'h,^  und  y'  =  M'ri'  die  horizon- 
talen Projectionen  der  gesuchten  Achsen. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch  deren  Endpunkte  zu  bestimmen. 
Dies  kann  auf  folgende  Weise  geschehen.  Den  beiden  Achsen  (x^x^) 
und  (y,  y')  des  Kegelschnittes  (2",  27')  entsprechen  affin  die  beiden 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Kreisdurchmesser  (i/q,  y'^)  und 
(^o'^'o)'  ^<^bei  y^  mit  M^rj-,  y'^  mit  M'^i]'-^  x  mit  M^i,-^  x'  mit  M'^l' 
übereinstimmt. 

Die  Endpunkte  dieser  Kreisdurchmesser  bestimmen  wir,  indem 
wir  die  letzteren  um  E^u  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach 
{x^  und  (yj  umlegen.  Der  Schnittpunkt  {M^)  von  {Xq)  und  {y^) 
ist  der  umgelegte  Kreismittelpunkt.  Der  umgelegte  Kreis  (JTJ 
ist  derjenige,  welcher  aus  {M^  mit  einem  Eadiiis  beschrieben  wird, 
welcher  der  Kathete  {M)r  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  gleich  ist, 
in  welchem  die  Hypotenuse  {0)r  dem  Kugelradius  B^=^G^ 0' =  B' 0' 
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und  die  zweite  Kathete  (Jf )  (0)  dem  Abstände  des  Kreismittelpunktes 
vom  Kugelmittelpunkte  gleichkömmt. 

Der  umgelegte  Kreis  (K^)  schneidet  (^„)  und  (i/J  in  den  Punkten 
{%),  (&o),  (^o)  ^^d  (^o)>  welche  zurückgeführt  nach  a'^,  t'^,  c'^?  ^'o? 
die  Horizontalprojectionen  der  Endpunkte  der  beiden  Kreisdurch- 
messer ergeben. 

Die  diesen  Punkten  affin  entsprechenden  Punkte  a\  &',  c',  cZ' 
sind  bereits  die  horizontalen  Projectionen  der  gesuchten  Achsenend- 
punkte. Die  verticalen  Projectionen  a,  6,  c  und  d  derselben  ergeben 
sich  unmittelbar  auf  x  und  y  durch  Ableitung  aus  den  eben  fest- 
gestellten horizontalen  Projectionen  der  gleichnamigen  Punkte. 

§.  646. 

269.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  EvEh  sind 
an  dreiachsiges  EUipsoid  Berührebenen  zu  legen  und  deren  Berüh- 
rungspunkte zu  construieren. 

Construieren  wir  vor  allem  wieder  die  Affinkugel  (5,  S\)  (Taf. 
XXXV,  Fig.  232),  die  Affinitäts-  (Kreis-)  Ebene  GvCh  und  bestimmen 
wir,  wie  in  den  vorhergegangenen  Problemen,  die  beiden  affinen  Punkte 
(m,  m')  und  {m^,  m'^  des  Ellipsoides  {Ey  E')  und  der  Affinkugel 
{8,  S\). 

Wie  wir  bereits  wissen,  entsprechen  parallelen  Ebenen  affin 
gleichfalls  parallele  Ebenen.  Es  werden  mithin  den  zu  suchenden 
zur  Ebene  E^Eu  parallelen  Tangentialebenen  des  Ellipsoides  affin 
solche  Ebenen  entsprechen,  welche  einerseits  die  Kugel  berühren  und 
andererseits  zu  der  der  Ebene  E^Eh  entsprechenden  Ebene  E^^E^u 
parallel  sind.  Dass  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  mit  der 
Kugel  den  Berührungspunkten  der  zu  bestimmenden  Tangentialebenen 
des  Ellipsoides  ebenfalls  affin  entsprechen  werden,  ist  selbstverständlich. 

Diesen  Betrachtungen  zufolge  wird  es  nothwendig  sein,  die  der 
Ebene  EoEu  affin  entsprechende  Ebene  E\E^h  zu  ermitteln. 

Die  besagte  Ebene  geht  erstens  durch  die  Gerade  (s,  s'),  in 
welcher  die  gegebene  Ebene  EvEh  die  Affinitätsebene  (7»  C^  schneidet, 
und  zweitens  durch  irgend  einen  Punkt  oder  eine  Gerade,  welche  einem 
Punkte  oder  beziehungsweise  einer  Geraden  der  Ebene  E„Eh  affin 
entspricht. 

Wählen  wir  beispielsweise  die  Schnittgerade  (e*,  6')  der  Ebene 
EvEh  mit  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene 
7j,  welche  offenbar  auch  die  beiden  affinen  Punkte  m  und  m^  enthält. 

Der  Schnittpunkt  (d,  d')  der  beiden  Geraden  (s,  s')  und  ((?,  ^') 
bleibt  bei  der  affinen  Transformation  ungeändert.    Zu   einem  ander- 
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weitigen  beliebigen  Punkte  x  der  Geraden  6  findet  man  den  affin 
entsprechenden  x^^  mittelst  der  sich  in  einem  Punkte  a  der  Affinitäts- 
ebene CoGh  schneidenden,  sich  affin  entsprechenden  Geraden  mxa 
und  m^x^a.  Hiernach  ist  die  Verbindungsgerade  (p^^  o*^  der  beiden 
Punkte  (d,  8*)  und  (x^^  xf^  (die  Punkte  x*^  und  m'o,  also  auch-  die 
Gerade  6\^  fallen  in  die  Trace  t]})  die  gesuchte,  der  Geraden  (<?,  ö') 
entsprechende  Affin  gerade. 

Diejenige  Ebene,  welche  nun  durch  (s,  s')  und  (^o,  <?'o)  gelegt 
wird,    ist    die  der  gegebenen  Ebene  JE/^^Jä  affin  entsprechende  Ebene 

Ziehen  wir  den  zur  Ebene  jB%-E"a  senkrechten  Durchmesser 
(^o>^'o^  der  Affinkugel  und  bestimmen  wir  (indem  wir  denselben  durch 
Drehung  um  den  horizontal-projicierenden  Kugeldurchmesser  in  eine 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  bringen)  dessen  End- 
punkte («0*0  ^^^  (^o>  ^'o)>  so  repräsentieren  diese,, wie  wir  wissen, 
die  Berührungspunkte  der  Kugel  mit  den  zu  der  Ebene  W^W^  parallelen 
Tangentialebenen  an  die  Kugel.  Diesen  Punkten  werden  daher  affin 
die  Berührungspunkte  des  Ellipsoides  mit  den  gesuchten  zur  Ebene 
'E^'Eu  parallelen  Tangentialebenen  entsprechen. 

Um  beispielsweise  den  dem  Punkte  (&o,  6'o)  affin  entsprechenden 
Punkt  zu  finden,  benützen  wir  irgend  ein  Paar  bereits  bekannter  affiner 
Punkte,  etwa  x  und  x^. 

Die  Gerade  ft^^o  ^^^^^  ^i^  Affinitätsebene  C^Gu  in  dem  Punkte 
-O*  (es  genügt,  wenn  die  einschlagenden  Constructionen  in  der  verti- 
calen Projection  vollführt  werden).  Der  Geraden  x^^%^  entspricht 
die  Gerade  x%'^  in  deren  Durchschnitt  i&  mit  dem  durch  h^  parallel 
zu  xx^  oder  mm^  geführten  Affinitätsstrahle  &&0die  Verticalprojection 
h  des  gesuchten,  dem  Punkte  ft^  entsprechenden,  dem  Ellipsoide  an- 
gehörenden Punktes  erhalten  wird.  Die  Horizontalprojection  6'  des- 
selben findet  man  unmittelbar  auf  der  Horizontalprojection  des  ent- 
sprechenden Affinitätsstrahles,  d.  i.  auf  der  zu  m*m\  oder  ?^ä  durch 
6'^  parallel  gezogenen  Geraden. 

Die  Ebene  T\t\,  welche  durch  (6,6')  parallel  zu  JS^jEt,  gelegt 
wird,  ist  sodann  bereits  eine  der  gesuchten  Berührebenen,  und  der 
Punkt  (&,?>')  selbst  deren  Berührungspunkt. 

Der  Berührungspunkt  (a,  a')  der  zweiten  zu  'Ey^'E^  parallelen 
Tangentialebene  ist  selbstverständlich  der  dem  Punkte  (a^,  a„)  affin 
entsprechende  Punkt  (a,a^). 

Der  letztgenannte  Punkt  kann  jedoch  auch  direct  construiert 
werden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  beiden  Berührungspunkte 

Peschka,  Darstellende  u.  projeetiTe  Geom.etrie.  III.  ^2 
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zweier  parallelen  Berührebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades  stets  End- 
punkte eines  Durchmessers  sind.  Es  genügt  daher,  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden (6  0,  6'  0')  den  dem  Punkte  (&,  &')  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  {0^0')  symmetrisch  gelegenen  Punkt  (a,a')  durch  Über- 
tragung der  Strecke  (bO^i'O')  nach  {aO,a'0')  unmittelbar  zu  be- 
stimmen, um  in  (a,  a')  den  Berührungspunkt  der  zweiten  Ebene  sofort 
zu  erhalten. 

§.  647. 

270,  Aufgabe.  Durch  eine  Gerade  {g,g')  sind  an  ein  dreiachsiges 
EUipsoid  die  möglichen  Berührebenen  zu  legen  und  deren  Berührungs- 
punkte zu  ermitteln. 

Bestimmen  wir  zunächst  wieder  die  Affinkugel  {S,  S\)  (Tafel 
XXXV,  Fig.  233),  die  Affinitätsebene  C^Ch  und  das  Paar  affiner 
Punkte  m  und  m^. 

Den  zu  suchenden,  durch  die  Gerade  (g^g')  zu  legenden  Berühr- 
ebenen des  Ellipsoides  werden  affin  jene  Tangentialebenen  der  Affin- 
kugel entsprechen,  welche  durch  die  der  Geraden  (g,g*)  entsprechende 
Gerade  gehen;  ferner  werden  den  Berührungspunkten  der  ersteren 
Ebenen  die  Berührungspunkte  der  letzteren  entsprechen. 

Die  der  Geraden  (g,  g^)  affin  entsprechende  Gerade  {g^,  g'^)  ist 
leicht  gefunden.  Dieselbe  geht  offenbar  durch  den  Schnittpunkt  (d,(J') 
von  {g,g')  mit  der  Affinitätsebene  C^Ch*  Hienach  beuöthigen  wir  nur 
noch  einen  zweiten  Punkt  derselben.  Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke 
einen  beliebigen  Punkt  {x,x')  auf  {g,g')  au,  und  ziehen  die  Gerade 
max^  welche  die  Affinitätsebene  G^Ch  im  Punkte  a  trifft^  so  ist  am^^ 
die  affin  entsprechende  Gerade;  im  Schnitte  Xq  derselben  mit  dem 
durch  X  gehenden  zu  mm^  parallelen  Affinitätsstrahle  xx^,  erhält  man 
die  Verticalprojection  Xq  des  transformierten  Punktes.  Die  Horizontal- 
projection  ^'^  liegt  auf  der  Horizontalprojection  des  betreffenden  Affi- 
nitätsstrahles, d.  i.  auf  der  durch  x'  parallel  zu  m'^m'  oder  7]h  ge- 
zogenen Geraden. 

Die  der  Geraden  {g,  g')  entsprechende  Gerade  (.^„,  ^'J  ergibt  sich 
nunmehr  als  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  (d,(J')  und(;rß,^'o)- 
Ermitteln  wir  weiters  die  Berührungspunkte  der  Affin- 
kugel mit  den  durch  (gg^g'^)  gehenden  Berührebenen  derselben.  — 
Dies  geschieht  (nach  Aufgabe  54),  folgendermaßen.  Wir  führen  die 
zur  Geraden  (g^,  g'^)  senkrechte  Durchmesserebene  B^Dn  der  Kugel, 
bestimmen  sodann  deren  Schnittpunkt  (s^,  s\)  mit  der  Geraden  (^q,  g'^) 
und  legen  den  letzteren,  sowie  den  größten  Kreis  K^  in  welchem  die 
Ebene  JD^Bh  die  Kugel  schneidet,    um  die  Horizontaltrace  Dh  in  die 
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horizontale^  Projectionsebene  beziehungsweise  nach  (Sq)  und  (Kq)  um. 
Ziehen  wir  ferner  von  {Sq)  die  Tangenten  an  (Kq),  und  führen  deren 
Berührungspunkte  (üq)  und  (ö^)  i^  ^i^  Prpjection  nach  (%,  a'^)  und 
(fiof  h^ß)  zurück,  so  stellen  die  beiden  letzterhaltenen  Punkte  die 
Berührungspunkte  der  durch  {g^,  g'^)  gehenden  Tangentialebenen  der 
Affinkugel  dar.  Die  diesen  Punkten  affin  entsprechenden  Punkte  sind 
die  Berührungspunkte  der  zu  bestimmenden,  durch  {g^  g*)  gehenden 
Tangentialebenen  an  das  EUipsoid. 

Bestimmen  wir  beispielsweise  den  Punkt  (&,  V) ,  welcher  dem 
Punkte  (&o?^'o)  ^ffi^  entspricht.  Die  Gerade  m^l^  trifft  diesbezüglich 
die  Affinitätsebene  GvCh  im  Punkte  ß]  es  entspricht  sodann  der  Ge- 
raden m^b^ß  die  Gerade  miß.  Im  Schnitte  derselben  mit  dem  zu 
mm^  parallelen  Strahle  IIq  erhalten  wir  die  Verticalprojection  h  des 
gesuchten  Punktes.  Die  Horizontalprojection  &'  ergibt  sich  auf  der 
horizontalen  Projection  des  zu  m'm\  oder  rin  parallelen  Affinitätsstrahles 
&'(,&'.  Die  durch  {g,g')  und  (?>,&')  gelegte  Ebene  TJT^  hat  mit  dem 
Ellipsoide  den  Punkt  (&/6')  gemein,  ist  somit  eine  der  verlangten  Be- 
rührungsebenen. 

In  ganz  gleicher  Weise  kann  nun  auch  die  zweite  der  gefor- 
derten Berührebenen  TtTt  vermittelst  des  dem  Punkte  {aQ,a\) 
affin  entsprechenden  Berührungspunktes  (a,  a')  bestimmt  und  dar- 
gestellt werden. 

§.  648. 

27t  Aufgabe,  Es  sind  drei  conjugierte  Durchmesser  eines 
EUipsoides,  welches  durch  seine  Achsen  gegeben  ist,   zu  bestimmen. 

Mit  Zuhilfenahme  der  Affinkugel  kann  vorstehende  Aufgabe  an- 
standslos gelöst  und  durchgeführt  werden. 

Es  ist  nämlich  unschwer  nachzuweisen,  dass  irgend  drei  con- 
jugierten  Durchmessern  eines  dreiachsigen  EUipsoides  stets  drei  auf 
einander  senkrecht  stehende  Durchmesser  der  Affinkugel  entsprechen. 

Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  es  seien  d^^ä^  und  d^  drei  con- 
jugierte Durchmesser  des  EUipsoides,  so  werden  denselben  offenbar 
drei  Durchmesser  d^^^  ci%  und  d\  der  Affinkugel  entsprechen,  da  der 
Mittelpunkt  0  beider  Flächen,  als  ein  Punkt  der  Affinitätsebene  (Kreis- 
ebene des  EUipsoides)  sich  selbst  entspricht. 

Die  Tangentialebenen  des  EUipsoides  in  den  Endpunkten  des 
Durchmessers  d^  sind,  wie  bekannt,  sowohl  unter  einander,  als  auch 
zu  der  conjugierten,  durch  d^  und  d^  bestimmten  Durchmesserebene, 
parallel.  Es  werden  daher,  weil  parallele  Ebenen  durch  affine  Trans- 
formation stets  wieder  in  parallele  Ebenen  übergehen,  die  Tangential- 
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ebenen  der  Kugel  in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  d^^  wieder 
unter  einander,  als  auch  parallel  zu  der  durch  d%  und  d^^  bestimmten 
Durchmesserebene  der  Kugel  sein. 

Nachdem  aber  die  Tangentialebenen  einer  Kugel  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  zu  dem  letzteren  senkrecht  stehen,  so 
folgt,  dass  auch  die  Ebene  ((?%,  d^^  zum  Durchmesser  d^y  senkrecht 
stehen  müsse. 

In  gleicher  Weise  kann  nachgewiesen  werden,  dass  die  Ebene 
(^^3,  d^y)  zum  Durchmesser  d%  und  ebenso  die  Ebene  (d°j,  d%)  zum 
Durchmesser  d^^  senkrecht  stehen. 

Das  Gesagte  ist  aber  offenbar  nur  dann  möglich,  wenn  die  drei 
Durchmesser  d**, ,  d!%  und  ci%  wechselseitig  auf  einander  senk- 
recht stehen» 

Um  demnach  die  vorher  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  hat  man 
nichts  anderes  zu  thun,  als  drei  beliebige,  wechselseitig  auf  einander 
senkrecht  stehende  Durchmesser  der  Affinkugel  zu  bestimmen  und 
dieselben  sammt  ihren  Endpunkten  affin  zu  transformieren. 

§.  649. 

In  dem  Nachstehenden  wollen  wir  noch  einige  fundamentale 
Aufgaben,  wie  beispielsweise  die  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte 
eines  Ellipsoides  mit  einer  Geraden;  die  Construction  der  Berührungs- 
ebene in  einem  gegebenen  Punkte  des  Ellipsoides,  unter  der  Voraus- 
setzung durchführen,  dass  das  Ellipsoid  nicht  durch  seine  drei 
Achsen,  sondern  durch  irgend  drei  seiner  conjugierten 
Durchmesser  gegeben  sei. 

272.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  drei  seiner 
conjugierten  Durchmesser  bestimmt;  es  ist  die  Horizontalprojection 
eines  Punktes  {jp,  p')  auf  dem  EUipsoide  zu  finden,  wenn  dessen  Ver- 
ticalprojection  p  gegeben  ist. 

Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  diesfalls  so,  dass 
sie  zu  zweien  der  gegebenen  drei  conjugierten  Durchmesser  parallel 
sei,  während  die  verticale  Projectionsebene  eine  zu  dem  dritten  Durch- 
messer parallele  Lage  besitze.  Unter  dieser  Voraussetzung  stellen 
sich  die  beiden  ersteren  Durchmesser  {AB,  A'B^)  und  {CD,  CD') 
(Taf.  XXXIV,  Fig.  234)  als  zwei  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallele  Gerade  dar,  während  der  dritte  Durchmesser  (EF,  W  F) 
durch  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Gerade  repräsen- 
tiert erscheint. 
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Um  die  Horizontalprojection  p*  des  Punktes  auf  dem  Ellipsoide 
festzustellen,  dürfte  es  am  einfachsten  sein,  durch  p  eine  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallele  Ebene  e  zu  legen.  Die  Verticaltrace 
e„  dieser  Ebene  ist  selbstverständlich  die  durch  die  gegebene  Projec- 
tion  p  zur  Grundlinie  parallel  geführte  Gerade. 

Die  Ebene  e  wird  nun ,  da  sie  zu  der  Durchmesserebene 
{AB CD,  Ä'B'C'D')  parallel  ist,  das  EUipsoid  (nach  Satz  443&, 
Band  II)  in  einer  Ellipse  schneiden ,  welche  mit  der  Ellipse 
(ÄBCD,  Ä'B'G'D')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Der  Mittel- 
punkt derselben  wird  durch  den  Schnittpunkt  (o,  o')  der  Ebene  e  mit 
dem  dritten,  der  Ebene  e  conjugierten  Durchmesser  (EF,  E'F*)  reprä- 
sentiert. 

Infolge  dieser  Eigenschaft  werden  die  beiden  Geraden  (x^  x')  und 
(2/1 2/0 j  welche  zu  den  conjugierten  Durchmessern  (ABjA^B^),{CD^G'D^) 
der  Ellipse  AB  CD  —  die  wir  der  Kürze  halber  mit  (27,27')  bezeichnen 
wollen  —  parallel  sind,  gleichfalls  conjugierte  Durchmesser  der  Schnitt- 
ellipse sein. 

Die  Verticalprojectionen  c  und  d  der  Endpunkte  des  einen  dieser 
Durchmesser  (1/,  y')^  werden  sich  offenbar  als  die  Schnittpunkte  von 
y  oder  (e„)  mit  jener  Ellipse  ergeben,  welche  durch  ihre  conjugierten 
Durchmesser  CD  und  EF  bestimmt  ist. 

Diese  Schnittpunkte  können  leicht  mit  Hilfe  des  über  EF  als 
Durchmesser  beschriebenen  Affinkreises  K^^  gefunden  werden.  Dem 
dem  Durchmesser  EF  conjugierten  Durchmesser  CD  entspricht  affin 
der  z\x  E F  senkrechte  Kreisdurchmesser  C^D^;  der  Geraden  y  die 
zu  CqD^^  parallele,  also  ebenfalls  zw  EF  senkrechte  Gerade  y^^  und 
den  Punkten  d^^  und  Cq,  in  welchen  y^  den  Kreis  K'q  trifft,  ent- 
sprechen die  vermittelst  der  zu  CCq  oder  DDq  parallelen  Affinitäts- 
strahlen ddf^,  CCq  bestimmten  Endpunkte  d  und  c  des  Durchmessers 
(2/,2/')^  Die  horizontalen  Projectionen  c?'  und  c'  liegen  auf  i/'  und  können 
daher  aus  d  und  c  sofort  abgeleitet  werden. 

Die  Endpunkte  a  und  i  des  Durchmessers  (x^x^)  ergeben  sich, 
infolge  Her  Ähnlichkeit  der  Schnittellipse  mit  der  Ellipse  (27,27'), 
auf  x^  durch  Vermittlung  der  beziehungsweise  zu  -4.'C  und  J5'(7' 
parallelen  Geraden  a'c'  und  &'c'.  Die  Verticalprojectionen  a  und  b 
findet  man  unmittelbar  durch  Heraufprojicieren  der  Punkte  a'  und  h' 
in  die  Gerade  x  oder  (e^)  in  a  und  h. 

Die  Schnittellipse  der  Ebene  Cv  mit  dem  Ellipsoide  ist  mithin 
durch  zwei  conjugierte  Durchmesser  (a&,a'&')  und  (cd!,c'c?') 
vollkommen  bestimmt. 
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Nachdem  auf  dieser  letztbezeichneten  Ellipse  der  gesuchte  Punkt 
liegt,  so  könnte  man  die  Horizontalprojection  p*  desselben  durch  Zu- 
hilfenahme eines  über  a*V  öder  &d'  als  Durchmesser  beschriebenen 
affinen  Kreises,  als  einen  der  beiden  Schnittpunkte  dieser  Ellipse  mit 
der  durch  i>  gehenden  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden  a*  bestimmen. 

Man  kann  aber  auch  anderweitig  verfahren.  Da  nämlich  die 
Schnittellipse  mit  der  Ellipse  (27, 27')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist, 
so  wird  man  offenbar  beide  als  parallele  Schnitte  eines  und  desselben 
Kegels  zweiten  Grades  betrachten  können.  Die  Erzeugenden  dieses 
Kegels  sind  jene  Geraden,  welche  die  ähnlich  liegenden  Punkte  beider 
Ellipsen  verbinden.  Je  nachdem  man  einem  Punkte  des  einen  Kegel- 
schnittes einen  gewissen  Punkt  v  oder  aber  dessen  diametral  ent- 
gegen liegenden  Punkt  v,  als  ähnlich  gelegen  betrachtet,  erhält  man 
zwei  verschiedene  Kegel. 

Da  ferner  die  Mittelpunkte  zweier  parallelen  Schnitte  eines  Kegels 
zweiten  Grades  stets  auf  einer  durch  den  Kegelscheifcel  gehenden 
Geraden  liegen,  so  muss  auch  im  vorstehenden  Falle  der  Scheitel  des 
durch  die  beiden  Ellipsen  zu  legenden  Kegels  auf  der  Verbindungs- 
geraden ihrer  Mittelpunkte,  d.  i.  auf  dem  Durchmesser  {E  JP,  jB'  ^0 
liegen. 

Behufs  Bestimmung  des  Kegelscheitels  {8,8')  genügt  daher  ein 
einziges  Paar  ähnlich  liegender  Punkte  beider  Ellipsen.  Als  solche 
kann  man  die  Durchmesserendpunkte  J)  und  d  betrachten.  Die  Ver- 
bindungsgerade Dd  ist  eine  Kegelerzeugende;  dieselbe  schneidet  EF  in 
einem  Punkte  (S,/S'),  welcher  somit  bereits  den  einen  der  beiden  Kegel- 
scheitel darstellt. 

Mittelst  dieses  Scheitels  piojicieren  wir  die  Schnittellipse  der 
Ebene  e^  auf  die  Ellipse  (27,  27') ;  gleichzeitig  aber  auch  die  durch  ^ 
gehende  vertical-projicierende  Gerade  («,«')  nach  (a,  a')  auf  die  Ebene 
der  Ellipse  (27,27'). 

Bestimmen  wir  nun  mit  Hilfe  des  über  dem  Durchmesser  A'B* 
beschriebenen  Kreises  K^^  die  Schnittpunkte  ii\  und  n*^  der  Geraden 
a'  mit  der  Ellipse  27'  und  projicieren  dieselben  aus  dem  Centrum  8* 
auf  die  Gerade  a\  nach  'p\  und  p\.  Es  ist  einleuchtend,  dass  p'^  und 
j>'2  die  horizontalen  Projectionen  des  Schnittpunktes  der  Ellipse  in  e^ 
mit  der  vertical-projicierenden  Geraden  (a^a*),  mithin  die  gesachten 
Horizontalprojectionen  jener  Punkte  des  EUipsoides  sind,  deren  Ver- 
ticalprojectionen  mit  dem  Punkte  a  zusammenfallen. 
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§.  650. 


273.  Aufgabe,  In  einem  gegebenen  Punkte  (a,a')  eines  drei- 
achsigen, durch  drei  conjugierte  Durchmesser  gegebenen  Ellipsoides 
ist  an  dasselbe  die  Berührangsebene  zu  legen. 

Nehmen  wir  wieder  zwei  der  Durchmesser  {A  B,  JL'  jB')  und 
{OB,  OD')  (Taf.  XXXIV,  Fig.  235)  parallel  zur  horizontalen  Projec- 
tionsebene  und  den  dritten  Durchmesser  {EF^E'F')  parallel  zur  ver- 
ticalen  Projectionsebene  an.  Der  gegebene  Punkt  {a^a')  sei,  indem 
wir  eine  seiner  Projectionen,  etwa  a\  als  bereits  vorliegend  voraus- 
setzen, auf  eine  der  vorherbesprochenen  Arten  abgeleitet  und  bestimmt 
worden. 

Die  Tangentialebene  in  dem  Punkt  (a,a')  wird  bestimmt  sein, 
sobald  man  zwei  Tangenten  des  Ellipsoides  im  Punkte  (a,aO  kennt. 
Diese  Tangenten  lassen  sich  leicht  bestimmen. 

Führen  wir  zunächst  durch  (a,  a')  eine  Ebene  e„  parallel  zu  der 
Durchmesserebene  ABGB.  Der  Pol  dieser  Ebene  wird  auf  dem  der 
Durchmesserebene  conjugierten  Durchmesser  {EF^E*F*)  liegen,  und 
wird  daselbst  der  vierte  harmonische  Punkt  (;r^,  7t\)  zu  den  End- 
punkten {E,  E')  und  {F,  F')  und  dem  Punkte  {a, «')  sein,  in  welchem 
die  Ebene  e^  diesen  Durchmesser  trifft.  Die  Verticalprojection  7t^  be- 
stimmt man  als  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  E,  F  und  cc^ 
dadurch,  dass  man  über  EF  einen  Kreis  K^  zeichnet,  durch  orj  die 
zu  E  F  senkrechte  Sehne  zieht  und  in  einem  ihrer  Endpunkte  q^  an 
K^  die  Tangente  tj  legt.  Die  letztere  wird  EF  bereits  in  dem  ge- 
suchten Punkte  jTj  schneiden.  Die  Horizontalprojection  7t\  findet  man 
unmittelbar  in  der  Senkrechten  zur  Grundlinie  auf  -E'JP'. 

Nachdem  (:7t,,  7t\)  der  Pol  der  Ebene  e„  in  Bezug  auf  das 
EUipsoid  ist,  so  stellt  derselbe  gleichzeitig  auch  den  Scheitel  des  dem 
EUipsoide  längs  des  in  der  Ebene  e„  liegenden  Kegelschnittes  um- 
schriebenen Kegels  dar;  es  ist  daher  die  Gerade  {7t^a,7t\a')  oder 
iti,t\)  eine  Tangente  des  gegebenen  Ellipsoides  im  Punkte  (a,a'). 

Wiederholen  wir  ein  Gleiches  bezüglich  einer  anderen  Durch- 
messerebene. Denken  wir  uns  also  beispielsweise  durch  den  Punkt 
(a,  a')  eine  Ebene  d^  parallel  zur  Durchmesserebene  ABEF  gelegt 
und  deren  Schnittpunkt  (a,2,a',^)  mit  dem  conjugierten  Durchmesser 
(CD,  C  D')  aufgesucht.  Dies  kann  allenfalls  in  folgender  Weise  ge- 
schehen. Wir  ziehen  durch  (a,  a')  die  Gerade  (6«  d,  a' d')  parallel  zum 
Durchmesser  {EF.E'F')  und  bestimmen  den  Durchstoß punkt  (^,  d') 
derselben  mit  der  Diametralebene  J.J5  CD.  Führen  wir  durch  d'  eine 
Gerade  d^h  parallel  zu  A'B',  so  repräsentiert  diese  offenbar  die  Hori- 
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zontalprojection  der  Trace  der  Ebene  d'  auf  der  Diametralebene  ÄBCD, 
während  deren  Schnittpunkt  a'g  mit  CD'  die  horizontale  Projection 
des  Durchstoßpunktes  des  Durchmessers  (CD,  0^ D^)  mit  der  Ebene -O- 
darstellt.  Die  verticale  Projection  cCf^  dieses  Punktes  finden  wir  auf  CD. 

Der  Pol  (jTg  jt'q)  der  Ebene  0-  liegt  auf  dem  coujugierten  Durch- 
messer (CD,  C  D')  und  ist  derselbe  gleichfalls  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  den  drei  Punkten  ((7,  C'),  (A  D')  und  (a^^,  a'2).  Wir  finden 
dessen  Horizontalprojection  jr'g  als  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
C,  D',  cc'o  vermittelst  des  über  CD'  beschriebenen  Kreises  K2  in 
derselben  Weise  wie  vorher  den  Punkt  7t ^,  Die  Verticalprojection  n^ 
ergibt  sich  sodann  unmittelbar  auf  CD. 

Der  Punkt  (jr^,  n'^)  ist  als  Pol  der  Ebene  d^  wieder  der  Scheitel 
des  Kegels,  welcher  dem  Ellipsoide  längs  des  in  der  Ebene  S-  liegen- 
den Kegelschnittes  umschrieben  ist;  es  repräsentiert  somit  auch  die 
Gerade  (ic^a,  n\a')  oder  (t^jt^)  eine  Tangente  des  Ellipsoides  im 
Punkte  (a,  a'). 

Die  Ebene  T„  Th  ,  welche  durch  die  beiden  Geraden  (tc^  a,  n\  a') 
und  (n^  a,  ä'„  a')  gelegt  werden  kann ,  stellt  mithin  die  gesuchte 
Tangentialebene  des  Ellipsoides   im  Punkte  (a,a')   dar. 

In  analoger  Weise  können  mit  Zuhilfenahme  der  polaren  Eigen- 
schaften nunmehr  auch  anderweitige  Probleme,  welche  das  durch  con- 
jugierte  Durchmesser  gegebene  dreiachsige  Ellipsoid  betreffen,  gelöst 
werden. 

§.  651. 
Construction    des   dreiachsigen  Ellipsoides    aus  gegebenen  Elementen. 

An  dieser  Stelle  mögen  auch  noch  jene  Aufgaben  Erwähnung 
finden,  welche  die  Construction  eines  dreiachsigen  Ellipsoi- 
des aus  gegebenen  Elementen  fordern.  Vorderhand  wollen  wir 
jene  besprechen,  bei  welchen  theilweise  Achsen  (oder  auch  conjugierte 
Durchmesser),  theilweise  Punkte  und  Tangentialebenen  als  gegebene 
Stücke  vorliegen. 

274.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  zwei  Achsen 
und  einen  Punkt  der  Oberfläche  gegeben;  es  ist  die  dritte  Achse  zu 
ermitteln. 

Die  horizontale  Projectionsebene  nehmen  wir  parallel  zu  den 
zwei  gegebenen  Achsen  (CD,  CD')  und  (EF,  E^F')  (Taf.  XXXIV, 
Fig.  236),  die  verticale  Projectionsebene  dagegen  senkrecht  zu  (EF^E'F'), 
also  parallel  zu  der  anderen  Achse  (CD^C D^)  an;  der  gegebene  Punkt 
sei  (a,a').  Eine  nothwendige  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Auf- 
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gäbe  ist  die,  dass  die  Horizontalprojection  a*  innerhalb  der  Ellipse 
(G'D^E'F)  fällt. 

Die  dritte  Achse  ist  ihrer  Lage  nach  durch  die  beiden  gegebenen 
Achsen  vollständig  bestimmt.  Besagte  Achse  ist,  der  getroffenen  An- 
nahme gemäß,  im  vorliegenden  Falle  horizontal-projicierend.  Es  er- 
übrigt somit  nur,  die  Länge  derselben  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  die  ihrer  Lage  nach  ge- 
gebene Achse  und  durch  den  gegebenen  Punkt  (a,a')  die  horizontal- 
projicierende  Ebene  FvPh.  Diese  wird  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse 
schneiden,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  {a,a')  geht  und  deren 
«ine  Achse  mit  der  zu  bestimmenden  Achse  des  Ellipsoides  überein- 
stimmt, während  deren  zweite  Achse  durch  den  Durchmesser  der  hori- 
zontalen Hauptellipse  (CDEF,  C'D'E'F),  welcher  durch  die  Ebene 
Pt,  Fk  bestimmt  ist,  repräsentiert  wird.  Wir  ermitteln  daher  den  Durch- 
messer {cd,  &d*)  der  Hauptellipse,  welcher  durch  die  Ebene  F^Fh 
bestimmt  wird,  durch  Zuhilfenahme  des  über  CD'  beschriebenen  Affin- 
kreises K^Q, 

Die  in  der  Ebene  FvFh  liegende  Schnittellipse  hat  zur  Vertical- 
projection  eine  Ellipse  K,  welche  die  Verticalprojection  cd  des  eben 
gefundenen  Durchmessers  zu  der  einen  Achse,  die  zu  bestimmende 
Achse  AB  des  Ellipsoides  dagegen  zur  zweiten  Achse  hat^  und  durch 
den  Punkt  a  geht.  Aus  den  somit  bekannten  Stücken  lässt  sich  die 
Achse  AB  leicht  construieren. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Ellipse  j^  als  orthogonal  -  affin  mit 
dem  über  cd  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  K^,  Dem  Punkte  a 
entspricht  auf  dem  Kreise  K„  der  Punkt  a^i  ^^d  dem  zu  suchenden 
Achsenendpunkte  B  der  Punkt  B^  auf  dem  Kreise  Ä„.  Die  Gerade  a^  Bq 
trifft  die  Affinitätsachse  cd  im  Punkte  d.  Der  Geraden  a^d  entspricht 
aber  die  Gerade  ad,  und  diese  trifft  die  ihrer  Lage  nach  bekannte 
Achse  in  dem  gesuchten  Endpunkte  B.  Der  zweite  Achsenendpunkt  A 
derselben  ist  der  mit  JB,  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  0,  symmetrisch 
gelegene  Punkt.    Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

§.  652. 

275.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  EUipsoid  ist  durch  zwei  Achsen 
und  eine  Tangentialebene  gegeben;  es  ist  die  dritte  Achse  zu  be- 
stimmen. 

Die  beiden  gegebenen  Achsen  (CD,  CD')  und  {EF.E'P) 
(Taf.  XXXIV,  Fig.  237)  nehmen  wir  wieder  beziehungsweise  parallel 
zur  Grundlinie  und  senkrecht  zur  verticalen  Projectionsebene  an.  Die 
gegebene  Tangentialebene    sei  Tt,Th.    Die  dritte  Achse   ist  der  Lage 
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nach  die  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Ellipsoides  [und  der  Haupt- 
ellipse {GDEF^OD^  W  F')]  gehende  horizontal-projicierende  Gerade 
(Z,  Z^).  Um  deren  Endpunkte  zu  linden,  verfahren  wir  folgender- 
maßen. 

In  Gemäßheit  des  Satzes  379)  ist  bekannt,  dass  die  ortho- 
gonale Projection  des  Berührungspunktes  einer  Tangentialebene  auf 
eine  Hauptebene  einer  Fläche  zweiten  Grades  die  Polare  der  Trace  der 
Tangentialebene  auf  dieser  Hauptebene  in  Bezug  auf  den  in  der  letzteren 
liegenden  Hauptkegelschnitt  sei. 

Bestimmen  wir  daher  den  Schnitt  ((?,  6')  der  Tangentialebene 
T,Tn  mit  der  Hauptebene  e^  der  Ellipse  (GDEF,  G'B'E'F')  und 
construieren  wir  (vermittelst  des  über  C  D'  beschriebenen  Affinkreises) 
den  Pol  a'  der  Geraden  (?'  in  Bezug  auf  die  Ellipse  (G'D'E'F),  so 
ist  dieser,  dem  oben  angeführten  Satze  entsprechend,  die  orthogonale 
Projection  des  Berührungspunktes  der  Ebene  T^Ta,  bezogen  auf  die 
Hauptebene  f^,,  oder,  da  letztere  horizontal  ist,  gleichzeitig  die  hori- 
zontale Projection  des  Berührungspunktes  der  Ebene  T^Th. 

Nachdem  der  Berührungspunkt  selbst  in  der  Ebene  T„  Th  liegen 
muss,  so  lässt  sich  seine  Verticalprojection  a  aus  der  Horizontalpro- 
jection  a'  auf  bekannte  Weise  ableiten.  Hiernach  ist  ein  Punkt  (a,  a') 
des  Ellipsoides  bekannt,  und  somit  auch  die  gestellte  Aufgabe  auf 
die  vorhergehende  zurückgeführt. 

§.  653. 

276.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  zwei  seiner 
Achsen  und  eine  Tangente  gegeben;  es  ist  die  dritte  Achse  zu  be- 
stimmen. 

Seien  wieder  die  in  der  horizontalen  Hauptebene  £«  liegenden 
beiden  Achsen  (OD,  CD')  und  {EF,  E' F)  (Taf.  XXXVI,  Fig.  238) 
bestimmt.    Ferner  sei  (t^t^)  die  gegebene  Tangente. 

Diese  Tangente  (f,  P)  trifft  die  Hauptebene  s^  in  einem  Punkte 
(5,  s')-  Die  Polarebene  dieses  Punktes  ist,  da  derselbe  in  einer  Haupt- 
ebene liegt,  zu  dieser  Hauptebene  senkrecht,  im  vorstehenden  Falle 
also  horizontal-projicierend.  Besagte  Polarebene  stellt  aber  gleichzeitig 
auch  die  Ebene  der  Berührungscurve  des  Ellipsoides  mit  dem  demselben 
aus  dem  Punkte  (s,s')  umschriebenen  Kegel  dar.  Führt  man  daher  von 
(s,s')  (mittelst  des  affinen  Kreises  X'J  an  die  Ellipse  (GDEF,  G'D'FF) 
die  Tangenten,  und  bestimmt  man  deren  Berührungspunkte  (a,  a^)  und 
(6,6'),  so  ist  die  horizontal-projicierende  Ebene  PvPhi  welche  durch 
diese  beiden,  der  Berührungscurve  angehörenden  Punkte  (a,  a')  und 
(6,  6')  geht ,  die  Ebene  der  genanjiten  Berührungscurve. 
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Nun  ist  aber  die  gegebene  Tangente  (f^V)  gleichfalls  eine  Er- 
zeugende des  aus  {s,s^)  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Kegels;  deren 
Schnittpunkt  {p^p^)  mit  der  Ebene  FvPn  der  Berührungscurve  ist 
mithin  der  Berührungspunkt  derselben  mit  dem  Ellipsoide. 

Nachdem  wir  somit  einen  Punkt  {p^p')  des  Ellipsoides  kennen, 
so  ist  auch  diese  Aufgabe  wieder  auf  die  Aufgabe  274)  reduciert. 

§.  654. 

277,  Aufgabe,  Ein  dreiachsiges  EUipsoid  ist  durch  eine  Achse 
der  Lage  und  Länge  nach,  durch  die  beiden  anderen  Achsen  der 
Lage  nach  und  durch  zwei  Punkte  gegeben;  es  sind  die  Längen  der 
beiden  letztangeführten  Achsen  zu  ermitteln. 

Die  eine  Achse  {AB,A'B')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  239),  d.  i.  die- 
jenige, deren  Länge  bekannt  ist,  nehmen  wir  horizontal-projicierend 
an.  Die  Achse  (Z,  X')  möge  parallel  zur  Grundlinie  und  die  Achse 
(F,  Y')  vertical-projicierend  sein.  Ferner  seien  (a,a')  und  (&,&')  die 
beiden  gegebenen  Punkte. 

Legen  wir  durch  die  Achse  {A  JB,  A'  S')  und  durch  den  einen 
der  gegebenen  Punkte,  allenfalls  durch  («', a'),  eine  horizontal-proji- 
cierende  Ebene  F\F\^  so  wird  diese  Ebene  das  EUipsoid  in  einer 
Ellipse  (27,2;')  schneiden,  welche  durch  den  Punkt  {a,a')  geht  und 
deren  eine  Achse  {AB.A'B')  ist,  während  die  zweite  Achse  derselbcD, 
jener  der  Ebene  B\  B\  angehörende  Durchmesser  ist,  welcher  der  in  der 
horizontalen  Hauptebene  liegenden  (bisher  noch  unbekannten)  Ellipse 
{GDEF,  C'D'E'F')  zukömmt.  Die  Verticalprojection  27  dieser  Ellipse 
ist  gleichfalls  eine  durch  den  Punkt  a  gehende  Ellipse,  welche  als  die 
eine   ihrer  Achsen  die  Gerade  AB  besitzt. 

Ein  Endpunkt  m  der  zweiten  Achse  dieser  Ellipse  kann  leicht 
durch  Vermittlung  des  über  A  B  beschriebenen  Affinkreises  K^  be- 
stimmt werden.  Die  horizontale  Projection  m'  dieses  Punktes  liegt 
in  der  Horizontaltrace  P'^;  es  ist  somit  durch  (m,m')  ein  Endpunkt 
des  vorher  genannten  Durchmessers  der  Ellipse  {GDEF,  OD^E*F') 
dargestellt.  Vermittelst  der  durch  den  zweiten  der  gegebenen  Punkte 
(6,6')  und  die  Achse  {AB^A^B^)  gelegten  horizontal-projicier enden 
Ebene  P\  erhalten  wir  auf  gleiche  Weise  einen  zweiten  Punkt  {n^n') 
der  Ellipse  {GDEF,C'D'E'F),  Die  horizontale  Projection  (C'D'E'F) 
der  zu  suchenden  Ellipse  ist  demnach  durch  die  Lage  der  Achsen  X' 
und  P  und  durch  zwei  Punkte  m'  und  n^  gegeben.  Hieraus  kann 
man  leicht  die  Endpunkte  C\  D\  E'  und  JF'  der  Achsen  selbst  finden. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Behufe  die  zu  suchende  Ellipse  als 
orthogonal  affin  mit  einem  gewissen,  bisher  noch  unbekannten  Kreise 
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K'q,  welcher  die  Achse  X'  zum  Durchmesser  hat  und  mit  der  Ellipse 
concentrisch  ist. 

Die  Ellipsensehne  m'^'  trifft  die  Affinitätsachse  X'  im  Punkte  z/. 
Dem  Halbierungspunkte  o  dieser  Sehne  wird  auf  der  zur  Affinitätsachse 
senkrechten  Geraden  oa  der  Mittelpunkt  o^  der  affinen  Kreissehne  ^o^ 
entsprechen.  Nachdem  aber  diese  Sehne  z/  Oq  auf  der  Geraden  0'  o^ 
senkrecht  stehen  muss,  so  liegt  der  Punkt  o^  nothwendig  im  Schnitte 
von  0  a  mit  dem  über  O'z/  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  y. 
Dies  zu  Grunde  gelegt,  erhält  man  sofort  die  affine  Kreissehne  z/o^ 
und  auf  derselben  die  dem  Kreise  Jl'^  angehörenden  Punkte  m^  und 
n^  durch  die  zu  X'  senkrechten  Affinitätsstrahlen  m'm^  und  n'n^. 

Der  Kreis,  welcher  nun  aus  0'  beschrieben,  durch  die  Punkte 
m^  und  n^  geht,  ist  der  gesuchte  Affinitätskreis  K\,  Derselbe  trifft 
die  Affinitätsachse  X'  bereits  in  den  beiden  Achsenendpunkten  C  und 
D'.  Die  beiden  Achsenendpunkte  {E^E')  und  {F^F')  der  Achse  (^, y') 
sind  als  die  den  Schnittpunkten  E^  und  jP^  des  Kreises  K'^  mit  Z' 
affin  entsprechenden  Punkte  E'  und  F'  zu  construieren. 

Die  verticalen  Projectionen  (7,  D,  E  und  F  der  somit  gefundenen 
vier  Achsenendpunkte  liegen  sämmtlich  in  der  Verticaltrace  £„  der 
Hauptebene  a  des  Ellipsoides.  Hiemit  ist  die  Aufgabe  vollständig 
gelöst. 

§.  655. 

278.  Aufgabe,  Ein  dreiachsiges  EUipsoid  ist  durch  die  Achsen 
der  Lage  nach,  durch  eine  Tangentialebene  und  ihren  Berührungspunkt 
gegeben;  die  Endpunkte  der  drei  Achsen  sind  zu  bestimmen. 

Seien  (Z,Z');  (Y,  T')  und  (X,X')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  240)  die 
drei  Achsenrichtungen,  von  welchen  wir  die  erstere  horizontal-proji- 
cierend,  die  zweite  vertical-projicierend  und  die  dritte  parallel  zur 
Grundlinie  voraussetzen.  Der  Schnittpunkt  derselben,  d.  i.  der  Mittel- 
punkt des  Ellipsoides,  heiße  (0,  0').  Endlich  sei  T^Th  die  gegebene 
Berührebene  und  {p,p')  ihr  Berührungspunkt. 

Es  wird  diesfalls  genügen  einen  der  Achsenendpunkte,  beispiels- 
weise jenen  von  {Z,Z')  zu  bestimmen,  da  die  der  beiden  anderen 
Achsen  auf  gleiche  Weise  wie  diese  gefunden  werden  können. 

Bestimmen  wir  zu  diesem  Behufe  vorerst  den  Schnittpunkt  (a,  a') 
der  Tangentialebene  T^Tn  mit  der  Achse  {Z,Z').  Die  Gerade  {ap,a'p') 
ist  sodann  eine  Tangente  des  Ellipsoides  im  Punkte  {a,a'). 

Denken  wir  uns  weiters  durch  die  Achse  {Z^Z')  und  durch  den 
Punkt  (i),jp')  eine  (horizontal-projicierende)  Ebene  F^Fu  gelegt,  so 
wird  diese  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  (27, 2J')  schneiden,  deren  eine 
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Achse  mit  der  zu  bestimmenden  Achse  {AB.A'B*)  =  {Z,Z^)  identisch 
ist.  Besagte  Ellipse  wird  selbstverständlich  durch  den  Punkt  (jp,i>') 
gehen  und  in  diesem  Punkte  von  der  Geraden  (ajp,a'p')  berührt  werden. 
Die  Verticalprojection  E  dieser  Schnittellipse  wird  daher  gleichfalls 
eine  Ellipse  sein,  welche  durch  den  Punkt  p  geht,  in  demselben  von 
der  Geraden  ap  berührt  wird  und  deren  eine  Achse  mit  der  Vertical- 
projection AB  der  zu  suchenden  Achse  des  EUipsoides  zusammenfällt. 
Der  Punkt  0  wird  offenbar  auch  der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  sein. 

Um  nun  die  letztgenannte  Ellipse,  respective  deren  Achse  AB 
zu  bestimmen,  betrachten  wir  dieselbe  als  orthogonal  affin  mit  einem 
bisher  noch  unbekannten  Kreise  K^^  welcher  über  der  zu  suchenden 
Achse  A  B  als  Durchmesser,  beschrieben  werden  kann.  Hiernach 
repräsentiert  Z  die  Affinitätsachse. 

Dem  Punkte  p  wird  affin  ein  Punkt  p^  des  Kreises  K^  ent- 
sprechen, welcher  auf  der  zur  Achse  Z  senkrechten  Geraden  2?  ;r  liegen 
muss,  während  gleichzeitig  der  Ellipsentangente  ap  im  Punkte  p^  die 
Kreistangente  ap^  im  Punkte  jp^,  entspricht.  Nachdem  aber  bekanntlich 
die  Kreistangente  ap^  auf  dem  Berührungsradius  Op^  senkrecht  steht, 
so  ergibt  sich  p^  unmittelbar  im  Schnitte  der  zu  Z  senkrechten  Ge- 
raden pPq  mit  dem  über  Oa  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  y. 

Der  vorgenannte  affine  Kreis  K^  ist  demnach  derjenige,  dessen 
Mittelpunkt  in  0  liegt  und  durch  den  Punkt  p^  geht.  Derselbe 
schneidet  die  Affinitätsachse  Z  bereits  in  den  gesuchten  Achsenend- 
punkten A  und  B. 

In  vollkommen  übereinstimmender  Weise  kann  man  nun  auch 
die  Endpunkte  G  und  D,  respective  E  und  F  der  Achsen  (X,  X')  und 
(Z,  Y')  construieren. 

§.  656. 

279.  Aufgäbe.  Ein  dreiachsiges  EUipsoid  ist  durch  die  Lage 
der  einen  Achse,  durch  zwei  Tangentialebenen  und  deren  Berührungs- 
punkte gegeben;  die  Länge  dieser  Achse,  sowie  die  Lage  und  Länge 
der  beiden  anderen  Achsen  sind  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Achse,  die  wir  als  horizontal-projicierend  voraus- 
setzen, sei  (Z,Z')  (Taf.  XXX7I,  Fig.  241);  ferner  seien  T'.T'h  und 
T\  T\  die  beiden  gegebenen  Tangentialebenen  und  beziehungsweise 
{Pi^P\)  ^^^  (Pa^P^<i)  deren  Berührungspunkte. 

Bestimmen  wir  zunächst  den  Schnittpunkt  a^  der  Tangential- 
ebene T\T^h  mit  der  Achse  {Z^Z),  so  repräsentiert  die  Gerade 
{(^iPi^(^'iP\)   eine   Tangente  t^   des  EUipsoides  im  Punkte  {Pi,p\)^ 
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Der  letztgenannte  Punkt  ist  daher  ein  Punkt  der  Berührungscurve  des 
von  dem  Punkte  {a^,  a\)  aus  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Kegels. 
Nachdem  aber  der  Punkt  (a^,a\)  in  der  Achse  {Z^Z*)  liegt,  so  ist 
die  Ebene  der  Berührungscurve  senkrecht  zu  dieser  Achse.  Wir  er- 
halten dieselbe  mithin  als  die  durch  (i?i,i>',)  zur  horizontalen  Pro- 
jectionsebene  parallel  gelegte  Ebene  e'»  dargestellt. 

Als  Ebene  der  Berührungscurve  ist  dieselbe  auch  gleichzeitig  die 
Polarebene  des  Punktes  (a^,«'^)  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid.  Besagte 
Ebene  schneidet  daher  die  Achse  {Z,Z')  in  einem  Punkte  («,,«',), 
welcher  mit  dem  Punkte  {a^,a\)  und  den  zu  suchenden  Achsenend- 
punkten {A,  A')  und  (B^B^)  auf  (Z,Z*)  harmonisch  liegt,  oder,  wenn 
man  bloß  auf  die  verticale  Projection  Eücksicht  nimmt,  kann  die  Be- 
hauptung aufgestellt  werden,  dass  die  beiden  Achsenendpunkte  Ä  und 
B  die  Punkte  a^  und  a^  harmonisch  trennen. 

Bestimmen  wir  ferner  den  Schnittpunkt  {a^.a^^)  der  Achse  (Z,Z') 
mit  der  zweiten  gegebenen  Tangentialebene  T^cT\  und  führen  wir 
durch  deren  Berührungspunkt  {p^,!p\)  eine  zur  Achse  {Z^Z^)  senk- 
rechte Ebene  e\,  welche  diese  Achse  im  Punkte  (c^g^^'iz)  trifft,  so  folgt 
aus  gleichen  Gründen,  dass  die  zu  suchenden  Achsenendpunkte  Ä  und 
B  auch  das  Paar  a^^cc^  harmonisch  trennen  müssen. 

Es  handelt  sich  also  bloß  darum,  auf  Z  zwei  Punkte  A  und  B 
zu  finden,  welche  die  beiden  Punktepaare  a^cc^  und  a^ac^  gleichzeitig 
harmonisch  trennen. 

Wie  wir  bereits  wissen,  bilden  die  sämmtlichen  Paare  von  Punkten, 
welche  zu  zwei  Punkten  a^  und  a,  harmonisch  sind,  eine  hyper- 
bolische Involution,  deren  Doppelpunkte  die  beiden  Punkte  a^ 
und  cci  sind. 

Der  Centralpunkt  dieser  Involution  ist  der  Mittelpunkt  o^ 
der  Strecke  «i«,,  während  die  Potenz  (der  Modul)  der  Involution 
gleich  aiO\  =  aio\  ist.  Zwei  conjugierte  Punkte  der  Involution, 
beispielsweise  x^  und  |,,  liegen  bekanntlich  auf  einerlei  Seite  des 
Centralpunktes  o^  und  genügen  der  Beziehung: 
0,  x^  .  0, 1,  ==  Oj  a\  =  o^  a\. 

Ebenso  bilden  sämmtliche  Punktepaare,  die  zu  den  beiden 
Punkten  a^  und  a^  harmonisch  sind,  eine  hyperbolische  Involution, 
welche  a^  und  a^  zu  Doppelpunkten  und  den  Mittelpunkt  o^  der 
Strecke  a^  a^  zum  Centralpunkte  hat.  Conjugierte  Punkte  x^  und  I2 
dieser  Involution  liegen  gleichfalls  auf  einerlei  Seite  des  Centralpunktes 
Ö2  und  genügen  der  Kelation: 

Ö2 12  =  ^2  <^\  =  ^2  «\- 
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Die  gesuchten  Achsenendpunkte  A  und  B  sind  offenbar  die  ge- 
meinschaftlichen conjugierten  Punkte  beider  Involutionen  und  können 
etwa  in  folgender  Weise  construiert  werden. 

Man  zeichnet  über  a^cci  und  über  a^ar^  als  Durchmessern,  be- 
ziehungsweise die  Kreise  y^  und  y^  und  legt  an  dieselben  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  r^  r^.  Über  der  Strecke  r^  r^  dieser  Tangente, 
welche  von  den  beiden  Berührungspunkten  r^  und  n  begrenzt  wird, 
beschreibt  man ,  r^  r^  als  Durchmesser  betrachtet ,  einen  Kreis  K, 
welcher  die  Gerade  Z  bereits  in  den  verlangten  Punkten  A  und  B 
trifft.  Denn  der  Construction  gemäß,  ist  o^r^  und  ebenso  o^r^  eine 
Tangente  des  Kreises  Z";  es  ist  mithin: 

o^A  ,  o^B  =  o^  r\  =  öj  a\  und 
o^A  .OqB  =  Oq r\  =  a^a\. 

Die  Punkte  A  und  B  trennen  also  sowohl  a^  «j,  als  auch  a^a^ 
harmonisch  und  sind  folglich  die  gesuchten  Achsenendpunkte. 

Der  Mittelpunkt  der  Strecke  AB  ist  sodann  der  Mittelpunkt  des 
EUipsoides,  und  die  durch  denselben  senkrecht  zu  {Z,  Z*)  (also  parallel 
zur  horizontalen  Projectionsebene)  geführte  Ebene  «t;,  die  Ebene  der 
beiden  anderen  Achsen.  Um  die  letzteren  zu  construieren,  verfahren 
wir  folgendermaßen. 

Wir  legen  durch  den  Punkt  (1)2,^)^2)  und  durch  die  Achse  {Z,Z) 
eine  Ebene  B'^vF^h'')  diese  schneidet  das  EUipsoid in  einer  Ellipse  {E^^H'^j, 
deren  eine  Achse  mit  jener  {AB^A^B')  des  EUipsoides  zusammenfällt 
und  durch  den  Punkt  {p<i,p'^  geht.  Die  Verticalprojection  Z^  dieser 
Ellipse  wird  daher  ebenfalls  eine  Ellipse  sein,  welche  A  B  zur  einen 
Achse  hat  und  durch  den  Punkt  po,  führt. 

Ermitteln  wir  nun  durch  Zuhilfenahme  des  über  AB  beschrie- 
benen Affinkreises  K^  die  Schnittpunkte  c^  und  d^^  der  Ellipse  Z^  mit 
der  Geraden  £«.  und  die  Schnittpunkte  %  und  tc^  derselben  Ellipse  mit 
der  Geraden  e\,  so  repräsentieren  offenbar  c^  und  d2  die  Vertical- 
projectionen  der  Endpunkte  der  zweiten  Achse  der  Ellipse  {H^^E^^. 
Die  Horizontalprojectionen  c\  und  d'^  dieser  Punkte  ergeben  sich  un- 
mittelbar in  der  Trace  P\.  Gleichzeitig  stellen  {c^,&^)  und  {dn,^d*^) 
zwei  einander  diametral  entgegengesetzte  Punkte  der  in  der  Ebene  Sv 
liegenden,  bisher  noch  unbekannten  Hauptellipse  {GDEF,  CD'E'  jP')dar. 

Die  Punkte  %  und  tc^^^  in  welchen  die  Ellipse  Z^  die  Trace  e'^ 
trifft,  sind  die  Verticalprojectionen  zweier  diametral  entgegen  liegender 
Punkte  jener  Ellipse,  in  welcher  die  Ebene  e\  das  EUipsoid  schneidet. 
Die  Horizontalprojectionen  7t\  und  71*2  dieser  Punkte  liegen  in  der 
Trace  B\. 
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Die  eben  bezeichnete  Ellipse  in  der  Ebene  e\  —  nennen  wir 
dieselbe  (<?,,<J'i)  —  geht  aber  auch  durch  den  Punkt  (i?,,i>'i)  und 
wird  in  diesem  Punkte  von  der  Schnittgeraden  (^j,  t\)  der  Ebene  e\ 
mit  der  Tangentialebene  T\T\  berührt.  Der  Mittelpunkt  derselben 
ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  e\  mit  der  Achse  {Z^Z'). 

Die  Horizontalprojection  6\  dieser  Ellipse  ist  mithin  durch  den 
Mittelpunkt  m*  oder  o',  durch  zwei  Punkte  p\  und  %\  und  durch  die 
Tangente  t\  im  Punkte  p\  gegeben. 

Aus  diesen  Bestimmungsstücken  kann  anstandslos  ein  Paar 
cönjugierter  Durchmesser  iri,  la  auf  folgende  Weise  fest- 
gestellt werden. 

Zeichnen  wir  den  Durchmesser  y^  welcher  durch  den  Mittel- 
punkt Q  der  Sehne  p\n\  geht;  der  ihm  conjugierte  Durchmesser  x 
ist  sodann  zu  der  Sehne  p\  7c\  parallel. 

Betrachten  wir  nun  die  Ellipse  6\  als  affin  mit  dem  Kreise  e^, 
welcher  über  den  bisher  noch  unbekannten  Durchmesser  ^  g  .  •  (x) 
beschrieben  wird.  Diesem  conjugierten  Durchmesser  y  entspricht 
der  zur  Affinitätsachse  x  senkrechte  Kreisdurchmesser  y^ ;  ferner  ent- 
spricht der  durch  jp\  parallel  zu  y  gezogenen  Geraden  p\  d  die  zu  y^ 
parallele,  also  zu  x  senkrechte  Gerade  dp^^.  Da  weiters  der  Geraden 
m'p\  die  Gerade  m^  p^%  und  der  Tangente  t^*=p\J  die  Kreis- 
tangente ^/  =  ^Px^  entsprechen  wird,  und  nebstbei  p^m'  auf  ^p^^ 
senkrecht  steht,  so  erhält  man  p^^  im  Schnitte  der  Geraden  p^^d  mit 
dem  über  m'z/  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  (y).  Verzeichnet 
man  aus  dem  Mittelpunkte  m'  einen  durch  p^^  gehenden  Kreis,  so  ist 
dieser  bereits  der  verlangte  Affinitätskreis  6^,  Derselbe  trifft  die  Affi- 
nitätsachse X  in  den  Endpunkten  ^  und  ri  des  mit  ihr  zusammen- 
fallenden Ellipsendurchmessers,  und  den  Kreisdurchmesser  y^  in  den 
Punkten  l^  und  cQq,  welchen  affin  die  vermittelst  der  zu  jp/i?/  paral- 
lelen Affinitätsstrahlen  ll^i^^o»  bestimmten  Endpunkte  |  und  o  des 
dem  Durchmesser  x  conjugierten  Durchmessers  y  entsprechen. 

Aus  diesen  beiden  conjugierten  Durchmessern  ^t]  und^oj 
lassen  sich  nun  auf  bekannte  Weise  die  Achsen  c'  d'  und  e^f  der 
Ellipse  6\  leicht  construieren.  Die  Ellipse  0\  ist  die  Horizontalpro- 
jection eines  zur  Hauptebene  Sv  mit  der  Ebene  e\  resultierenden  paral- 
lelen Ellipsenschnittes  (<?i,  g\). 

Da  diese  Schnittellipse  (^,,  <?'J,  als  Schnitt  der  Ebene  eU  mit 
dem  Ellipsoide,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  mit  der  in  der  Haupt- 
ebene £^  liegenden  Hauptellipse  {CBEF,  OD'E'F'),  und  da  der 
Mittelpunkt  {m,m')  von  (<?,,<?'i)  auf  der  Achse  {Z,  Z')  liegt,  so  ist 
die  Horizontalprojection  (CD' jE'JF')  concentrisch  und  ähnlich  gelegen 
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mit  der  Horizontalprojection  6\  =  (&  d^  e' f)  der  genannten  Schnitt- 
ellipse (ö'i,(?'i).  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Achsen  CD'  und  jB'F' 
der  Horizontalprojection  dieser  Hauptellipse  mit  den  Achsen  c^d'  und 
e'f  der  Horizontalprojection  ö\  zusammenfallen. 

Nachdem  endlich  auf  dem  Durchmesser  P^^  zwei  ähnlich  liegende 
Punkte  7t\  und  c'^  der  beiden  Horizontalprojectionen  gefunden  wurden, 
so  ergeben  sich  unmittelbar  die  zwei  Endpunkte  C  und  jB'  vermittelst 
der  parallelen  Geradenpaare  C'c'^  und  c'7t\;  E'&^  und  e^7t\. 

Die  beiden  anderen  Endpunkte  D'  und  F'  liegen,  in  Bezug  auf 
0',  beziehungsweise  symmetrisch  zu  C  und  jB'.  Die  Verticalprojectionen 
C,  D,  E,  F  der  Achsenendpunkte  ergeben  sich  direct  durch  Projection 
der  Punkte  C,  D%  E*  und  F'  in  der  Verticaltrace  £«,.  Hiermit  sind 
die  drei  Achsen  {AB,A'B^),  {CD.CD')  und  {EF.E'F)  des  Ellip- 
soides  gefunden,  und  folglich  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

§.  657. 

280,  Aufgabe.  Ein  dreiaclisiges  EUipsoid  ist  durch  eine  Achse 
der  Lage  und  Länge  nach,  durch  die  beiden  anderen  Achsen  der 
Lage  nach,  ferner  durch  eine  Tangente  und  deren  Berührungspunkt 
gegeben;  die  Längen  der  beiden  Achsen  sind  zu  bestimmen. 

Sei  {AB.A'B')  (Taf.  XXX VI,  Fig .  242)  die  gegebene  und,  wie 
wir  annehmen  wollen,  horizontal  -  projicierende  Achse;  {t,t^)  die  ge- 
gebene Tangente  und  (jf,^')  der  Berührungspunkt  derselben;  die  beiden 
anderen  Achsen  seien  der  Lage  nach  beziehungsweise  durch  die  zur 
Grundlinie  parallele  Gerade  (X,  X')  und  die  zur  verticalen  Projections- 
ebene  senkrechte  Gerade  ( F,  P)  dargestellt. 

Legen  wir  durch  die  Achse  {AB,  A^B^)  und  durch  den  Punkt 
{PyP')  eine  Ebene  P^P^,  so  schneidet  diese  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse 
(2;,2;'),  welche  {AB,A*B')  zur  einen  Achse  hat,  und  durch  den  Punkt 
{Pt  pO  g^lit-  üie  Verticalprojection  Z  dieser  Ellipse  ist  selbstverständ- 
lich wieder  eine  Ellipse,  welche  durch  p  geht,  und  deren  Achse  mit 
AB  zusammenfällt. 

Die  Tangente  {t^,  t\)  dieser  Ellipse  (27,  2;')  im  Punkte  {p,  p') 
lässt  sich  leicht  bestimmen.  Legen  wir  nämlich  durch  {p,p^)  eine  zur 
horizontalen  Hauptebene  Sc  parallele  Ebene  e*,  so  schneidet  diese  die 
Achse  {AB,  A' B')  in  einem  Punkte  a.  Dieser  Punkt  ist  mit  den 
beiden  Achsenendpunkten  A  und  B  und  dem  Punkte  a ,  in  welchem 
die  gesuchte  Tangente  i^i  die  Achse  {AB,A'B^)  schneidet,  harmonisch. 
Der  Punkt  a  wird  sich  demnach  unmittelbar  ergeben,  wenn  man  in 
dem  über  AB  beschriebenen  Kreise  Kq  die  zn  AB  senkrechte  Sehne 
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an^  und  in  dem  Endpunkte  %  derselben  die  Kreistangente  i^  zieht, 
welche  AB  m  dem  verlangten  Punkte  a  trifft. 

Die  Gerade  {ap,a'p^)  (a'^)'  fällt  in  die  Horizontaltrace  Fh) 
repräsentiert  sonach  die  Tangente  {t^yt\)  der  Ellipse  (2^,27')  im  Punkte 
(PiP')y  ^^^  jene  Ebene,  welche  durch  dieselbe  und  durch  die  gegebene 
Tangente  (t,t')  gelegt  wird,  bestimmt  die  Tangentialebene  T^T^  des 
EUipsoides  im  Punkte  (p,p')*  Hiermit  ist  das  gestellte  Problem  auf 
die  Aufgabe  278)  zurückgeführt. 

§.  658. 

Alle  bisher  bezüglich  der  Bestimmung  eines  EUipsoides  —  welch 
letzteres  theilweise  durch  seine  Achsen ,  theilweise  durch  Punkte, 
Tangenten  oder  Tangentialebenen  gegeben  erschien  —  durchgeführten 
Probleme  können  auch  für  den  Fall  gelöst  werden,  wenn  statt  der 
Achsen  conjugierte  Durchmesser  der  Lage  nach  ge- 
geben sind. 

Die  Abänderung ,  welche  hierdurch  in  der  Construction  herbei- 
geführt wird,  besteht  bloß  darin,  dass  man  dort,  wo  früher  Hilfs- 
ebenen angewendet  wurden,  welche  zu  einer  Achse  senkrecht  waren, 
hier  von  Ebenen  Gebrauch  gemacht  werden  muss,  welche  zu  der  dem 
einen  gegebenen  Durchmesser  conjugierten  Durchmesserebene  parallel 
sind.  Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  zeigen,  welches  mit  dem 
in  der  Aufgabe  276)  zum  Ausdruck  gebrachten  Probleme  verwandt  ist. 

§.  659. 

281.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  zwei  con- 
jugierte Durchmesser  der  Lage  und  Länge  nach  und  durch  den  dritten 
der  Lage  nach,  ferner  durch  eine  Tangente  gegeben;  es  ist  die  Länge 
des  dritten  Durchmessers  festzustellen. 

Die  beiden  gegebenen  conjugierten  Durchmesser  seien  (CD,  C'D') 
und  (JEF.JE'F')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  243),  der  dritte  Durchmesser 
möge  durch  die  Gerade  (Z,  Z')  repräsentiert  werden;  ferner  seien 
{t^  t')  die  Projectionen  der  gegebenen  Tangente.  Die  beiden  Durch- 
messer {GD.^  G'D*)  und  {EFjE'F')  wählen  wir  parallel  zur  horizontalen 
Projectionsebene;  den  Durchmesser  {Z,  Z')  hingegen  parallel  zur  ver- 
ticalen  Projectionsebene,  welche  Annahme,  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit, getroffen  werden  kann. 

Bestimmen  wir  vorerst  den  Schnittpunkt  (s,  s')  der  Durchmesser- 
ebene 6„  der  beiden  gegebenen  Durchmesser  {Gl),  CD')  und  {EF,E*  F*) 
mit  der  gegebenen  Tangente  (t,  P) ;  ziehen  wir  ferner  von  diesem  Punkte 
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(s,sO  aus  an  die  in  der  Ebene  s^  liegende,  durch  das  Paar  conjugierter 
Durchmesser  {CD,  CD')  und  (EF.E'F')  gegebene  Ellipse  die  Tan- 
genten, und  bestimmen  wir  deren  Berührungspunkte  (jTj,  7c\)  und 
(^sj^r'g),  mit  Hilfe  des  über  einem  der  Durchmesser,  etwa  über  CD\ 
beschriebenen  affinen  Kreises  K'^. 

Diese  beiden  Berührungspunkte  {'Jt^J7t\)  und  (^2,3^2)  gehören  der 
Berührungscurve  des  dem  Ellipsoide  aus  dem  Punkte  (s,s')  umschrie- 
benen Kegels  an.  Nachdem  die  Ebene  der  Berührungscurve  gleich- 
zeitig die  Polarebene  des  Punktes  (s,  s')  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  ist, 
und  der  Pol  (s,s')  in  der  Durchmesserebene  Sv  liegt,  so  muss  diese 
Polarebene  zu  dem  der  Durchmesserebene  s^  conjugierten  Durchmesser 
{Z,  Z')  parallel  sein ;  oder  mit  anderen  Worten :  wir  erhalten  die  Ebene 
der  Berührungscurve  als  jene  Ebene  Bf,Bk,  welche  durch  die  Gerade 
(jTj  Ttq,  %\  tc'q)  parallel  zum  Durchmesser  (Z,  Z')  gelegt  wird. 

Durch  den  Punkt  (5,  s')  geht  aber  auch  die  gegebene  Tangente 
{t,P);  ihr  Berührungspunkt  wird  daher  kein  anderer  als  der  Schnitt- 
punkt (i>,i>')  derselben  mit  der  Ebene  BvBh  sein. 

Dieser  Punkt  {p,p')  kann  nun  zur  Gonstruction  der  Endpunkte 
{Ä^Ä')  und  {B,B*)  des  Durchmessers  {Z^Z)  in  folgender  Weise  benützt 
werden.  Wir  legen  durch  {p,p')  und  durch  {Z,Z')  eine  Ebene  P^Bh, 
dieselbe  schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  (Z,  Z"),  welche  durch 
den  Punkt  (p,^')  geht,  und  die  Hauptebene«,,  in  einer  Geraden  (2/,«/')» 
welche  im  Vereine  mit  {Z,  Z)  ein  Paar  conjugierter  Durch- 
messer dieser  Ellipse  (27,  Z")  darstellt. 

Die  Endpunkte  (c,  c')  und  {d,d')  des  Durchmessers  {y,y') 
ergeben  sich,  vermittelst  des  Affinkreises  X'^,  als  dessen  Schnittpunkte 
mit  der  Diametralellipse  (CD.EF;  CD'.E'F').  Die  Verticalprojection 
U  ist  demgemäß  eine  Ellipse,  welche  durch  p  geht,  und  von  welcher 
der  eine  Durchmesser  cd  der  Lage  und  Länge,  der  ihr  conjugierte 
Durchmesser  Z  aber  bloß  der  Lage  nach  bekannt  ist.  Es  unterliegt 
nunmehr  auch  keiner  Schwierigkeit,  vermittelst  des  über  cd  beschrie- 
benen affinen  Kreises  Kq  die  Endpunkte  Ä  und  B  des  zweiten  Durch- 
messers Z  zu  bestimmen.  Besagte  Punkte  Ä  und  B  repräsentieren 
diesfalls  gleichzeitig  die  verticalen  Projectionen  der  Endpunkte  des 
dem  Ellipsoide  angehörenden  Durchmessers  (Z,  Z').  Die  HorizOntal- 
projectiönen  A'  und  B'  ergeben  sich  unmittelbar  in  Z. 

Aus  diesem  Beispiele  ist  bereits  zu  ersehen,  welche  Änderungen 
in  den  Constructionen  eintreten,  wenn  statt  der  Achsen  conju- 
gierte Durchmesser  als  gegeben  vorliegen. 

Alle  Hilfskegelschnitte  erscheinen  unter  der  letzteren  Voraus- 
setzung  ebenfalls   durch  conjugierte  Durchmesser  gegeben.     Statt  der 
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Ebenen,  welche  zu  den  einer  Achse  conjugierten  Hauptebenen  parallel 
sind,  hat  man,  den  vorliegenden  Fall  betreffend,  solche  Ebenen  zu 
verwenden,  welche  zu  der  einem  Durchmesser  conjugierten  Durchmesser- 
ebene parallel  sind. 

§.  660. 

282.  Aufgabe.  Es  ist  in  centraler  Projection  der  Umrisskegel- 
schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  und  ein  Punkt  der  Fläche 
gegeben;  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  ist  zu  bestimmen. 

Das  Projectionscentrum  ist  durch  den  Hauptpunkt  A  und  die 
Distanz  AC  (Taf.  XXXVU,  Fig.  244)  bestimmt.  Der  ümrisskegel- 
schnitt,  d.  i.  die  Ellipse,  längs  welcher  das  Ellipsoid  von  dem  aus  dem 
Projectionscentrum  G  umschriebenen  Kegel  berührt  wird,  sei  in  der 
Ebene  jS^jB«,  gegeben.  Die  centrale  Projection  {E)  dieser  Ellipse  ist 
offenbar  gleichzeitig  die  Contour  des  Ellipsoides  auf  der  Bild- 
ebene. Endlich  sei  der  gegebene,  dem  Ellipsoide  angehörende  Punkt  j> 
durch  einen  Träger  dv  festgestellt. 

Um  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  zu  finden,  schlagen  wir 
folgenden  Weg  ein. 

Auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen  wissen  wir  (Satz  446, 
Band  II,  und  die  folgende  Bemerkung),  dass  der  Mittelpunkt  des  Ellip- 
soides, der  Mittelpunkt  eines  beliebigen  Berührungskegelschnittes  und 
der  dem  letzteren  entsprechende  Kegelscheitel  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen.  Im  vorliegenden  Falle  werden  sich  daher  der  Mittel- 
punkt des  Ellipsoides  und  der  Mittelpunkt  der  ümrissellipse  K  auf 
einem  und  demselben  Projectionsstrahle  vorfinden  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Centralprojection  des  Mittelpunktes  von  K  wird  gleich- 
zeitig auch  die  Centralprojection  des  Mittelpunktes  des  Ellipsoides  sein. 

Die  Centralprojection  des  Mittelpunktes  der  Berührungsellipse  K 
kann  leicht  bestimmt  werden.  Nachdem  nämlich  der  besagte  Mittel- 
punkt der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene 
dieses  Kegelschnittes  K  ist,  so  wird  dessen  Centralprojec- 
tion M  der  Pol  der  Fluchttrace  B^  dieser  Ebene  in  Bezug  auf 
die  Contour  {K)  sein. 

Ist  auf  diese  Weise  die  Centralprojection  M  des  Mittelpunktes 
von  K  und  nach  den  vorstehenden  Betrachtungen  auch  des  Ellipsoides 
gefunden,  so  wird  es  sich  nur  noch  darum  handeln,  den  Mittelpunkt 
des  letzteren  im  Eaume  zu  bestimmen,  denselben  also  durch  einen 
Träger  zu  fixieren. 

Verbinden  wir  den  Punkt  M  mit  dem  gegebenen  Punkte  p  durch 
eine    Gerade   Pö  (P»),   so   repräsentiert   diese  Gerade  die  Trace  jener 
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central-projicierenden  Ebene,  welche  den  Punkt  P  und  den  Mittelpunkt 
des  Ellipsoides  enthält.  Die  besagte  Ebene  schneidet  das  EUipsoid 
in  einer  Diametralellipse  c,  die  durch  den  Punkt  p  geht  und  den  Um- 
risskegel in  zwei  Erzeugenden,  welche  diese  Ellipse  c  in  den  beiden 
Punkten  a  und  h  berühren,  schneidet.  Selbstverständlich  werden  diese 
Punkte  a  und  &  dem  Kegelschnitte  jST,  also  auch  der  Ebene  B^Bh  an- 
gehören. 

Denken  wir  uns  diese  Stücke  um  Pj  in  die  Bildebene  umgelegt, 
so  ist  die  umgelegte  Diametralellipse  c^  durch  zwei,  durch  das  um- 
gelegte Centrum  Cq  gehende  Tangenten  ^i,  t^^  deren  Berührungspunkte 
a^  und  Iq  sind,  und  durch  den  Punkt  p^  bestimmt.  Der  Mittelpunkt  M^ 
der  umgelegten  Ellipse  liegt  auf  dem  umgelegten  Projectionsstrahle  Gq  M, 
Derselbe  kann  mittelst  eines  collinearen  Kreises  ^q  der  t^  und  to  in 
€Cq  und  ßQ  berührt,  leicht  festgestellt  werden,  indem  man  die  den 
Schnittpunkten  /liq  und  Vq  dieses  Kreises  y^  ^i^  C^o  ^  entsprechenden 
Punkte  Mq  und  n^  ermittelt,  und  die  Strecke  m^  w^,  welche  einen 
Durchmesser  von  Cq  repräsentiert,  in  Mq  halbiert. 

Ziehen  wir  nun  durch  Mq  eine  beliebige  Gerade  Mq  D,  so  ist 
deren  Centralprojection  D  V,  d.  i.  der  verlangte  Träger  leicht  zu  be- 
stimmen ,  da  D  F  in  Pfi  fällt  und  V  durch  den  zu  M^  D  parallelen 
Fluchtstrahl  Cq  V  direct  erhalten  wird.  Hiemit  ist  die  Aufgabe  voll- 
ständig gelöst. 


XXVIII.    Capitel. 

Constructionen  und  Aufgaben  das  dreiachsige  zweitheilige  Hyper- 
boloid betrefend. 

§.  661. 

Hierbei  wollen  wir,  wenn  anderes  nicht  ausdrücklich  bemerkt 
ist  oder  gefordert  wird,  stets  voraussetzen,  dass  die  reelle  Achse  des 
zweimanteligen  Hyperboloides  auf  der  horizontalen  Projectionsebene 
senkrecht  stehe.  Die  beiden  anderen  Achsen  mögen  gleichfalls  specielle 
Lage  gegen  die  Projectionsebenen  erhalten  und  zwar  sei  die  große 
imaginäre  Achse  zur  Grundlinie  parallel,  während  die  kleine  imaginäre 
Achse  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrecht  stehe. 

Als  Bestimmungsmittel  für  das  Hyperboloid  wählen  wir  durchwegs 
die  beiden  Scheitel  (A,  Ä')  und  {B,  B')  (Taf.  XXXVH,  Fig.  245),  wo- 
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durch  auch  der  Mittelpunkt  {0,0*)  gegeben  ist,  und  den  Asynaptoten- 
kegel,  welcher  durch  seinen  Schnitt  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene,  d.  i.  durch  eine  Ellipse  (ab cd,  a'fe'c'd')i  welche  ihren  Mittel- 
punkt in  0'  hat,  deren  große  Achse  (ah^a^h^)  parallel  zur  Grundlinie 
und  deren  kleine  Achse  (c  d,  &  d*)  senkrecht  zur  Grundlinie  liegt, 
dargestellt  wird. 

Die  durch  (a  6,  a'  &')  gehende  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Ebene  ri  ist  sowohl  eine  Hauptebene  des  Asymptotenkegels 
als  auch  des  Hyperboloides*  Besagte  Ebene  schneidet  den  Asymptoten- 
kegel in  zwei  Erzeugenden  {Y^^Y\)  und  (Tq,  T'^),  welche  gleichzeitig 
die  Asymptoten  der  in  der  Hauptebene  r]  liegenden  Haupthyperbel  des 
Hyperboloides  repräsentieren.  Die  Scheitel  (J.,  JL')  und  (jB,  B')  des 
Hyperboloides  sind  zugleich  auch  die  Scheitel  der  eben  genannten 
Haupthyperbel. 

Die  zweite  Haupt  ebene  n^Uh  ist  die  durch  den  Mittelpunkt 
(OfO*)  gehende  horizontal-  und  vertical-projicierende,  d.  i.  zur  Grund- 
linie senkrechte  Ebene  und  die  dritte  Hauptebene,  welche  weder 
das  Hyperboloid  noch  dessen  Asymptotenkegel  in  einem  reellen  Kegel- 
schnitte schneidet,  ist  die  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  gehende  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  s. 

§.  662. 

283.  Aufgabe.  Die  Verticalprojection  eines  auf  dem  Hyper- 
boloide gelegenen  Punktes  ist  gegeben;  die  Horizontalprojectiou 
dieses  Punktes  ist  constructiv  zu  bestimmen. 

Erste  Methode. 

Die  gegebene  Verticalprojection  des  Punktes  (p,  ^')  auf  dem 
Hyperboloide  sei  p  (Taf.  XXXVII,  Fig.  245). 

Um  die  horizontale  Projection  dieses  Punktes  zu  bestimmen, 
denken  wir  durch  denselben  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallele  Ebene  e  gelegt.  Die  Verticaltrace  dieser  Ebene  ist  die  durch  p 
gehende  zur  Grundlinie  parallele  Gerade  e». 

Die  Ebene  e  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Ellipse  (27,  Z"), 
den  Asymptotenkegel  dagegen  in  einer  Ellipse  (6,6').  Diese  beiden 
Ellipsen  sind  (nach  Satz  372),  concentrisch  und  ähnlich  gelegen.  Nach- 
dem aber  die  dem  Asymptotenkegel  angehörende  Ellipse  (<?,<?')  mit 
der  Horizontalspur  {abcd,  a'b*c*d')  des  Asymptotenkegels  ähnlich  ge- 
legen ist,  so  folgt,  dass  auch  die  Ellipse  {H,  2J')  mit  dieser  Horizontal- 
spur {abcd,a'b*c*d')  ähnlich  gelegen  sei.  Da  ferner  der  Mittelpunkt 
(m,  m')   der   Ellipse    (27, 27')    auf   der  horizontal-projicierenden  Achse 
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(A  B,  A*  B')  liegt,  so  ist  die  horizontale  Ptojection  2^'  derselben  eine 
niit  der  Ellipse  (a'h'c'd*)  concentrische  und  ähnlich  gelegene  Ellipse. 

Die  Achsen  der  Ellipse  (^,2^')  können  folgendermaßen  be- 
stimmt werden.  Die  große  Achse  derselben  ist  die  Schnittgerade  der 
Ebene  e  mit  der  Hauptebene  rj;  deren  Endpunkte  («,«')  und  (ß,ß') 
sind  mithin  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  in  der  Ebene  rj  lie- 
genden Haupthyperbel.  Die  verticalen  Projectionen  «  und  ß  dieser 
Achsenendpunkte  sind  demnach  die  Schnittpunkte  der  Geraden  e„  mit 
der  durch  die  Scheitel  A  und  B  und  die  Asymptoten  Y,  und  Y^  ge- 
gebenen Verticalprojection  der  genannten  Haupt  hy  per  bei. 

Wir  construieren  diesfalls  die  erwähnten  Punkte  a  und  ß  ver- 
naittelst  des  die  Hyperbel  in  A  und  die  Asymptoten  Zj  und  Y^  be- 
rührenden Collinearkreises  K^J.  (Man  vergleiche  die  Construction  in 
Aufgabe  177.)  Die  horizontalen  Projectionen  a'  und  ß'  dieser  Achsen- 
endpunkte befinden  sich  in  der  Trace  rih- 

Da  die  Horizontalprojection  27'  =  («'  ß'  y*  ö*)  concentrisch  und 
ähnlich  gelegen  mit  der  Ellipse  {a*Vc'd*)  ist,  so  findet  man  einfach  die 
Endpunkte  y*  und  d'  der  zweiten  Achse  auf  c'd'  vermittelst  der 
Parallelen  a*  y*  und  a'  &\  a*  8'  und  a*d*.  Die  verticalen  Projectionen 
y  und  d  dieser  Achsenendpunkte  fallen  mit  der  Verticalprojection  m 
des  Mittelpunktes  von  (27,  Z")  zusammen. 

Die  Ellipse  (Z,  27'),  in  welcher  das  Hyperboloid  von  der  Ebene  e 
geschnitten  wird,  ist  somit  durch  ihre  Achsen  {aß^a* ß*)  und  {y^^y'^*) 
vollständig  bestimmt.  Auf  dieser  Ellipse  muss  der  gesuchte  Punkt 
(jP?i>')  liegen.  Die  Horizontalprojection  desselben  liegt  einerseits  in 
der  Geraden  ;r,  welche  durch  die  Verticalprojection  j)  senkrecht  zur 
Grundlinie  gezogen  wird,  andererseits  in  der  Horizontalprojection  H' 
der  Schnittellipse  und  wird  sich  daher  im  Schnitte  beider  ergeben. 

Ermittelt  man  somit  auf  Grundlage  der  bekannten  elementaren 
Construction,  vermittelst  der  beiden  über  a*  ß*  und  y'd'  beschriebenen 
Kreise  K\  und  K\,  die  Schnittpunkte  jp'  und  'p\  der  Ellipse 
{pL*ß*  y*8*)  =  Z*  mit  der  Geraden  tc^  so  repräsentiert  jeder  dieser  beiden 
Punkte  die  Horizontalprojection  eines  Punktes  auf  dem  Hyperboloide, 
dessen  Verticalprojection  p  ist. 

Die  beiden  Punkte  {p,p*)  und  {p^,p\)  liegen  selbstverständlich 
symmetrisch  gegen  die  Hauptebene  t^. 

§.  663. 
Zweite  Methode. 

Sei  p  (Taf.  XXXVH,  Fig.  246)  wieder  die  gegebene  Vertical- 
projection des  auf  dem  Hyperboloide  festzustellenden  Punktes  {p.p')- 
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Denken  wir  uns  durch  die  Achse  {AB^A'B')  und  durch  den 
Punkt  p  auf  dem  Hyperboloide  eine  Ebene  P^  P^  gelegt.  Da  die 
Achse  {A  JS,  A'  J5')  horizontal-projicierend  ist,  so  muss  es  auch  diese 
Ebene  sein.  Es  ist  daher  einleuchtend,  dass,  sobald  man  die  Hori- 
zontaltrace  P^  anzugeben  vermag,  in  derselben  auch  die  zu  bestimmende 
Horizontalprojection  p'  leicht  gefunden  sein  wird. 

Die  zu  suchende  Ebene  P„Fh  wird  das  Hyperboloid  offenbar  in 
einer  durch  den  Punkt  {p^p')  gehenden  Hyperbel  schneiden,  deren 
reelle  Achse  mit  der  reellen  Achse  {AB,A*B')  des  Hyperboloides 
identisch  ist.  Die  Asymptoten  dieses  Hyperbelschnittes  werden  jene 
Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  sein,  in  welcher  dieser  von  der 
Ebene  PvBu  geschnitten  wird.  Die  Yerticalprojection  27  dieser  Hyperbel 
wird  selbst  wieder  eine  Hyperbel  sein,  die  durch  den  Punkt  p  geht 
und  deren  reelle  Achse  mit  AB  übereinstimmt. 

Aus  diesen  Bestimmungsstücken  lassen  sich  nunmehr  die  Asymp- 
toten von  Z  unschwer  finden. 

Denken  wir  uns  die  Punkte  p  und  A  durch  die  Gerade  l  ver- 
bunden. Diese  Gerade  l  wird  von  der  durch  0  parallel  zur  Grund- 
linie, also  senkrecht  iw  AB  gezogenen  Geraden  a  im  Punkte  F  ge- 
schnitten, während  die  erst  zu  findenden  Asymptoten  ^j  und  g^  die 
Gerade  l  in  [i  und  v  schneiden  mögen.  Besagte  Punkte  ft  und  v 
müssen  nun  vor  allem  die  Eigenschaft  besitzen,  dass,  nach  einer  be- 
kannten Eigenthümlichkeit  der  Hyperbel  ^p=zvA,  oder,  dass,  wenn 
man  die  Strecke  Ap  in  o  halbiert,  ^o  =vo  sei. 

Denkt  man  sich  demnach  den  Hyperbeldurchmesser  Oo  gezogen, 
so  ist  der  demselben  conjugierte  Durchmesser  parallel  zu  l.  Die 
sämmtlichen  Paare  conjugierter  Durchmesser  der  Hyperbel  bilden  eine 
Involution,  deren  Doppelstrahlen  bekanntlich  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  selbst  sind.  Diese  Strahleninvolution  schneidet  die  Gerade  l 
in  einer  Punktinvolution.  Der  Centralpunkt  der  letzteren  ist  offenbar  o, 
da  der  ihm  conjugierte  Punkt  (Schnittpunkt  von  l  mit  dem  zu  l 
parallelen,  d.  i.  zu  Oo  conjugierten  Durchmesser)  in  unendliche  Ent- 
fernung fällt.  Ein  Paar  conjugierter  Punkte  erhält  man  im  Schnitte 
A  und  F  der  Geraden  l  mit  den  Hyperbelachsen  OA  und  Oa.  Hie- 
durch  ist  die  Involution  vollständig  bestimmt. 

Zieht  man  von  dem  Centralpunkte  o  aus,  an  den  über  AF  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreis  y  die  Tangente  or,  so  stellt  die 
Länge  o  r,  wie  bekannt,  die  Wurzel  aus  dem  Involutionsmodul  dar, 
während  die  Punkte  ^  und  v,  welche  von  o  um  die  Strecke 
0^=^  ov  =  or  entfernt  sind,  die  beiden  Doppelpunkte  der  Involu- 
tion  repräsentieren. 
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Verbindet  man  die  Punkte  ^  und  v  mit  0  durch  die  Geraden 
g^  mnd  ^2,  so  stellen  diese  letztgenannten  Geraden  die  Asymptoten  der 
Verticalprojection  derjenigen  Hyperbel  (U,  U')  dar,  in  welcher  die 
Ebene  Pv  Ph  das  Hyperboloid  schneidet.  In  dieser  Eigenschaft  sind 
aber  g^  und  ^2  gleichzeitig  auch  die  Verticalprojectionen  der  in  der 
Ebene  PvPh  liegenden  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels. 

Die  eine  dieser  Geraden,  beispielsweise  ^,,  trifft  die  Grundlinie 
X  in  einem  Punkte  a,  welcher  nichts  anderes  als  den  Horizontal- 
durchstoßpunkt der  entsprechenden  Kegelerzeugenden  (gi^g\)  darstellt. 
Die  horizontale  Projection  a'  dieses  Punktes  muss  somit  auf  der 
Ellipse  (a'  &'  c*  d^)  liegen. 

Bestimmt  man  daher  die  beiden  Punkte  a'  und  a\,  in  welchen 
die  Ellipse  {a^h'c^d^)  von  der  durch  a  senkrecht  zur  Grundlinie 
gezogenen  Geraden  7t  getroffen  wird,  vermittelst  der  über  den  Achsen 
a'&'  und  &d'  als  Durchmessern  beschriebenen  Hilfskreise  K\  und  ^'o, 
so  kann  jeder  dieser  Punkte  als  Horizontaldurchstoßpunkt  der  frag- 
lichen Kegelerzeugenden  (^j,  gf'J   betrachtet  werden. 

Wählen  wir  zu  diesem  Zwecke  allenfalls  den  Punkt  a,  so  ist 
die  in  der  Ebene  P^Ph  liegende  Kegelerzeugende  durch  die  Pro- 
jectionen  g^  und  g\  =  0^  a^  repräsentiert.  Nachdem  aber  die  Ebene 
P^Ph  eine  horizontal-projicierende  ist,  so  stellt  ^'^  =  O'a' gleichzeitig 
die  Horizontaltrace  Ph  derselben  dar.  Auf  dieser  letzteren  muss  nun 
auch  die  Horizontalprojection  ^'  des  gesuchten  Plächenpunktes  (i>,  i>'), 
welcher  somit  vollkommen  bestimmt  ist,  liegen. 

Der  zweite  Punkt  (jp,  p\) ,  welcher  der  gegebenen  Vertical- 
projection ^  entspricht,  liegt,  wie  schon  vorher  sichergestellt  wurde, 
symmetrisch  mit  (i?,  p^)  gegen  die  Hauptebene  ri ;  seine  Horizontal- 
projection  p\,  daher  symmetrisch  mit  p'  in  Bezug  auf  rih.  Selbstver- 
ständlich würde  sich  diese  Projection  direct  ergeben  haben,  wenn  man 
statt  a'  den  Punkt  a\y  also  die  Gerade  a\  0^=P'h  benützt  hätte. 

§.  664, 

284.  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  eines  zweitheiligen,  drei- 
achsigen Hyperboloides  mit  einer  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Ebene  zu  ermitteln. 

Die  Horizontaltrace  der  gegebenen  Ebene  e  sei  eh  (Taf.  XXXVII, 
Fig.  247).  Da  diese  Schnittebene  zur  verticalen  Projectionsebene,  also 
auch  zur  Hauptebene  rj  des  Hyperboloides  parallel  ist,  so  schneidet 
sie  das  letztere  in  einer  Hyperbel,  welche  mit  der  in  der  Ebene  rj 
liegenden  Haupthyperbel  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 
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Die  Asymptoten  (y^,  y\)  und  {y^,y\y)  der  Schnitthyperbel 
werden  mithin  zu  den  Asymptoten  (7i,  Y\)  und  (T^,  T'J  der  ge- 
nannten Haupthyperbel  parallel  sein. 

Da  ferner  der  Mittelpunkt  (o,  o')  der  Schnitthyperbel  auf  der 
zu  ihrer  Ebene  en  senkrechten  Achse  des  Hyperboloides,  d.  i.  auf  der 
durch  den  Flächenmittelpunkt  {0  0')  gehenden  vertical-projicierenden 
Geraden  liegt,  so  folgt,  dass  die  Verticalprojection  der  Schnitthyperbel 
mit  der  Verticalprojection  der  Haupthyperbel  in  rj  concentrisch  ist, 
und  dass  mithin  die  Asymptoten  y^,  y^  und  Z^  Y^  dieser  Vertical- 
projectionen,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Verticalprojectionen  der  Asymp- 
toten beider  Hyperbeln,  zusammenfallen. 

Die  reelle  Achse  der  Schnitthyperbel  ist  parallel  zur 
Achse  {AB.A'B*)  der  ihr  parallelen  Haupthyperbel;  dieselbe  wird 
daher  durch  die  durch  (o,  o')  gehende  horizontal-projicierende  Gerade 
{i2,  ^')  dargestellt  erscheinen. 

Es  erübrigt  schließlich  noch,  die  Scheitel  der  Schnitt- 
hyperbel, d.  i.  die  Schnittpunkte  des  Hyperboloides  mit  der  hori- 
zontal-projicierenden  Geraden  (^,^0  zu  bestimmen^ 

Die  Horizontalprojectionen  A\  und  B\  dieser  Punkte  fallen 
mit  ö'  oder  ^  zusammen.  Denken  wir  uns  durch  einen  der  zu  bestim- 
menden Scheitel,  beispielsweise  durch  {A^,  A\)  eine  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  e'  gelegt. 

Sind  wir  im  Stande,  die  Lage  der  Verticaltrace  e\  dieser  Ebene 
e'  zu  fixieren,  so  ist  auch  die  Verticalprojection  J.,  des  gesuchten 
Scheitels  bestimmt,  da  diese  offenbar  im  Schnitte  von  e'«  und  ß  er- 
halten wird. 

Die  durch  {A^,  A\)  gehende  Ebene  &  schneidet  das  Hyperboloid 
in  einer  Ellipse,  deren  Horizontalprojection  unmittelbar  durch  ihre 
Achsen  a'ß\y*d'  dargestellt  werden  kann.  Da  nämlich  die  Horizontal- 
projection dieser  Ellipse  concentrisch  und  ähnlich  gelegen  ist  mit 
der  Ellipse  {a'b'&d'),  so  repräsentiert  der  in  & d'  liegende,  der 
Ellipse  angehörende  Punkt  A\  bereits  den  einen  Achsenend- 
punkt y\  Den  Endpunkt  «'  der  zweiten  zur  Grundlinie  parallelen 
Achse   erhält    man  vermittelst  der  zu  c'a'  parallelen  Geraden  y*a\ 

Nachdem  «'  in  der  Trace  rih  der  Hauptebene  iq  liegt,  so  stellt 
dieser  Punkt  die  Horizontalprojection  eines  auf  der  Haupthyperbel  in 
7]  liegenden  Punktes  (a,  a')  dar ,  dessen  Verticalprojection  a  sich  im 
Schnitte  der  durch  die  Horizontalprojection  cc'  senkrecht  zur  Grund- 
linie gezogenen  Geraden  l  mit  der  Verticalprojection  der  Haupthyperbel 
ergeben  wird. 
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Unsere  weitere  Aufgabe  besteht  sonach  nur  darin,  rtiie  Schnitt- 
punkte einer  Hyperbel,  welche  durch  die  reelle  Achse  AB  und  durch 
die  Asymptoten  Yj,  Zj  gegeben  ist,  mit  einer  zur  reellen  Achse 
parallelen  Geraden  A  zu  construieren". 

Betrachten  wir  zu  diesem  ßehufe  vorübergehend  die  Hyperbel 
{ÄB^  Y^Yq),  als  die  Hauptmeridianhyperbel  eines  windschiefen 
ßotationshyperboloides ,  für  welchen  Fall  wir  jedoch  die  Grundlinie 
oder  Projectionsachse  mit  der  reellen  Achse  AB  zusammenfallend 
voraussetzen  wollen. 

Unter  dieser  Annahme  stellt  der  über  der  reellen  Achse  AB  als 
Durchmesser  beschriebene  Kreis  K  die  horizontale  Projection  des 
Kehlkreises,  und  die  zur  Achse  AB  parallele  Tangente  ri\  dieses 
Kreises  die  Horizontalprojection  einer  Erzeugenden  des  Eotations- 
hyperboloides  dar,  als  dessen  Verticalprojection  die  eine  oder  die  andere 
Asymptote,  etwa  Yg,  angenommen  werden  kann.  Gleichzeitig  reprä- 
sentiert sodann  die  Gerade  l  die  Verticaltrace  einer  Parallelkreisebene. 
Der  Punkt  (ö,  Oi  i^  welchem  die  Erzeugende  (F^,  i^'J  die  Parallel- 
kreisebene l  trifft,  ist  ein  Punkt  des  Parallelkreises,  welcher  sonach 
vollkommen  bestimmt  erscheint.  Die  Endpunkte  a  und  «j  der  Vertical- 
projection dieses  Parallelkreises  sind  bereits  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  A  mit  der  Hyperbel  (AB,  Y^Y^). 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  der  eigentlich  gestellten 
Aufgabe  zurück ,  so  kennen  wir  nunmehr  einen  Punkt  (a,  «')  der  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  e',  welche  das  Hyper- 
boloid in  jener  Ellipse  schneidet,  deren  Achsen  in  der  horizontalen  Pro- 
jection durch  a'j3'  und  y^d^  dargestellt  sind.  Die  Verticaltrace  e\  dieser 
Ebene  e'  ist  die  durch  a  zur  Grundlinie  parallel  gezogene  Gerade.  Im 
Durchschnitte  der  letzteren  mit  Z  erhalten  wir,  wie  bereits  im  Beginne 
unserer  diesfälligen  Betrachtung  nachgewiesen  wurde,  die  Verticalpro- 
jection A^  des  einen  Scheitels  der  zu  bestimmenden  Schnitthyperbel. 

Die  Verticalprojection  JBj  des  zweiten  Scheitels  liegt  mit  A^ ,  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  0  (oder  0),  symmetrisch,  und  könnte,  wie 
man  sich  leicht  überzeugt,  auch  im  Schnitte  der  Achse  Z  mit  der 
durch  den  zweiten  Schnittpunkt  a^  von  X  und  der  Haupthyperbel 
(AB,  Yj  Fg)  parallel  zur  Grundlmie  gezogenen  Geraden  e\  erhalten 
werden. 

Die  Schnitthyperbel  ist  somit  durch  ihre  Asymptoten 
iVif  y\)  ^^^  {y^yV^)  uöd  durch  ihre  Scheitel  (J.,,JL',)  und  {B^,B\) 
dargestellt,  und  folglich  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 
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§.  665. 

285.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  dreiachsigen, 
zweitheiligen  Hyperboloides  mit  einer  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallelen  Geraden  {g,  g')  zu  construieren. 

Entsprechend  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Gerade  {g^g') 
(Taf.  XXXVII,  Fig.  248)  zur  verticalen  Projectionsebene  parallel  sei, 
kann  man  durch  dieselbe  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele 
Ebene  eu  legen.  Diese  Ebene  e  schneidet  das  Hyperboloid  nach  einer 
Hyperbel,  deren  Scheitel  (^j,J.\)  und  (B^^B\)  so  wie  in  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  ermittelt  werden. 

Die  Verticalprojection  dieser  Hyperbel,  welcher  auf  Grund  voraus- 
geschickter Erörterungen  gleichfalls  die  Asymptoten  Yj,  Y^  zukommen, 
schneidet  die  Verticalprojection  g  der  gegebenen  Geraden  in  zwei 
Punkten,  welche  offenbar  die  Verticalprojectionen  der  gesuchten  Schnitt- 
punkte darstellen  werden. 

Die  besagten  Schnittpunkte  p^  undj)^  der  Hyperbel  (Ä^Bi,  T^T,j) 
mit  der  Geraden  g  erhält  man  einfach  vermittelst  des  den  Asymp- 
toten eingeschriebenen  und  durch  A^  gehenden  Collinearkreises  K^^. 
Sind  dieselben  construiert,  so  findet  man  unmittelbar  die  Horizontal- 
projectionen  p\  und  ^'o  dieser  Schnittpunkte  in  der  Horizontalprojec- 
tion  g'  der  gegebenen  Geraden. 

Eine  zweite  Methode  behufs  Bestimmung  der  Schnittpunkte  {p^.p^) 
und  (Po.P^q)  werden  wir  an  späterer  Stelle  kennen  lernen. 

§.  666. 

286.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen,  zweithei- 
ligen Hyperboloides  mit  einer  vertical-projicierenden  Ebene  zu  con- 
struieren. 

a)  Die  schneidende  Ebene  ist  zu  keiner  Erzeugenden 
des  Asymptotenkegels  parallel;  deren  Schnitt  mit  dem  Hyper- 
boloide ist  somit  eine  Ellipse. 

Die  schneidende  Ebene  sei  durch  ihre  Tracen  E^  Eu  (Taf.  XXXVII, 
Fig.  249)  gegeben.  Der  Voraussetzung  gemäß  wird  diese  Ebene,  parallel 
zu  sich  selbst  so  weit  verschoben  bis  sie  durch  den  Mittelpunkt  {0,0') 
des  Hyperboloides  geht,  den  Asymptotenkegel  nicht  in  reellen  Er- 
zeugenden schneiden ;  ihre  Horizontaltrace  wird  also  nach  der  Verschie- 
bung die  Gerade  a'b'  außerhalb  der  Strecke  a'6'  treffen  müssen. 

Die  schneidende  Ebene  ist  eine  vertical-projicierende  und  mithin 
eine   auf  der  Haupt-  und  Symmetrieebene  tj  des  Hyperboloides   senk- 
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rechte  Ebene.  Es  wird  folglich  auch  die  Schnittellipse  durch  die  Haupt- 
ebene 7]  symmetrisch  getheilt  werden,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Schnittgerade  ((>,  a')  der  Hauptebene  tj  mit  der  schneidenden  Ebene 
E„Eh  wird  eine  Achse  der  Schnittellipse  repräsentieren. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  in  der  Ebene  tj  liegenden  HaupthyperbeL  Die  Verticalprojec- 
tionen  m  und  n  derselben  ergeben  sich  als  Schnittpunkte  der  Trace 
Ev  =  0  mit  der  Hyperbel  (AB,  Y^Y^)  vermittelst  des  CoUinear- 
kreises  i«.  Aus  den  verticalen  Projectionen  m  und  n  können  die 
Horizontalprojectionen  m'  und  n'  dieser  Schnittpunkte  ,  die  sich  in 
i^j,  =  6'  ergeben,  unmittelbar  abgeleitet  werden. 

Halbieren  wir  die  Achse  {mn^  m'n')  im  Punkte  (o,o'),  so  stellt 
der  letztbezeichnete  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Schnittellipse  und  die 
durch  denselben  in  der  Ebene  E^  Eu  zu  {a,  &)  senkrecht  gezogene, 
vertical-projicierende  Gerade  (:7r,7r')  die  zweite  Achse  der  Schnittellipse 
dar.  Die  Endpunkte  (r,  r')  und  {s,  s')  dieser  Achse  sind  jene  Punkte 
des  Hyperboloides,  deren  Verticalprojectionen  in  o=^7t  zu  suchen  sind. 
Die  Horizontalprojectionen  r'  und  s'  wird  man,  da  bereits  vorbereitende 
Constructionen  bezüglich  des  CoUinearkreises  Kq  vorliegen,  nach  der 
ersten  Methode  der  Aufgabe  283)  anstandslos  bestimmen  können. 

Die  gesuchte  Schnittellipse  ist  somit  durch  ihre  Achsen  {mn.m'n') 
und  {rs^r's')  festgestellt. 

§.  667. 

h)  Die  schneidende  Ebene  E„Eh  ist  parallel  zu  zwei 
Erzeugenden  des  Asymptotenkegels;  die  Schnittcurve  mithin 
eine  Hyperbel. 

Wie  im  vorhergehenden  Falle,  so  wird  auch  hier  die  Schnitt- 
gerade (s,  s')  (Taf.  XXXVIII,  Fig.  250)  der  schneidenden  Ebene  E^Eu 
mit  der  Hauptebene  ri  eine  Achse,  und  zwar  die  reelle  Achse  der 
Schnitthyperbel  darstellen.  Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  die 
Schnittpunkte  derselben  mit  der  in  der  Ebene  ri  liegenden  Haupt- 
hyperbel ;  ihre  Verticalprojectionen  m  und  n  ergeben  sich  auf  bekannte 
VVeise  (mittelst  des  CoUinearkreises  K^)  als  die  Schnittpunkte  von  s 
mit  der  Hyperbel  {AB,  Y^Y^,  Aus  m  und  n  leitet  man  direct  die 
Horizontalprojectionen  m'  und  n\  die  sich  in  rin  vorfinden,  ab. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  Endpunkte  der  zweiten  zu  (s,  5') 
senkrechten  Achse  der  Schnitthyperbel  imaginär  sind,  so  werden  wir 
für  die  Fixierung  der  letzteren  andere  Bestimmungsstücke,  und  zwar 
die  Asymptoten,  wählen. 
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Der  Mittelpunkt  der  Schnitthyperbel  ist  der  Halbierungspunkt 
(0,0^)  der  eben  gefundenen  Achse  (mn,  m^n^).  Durch  diesen  Punkt  (ö,ö') 
gehen  die  Asymptoten  der  zu  bestimmenden  Schnitthyperbel,  und  sind 
dieselben  zu  jenen  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  parallel,  welche 
eine  zur  schneidenden  Ebene  EyEh  parallele  Lage  besitzen. 

Legen  wir  daher  durch  den  Mittelpunkt  {0,0*)  des  Hyperboloides, 
parallel  zu  der  gegebenen  Ebene  EvEhj  eine  Ebene  e^^Ä,  so  schneidet 
dieselbe  den  Asymptotenkegel  in  zwei  Erzeugenden  {gy,g\)  und  {g^,g'q)y 
deren  Verticalprojectionen  g^  und  g^  in  die  Trace  e^  fallen.  Die  hori- 
zontalen Projectionen  g\  und  g'^  ergeben  sich  als  die  Verbindungs- 
geraden von  0'  mit  den  beiden  Punkten  a\  und  a'«,  in  welchen  die 
Ellipse  {a*})*c*d')  von  der  Horizontaltrace  e^  getroffen  wird. 

Die  Punkte  a\  und  a'g  können  vermittelst  der  über  den  Achsen 
a'h'  und  c'd*  als  Durchmessern  beschriebenen  Hilfskreise  K\  und  K\ 
bequem  gefunden  werden.  Die  Kegelerzeugenden  {g^,g\)  und  {g^,g^^ 
sind  nun  diejenigen,  welche  zur  schneidenden  Ebene  EvEh  parallel 
sind.  Zieht  man  zu  denselben  durch  (o,  ö')  die  Geraden  {p^,6\)  und 
(cfQ,cf\)  parallel,  so  repräsentieren  diese  letzteren  die  Asymptoten  der 
Schnitthyperbel,  welche  somit  vollständig  bestimmt  ist. 

§.  668. 

287,  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen,  zweithei- 
ligen Hyperboloides  mit  einer  beliebigen  Geraden  zu  construieren. 

Dieses  Problem  kann  leicht  auf  die  vorige  Aufgabe  und  auf  die 
bereits  erörterte  Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einer  Ellipse  oder  einer  Hyperbel  zurückgeführt  werden. 

Man  legt  nämlich  durch  die  gegebene  Gerade  eine  vertical  -  pro- 
jicierende  Ebene  E,  und  bestimmt  den  Schnitt  derselben  ebenso,  wie 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe  besprochen  wurde.  Die  Horizontalpro- 
jection  des  Schnittes  ist,  im  Falle  dieser  eine  Ellipse  ist,  wie  wir 
vorher  fanden ,  durch  beide  Achsen  m'  n'  und  r'  s'  (Taf.  XXXVIl, 
Fig.  249)  oder ,  im  Falle  einer  Hyperbel ,  durch  die  reelle  Achse  und 
durch  die  Asymptoten  m'n',  resp.  ö\,  ö'g,  (Taf.  XXXVIH,  Fig.  250) 
bestimmt. 

In  den  beiden  eben  angeführten  Fällen  kann  man  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  die  Schnittpunkte  dieser  Kegelschnitte  mit  der  Hori- 
zontalprojection  der  gegebenen  Geraden  (durch  Affinität,  resp.  Collinea- 
tion  mit  einem  Kreise)  erhalten.  Die  letzteren  werden  sodann  bereits 
die  Horizontalprojectionen  der  gesuchten  Schnittpunkte  repräsentieren. 
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§.  669. 

288.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  dreiachsigen, 
zweitheiligen  Hyperboloides  mit  einer  horizontal-projicierenden  Geraden 
zu  construieren. 

Würde  man  diesfalls,  sowie  bei  den  vorhergegangenen  Problemen 
durch  die  gegebene  Gerade  eine  vertical-projicierende  Ebene  legen,  so 
würde  diese  gleichzeitig  auch  horizontal-projicierend  sein  und  man 
könnte  deren  Schnitt  mit  dem  Hyperboloide,  ohne  vorher  eine  Drehung 
auszuführen,  zur  Construction  der  verlaugten  Schnittpunkte  nicht 
beoützen.  Einfacher  wird  der  nachstehend  eingeschlagene  Weg  zum 
Ziele  führen. 

Führen  wir  nämlich  durch  die  gegebene  horizontal-projicierende 
Gerade  {g,g')  (Taf.  XXXVIII,  Fig.  251)  und  durch  die  Achse  {AB, 
A^B')  des  Hyperboloides  die  horizontal-projicierende  Ebene  PvPh,  so 
schneidet  diese  Ebene  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel,  deren  reelle 
Achse  mit  der  reellen  Achse  (AB,  A^B*)  des  Hyperboloides  zusammen- 
fällt, und  deren  Asymptoten  diejenigen  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegels sind,  in  welchen  derselbe  von  der  Ebene  B^Pn  geschnitten 
wird.  Die  Horizontal-Durchstoßpunkte  a\  und  a'^  dieser  Kegelerzeu- 
genden erhält  man  als  die  Schnittpunkte  der  Trace  Pä  mit  der 
Ellipse  {a*V  &d*)  vermittelst  des  über  a'&'  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Affinkreises  K^.  Die  verticalen  Projectionen  «^  und  a^  liegen 
in  der  Grundlinie. 

Die  Geraden  ^i  =  a^  0  und  13^^=1  a^O  sind  die  Verticalpro- 
jectionen  der  in  der  Ebene  B^Bu  liegenden  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegels, also  auch  die  Asymptoten  jener  Hyperbel,  welche  die  Vertical- 
projection  des  Schnittes  der  Ebene  B^Bn  mit  dem  Hyperboloide 
darstellt. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Hyperbel  {AB^  6^6^  mit  der  Vertical- 
projection  g  der  gegebenen  Geraden  sind  sodann,  wie  an  und  für  sich 
klar,  die  Verticalprojectionen  der  gesuchten  Schnittpunkte.  Dieselben 
können  entweder  mit  Hilfe  des  den  Asymptoten  0^  und  a^  ein- 
geschriebenen, durch  A  gehenden  Collinearkreises  gefunden  werden, 
oder  auch  dadurch,  dass  man  in  gleicher  Weise,  wie  in  Aufgabe  284) 
die  Hyperbel  {AB^a^iS^)  als  Hauptmeridianhyperbel  eines  wind- 
schiefen Eotationshyperboloides  betrachtet,  und  die  zu  suchenden 
Schnittpunkte  p^  und  p^,  als  die  Projectionen  der  Endpunkte  des  in 
g  sich  projicierenden  Parailelkreises  auffasst. 


§.  670. 

289,  Aufgabe.  Der  Schnitt  eines  zweitheiligen,  dreiachsigen 
Hyperboloides  ist  mit  irgend  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  E,Eh 
zu  constrnieren. 

a)  Die  parallel  zur  schneidenden  Ebene  E^Eh 
(Taf. XXXVIII, Fig. 252)  durch  den  Mittelpunkt  (0,0')  gelegte 
Ebene  schneidet  den  Asymptotenkegel  nicht  in  reellen 
Erzeugenden;  der  Schnitt  mit  der  Ebene  E„Ek  ist  sonach 
eine  Ellipse  (U,  2J'). 

Man  kann  ohne  besondere  Schwierigkeit  direct  ein  Paar  con- 
jugierter  Durchmesser  dieser  Schnittellipse  (U,  2:')  construieren. 

Wir  wissen  nämlich  (nach  Satz  372),  dass  jede  Ebene  das  Hyper- 
boloid und  dessen  Asymptotenkegel  in  concentrischen ,  ähnlichen  und 
ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  schneidet.  Conjugierte  Durchmesser 
des  einen  Kegelschnittes  sind  daher  gleichzeitig  auch  conjugierte 
Durchmesser  des  zweiten  Kegelschnittes. 

Diese  Eigenschaft  führt  zu  der  folgenden  Lösung.  Wir  ftihren 
an  die  Horizontalspur  {a'V&ä')  des  Asymptotenkegels  die  Tangenten 
T,  und  Tg  parallel  zu  der  Horizontaltrace  Eh  und  bestimmen  deren 
Berührungspunkte  d\  und  ö\,  was  anstandslos  entweder  mittelst  der 
Brennpunkte  /;  und  /;  oder  mit  Hilfe  des  Affinkreises  K^  geschehen 
kann.  Die  Verticalprojectionen  d^  und  d^  dieser  Berührungspunkte 
liegen  in  der  Grundlinie. 

Die  Schnittpunkte  {^,  ^0  und  (i/,  v')  der  durch  die  Punkte 
{ä,,d\)  und  ((J^^^'ö)  gehenden  Kegelerzeugenden  [06^,0* d\)  =  (g,,g\) 
und  (0^2>  ö'd'a)  =  {g<i.9\)  mit  der  Ebene  E^Eh  repräsentieren,  wie 
wir  aus  Vorhergegangenem  wissen,  die  Endpunkte  eines  Durchmessers 
des  Kegelschnittes  {U^,U\),  in  welchem  der  Asymptotenkegel  von 
der  Ebene  E„Eh  getroffen  wird.  Ferner  ist  bereits  bekannt,  dass 
der  diesem  Durchmesser  {^v.fi'v')  conjugierte  Durchmesser  derjenige 
sei,  welcher  durch  den  Mittelpunkt  {o,  o')  (Halbierungspunkt  von 
[uv,  ^'v'])  parallel  zur  Horizontaltrace  Eh  der  schneidenden  Ebene 
geführt  wird.  Die  Endpunkte  (q,  p')  und  ((?,  ö')  desselben  werden  als 
Schnittpunkte  mit  dem  Asymptotenkegel  auf  die  schon  mehrfach 
besprochene  Weise  festgestellt. 

Hiernach  erhalten  wir  die  Ellipse  (2;,,  Z\),  in  welcher  die 
Ebene  E^Eh  den  Asymptotenkegel  schneidet,  durch  das  Paar  con- 
jugierter  Durchmesser  (fiv.^'v'),  (q6,q'ö')  dargestellt.  Die  Geraden 
(^r,  ^'v')  und  {q6,  ()'ö')  sind  aber,  was  ihre  Lage  anbelangt,  gleich- 
zeitig  auch   conjugierte  Durchmesser    der   mit    der  Ellipse   (Ui,  2J\) 
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concentrisch  und  ähnlich  gelegenen  Schnittellipse  (27,  U')  der  Ebene 
E.Ek  mit  dem  Hyperboloide;  die  Endpunkte  dieser  Durchmesser 
werden  daher  die  Schnittpunkte  der  genannten  Geraden  (^v,  ^'v') 
und  {q0,  p'ö')  mit  dem  Hyperboloide  sein. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Geraden,  etwa  jene  von  (fti;,  i^'v'),  mit 
dem  Hyperboloide  lassen  sich  leicht  construieren.  Besagte  Gerade 
liegt  nämlich  in  der  durch  die  Achse  {AB.A'B')  gehenden,  die 
Kegelerzeugenden  (g^,g\)  und  {g^,g\)  enthaltenden  horizontal-projicie- 
renden  Ebene  P.P^.  Diese  Ebene  F,Fh  schneidet  das  Hyperboloid 
in  einer  Hyperbel,  deren  reelle  Achse  die  Flächenachse  {AB.A'B') 
ist  und  deren  Asymptoten  die  vorgenannten  Kegelerzeugenden  {g^g\) 
und  {gc^.g'^)  sind.  Die  Verticalprojection  dieser  Hyperbel  ist  mithin 
durch  die  reelle  Achse  AB  und  durch  die  Asymptoten  g^  und  g^ 
gegeben.  Bestimmen  wir  die  Schnittpunkte  m  und  n  derselben  mit 
der  Verticalprojection  iiv  =  S  des  vorgenannten  Durchmessers  durch 
Zuhilfenahme  des  den  Asymptoten  g^  und  g^  eingeschriebenen,  durch 
A  gehenden  Collinearkreises  K'^,  so  repräsentieren  die  bezeichneten 
Punkte  die  Verticalprojectionen  der  Schnittpunkte  von  (fiv,  fi'v')  mit 
dem  Hyperboloide.  Die  Horizontalprojectionen  m'  und  n*  ergeben 
sich  unmittelbar  auf  ^'v'  =  S'. 

Den  einen  Durchmesser  der  gesuchten  Schnittellipse  (27,  27') 
erhalten  wir  somit  durch  (mn,  m'n')  dargestellt.  Der  ihm  conjugierte 
Durchmesser  fällt  der  Lage  nach  mit  (9^,  ^'O  zusammen.  Die  End- 
punkte (r,  r')  und  (5,  5')  desselben  ergeben  sich,  infolge  der  Ähn- 
lichkeit und  der  ähnlichen  Lage  der  beiden  Ellipsen  (U,  27')  und  (27,, Z",), 
vermittelst  der  betreifenden  parallelen  Geraden  mr,  ns,  ^q  und  be- 
ziehungsweise m'r^,  n's*  und  f.i' q\  womit  die  gestellte  Aufgabe,  den 
Bedingungen  entsprechend  gelöst  erscheint. 

§.  671. 

h)  Die  Schnittcurve  der  Ebene  E  mit  dem  Hyper- 
boloide sei  eine  Hyperbel.  Unter  dieser  Voraussetzung  muss  die 
schneidende  Ebene  E,Eh  (Taf.  XXXVIII,  Fig.  253)  eine  solche  Lage 
annehmen,  dass  die  parallel  zu  ihr  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0') 
des  Hyperboloides  gelegte  Ebene  e.en  den  Asymptotenkegel  in  zwei 
reellen  Erzeugenden  {g,,g\),  {g^,  g'^)  schneidet. 

Die  letztgenannten  Erzeugenden  können  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  man  mittelst  des  über  a'&'  beschriebenen  Affinkreises  K^  die 
Schnittpunkte    {a^,  a\)    und    («„,   a\)    der    Horizontaltrace    Ch    mit 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  .  . 
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der  Ellipse   (a'fc',  Cd')   ermittelt  und  diese  Punkte  mit   dem  Mittel- 
punkte (0,  0')  verbindet. 

Bestimmen  wir  ferner  die  Tangentialebenen  des  Asymptoten- 
kegels längs  der  Erzeugenden  {Oa,,0^a\)  und  (Oo^^.  O'O-  Die 
Horizontaltracen  derselben  sind  die  Tangenten  t,  und  r^  der  Ellipse 
(a'&'c'd')  in  den  Punkten  <  und  «',.  Ermittelt  man  weiters  die 
Schnittgeraden  {a,,  a\)  und  {a,,  <s',)  dieser  Tangentialebenen  mit  der 
gegebenen  Ebene  J5.E,,  so  ist  bekannt,  dass  die  letztgenannten  Geraden 
die  Asymptoten  jener  Hyperbel  (2:,,^/)  repräsentieren,  ^  welcher 
die  Ebene  KEk  den  Asymptotenkegel  schneidet,  während  deren  Schnitt- 
punkt (o,  0')  den  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel  darstellt. 

Nach  Satz  372)  schneidet  aber  die  Ebene  E„Eh  das  Hyper- 
boloid gleichfalls  in  einer  Hyperbel  {Z,  270,  welche  mit  der  vorge- 
nannten  Hyperbel  (2;^,  Z'J  concentrisch  und  ähnlich  gelegen  ist. 
Diese  beiden  Hyperbeln  (27,  2;')  und  (2;,,  U\)  haben  somit  die  vor- 
bezeichneten Asymptoten  gemein.  Die  Geraden  {ö^ ,  (S\)  und  (6^ ,  ^'2) 
werden  dem  zufolge  bereits  die  Asymptoten  der  gesuchten 
Schnitthyperbel  repräsentieren.  Die  reelle  Achse  der  Hyperbel 
(2;,  2;')  finden  wir  unmittelbar  als  die  eine  Winkelhalbierende  der 
beiden  Asymptoten. 

Behufs  deren  Construction  legen  wir  den  Mittelpunkt  (0 ,  0') 
der  Schnitthyperbel  um  die  horizontale  Trace  Eh,  in  ^die  horizontale 
Projectionsebene  nach  o^  um.  Verbinden  wir  diesen  Punkt  o^  mit 
den  Horizontal-Durchstoßpunkten  d\  und  d'^,  so  ergeben  sich  die  um- 
gelegten Asymptoten  in  ö^^o  ^^d  6% ;  halbieren  wir  ferner  den  Winkel 
(^1^,  ö%)  (man  findet  leicht,  in  welchem  Winkelraume  die  reelle  Achse 
liegt)  und  führen  die  Winkelhalbierende  x^  in  die  Projection  nach 
{x,x')  zurück,  so  erbalten  wir  durch  die  letztgenannte  Gerade  die 
reelle  Achse  der  Schnitthyperbel  (2;,  27')  dargestellt. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Endpunkte  derselben  zu  bestimmen. 
Dieselben  können,  da  sie  die  Schnittpunkte  der  Geraden  (x,x')  mit 
dem  Hyperboloid  repräsentieren,  nach  der  in  Aufgabe  289)  gegebenen 
Methode  gefunden  werden,  indem  man  zu  deren  Bestimmung  eine 
durch  {x,x')  und  die  Achse  (AB,  A'B')  gelegte  Hilfsebene  verwendet 
und  so  verfährt,  wie  dort  angegeben  wurde. 

§.  672. 

290.  Aufgabe.  Der  Schnitt  eines  dreiachsigen,  zweitheiligen 
Hyperboloides  ist  mit  einer  durch  den  Mittelpunkt  desselben  gehen- 
den Ebene  zu  construieren. 
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Die  diesbezügliche  Lösung  wird  der  in  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe zur  Geltung  gebrachten  ähnlich  sein ;  nur  treten,  infolge  der  be- 
sonderen Lage  der  schneidenden  Ebene,  einige  Vereinfachungen  in  der 
Construction  auf. 

Zunächst  folgt  aus  dem  Satze  370),  dass  die  Asymptoten  der 
Schnitthyperbel  (sobald  der  Diametralschnitt  überhaupt  ein  reeller  ist, 
kann  derselbe  bekanntlich  nur  ein  Hyperbelschnitt  sein)  diejenigen 
Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  seien,  welche  der  letztere  mit  der 
schneidenden  Ebene  gemein  hat. 

Halbiert  man  sodann  den  Winkel,  den  dieselben  einschließen, 
was  durch  einfache  XJmlegung  bewerkstelligt  werden  kann,  so  erhält 
man,  ebenso  wie  im  vorhergehenden  Falle,  die  reelle  Achse  der  Schnitt- 
hyperbel. Die  Endpunkte  (Scheitel)  derselben  ergeben  sich  im  Schnitte 
der  genannten  Achse  mit  dem  Hyperboloide,  und  kann  man  zu  deren 
Ermittelung,  da  diese  Achse  ein  Durchmesser  des  Hyperboloides  ist, 
ebenso  einfach  eine  vertical-projicierende  Hilfsebene  verwenden,  als  von 
einer  durch  die  Achse  (J.S,  J.'jB')  des  Hyperboloides  gehenden,  hori- 
zontal-projicierenden  Hilfsebene  Gebrauch  machen. 

Den  besonderen  Fall ,  wenn  die  schneidende  Ebene  zu  einer 
Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  parallel  ist,  und 
mithin  das  Hyperboloid  (nach  Satz  372)  in  einer  Parabel  schneidet, 
werden  wir  an  anderer  Stelle  durchführen. 

§.  673. 

291.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  ein  dreiachsiges,  zvsreitheiliges  Hyperboloid  in  einem 
Kreise  schneidet. 

Für  diesen  besonderen  Fall  wollen  wir  bezüglich  der  Disposition 
der  Projectionsebenen  insofern  eine  Ausnahme  machen,  als  wir  die 
reelle  Achse  {AB,A'B')  (Taf.  XXXVIII,  Fig.  254)  des  Hyperboloides 
wohl  als  horizontal-projicierende  Gerade  beibehalten,  das  Hyperboloid 
jedoch  um  diese  Achse  im  Vergleich  zu  der  bisher  üblichen  Annahme 
aus  der  gewöhnlichen  Stellung  um  90®  derart  gedreht  denken,  dass 
nunmehr  die  Ellipse  (a'6',c'd'),  in  welcher  der  Asymptotenkegel  die 
horizontale  Projectionsebene  schneidet,  eine  solche  Lage  annimmt,  dass 
deren  große  Achse  a'l*  zur  Grundlinie  senkrecht,  die  kleine  Achse  &d' 
hingegen  zur  Grundlinie  parallel  wird.  Selbstverständlich  wird  auch 
in  diesem  Falle  die  horizontal-projicierende  Ebene  ij,  welche  durch 
die  letztgenannte  Achse  &d'  geht,  wieder  eine  Hauptebene  des  Hyper- 
boloides repräsentieren. 

44* 
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Der  gegebene  Punkt  (i>,i>')  sei  durch  seine  beiden  Projectionen 
p  und  p*  dargestellt. 

Dass  es  auf  dem  Hyperboloide  thatsächlich  Kreise  gibt,  oder 
dass  Ebenen  existieren,  welche  diese  Fläche  nach  Kreisen  schneiden, 
geht  schon  aus  dem  Umstände  hervor,  als  wir  nachgewiesen  haben, 
dass  der  Asymptotenkegel,  als  ein  Kegel  zweiten  Grades,  von  zwei 
Scharen  paralleler  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  wird.  Nachdem  aber 
(infolge  des  Satzes  372)  die  Schnitte  von  Ebenen  mit  einem  Hyper- 
boloide und  mit  dessen  Asymptotenkegel  immer  zwei  concentrische, 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind,  so  folgt  unmittelbar, 
dass  jede  Ebene,  welche  den  Asymptotenkegel  in  einem  Kreise  schneidet, 
auch  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise  schneiden  müsse,  welcher  mit 
dem  ersteren  concentrisch  ist. 

Um  sonach  die  gestellte  Aufgabe  ihrer  Lösung  zuzuführen,  hat 
man  bloß  die  Stellung  zweier  Ebenen  G^Ch  und  C'.C'a  zu  ermitteln, 
welche  den  Asymptotenkegel  nach  Kreisen  schneiden.  Letzteres  kann 
in  voller  Übereinstimmung  mit  den  in  Aufgabe  71,  Band  II)  durch- 
geführten Constructionen  geschehen,  so  dass  wir  hier  direct  auf  die 
dortige  Lösung  verweisen  können.  Hat  man  sonach  die  Kreisschnitt- 
ebenen G  und  0'  festgestellt,  so  wird  man  bloß  durch  den  gegebenen 
Punkt  (i>,i>')  zu  einer  dieser  beiden  Ebenen,  G  oder  C,  beispielsweise 
zuC,  eine  parallele  Ebene  E,En  zu  legen  haben,  um  den  Forderungen 
der  Aufgabe  zu  genügen. 

Die  besagte  Ebene  E  wird  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise 
schneiden,  dessen  Durchmesser  um  so  leichter  zu  bestimmen  ist,  als 
die  schneidende  Ebene  E^Eh,  infolge  der  getroffenen  Annahmen,  eine 
vertical-projicierende  ist.  Wie  den  Ausführungen  in  Aufgabe  286) 
zu  entnehmen,  ist  das  Sehnen  stück  mn ,  welches  die  verticale 
Trace  E^  auf  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Haupt- 
hyperbel bestimmt,  zugleich  die  wahre  Größe  des  Kreisdurch- 
messers. Hiernach  ist  auch  die  horizontale  Projection  des  Kreises 
durch  die  Achsen  m'^'  und  r' s'  dargestellt. 

§.  674. 

292.  Aufgabe.  Ein  zweitheiliges,  dreiachsiges  Hyperboloid  ist 
durch  eine  zu  bestimmende  Ebene  nach  einer  Ellipse  zu  schneiden, 
deren  Horizontalprojection  ein  Kreis  ist. 

Da  jede  Ebene  das  Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel 
in  ähnlichen,  ähnlich  gelegenen  und  concentrischen  Kegelschnitten 
schneidet,  und  nachdem  die  Parallelprojectionen  ähnlicher  und  ähnlich 
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gelegener  Kegelschnitte  in  einer  und  derselben  Ebene  oder  in  parallelen 
Ebenen  wieder  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind,  so 
wird  es  offenbar  genügen,  eine  Ebene  zu  bestimmen,  welche  den 
Asymptotenkegel  in  einer  Ellipse,  deren  Horizontalprojection  ein  Kreis 
ist,  schneidet. 

Stellen  wir,  behufs  Vereinfachung  der  durchzuführenden  Con- 
structionen,  das  gegebene  Hyperboloid  wieder  so  dar,  dass  dessen 
reelle  Achse  {AB,A'B')  (Taf.  XXXVIII,  Fig.  255)  horizontal-proji- 
cierend  werde  und  die  kleine  Achse  cUV  der  Ellipse  {a^h\c'd'),  in 
welcher  der  Asymptotenkegel  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet, 
eine  zur  Grundlinie  parallele  Lage  annehme. 

Es  wird  sich  nun  bloß  darum  handeln ,  den  Asymptotenkegel 
durch  eine  Ebene  nach  einer  Ellipse  zu  schneiden,  deren  horizontale 
ProjectioH  ein  Kreis  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Die  Horizontalspur  eines  Kegels  und  die  horizontale  Projection 
eines  beliebigen  ebenen  Schnittes  ist,  wie  wir  wissen,  in  Bezug  auf 
die  horizontale  Projection  des  Kegelscheitels  als  CoUineationscentrum 
und  die  horizontale  Trace  der  schneidenden  Ebene  als  CoUineations- 
achse,  stets  perspectivisch  coUinear.  Berührt  diese  Horizontaltrace 
die  Horizontalspur  des  Kegels  in  einem  Punkte,  so  wird  die  besagte 
Trace  in  dem  nämlichen  Punkte  auch  mit  der  horizontalen  Projection 
der  Schnittcurve  eine  Berührung  eingehen.  Ferner  wissen  wir,  dass 
zwei  Kegelschnitte,  welche  sich  in  einem  Punkte  berühren,  immer  in 
perspectivisch-collineare  Beziehung  gebracht  werden  können. 

Die  eben  angeführten  Eigenschaften  können  in  nachstehender 
Weise  Verwendung  finden. 

Zeichnen  wir  einen  beliebigen  Kreis,  welcher  die  Ellipse  (a'ö',  c'c?') 
in  dem  Endpunkte  c'  der  kleinen  Achse  berührt,  so  ist  derselbe  mit 
dieser  Ellipse  immer  in  perspectivisch-coUinearer  Beziehung.  Dabei 
repräsentiert  die  zu  a'V  parallele  Tangente  beider  Curven,  im  Punkte  c\ 
die  Collineationsachse  C«.  Das  CoUineationscentrum  liegt,  infolge  der 
Symmetrie  beider  Curven  gegen  die  Achse  &d\  nothwendig  auf  der 
letzteren. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  groß  man  den  Kreisradius  anzunehmen, 
oder  mit  anderen  Worten,  welchen  Punkt  auf  &  d'  man  als  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  zu  wählen  habe,  damit  das  CoUineationscentrum 
mit  dem  Mittelpunkte  0'  der  Ellipse  {a'l'&d')  zusammenfalle. 

Die  geforderte  Bedingung  ergibt  sich  ohne  jedwede  Schwierig- 
keit. Es  sei  beispielsweise  y'  der  gesuchte  Kreis.  Ist  ferner  0'  das 
CoUineationscentrum    für  den  Kreis  y'  und  für  die  Ellipse  {a'h^&d'), 
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so  ist  die  Achse  a'6'  gleichzeitig  ein  Collineatiousstrahl,  während 
der  Achsenendpunkt  a*  der  Ellipse  dem  einen  der  Punkte  %  (und 
zwar  dem  näher  gelegenen),  in  welchem  der  Kreis  y*  von  a*h' 
getroffen  wird,  collinear  entspricht.  Weiters  müssen  sich  die  Tan- 
genten r  und  To  der  Ellipse  im  Punkte  a'  und  des  Kreises  y*  im 
Punkte  %  als  collinear  entsprechende  Geraden  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  8  der  CoUineationsachse  Ca  treffen  und  endlich  auch 
die  Strecken  8&  und  Sa^  als  Kreistangenten  von  demselben  Punkte 
aus,  gleich  lang  sein. 

Man  erhält  demgemäß  den  Punkt  a^,  wenn  man  die  Tangente  r 
der  Ellipse  im  Punkte  a*  parallel  zu  c'cZ'  zieht,  und  aus  dem  Schnitt- 
punkte 8  derselben  mit  der  Tangente  t  der  Ellipse  im  Punkte  & 
einen  Kreis  A  beschreibt,  welcher  durch  den  Punkt  c'  geht.  Der 
Kreis  l  schneidet  bereits  die  Achse  a*V  in  dem  gesuchten  Punkte  %. 
Halbiert  man  den  Winkel  c' d  a^  und  zieht  man  die  Winkelhalbierende 
8yi,  welche  die  Achse  & d'  in  einem  Punkte  m  trifft,  so  ist  dieser 
letztgenannte  Punkt  m  der  Mittelpunkt  jenes  Kreises  y',  welcher 
durch  c*  und  %  geht,  und  in  dem  ersfceren  Punkte  von  C«,  in  dem 
letzteren  aber  von  8%  berührt  wird,  d.  i.  also  jenes  Kreises,  welcher 
mit  der  Ellipse  {a'V.&d'),  'in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  0'  der 
letzteren  als  Collineationscentrum,  collinear  ist. 

Betrachten  wir  nun  den  Kreis  y'  als  horizontale  Projection  eines 
ebenen  Schnittes  des  Asymptotenkegels. 

Den  früheren  Erörterungen  gemäß  repräsentiert  die  CoUineations- 
achse Ca  gleichzeitig  die  horizontale  Trace  A  der  schneidenden  Ebene. 
Die  letztere  ist  daher  im  vorliegenden  Falle  eine  vertical-projicierende 
Ebene ,  zu  deren  vollständiger  Bestimmung  die  Kenntnis  eines  Punktes 
derselben  genügen  wird.  Wählen  wir  als  solchen  den  Punkt  /*',  in 
welchem  die  Achse  o'd'  den  Kreis  y*  zum  zweitenmale  trifft.  Dieser 
Punkt  /*'  stellt  aber  die  Horizontalprojection  eines  Punktes  des  zu 
bestimmenden  Kegelschnittes  (y, /)  dar,  welcher  gleichzeitig  auch 
der  Erzeugenden  tOd.O'd')  des  Asymptotenkegels  angehört.  Die  Ver- 
ticalprojection  f  dieses  Punktes  wird    sich    somit  unmittelbar   in  Od 

ergeben. 

Die  Gerade  r„  welche  die  Punkte  c  und  f  verbindet,  ist  sodann 
die  Verticaltrace  einer  Ebene  r.n,  welche  den  Asymtotenkegel  in 
einem  Kegelschnitte  (y, /)  trifft,  dessen  Horizontalprojection  / 
ein  Kreis  ist. 

Die  besagte  Ebene,  so  wie  jede  zu  ihr  parallele  Ebene,  wird 
daher  mit  dem  Hyperboloide  Kegelschnitte  liefern,  deren  Horizon- 
talpro jectionen  gleichfalls  Kreise  sind. 
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§.  675. 
293.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Punkte  eines  dreiacMgen, 
zweitheiligen  Hyperboloides  ist   die  Berührebene  desselben  zu  con- 
strnieren. 

Erste  Methode. 

Sei  p  (Taf.XXXVIII,Pig.256)  die  Verticalprojection  des  auf  dem 
Hyperboloide  gegebenen  Punktes.  Die  Horizontalprojection  p'  desselben, 
wurde  diesfalls  auf  Grund  der  in  Aufgabe  283)  angegebenen  zweiten 
Methode  gefunden,  indem  wir  die  durch  diesen  Punkt  gehende  hori- 
zontal-projicierende  Diametralebene  F,Ph  des  Hyperboloides  feststellten. 
Gelegentlich  der  Construction  dieser  Ebene  ergibt  sich  auch  die  Ver- 
ticalprojection 27  der  in  ihr  liegenden  durch  den  Punkt  {p ,  p') 
gehenden  Hyperbel  (2;,  Z'),  welche  durch  die  Scheitel  A  und  B  und 
die  Asymptoten  q^  und  q^  dargestellt  erscheint.  Die  letzteren  reprä- 
sentieren gleichzeitig  die  Verticalprojectionen  der  in  der  Ebene  F^Fh 
liegenden  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels. 

Die  Tangente  U  der  Verticalprojection  27  im  Punkte  p  ergibt 
sich  (wenn  man  bedenkt,  dass  das  zwischen  den  Asymptoten  (>,  und  Qo, 
liegende  Stück  derselben  durch  den  Berührungspunkt  p  halbiert  wird) 
einfach  dadurch,  dass  man  pa  parallel  zu  q^  zieht,  und  auf  q^  die 
Strecke  aa^  =  aO  aufträgt.  Die  Verbindungsgerade  a^p  stellt  sodann 
bereits  die  gesuchte  Tangente  t^  dar.  Dieselbe  repräsentiert  demnach 
die  Verticalprojection  der  Tangente  {t^,t\)  der  Schnitthyperbel  (27,  2:') 
im  Punkte  {p^p'),  also  die  verticale  Projection  einer  Tangente  des 
Hyperboloides  im  Punkte  {p,  p').  Die  Horizontalprojection  t'o  fällt 
mit  der  Horizontaltrace  P/,  zusammen. 

Durch  diese  Tangente  {t^,  ^V)  muss  selbstverständlich  die  gesuchte 
Berührebene  gehen. 

Behufs  Construction  der  letzteren  benöthigen  wir  jedoch  noch 
eine  zweite  Tangente  des  Hyperboloides  im  Punkte  (i^,i>')-  Dieselbe 
ergibt  sich  folgendermaßen. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  {p,  p')  eine  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  e,  deren  Verticaltrace  e,  sei,  gelegt, 
so  wird  besagte  Ebene  das  Hyperboloid  in  einer  durch  den  Punkt 
{Py  P')  gehenden  Ellipse  schneiden.  Die  Horizontalprojection  U^  dieser 
Ellipse  (U^,  2;/),  welche  durch  den  Punkt  p'  geht,  ist  bekanntlich 
concentrisch  und  ähnlich  gelegen  mit  der  Ellipse  (a'fe',  &d').  Die 
Gerade  0'p'  =  Fh  trifft  die  Ellipse  {a'l',&cV)  in  einem  Punkte  7t\, 
welcher  bereits  zur  Construction  von  Fh  und  p^  verwendet  wurde  und 
den  Horizontal-Durchstoßpunkt  der  Erzeugenden  (^j,  ^/)  des  Asymp- 
totenkegels repräsentiert. 
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Die  Punkte  ;r/  und  p'  sind,  da  sie  auf  einer  und  derselben 
durch  0'  gehenden  Geraden  Ph  liegen,  ähnlich  gelegene  Punkte  der 
beiden  Ellipsen  (a'&',  &d')  und  i:\.  Construieren  wir  daher  die  Tan- 
gente r'  der  Ellipse  {a'h%  c' d')  im  Punkte  7c\^  allenfalls  mittelst 
des  über  a'6'  beschriebenen  Affinkreises  K^^  und  ziehen  wir  zu  r' 
durch  p'  die  Parallele  t\ ,  so  wird  durch  diese  letztgenannte  Gerade, 
die  Tangente  der  Ellipse  U\  im  Punkte  p'  dargestellt. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar ,  dass  t\  gleichzeitig  auch  die 
Horizontalprojection  der  Tangente  (t^,  t\)  jener  Ellipse  (2J^^  U\)  im 
Punkte  {p,  p')  ist,  in  welcher  die  Ebene  e  das  Hyperboloid  schneidet. 
Die  Verticalprojection  t^  dieser  Tangente  fällt  selbstverständlich  in  die 
Verticaltrace  e^  der  schneidenden  Ebene  e. 

Legen  wir  nun  durch  die  beiden  Tangenten  (^^,  t\)  und  (^o,  J^'^) 
des  Hyperboloides  im  Punkte  {p,  p^)  eine  Ebene  TvTh^  so  reprä- 
sentiert diese  die  gesuchte  Berührungsebene  des  Hyperboloides  im 
gegebenen  Punkte  {p ,  ^'). 

§.  676, 

Zweite  Methode, 

Der  auf  dem  Hyperboloide  gegebene  Punkt  sei  {p,  p')  (Taf.  XXXIX, 
Fig.  257).  Ist  eine  der  Projectionen  dieses  Punktes  bestimmt,  so 
kann  die  andere  anstandslos  aus  der  gegebenen  Projection  nach  einer 
der  vorher  besprochenen  Methoden  abgeleitet  werden. 

Behufs  Construction  der  Tangentialebene  des  Hyperboloides  in 
dem  Punkte  {p,  p*)  machen  wir  diesfalls  von  dem  Satze  374)  Gebrauch, 
auf  Grund  dessen  der  Berührungspunkt  (p,  p)  der  Mittelpunkt  jenes 
Kegelschnittes  ist,  in  welchem  die  Tangentialebene  den  Asymptoten- 
kegel schneidet. 

Legen  wir  demgemäß  durch  den  Punkt  (p,i)')  eine  Ebene 
derart,  dass  dieselbe  den  Asymptotenkegel  in  einem  Kegelschnitte 
trifft,  dessen  Mittelpunkt  {p,  p')  selbst  ist,  so  wird  diese  Ebene  schon 
die  gesuchte  Tangentialebene  repräsentieren. 

Wir    construieren    die    besagte  Ebene    auf   nachstehende  Weise. 

Zunächst  ziehen  wir  den  durch  den  gegebenen  Punkt  {p,  p') 
gehenden  Durchmesser  (0^,  O'p')  des  Asymptotenkegels,  welcher  die 
horizontale  Projectionsebene  in  dem  Punkte  (d,  d')  schneidet. 

Weiters  construieren  wir  die  Polare  Rh  des  Punktes  ö'  in 
Bezug  auf  die  Ellipse  {a'h\c'd')  durch  Zuhilfenahme  des  über  a'6' 
als  Durchmesser  beschriebenen  Affinkreises  ÜT^,  indem  wir  vorerst  die 
Polare  B^  des  affinen  Punktes  d^  in  Bezug  auf  den  Kreis  Kq  ermitteln. 
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Betrachten  wir  diese  Polare  Rh  als  die  Horizontaltrace  einer 
durch  den  Scheitel  (0,  0')  des  Asymptotenkegels  gehenden  Ebene 
BvRh,  so  stellt  diese  letztere,  wie  bekannt,  die  dem  Durchmesser 
{OS.O'ö')  des  Kegels  coDJugierte  Durchmesserebene  des  letzteren 
dar.  Jede  zu  dieser  Ebene  parallele  Ebene  schneidet,  wie  bereits 
nachgewiesen,  den  Asymptotenkegel  nach  einem  Kegelschnitt,  dessen 
Mittelpunkt  auf  dem  Durchmesser  (Od,  O'd')  liegt. 

Führen  wir  daher  durch  den  Punkt  {p,  p%  welcher  gleichfalls 
diesem  Durchmesser  angehört,  die  Ebene  T,Th  parallel  zur  Ebene 
B^Rh,  so  wird  diese  den  Asymptotenkegel  in  einem  Kegelschnitte 
treffen,  dessen  Mittelpunkt  {p,  p')  ist.  Die  Ebene  T^T,,  repräsentiert 
sonach  die  gesuchte  Berührungsebene  des  Hyperboloides  im  Punkte  {p,p'). 

Die  vorstehende  Construction  lässt  sich  auch  auf  einem  anderen, 
directeren  Wege  leicht  rechtfertigen. 

Wir  haben  nämlich  die  dem  Kegeldurchmesser  {Od,  0' ö')  con- 
jugierte  Durchmesserebene  B,Rh  des  Asymptotenkegels  construiert. 
Da  aber  (nach  Satz  373)  das  Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel 
das  nämliche  System  conjugierter  Durchmesser  und  conjagierter 
Durchmesserebenen  besitzen,  so  ist  die  Ebene  B,Bh  auch  die  dem 
Durchmesser  {Od,  OM')  conjugierte  Durchmesserebene  in  Bezug  auf 
das  Hyperboloid.  Der  Punkt  {p,p')  ist  demnach  als  dessen  Schnitt- 
punkt mit  dem  Hyperboloide  der  Endpunkt  des  Durchmessers  (0  d,  O'd')- 

Endlich  ist  (nach  Satz  435,  Band  II)  die  Tangentialebene  T,Tk 
in  dem  Endpunkte  {p,p')  eines  Durchmessers  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  stets  parallel  zu  der  diesem  Durchmesser  {Op,  O'p'),  in  Bezug 
auf  die  besagte  Fläche,  conjugierte  Durchmesserebene  B,Bh. 

Hiemit  ist  die  vorhin  durchgeführte  Construction  für  die  Tan- 
gentialebene des  Hyperboloides  im  Punkte  {p,p')  gerechtfertigt  und 
sonach  die  Aufgabe  vollständig  gelöst. 

Die  in  dem  vorstehenden  Probleme  benützten  Eigenschaften  des 
Hyperboloides  und  des  demselben  entsprechenden  Asymptotenkegels 
können  mit  Vortheil  auch  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  benützt 
werden. 

§.  677. 

29d,  Aufgabe.  An  ein  dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid 
sind  parallel  zu  einer  Ebene  die  Berührebenen  zu  legen  und  deren 
Berührungspunkte  zu  construieren. 

Ist  E,Eh  (Taf.  XXXIX,  Fig.  257)  die  gegebene  Ebene,  so  wird 
man  vor  allem  durch  den  Mittelpunkt  {0,0')  eine  m  E,Eh  parallele 
Durchmesserebene  B^Bh  führen.    Die  Tangentialebenen  in  den  End- 
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punkten  des  der  Ebene  BvRh  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  con- 
jugierten  Durchmessers,  sind  zur  Ebene  R^Bh  und  somit  auch  zur 
Ebene  EvEh  parallel,  stellen  demnach  unmittelbar  die  gesuchten 
Berührebenen  dar. 

Bestimmen  wir  vermittelst  des  Afflnkreises  Kq  den  Pol  d'  der 
Trace  Bk  in  Bezug  auf  die  Ellipse  (a'  5',  c'  d'),  so  ist  die  Gerade 
{Oö,  OM'),  welche  den  gefundenen  Pol  (ö,  6')  mit  dem  Mittelpunkte 
(0,  0')  verbindet,  der  der  Ebene  B,Bh,  sowohl  in  Bezug  auf  den 
Asymptotenkegel,  als  auch  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  conjugierte 
Durchmesser.  Bestimmt  man  dessen  Endpunkte  (p,p')  und  (i?t,  i>'i), 
d.  i.  die  Schnittpunkte  von  (Od,  0'(J')  mit  dem  Hyperboloide  (nach 
den  in  den  Aufgaben  286  oder  289  angeführten  Methoden),  so  reprä- 
sentieren dieselben  bereits  die  Berührungspunkte  der  gesuchten 
Tangentialebenen.  Diese  letzteren  selbst  erhält  man  als  die  bezie- 
hungsweise durch  {p,p')  und  ip^jP\)  parallel  zu  E^Eh  geführten 
Ebenen  T,Tn  und  T\T\. 

§.  678. 

295.  Aufgabe,  Die  Berührungscurve  eines  dreiachsigen,  zwei- 
theiligen  Hyperboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Kegel 
ist  unter  der  Voraussetzung  zu  construieren,  dass  der  Kegelscheitel 
auf  einer  der  Achsen  des  Hyperboloides  liege. 

Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben, 
an,  dass  der  Kegelscheitel  {p,p')  (Taf.  XXXIX,  Fig.  258)  auf  der 
reellen  Achse  {AB,  A' B')  des  Hyperboloides  gegeben  sei. 

Soll  der  Berührungskegel,  also  auch  die  Berührungscurve  reell 
sein,  so  ist  es  nothwendige  Bedingung,  dass  der  Punkt  {p,p')  außer- 
halb des  Hyperboloides,  also  innerhalb  der  Strecke  {AB,  A'B')  liege. 

Die  Ebene  der  zu  bestimmenden  Berührungscurve  ist  gleichzeitig 
die  Polarebene  des  Punktes  (p,  p')  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 
Nachdem  aber  der  Punkt  (p.p')  auf  der  Achse  {AB,A'B')  liegt, 
muss  diese  Polarebene  zu  der  der  Achse  {AB.A'B')  conjugierten 
Hauptebene  s  parallel,  d.  h.  zur  Achse  {AB.A'B')  senkrecht  sein. 
Zur  Construction  dieser  Ebene  wird  mithin  die  Feststellung  eines 
Punktes  derselben  hinreichen. 

Um  einen  solchen  Punkt  zu  erhalten,  ziehen  wir  von  p  aus  an 
die  Verticalprojection  {AB,  Y^Z,),  der  in  der  Hauptebene  ri  liegenden 
Hyperbel  die  Tangenten  t^  und  t^  und  ermitteln  (mit  Hilfe  des  über 
AB  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  K  und  den  beiden  Brenn- 
punkten /;  und  Z^,  wie  in  Aufgabe  178)  deren  Berührungspunkte  m 
und  n. 
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Die  letztgenannten  Punkte  m  und  n  sind  sodann  die  Vertical- 
projectionen  der  Berührungspunkte  (m,  m')  und  (^^,  n^)  der  in  der 
Hauptebene  t]  liegenden  Haupthyperbel  [{AB,  Y^Y^);  (AB,  Y\  F'J] 
mit  den  von  (p^p^)  ausgehenden  Tangenten. 

In  natürlicher  Folge  hiervon  sind  (m,  m')  und  {n^  n^)  die  beiden 
in  der  Hauptebene  r]  liegenden  Punkte  der  Berührungscurve;  es  wird 
demnach  die  durch  diese  Punkte  senkrecht  zur  Achse  (J.J5,  A*B'), 
also  parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene  geführte  Ebene  B^, 
die  Ebene  der  Berührungscurve  repräsentieren. 

Diese  Berührungscurve  selbst  kann  sofort  auch  durch  ihre  Achsen 
dargestellt  werden,  indem  an  und  für  sich  klar  ist,  dass  {mn^  m'n') 
als  Schnitt  der  Ebene  Bv  mit  der  Hauptebene  r]  bereits  die  eine  der 
Achsen  bestimme,  während  sich  die  Horizontalprojection  r's'  der 
zweiten  Achse  der  besagten  Curve,  infolge  der  Ähnlichkeit  derselben 
mit  der  Ellipse  (a'&',  &cV)^  einfach  vermittelst  der  Parallelen  m*r\ 
n's^^  a' &  und  6'c?'  ergibt. 

Würde  es  sich  bloß  um  die  Lage  der  Ebene  B^  der  Berührungs- 
curve, ohne  Rücksicht  auf  die  letztere  selbst,  handeln,  so  kann  man 
noch  einfacher  verfahren. 

Da  nämlich  die  Ebene  B^  die  Polarebene  des  Punktes  (^,  p'^ 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  ist,  so  wird  sie  die  Achse  (AB^A'B') 
in  einem  Punkte  (tc,  tc')  schneiden ,  welcher  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  den  drei  Punkten  (J.,  A')\   (B,  JB')  und  {p,p')  sein  muss. 

Die  Verticalprojection  x  desselben  finden  wir  als  den  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  A,  B  und  p  vermittelst  des  über  AB  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises  K,  indem  wir  die  zu.  AB  senk- 
rechte durch  p  gehende  Sehne  |i^  ziehen.  Die  Tangente  r^  an  K  im 
Punkte  g  oder  auch  jene  r^  im  Punkte  rj  schneidet  AB  bereits  in 
dem  verlangten  Punkte  tc.  Die  durch  7t  parallel  zur  Grundlinie  ge- 
zogene Gerade  B^  repräsentiert  sodann  die  Verticaltrace  der  gesuchten 
Polarebene. 

In  gleicher  Weise  würde  man  die  Polarebene  construieren,  wenn 
der  Punkt  {piyp\)  innerhalb  des  Hyperboloides,  d.  h.  außer- 
halb der  Strecke  {AB,  A^B')  liegen  würde. 

Der  Punkt  (;r,  :i;')  in  der  Achse  {AB,  A^ B')  wäre  in  diesem 
Falle  derjenige,  dessen  verticale  Projection  tc^  den  Schnittpunkt  von 
AB  mit  der  Berührungssehne  ^ri  der  von  p^  aus  an  den  Kreis  K 
gezogenen  Tangenten  repräsentiert.  Die  Berührungssehne  ^tj  stellt 
sodann  gleichzeitig  schon  die  verticale  Trace  der  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Polarebene  des  Punktes  (^j,  p\)  dar.    Die 
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sich  diesfalls    so   einfach   gestalteten    Constructionen   können    zweck- 
dienlich auch  zur  Lösung  des  folgenden  Problemes   verwertet  werden, 

§    679. 

296.  Aufgabe.  Es  ist  der  Pol  einer  beliebig  gegebenen  Ebene 
P^Ph  in  Bezug  auf  ein  dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  zu 
construieren. 

Der  Pol  dieser  Ebene  liegt  auf  jenem  Durchmesser,  welcher  ihrer 
Stellung  conjugiert  ist. 

Wir  führen  daher  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  (Taf.  XXXIX, 
Fig.  259)  des  Hyperboloides,  parallel  zu  der  gegebenen  Ebene  PvPh, 
die  Durchmesserebene  BvBh,  und  bestimmen  den  ihr  conjugierten 
Durchmesser  (D,D').  Dies  geschieht,  indem  man  den  Pol  7t'  der 
Horizontaltrace  Bh  in  Bezug  auf  die  Ellipse  {a'V,&d')  durch  Zuhilfe- 
nahme des  der  genannten  Ellipse  entsprechenden  Af  Ankreises  K^  con- 
struiert,  und  denselben  mit  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  des  Hyperboloides 
verbindet.  Die  Verbindungsgerade  {7c0,7t'0')  repräsentiert  sodann  den 
der  Ebene  i?,JBÄ  conjugierten  Durchmesser  (jD,D')  in  Bezug  auf 
den  Asymptotenkegel  sowohl,  als  auch  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 

Auf  diesem  Durchmesser  (D,D')  liegt  der  zu  suchende  Pol  der 
Ebene  P^Ph* 

Bestimmen  wir  ferner  den  Schnittpunkt  der  Ebene  P^Pu  mit 
einer  der  Achsen  des  Hyperboloides,  allenfalls  den  Schnittpunkt  {p,,p\), 
mit  der  reellen  Achse  {AB,A'B'),  und  construieren  wir,  wie  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe  auseinandergesetzt  wurde,  die  Polarebene  B'„ 
dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  so  muss  der  gesuchte 
Pol  auch  in  dieser  Ebene  liegen.  Denn,  da  sich  der  Pol  {p,p')  der 
Ebene  B\  in  der  Ebene  P,Ph  vorfindet,  so  muss  (nach  Satz  406, 
Band  II),  der  Pol  der  letzteren  Ebene  in  der  ersteren  liegen. 

Der  besagte  Pol  ergibt  sich  daher  als  Schnittpunkt  der  Ebene  B'^ 
mit  dem  Durchmesser  (D^D^). 

Selbstverständlich  hätte  man  auch  den  Schnittpunkt  [p^^p'^)  der 
Ebene  P,Pä  mit  der  zur  Grundlinie  parallelen  Achse  des  Hyperboloides 
verwenden  können.  In  diesem  Falle  ist  die  Polarebene  B\B\  des 
Punktes  {p^,p\) ,  welche  den  Punkt  {p^p')  als  den  zu  bestimmenden 
Pol  enthält,  senkrecht  zur  Grundlinie. 

§.  680. 

297.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berührungscurve  eines  dreiachsigen 
zweitheiligen  Hyperboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Kegel 
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unter  der  Voraussetzung  zu  construieren ,  dass  der  Kegelscheitel  in 
einer  Hauptebene  liege. 

a)  Der  gegebene  Kegelscheitel  {P,P')  (Taf.  XXXVIII, 
Fig.  260)  liege  in  einer  von  jenen  beiden  Hauptebenen, 
welche  das  Hyperboloid  reell  (in  Hyperbeln)  schneiden,  bei- 
spielsweise etwa  in  der  zur  Bildebene  (verticalen  Projectionsebene)  pa- 
rallelen Ebene  rj. 

Nachdem  die  Ebene  der  zu  suchenden  Berührungscurve  die  Polar- 
ebene des  Kegelscheitels  (P,  P')  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  reprä- 
sentiert, und  nachdem  ferner  der  Punkt  (P,  P')  in  der  Hauptebene  -^ 
liegt,  so  muss  die  Polarebene  von  (F,P^)  durch  den  Pol  dieser  Haupt- 
ebene gehen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  Polarebene  muss  zu  der  der 
Ebene  rj  conjugierten  Achse  parallel,  mithin  vertical-projicierend  sein. 

Da  aber  weiters  die  Berührungscurve  der  geometrische  Ort  der 
Berührungspunkte  aller  von  (P,  P')  aus  an  das  Hyperboloid  gezogenen 
Tangenten  ist,  so  werden  wir  von  der  Verticalprojection  P  aus  an  die 
Hyperbel  (J.P,  Y^  Y^)  bloß  die  Tangenten  t^  und  t^  zu  führen  und 
deren  Berührungspunkte  m  und  n  (nach  Aufgabe  178)  zu  bestimmen 
haben,  um  durch  diese  letzteren  die  verticalen  Projectionen  der  in 
der  Hauptebene  rj  liegenden  zwei  Punkte  {m,m')  und  {n,n^)  der  ver- 
langten Berührungscurve  dargestellt  zu  erhalten.  Die  Horizontalprojec- 
tionen  derselben  erhält  man  unmittelbar  in  der  Horizontaltrace  rjh. 

Die  Verbindungsgerade  mn  oder  B^  repräsentiert  sodann  die 
Verticaltrace  der  durch  die  beiden  Punkte  (m,  m')  und  {n,  n')  gehenden 
vertical-projicierenden  Ebene,  oder  die  Verticaltrace  der  Ebene 
BvBh  der  gesuchten  Berührungscurve. 

Die  Gerade  (mn^m'n^)  stellt  demnach,  wie  man  den  bei  der 
Lösung  der  Aufgabe  286)  angestellten  Betrachtungen  entnehmen  kann, 
bereits  die  eine  in  der  Hauptebene  ri  liegende  Achse  der  Berührungscurve 
dar;  die  zweite  Achse  geht  durch  den  Mittelpunkt  (o,o')  [Halbierungs- 
punkt der  Strecke  (mn,  m'n')]  der  Berührungscurve  und  ist  vertical- 
projicierend.  Die  horizontalen  Projectionen  ihrer  Endpunkte  ergeben 
sich  durch  dasselbe  Verfahren,  welches  in  Aufgabe  283)  zu  gleichem 
Zwecke  zur  Verwendung  gelangte. 

Diese  Aufgabe  ist  identisch  mit  der:  „Die  Polarebene 
eines  in  der  Hauptebene  ri  liegenden  Punktes  (P,  P')  zu 
finden,  wenn  sich  derselbe  außerhalb  des  Hyperbo- 
loides   vorfindet. " 

Liegt  hingegen  der  Punkt  {P,P')  innerhalb  des  Hyper- 
boloides,   also    innerhalb    der   in    der   Ebene  i?    liegenden   Haupt- 
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hyperbel,   so  können  von  dem  besagten  Punkte  aus  keine  reellen 
Tangenten  an  die  bezeichnete  Curve  gezogen  werden. 

Unter  diesen  Umständen  bestimmt  man  die  Polare  des  Punktes  P 
in  Bezug  auf  diese  Hyperbel  folgendermaßen. 

Verbinden  wir  diesfalls  den  Punkt  P  (Taf.  XXXIX,  Fig.  261) 
mit  dem  einen  Scheitel  A  der  Hyperbel,  so  trifft  die  Verbindungs- 
gerade PA  die  beiden  Asymptoten  Y^  und  Y^  in  den  Punkten  a^ 
und  «2'  <iiö  Hyperbel  aber  in  einem  zweiten  Punkte  ^,,  welcher,  da 
Acc^  =  A^a^,  leicht  zu  bestimmen  ist. 

Ziehen  wir  ferner  die  Gerade  PB  und  bestimmen  in  gleicher 
Weise    den  Schnittpunkt   P,  derselben  mit  der  gegebenen  Hyperbel. 

Betrachtet  man  PAA^  und  PPP,  als  die  Diagonalen  des  über- 
schlagenen  Viereckes  ABA^B^,  so  ergeben  die  Schnittpunkte  7t ^  und 
7t^  der  Gegenseitenpaare  AB  und  A^B^-^  AB^  und  A^B  als  Ver- 
bindungsgerade die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Hyperbel 
in   der  Hauptebene. 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  einerseits,  wie  bereits  nach- 
gewiesen wurde,  die  Polarebene  des  Punktes  (P,PO  auf  der  Haupt- 
ebene n  senkrecht  stehe,  und  dass  dieselbe  andererseits  (Satz  413, 
Band  II)  durch  die  eben  gefundene  Polare  tc^  tCc^  gehen  müsse ,  so 
folgt,  dass  die  letztere  gleichzeitig  auch  die  Verticaltrace  Bv  der 
Polarebene  darstelle. 

§.  281. 

h)  Der  gegebene  Kegelscheitel  liegt  in  der  (zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallelen)  Hauptebene  E, 
welche  das  Hyperboloid  in  keiner  reellen  Curve  schneidet. 

Aus  denselben  Gründen,  wie  solche  in  der  vorigen  Aufgabe 
angeführt  wurden,  folgt,  dass  diesfalls  die  Ebene  der  gesuchten 
Berührungscurve  auf  der  Hauptebene  E  senkrecht  stehen,  also  eine 
horizontal-projicierende  Ebene  sein  müsse.  Um  dieselbe  ihrer  Lage 
nach  angeben  und  construieren  zu  können,  stellen  wir  folgende 
Betrachtungen  an. 

Ziehen  wir  jenen  Durchmesser  (P,  P')  (Taf.  XXXIX,  Fig.  262) 
des  Hyperboloides,  welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  P')  geht, 
und  construieren  wir  die  diesem  Durchmesser  (P,  P')  conjugierte 
Durchmesserebene. 

Behufs  Bestimmung  der  genannten  Ebene  ermitteln  wir  zunächst 
die  Polare  des  Horizontal-Durchstoßpunktes  des  bezeichneten  Durch- 
messers in  Bezug  auf  die  Ellipse  (a'h'c'd').  Da  aber  dieser  Horizontal- 
durchstoßpunkt der  unendlich  ferne  Punkt    der  Horizontalprojecjbiön 
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D'  ist,  so  ist  dessen  Polare  der  dem  Durchmesser  D'  conjugierte 
Durchmesser  Bu  der  Ellipse  (a'&'c'd')-  Dieser  Durchmesser  wird  ver- 
mittelst des  Affinkreises  K*q  auf  die  bisher  viel  besprochene  Weise 
construiert.  Gleichzeitig  können  bei  dieser  Gelegenheit  auch  die  End- 
punkte 8\  und  d'2  des  Ellipsendurchmessers  bestimmt  werden. 

Die  durch  Bh  gehende,  horizontal-projicierende  Ebene  B^Bh 
ist  sodann  bekanntlich  die  dem  Durchmesser  (D,  D')  conjugierte 
Durchmesserebene  in  Bezug  auf  den  Asymptotenkegel  sowohl,  als 
auch  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 

Nach  dem  (mit  Zugrundelegung  der  Sätze  414  und  431,  Band  II) 
die  Polarebene  eines  jeden  Punktes  des  Durchmessers  (D,  D')»  ^l^o 
auch  des  gegebenen  Punktes  (P,  P')  zu  der  Durchmesserebene  B^Bh 
parallel  ist,  so  wird  es  genügen,  irgend  einen  Punkt  der  zu  bestim- 
menden Polarebene  festzustellen. 

Als  einer  dieser  Punkte  kann  offenbar  jeder  Punkt  der  Be- 
rührungscurve,  welche  in  dieser  Ebene  liegt,  oder  mit  anderen  Worten 
der  Berührungspunkt  einer  jeden  von  (P,  P')  aus  an  das  Hyperboloid 
gelegten  Tangentialebene  betrachtet  werden. 

Am  einfachsten  lässt  sich  die  Construction  vermittelst  einer 
jener  Tangentialebenen  durchführen,  welche  durch  den  Punkt  (P,  P') 
senkrecht  zur  Hauptebene  ri  (also  senkrecht  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene)  gelegt  werden  können.  Der  Berührungspunkt  {p,p') 
derselben  liegt  in  der  Hauptebene  ri  selbst,  während  sich  dessen 
Yerticalprojection  p  als  Berührungspunkt  der  in  ^  liegenden  Haupt- 
hyperbel mit  einer  der  beiden  von  der  Yerticalprojection  P  des 
gegebenen  Kegelscheitels  ausgehenden  Tangenten  t  ergibt,  da  die 
letztere  gleichzeitig  die  Verticaltrace  der  obgenannten  projicierenden 
Tangentialebene  repräsentiert.  Die  durch  (p,  p')  parallel  zu  B^Bu 
gelegte  Ebene  B^Bn  stellt  sodann  die  Ebene  der  zu  bestimmenden 
Berührungscurve  dar. 

Die  Berührungscurve  selbst  kann  als  Schnitt  des  Hyperboloides 
mit  der  Ebene  B^B^  ohne  jede  Schwierigkeit  auf  bereits  besprochene 
Weise  construiert  werden. 

§.  682. 

298,  Aufgabe,  Die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  einem 
dreiachsigen,  zweitheiligen  Hyperboloide  umschriebenen  Kegels  ist 
unter  der  Voraussetzung  zu  construieren ,  dass  der  Kegelscheitel 
eine  beliebige  Lage  im  Räume  besitze. 

Der  gegebene  Kegelscheitel  sei  (P,  P')  (Taf.  XXXIX,  Fig.  263). 
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Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  den  Punkten 
eines  Achsen-  oder  Hauptschnittes  stehen,  wie  wir  wissen,  auf  der 
betreffenden  Hauptebene  senkrecht. 

Im  vorliegenden  Falle  werden  mithin  die  Tangentialebenen  des 
Hyperboloides  in  allen  Punkten  der  in  der  Hauptebene  i^  liegenden 
Haupthyperbel  vertical-projicierende  Ebenen  sein,  während  ihre  Ver- 
ticaltracen  die  Tangenten  der  Hyperbel  {AB,  Y^  FJ  darstellen. 

Ziehen  wir  daher  durch  die  Verticalprojection  P  des  gegebenen 
Kegelscheitels  die  Tangenten  t^  und  t^  an  die  Hyperbel  (AB,  Y^Y^), 
so  stellen  diese  die  Verticaltracen  zweier  durch  den  Punkt  (P,  P') 
gehenden,  vertical-projicierenden  Tangentialebenen  des  Hyperboloides 
dar.  Die  Berührungspunkte  (Pi,  p\)  und  {p^,  p'^  dieser  letztgenannten 
Ebenen,  welche  in  der  Ebene  ^  liegen,  repräsentieren  mithin  zwei 
Punkte  der  Berührungscurve  des  Hyperboloides  mit  dem  demselben 
aus  dem  Scheitel  (P,  P')  umschriebenen  Kegel. 

Verbinden  wir  ferner  den  Punkt  (P,  P')  mit  dem  Mittelpunkte 
(0,  0')  des  Hyperboloides  durch  den  Durchmesser  (D,  D')  und  be- 
stimmen wir  (wie  in  Aufgabe  293,  zweite  Methode)  die  diesem  Durch- 
messer conjugierte  Durchmesserebene  P^Pä,  so  wird  die  Polarebene 
jedes  Punktes  von  (D,  D'),  also  auch  die  des  gegebenen  Punktes 
(P,  P'),  parallel  zu  der  Ebene  EvBh  sein. 

Wir  erhalten  demnach  die  geforderte  Ebene  der  Berührungscurve 
als  jene  Ebene  B^Bn,  welche  durch  die  Gerade  {PiP^,p\p'^  parallel 
zur  Ebene  B^Bu  gelegt  wird. 

Die  Berührungscurve  selbst  kann,  als  Schnitt  der  Ebene  B^Bn 
mit  dem  Hyperboloide,  auf  Grund  der  in  Aufgabe  289)  exponierten 
Methoden  construiert  werden.  Mit  der  weiteren  Durchführung  können 
wir  somit  getrost  auf  die  angezogenen  Probleme  verweisen. 

§.  683. 

299.  Aufgäbe,  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines 
dreiachsigen,  zweitheiligen  Hyperboloides  mit  einem  demselben,  parallel 
zu  einer  Geraden,  umschriebenen  Cylinder  zu  construieren. 

Die  gegebene  Gerade,  zu  welcher  die  Cylindererzeugenden  parallel 
sein  sollen,  sei  {g,  g')  (Taf.  XXXIX,  Fig.  264). 

Nach  Satz  428,  Band  II)  ist  die  Berührungscurve  einer  Fläche 
zweiten  Grades  mit  einem  derselben  umschriebenen  Cylinder  stets  die 
Schnittcurve  der  Fläche  mit  jener  Diametralebene,  welche  der  Kich- 
tung  der  Cylindererzeugenden  conjugiert  ist. 
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Der  gestellten  Aufgabe  gemäß  haben  wir  sonach  bloß  die  der 
Richtung  der  Geraden  {g^g')  conjugierte  Durchmesserebene  des  Hyper- 
boloides, oder  mit  anderen  Worten,  die  dem  zu  {g,  g^)  parallelen 
Durchmesser  (D,  2)')  conjugierte  Durchmesserebene  BoBh  des  Hyper- 
boloides zu  construieren ,  um  den  diesfallsigen  Bedingungen  zu  ge- 
nügen. 

Nachdem  aber  die  besagte  Ebene  B^Bu  auch  die  dem  Durch- 
messer (D,  D')  conjugierte  Durchmesserebene  in  Bezug  auf  den 
Asymptotenkegel  ist,  so  hat  man  nichts  anderes  zu  thun,  als  die  Polare 
Bh  des  Horizontal-Durchstoßpunktes  d*  des  Durchmessers  {I>,D')  in 
Bezug  auf  die  Ellipse  (a^h^c^d'),  allenfalls  mittelst  des  über  a'&' 
beschriebenen  Affinkreises  K^^  zu  construieren,  um  in  derselben  bereits 
die  Horizontaltrace  der  gesuchten  Ebene  dargestellt  zu  erhalten.  Da 
die  bezeichnete  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Hyper- 
boloides geht,  ist  auch  deren  Verticaltrace  Bv  leicht  zu  ermitteln. 

Die  Berührungscurve  selbst  erhält  man  wieder  als  den  Schnitt 
der  Ebene  B^Bh  mit  dem  Hyperboloide,  dessen  neuerliche  Con- 
struction  wir  hier,  um  übe?flüssige  Wiederholungen  zu  vermeiden^ 
ebenso  wie  in  dem  vorhergehenden  Probleme,  unter  Hinweis  auf  Auf- 
gabe 290)  übergehen. 

§.  684. 

300.  Aufgabe.  Die  Polare  einer  gegebenen  Geraden  in  Bezug 
auf  ein  dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  ist  zu  construieren. 

Behufs  Construction  der  der  gegebenen  Geraden  {g,  g')  (Taf. 
XXXIX,  Fig.  265),  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  entsprechenden 
Polare  (gf,,  g\),  werden  wir  diesfalls  von  der  Definition  §.  378,  Band  II) 
Gebrauch  machen.  Wenn  wir,  der  angeführten  Definition  gemäß,  auf 
der  Geraden  (gf,  g')  zwei  Punkte  annehmen  und  die  Polarebene  jedes 
dieser  Punkte  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  construieren,  so  werden 
sich  diese  beiden  Polarebenen  bereits  in  der  gesuchten  Polare  {g^^g\) 
schneiden. 

Selbstverständlich  kömmt  es  nun  darauf  an,  die  vorerwähnten 
Punkte  auf  der  Geraden  {g,g')  derart  zu  wählen,  dass  sich  deren 
Polarebenen  mit  möglichster  Einfachheit  construieren  lassen. 

In  dieser  Hinsicht  bietet  sich  uns  vor  allem  derjenige  Punkt 
{!Pi'>  P\)  ^Is  geeignet  dar,  in  welchem  die  Gerade  {g,  g^)  die  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallele  Hauptebene  ri  des  Hyperboloides 
schneidet. 

Peschka,  Darstellende  u,  projective  Geometrie.  III.  45 


706 

Die  Pölaretene  B\  B'h  des  Punktes  (p,  p')  ist,  wie  wir  der  Auf- 
gabe 297)  entnehmen,  jene  vertical-projicierende  Ebene,  deren  Vertical- 
trace  JB'„  die  Berührungssehne  der  von  Pj  aus  in  der  Ebene  ri  an  die 
Haupthjperbel  (beziehungsweise  von  p^  an  die  verticale  Projection  der- 
selben) geführten  Tangenten  t^  und  t^  repräsentiert. 

Als  zweiten  Punkt  auf  der  Geraden  (g,  g')  wählen  wir  deren 
unendlich  fernen  Punkt.  Die  Polarebene  i?,l?Ä  dieses  unendlich  fernen 
Punktes  ist  bekanntlich  diejenige  Durchmesserebene  des  Hyperboloides, 
welche  dem  zu  (g,  g')  parallelen  Durchmesser  (D,  D')  conjugiert  ist. 
Besagte  Ebene  construieren  wir  in  voller  Übereinstimmung  mit  dem 
in  den  vorhergehenden  analogen  Fällen  beobachteten  Vorgange. 

Der  Schnitt  der  beiden  Polarebenen  JS^S'a  und  BvBh  liefert 
sodann,  den  angestellten  Betrachtungen  zufolge,  unmittelbar  die  ver- 
langte Polare  {gy,g\)  der  gegebenen  Geraden  {g,g*). 

§.  685. 

301.  Aufgabe,  Durch  eine  gegebne  Gerade  sind  an  ein  drei- 
achsiges, zweitheiliges  Hyperboloid  Berührebenen  zu  legen,  und  deren 
Berührungspunkte  zu  construieren. 

Die  durch  die  gegebene  Gerade  {g,  g')  (Taf.  XXXIX,  Fig-  265) 
gelegten  Tangentialebenen  des  Hyperboloides  berühren  das  letztere, 
nach  Satz  409,  Band  11),  in  den  nämlichen  Punkten,  in  welchen  das- 
selbe von  den  Polaren  (g^pöf'J  der  gegebenen  Geraden  getroffen  wird. 

Wir  haben  demnach  bloß  (nach  Aufgabe  287)  die  Schnittpunkte 
(m,m')  und  (w,n')  der  Polare  {g^,g\)  mit  dem  Hyperboloide  zu  er- 
mitteln, um  in  denselben  sogleich  auch  die  gesuchten  Berührungs- 
punkte zu  erhalten.  Die  durch  die  Gerade  {g,g')  und  beziehungsweise 
durch  die  Punkte  {m,m')  und  (n,n')  gelegten  Ebenen  T\T\  und 
T\T\  bestimmen  sodann  die  verlangten  Tangentialebenen  des  Hyper- 
boloides. In  der  Folge  werden  wir  noch  eine  andere,  einfachere  und 
elegantere  Lösung  dieser  Aufgabe  kennen  lernen. 

§.  686. 

302.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  einem  dreiachsigen,  zwei- 
theiligen Hyperboloide,  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden,  um- 
schriebenen Oylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  zu  er- 
mitteln, oder  mit  anderen  Worten:  Es  ist  der  Schlagschatten  eines 
dreiachsigen,  zweitheiligen  Hyperboloides,  bei  gegebener  Parallel- 
beleuchtung,  auf  die  horizontale  Projectionsebene  festzustellen,  oder 
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auch ;  Es  ist  die  Contour  eines  orthogonal  dargestellten  dreiachsigen, 
zweitheiligen  Hyperboloides,  für  eine  gegebene  Richtnng  des  schief 
projicierenden  Strahles,  auf  einer  Ebene  zu  bestimmen. 

Die  Gerade,  zu  welcher  die  Erzeugenden  des  dem  Hyperboloide 
umschriebenen  Cylinders  parallel  sein  sollen ,  sei  (gr,  g*)  (Taf»  XL, 
Fig.  266). 

Man  könnte  diesfalls  (wie  in  Aufgabe  299) ,  die  Ebene  der  Be- 
rührungscurve  coustruieren,  den  Schnitt  derselben  mit  dem  Hyperboloide 
bestimmen,  denselben  sodann  als  Leitcurve  eines  zur  Geraden  (g^  g*) 
parallelen  Cylinders  betrachten,  und  den  Schnitt  dieses  Cylinders  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  aufsuchen,  um  die  gestellte  Auf- 
gabe ihrer  Lösung  zuzuführen. 

Einfacher  jedoch  gelangen  wir  zum  Ziele,  wenn  wir  direct  den 
Schnitt  des  Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  ,  als 
Enveloppe  der  horizontalen  Tracen  aller  zur  Geraden  {g,g^) 
parallelen  Tangentialebenen  und  als  Ort  derHorizontal-Durchstoßpunkte 
aller  zur  Geraden  {g,  g')  parallelen  Tangenten  des  Hyperboloides  be- 
trachten. 

Da  die  Achse  des  dem  Hyperboloide  parallel  zur  Geraden  {g,  g') 
umschriebenen  Cylinders  (wie  aus  Früherem  bekannt)  der  zu  der  Geraden 
{Qi  9')  parallele  Durchmesser  (D,  D')  des  Hyperboloides  ist,  und 
weiters  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  auf  einem  Cylinder  zweiten 
Grades  liegenden  Kegelschnitte  sich  in  der  Achse  des  Cylinders  vor- 
finden, so  folgt,  dass  der  Horizontal-Durchstoßpunkt  o'  des  Durch- 
messers (D,  D')  der  Mittelpunkt  jenes  Kegelschnittes  U  sei,  in 
welchem  der  umschriebene  Cylinder  die  horizontale  Projectionsebene 
schneidet. 

Ziehen  wir  von  o'  aus,  durch  Zuhilfenahme  des  Affinitätskreises 
Kq,  die  Tangenten  q^  und  q^  an  die  Ellipse  (a'fc',  &d^),  so  reprä- 
sentieren diese  die  Horizontaltracen  der  durch  (D,  D')  gehenden,  also  zu 
(9)  9')  parallelen  Tangentialebenen  des  Asymptotenkegels. 

Jede  Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  ist  aber  bekanntlich 
eine  ßerübrungsebene  des  Hyperboloides,  deren  Berührungspunkt  in 
unendlicher  Entfernung  liegt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Horizontaltracen 
Q^  und  ^2  dieser  Tangentialebenen,  Tangenten  des  Kegelschnittes  27 
sind,  und,  da  dieselben  durch  den  Mittelpunkt  o'  desselben  gehen, 
speciell  die  Asymptoten  von  2  darstellen.  Besagter  Kegelschnitt 
wird  daher  eine  Hyperbel  sein. 

Um  die  letztgenannte  Curve  vollständig  bestimmt  zu  erhalten, 
wird  außer  der  Angabe  der  Asymptoten  q^  und  ^2 ,  die  weitere 
Kenntnis  eines  einzigen  Punktes  derselben  genügen. 

45* 
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Behufs  BestimmuDg  des  erforderlichen  Hyperbelpunktes  schneiden 
wir  das  gegebene  Hyperboloid  durch  die  horizontal-projicierende  Ebene 
F^Fhj  welche  durch  die  reelle  Achse  {AB,  A'B')  und  den  Durch- 
messer (D,  D')  geht,  durch  eine  Ebene  also,  die  zu  der  Geraden  {g,  g') 
parallel  gelegt  wird. 

Die  Schnitthyperbel  ist  diesfalls  durch  die  Achse  {AB,  AB') 
und  die  Asymptoten  {a^ ,  0'^)  und  {a^ ,  a'^) ,  welch  letztere  die  der 
Ebene  P^  P^  angehörenden  Erzeugenden  des  Asymtotenkegels  sind, 
bestimmt.  Die  Verticalprojection  dieser  Hyperbel  ist  sonach  durch 
die  reelle  Achse  AB  und  die  Asymptoten  6^  und  (S^  festgestellt. 

Ziehen  wir,  auf  Grund  der  bereits  mehrfach  erörterten  Methode, 
an  diese  Verticalprojectionen  die  Tangenten  r^  und  ^2  parallel  zur 
Verticalprojection  g  der  gegebenen  Geraden ,  so  repräsentieren  diese 
Tangenten  r^  und  tj  offenbar  die  Verticalprojectionen  jener  Tangenten, 
welche  an  die  in  der  Ebene  P^Bh  liegende  Hyperbel  parallel  zu 
der  Geraden  {g,  g')  geführt  wurden,  und  welche  somit  auch  Tangenten 
an  das  Hyperboloid  selbst  darstellen.  Die  horizontalen  Projectionen 
x\  und  r'2  fallen  mit  der  Trace  Ph  zusammen.  Die  horizontalen 
Durchstoßpunkte  m'  und  n'  derselben  (in  der  Trace  Ph  liegend)  sind 
mithin  zwei  Punkte  der  Hyperbel  H. 

Die  verlangte  Hyperbel  H  ist  demnach  durch  die  Asymptoten  q^ 
und  92  und  durch  einen  der  beiden  Punkte  m'  oder  n'  vollkommen 
bestimmt,  und  kann  nun,  mit  Hilfe  eines  den  Asymptoten  einge- 
schriebenen Collinearkreises,  die  reelle  Achse  derselben  u.  s.  w.  an- 
standslos construiert  werden. 

Die  eben  erörterten  Constructionen  liefern  eine  elegante  und 
ziemlich  einfache  Methode  für  die  Durchführung  eines  im  Vorher- 
gegangenen auf  einem  anderen  Wege  gelösten  Problemes,  so  dass  wir 
uns  veranlasst  fühlen,  die  angedeutete  Lösung  hier  zu  besprechen. 

§.  687. 

303.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  sind  an  ein  drei- 
achsiges, zweitheiliges  Hyperboloid  die  möglichen  Berührungsebenen 
zu  legen  und  deren  Berührungspunkte  zu  construieren. 

Die  gegebene  Gerade  sei  {g,  g')  (Taf.  XXXX,  Fig.  266).  Con- 
struieren wir  vor  allem  den  Kegelschnitt  27,  in  welchem  der  dem 
Hyperboloide  parallel  zur  Geraden  {g,  g')  umschriebene  Cylinder  die 
horizontale  Projectionsebene  schneidet.  Wählen  wir  diesbezüglich  wieder 
als  Bestimmungsstücke  für  die  sich  hierbei  ergebende  Hyperbel  U  deren 
Asymptoten    ^i   und  ^2  und  einen  Punkt  m'  der  bezeichneten  Curve. 
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Jede  Berührebene  des  umschriebenen  Cylinders  ist  gleichzeitig 
eine  zu  {g,g')  parallele  Berührebene  des  Hyperboloides.  Legen  wir 
daher  durch  die  Gerade  (g ,  g')  an  den  umschriebenen  Cylinder  die 
Berührebenen,  so  werden  diese  auch  die  zu  bestimmenden  Tangential- 
ebenen des  Hyperboloides  repräsentieren.  Die  Horizontaltracen  dieser 
Ebenen  gehen  einerseits  durch  den  Horizontal-Durchstoßpunkt  %*  der 
gegebenen  Geraden  (g^  g') ,  während  sie  andererseits  die  Hyperbel  H 
in  je  einem  Punkte  berühren. 

Wir  construieren  die  besagten  Tracen  in  der  Weise,  dass  wir 
den  Asymptoten  q^  und  ^„  einen  Kreis  Zq  eingeschrieben  denken,  und 
diesen  als  Collinearkreis  der  Hyperbel  2  betrachten.  In  diesem  Falle 
ist  der  Mittelpunkt  o'  der  Hyperbel  das  CoUineationscentrum,  und 
die  Berührungssehne  ß^ß^  der  Asymptoten  q^^  und  q^  mit  dem  Kreise 
2;'y  die  Gegenachse  (r«. 

Dem  Punkte  m*  der  Hyperbel  2  entspricht  der  vermittelst  des 
Collineationsstrahles  o'm*  auf  dem  Kreise  E^  bestimmte  Punkt  m^. 
Es  ist  offenbar  gleichgiltig,  welcher  der  beiden  Schnittpunkte  von  2^ 
mit  m'ö'  gewählt  wird.  Hiernach  entsprechen  sich  die  zur  Asymp- 
tote Qci  parallele  Gerade  m'z/  und  die  Gerade  m^Jß^^  welche  den 
coUiuearen  Punkt  m^  mit  dem  der  Gegenachse  Ga  angehörenden 
Punkte  jSg  der  Asymptote  q^  verbindet.  Der  Schnittpunkt  z/  der  beiden 
genannten  Geraden  ist  daher  ein  Punkt  der  Collineationsachse,  welche 
sich  nurmehr  als  die  durch  J  parallel  zu  Ga  gezogene  Gerade  Ca  dar- 
stellt. Hiemit  ist  die  collineare  Beziehung  vollkommen  festgestellt. 

Die  durch  h*  gehenden  Tangenten  T^  und  T^h  der  Hyperbel  2 
erhält  man  nun  als  die  Collineargeraden  derjenigen  Tangenten  T^^ 
und  P^  des  Kreises  2^,  welche  durch  den,  dem  Punkte  h'  coUinear 
entsprechenden  Punkt  gehen. 

Ebenso  einfach  ergeben  sich  durch  die  collineare  Beziehung  auch 
die  Berührungspunkte  %\  und  7t'2  der  Tangenten  T^h  und  T\  mit 
der  Hyperbel  2, 

Den  vorstehenden  Betrachtungen  gemäß  sind  nun  T^h  und  T\ 
die  Horizontaltracen  der  gesuchten  Berührebenen.  Die  Verticaltracen 
T\  und  r\  derselben  können  ohne  weit  ers  construiert  werden',  da  der 
Vertical-Durchstoßpunkt  v  der  Geraden  {g,  g')  als  bekannt  vorliegt. 

Nachdem  somit  die  beiden  Berührebenen  construiert  sind,  er- 
übrigt nur  noch  die  Bestimmung  von  deren  Berührungspunkten. 

Der  Punkt  {7t^ ,  7C\) ,  in  welchem  die  Trace  T^  die  Hyperbel  2 
berührt,  ist  der  Horizontal-Durchstoßpunkt  jener  Erzeugenden  des  um- 
schriebenen Cylinders,  längs  welcher  derselbe  von  der  Ebene  T\T\ 
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berührt  wird.  Diese  Erzeugende  erhält  man  unmittelbar  als  die  zu 
{g,  g')  durch  {^^jn\)  parallel  gezogene  Gerade  {g^,g\). 

Auf  der  genannten  Geraden  {g^,  g^)  niuss  offenbar  auch  der 
Berührungspunkt  der  Ebene  T',  T'ä  mit  dem  Hyperboloide  liegen. 
Andererseits  muss  aber  der  besagte  Punkt  auch  der  Berührungscurve 
des  Cylinders  mit  dem  Hyperboloide  angehören.  Bestimmt  man  daher 
die  Ebene  der  Berührungscurve  des  Cylinders,  oder  was  dasselbe  ist, 
die  dem  zu  {g,  g')  parallelen  Durchmesser  (Z),  D')  conjugierte  Durch- 
messerebene BvBh,  so  repräsentiert  ihr  Durchstoßpunkt  {Pi,  p\)  mit 
der  vorgenannten  Cylindererzeugenden  (gr,,  g\)  bereits  den  gesuchten 
Berührungspunkt  der  Ebene  T\T\. 

Die  erwähnte  Durchmesserebene  Bv  Bn  ergab  sich  gelegenheitlich 
der  Bestimmung  der  Asymptoten  ^, ,  q^  der  Hyperbel  27.  Die  Hori- 
zontaltrace  Bh  derselben  erhält  man  direct  als  die  Verbindungsgerade 
der  Berührungspunkte  ^i  und  v  von  q^  und  q^  mit  der  Ellipse  (a'6',  c'd') 
oder  was  dasselbe  ist,  als  die  Polare  des  Punktes  o'  in  Bezug  auf 
die  Ellipse  (a'6',  &d'). 

In  gleicher  Weise  wie  {p^ ,  p\)  findet  man  auch  den  Berührungs- 
punkt iPg^.p'o)  des  Hyperboloides  mit  der  Tangentialebene  T^^T\, 

Der  Schnitt  2J  des  dem  Hyperboloide  parallel  zu  einer  Geraden 
umschriebenen  Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  kann, 
auf  dem  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  zur  Anwendung  gebrachten 
Principe  fußend,  auch  zur  Lösung  des  nachstehenden,  jedoch  gleich- 
falls schon  vorher  durchgeführten  Problem  es  benützt  werden. 

§.  688. 

304,  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  sind  an  ein 
dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  Berührebenen  zu  legen,  und 
deren  Berührungspunkte  zu  construieren. 

Behufs  Durchführung  der  gestellten  Aufgabe  nehmen  wir  in  der 
gegebenen  Ebene  E  eine  beliebige  Gerade  g  an,  und  bestimmen  den 
Schnitt  des  dem  Hyperboloide,  parallel  zur  Geraden  g^  umschriebenen 
Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene.  Führt  man  an  den 
Schnitt  (Hyperbel  27),  zur  Horizontaltrace  der  Ebene  E  parallele 
Tangenten,  so  stellen  diese  die  Horizontaltracen  der  zur  Ebene  E 
parallelen  Berührebenen  des  Cylinders,  also  auch  jene  des  Hyper- 
boloides dar.  Die  Berührungspunkte  der  Ebene  mit  dem  Hyperboloide 
ergeben  sich  in  analoger  Weise  wie  jene  in  dem  vorausgeschickten 
Beispiele  mittelst  der  Berührerzeugenden  dieser  Ebenen  mit  dem 
Cylinder. 
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Nachdem  die  Wahl  der  Geraden  g  in  der  gegebenen  Ebene  E 
freisteht,  so  wird  man  zweckmäßig  als  g  jene  zur  Hauptebene  i?,  d.  i. 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Gerade  in  E  annehmen.  (Man 
vergleiche  hierbei  die  analoge  in  Aufgabe  263)  für  das  Ellipsoid 
durchgeführte  Construction. 


XXIX.  Capitel. 
Constructionen  und  Aufgaben,  das  elliptische  Paraboloid  betreffend. 

§.  689, 

Bevor  wir  auf  die  eigentliche  Construction  und  die  Durchfüh- 
rung hierhergehöriger  Probleme  übergehen,  wollen  wir,  ebenso  wie 
bei  den  bereits  besprochenen  riächen,  gewisse  Annahmen  bezüglich  der 
Lage  der  Projectionsebenen  gegen  die  Fläche  feststellen. 

Vor  allem  setzen  wir  wieder  voraus,  dass  die  Achse  {Z,  Z*) 
(Taf.  XXXX,  Fig.  267)  des  Paraboloides  eine  horizontal-projicierende 
Gerade  sei.  Ferner  mögen  die  beiden  aufeinander  senkrecht  stehenden, 
durch  diese  Achse  gehenden  Hauptebenen  gleichfalls  besondere  Lagen 
gegen  die  Projectionsebenen  erhalten,  und  zwar  wollen  wir  diesbezüg- 
lich annehmen,  dass  die  eine  parallel,  die  andere  dagegen  senkrecht 
zur  verticalen  Projectionsebene  sei.  Da  diese  beiden  Hauptebenen 
horizontal-projicierend  sind,  so  ist  die  zweitgenannte  Ebene  insbeson- 
dere senkrecht  zur  Grundlinie. 

Endlich  wollen  wir  uns  noch  eine  weitere  bestimmte  Voraus- 
setzung erlauben. 

Jede  zur  Achse  (Z,  Z)  senkrechte  und  somit,  den  getroffenen 
Annahmen  zufolge,  jede  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele 
Ebene  schneidet,  wie  bereits  bekannt,  das  Paraboloid  in  einer  Ellipse, 
deren  Achsen  die  Schnittgeraden  der  genannten  Ebene  mit  den  beiden 
Hauptebenen  sind. 

Wir  [wählen  im  'allgemeinen  stets  jene  Hauptebene  ri  als  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallel,  welche  die  „großen'^  Achsen 
aller  zur  Flächenachse  {Z^  Z*)  senkrechten  Ellipsenschnitte  enthält. 
Dieser  Voraussetzung  entsprechend  wird  der  Schnitt  des  Paraboloides 
mit  der  horizontalen  Projection  eine  Ellipse  {a'V,&d')  sein,  deren 
große  Achse  a'6'  parallel,  deren  kleine  Achse  c'd'  aber  senkrecht  zur 
Grundlinie  liegt. 
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Betrachten  wir  nun  auch  die  beiden  Parabeln,  in  welchen  das 
Paraboloid  von  den  Hauptebenen  geschnitten  wird. 

Sei  Ta  die  verticale  Trace  der  zur  horizontalen  Projectionsebene 
nothwendigerweise  parallelen  Scheiteltangentialebene.  Dieselbe  wird 
somit  gleichzeitig  auch  die  verticale  Projection  jener  Scheiteltangente 
repräsentieren,  welche  der  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  paral- 
lelen Hauptebene  ri  liegenden  Parabel  angehört.  Die  verticale  Pro- 
jection des  Brennpunktes  dieser  Parabel  sei  JP,.  Der  Brennpunkt  der- 
jenigen Parabel,  welche  in  der  zweiten  zur  Grundlinie  senkrechten 
Hauptebene  TC^TCh  liegt,  sei  F^.  Da,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde, 
eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  auf  der  ersteren 
Parabel  eine  größere  Sehne,  als  auf  der  zweiten  bestimmt,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  auch  der  Brennpunkt  F^  dem  Scheitel  J.  des  Para- 
boloides  näher  als  der  Brennpunkt  F^  liegen  müsse.  Umgekehrt  sind 
diese  Angaben  auch  hinreichend,  wenn  sich  die  großen  Achsen  der 
Horizontalellipsen  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Haupt  ebene  ri  vorfinden. 

Wird  das  Paraboloid  ausnahmsweise  so  gestellt,  dass  die  kleinen 
Achsen  der  horizontalen  Schnittellipse  dieser  Fläche  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallel  sein  sollen,  so  wird  dies  an  der  betreffenden 
Stelle  ausdrücklich  bemerkt  werden. 

Sehen  wir  weiters  noch  nach,  welche  Stücke  zur  vollständigen 
Bestimmung  des  elliptischen  Paraboloides  überhaupt  nothwendig  sind, 
und  welche  am  bequemsten  für  die  zu  vollziehenden  Constructionen 
verwertet  werden  können. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  das  Paraboloid  bestimmt  sein  wird, 
wenn  die  Scheiteltangentialebene  Ta  und  die  Brennpunkte  (J^,,  F\) 
und  (1^2,  I^'q)  der  beiden  Hauptparabeln  als  gegeben  vorliegen.  In 
diesem  Falle  sind  eben  die  beiden  Hauptparabeln  vollkommen  sicher- 
gestellt, und  man  kann  sich  das  Paraboloid  durch  eine  Ellipse,  welche 
parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene  fortschreitet  und  bei  dieser 
Bewegung  ihre  Größe  derart  verändert,  dass  die  vier  Achsenendpunkte 
derselben  stets  durch  die  vier  Schnittpunkte  ihrer  Ebene  mit  den  beiden 
Hauptparabeln  repräsentiert  erscheinen,  erzeugt  denken. 

Die  eine  der  beiden  Hauptparabeln  liegt  aber  diesfalls  in  der 
zur  Grundlinie  senkrechten  Hauptebene  Tt^Tth,  daher  deren  beide  Pro- 
jectionen  gerade  Linien  sind.  Wollte  man  demnach  mit  oder  an  dieser 
Parabel  Constructionen  vornehmen,  so  wäre  zuvor  immer  erst  eine 
Drehung  derselben  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage 
durchzuführen.    Dieser  Umweg  wird   selbstverständlich  zu  vermeiden 


713 

sein  und  daher  getrachtet  werden  müssen,  diese  Hauptparabel  durch 
irgend  ein  anderes  Bestimmungsstück  zu  ersetzen. 

Wir  haben  vorher  das  Paraboioid  durch  eine  horizontal  liegende 
Ellipse  erzeugt  gedacht ,  deren  Achsenendpunkte  in.  jeder  Lage  auf 
den  beiden  Hauptparabeln  liegen.  Nachdem  aber  alle  parallelen  Schnitte 
einer  Fläche  zweiten  Grades  stets  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte sind,  so  können  wir  die  eine  der  Hauptparabeln,  und  zwar 
die  in  der  Hauptebene  tc^  tch  liegende  ,  als  Bestimmungsstück  aus- 
scheiden ,'  dafür  jedoch  das  Achsenverhältnis  der  horizontalen  Schnitt- 
ellipsen, als  gegeben,  substituieren. 

Ist  also  die  in  der  Hauptebene  k]  liegende  Parabel  durch  die 
Scheiteltangente  und  den  Brennpunkt  F^  gegeben,  und  nimmt  man 
für  die  horizontalen  Schnittellipsen  ein  bestimmtes  Achsenverhältnis 
an,  so  ist  durch  diese  Stücke  das  Paraboioid  offenbar  gleichfalls  voll- 
kommen bestimmt«  Denn  man  kann  dasselbe  wieder  durch  die  Lagen- 
veränderung einer  variablen  Ellipse  erzeugt  denken,  deren  Ebene  e^ 
ununterbrochen  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  bleibt,  deren 
große  Achse  {a^\'i  a\})\)  die  Sehne  der  gegebenen,  durch  die  Ebene 
e^  bestimmten  Parabel  ist,  und  deren  kleine  Achse  (cd^&  d')  aus  (a&,c^'&') 
vermittelst  des  stattfindenden  constanten  Achsenverhältnisses  abge- 
leitet werden  kann. 

Statt  dieses  Achsenverhältnis  in  beliebiger  Weise  anzugeben, 
denken  wir  uns  dasselbe  direct  in  jener  Ellipse  (a'h'&d^)  dargestellt, 
in  welcher  das  Paraboioid  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet. 
Die  große  Achse  a'6'  dieser  Ellipse  ist  die  Yerbindungsgerade  der 
horizontalen  Durchstoßpunkte  a'  und  &'  der  zur  verticalen  Projections- 
ebene parallelen  Hauptparabel,  während  als  kleine  Achse  eine  belie- 
bige Strecke  c'd\  welche  jedoch  kleiner  als  a^h'  ist,  angenommen 
werden  kann.  Dies  vorausgesetzt  wird  das  Verhältnis  a'6'  :  c'^'  das 
Yorgenannte  „constante  Achsen  Verhältnis"  repräsentieren. 

In  dieser  letztaugegebenen  Weise  wollen  wir  das  elliptische  Para- 
boioid bei  den  folgenden  Constructionen  dargestellt  voraussetzen  und 
übergehen  somit  zur  Lösung  der  einzelnen  fundamentalen  Aufgaben. 

§.  690. 

305.  Aufgabe.  Ein  Punkt  auf  einem  elliptischen  Paraboloide 
ist  durch  seine  Verticalprojection  gegeben;  die  Horizontalprojection 
desselben  ist  zu  construieren. 

Denken  wir  uns  durch  die  gegebene  Verticalprojection  p  (Taf; 
XXXXI,  Fig.  268)  eine  zur  Grundlinie  parallele  Gerade  e^  gezogen. 
Dieselbe  repräsentiere  die  Verticaltrace  der  durch  den  zu  bestimmenden 
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Punkt  (p,p')^  parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene,  gelegten 
Ebene  e.  Die  besagte  Ebene  schneidet  das  Paraboloid  in  einer  durch 
den  Punkt  (jp,  2>')  gehenden  Ellipse,  deren  große  Achse  die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  e„  mit  der  Hauptebene  rj  ist 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  ergeben  sich  als  die  Schnitt- 
punkte (a,,  a\)  und  {b^,  h\)  der  Ebene  e«  mit  der  in  der  Hauptebene 
ri  liegenden  Parabel.  Die  Verticalprojectionen  a^  und  \  derselben 
erhält  man,  mit  Zuhilfenahme  der  Directrix  D,  als  die  Schnittpunkte 
der  Trace  eo  mit  der  durch  die  Scheiteltangente  Ta  und  den  Brenn- 
punkt F  gegebenen  Verticalprojection  der  obbezeichneten  Parabel. 
Die  Horizontalprojectionen  a\  und  b\  ,  welche  in  der  Horizontaltrace 
rih  liegen,  können  aus  den  Verticalprojectionen  a^  und  b^  unmittelbar 
abgeleitet  werden.  Da  die  Schnittellipse  {a^  fe^  c,  d^ ,  a\  b\  c\  d\)  der 
Ebene  e  mit  der  Horizontalspur  {a'b'&d')  ähnlich  gelegen  ist,  und 
ihr  Mittelpunkt  (ö,  o')  auf  der  Achse  (Z,  Z')  liegt,  so  ist  deren  Hori- 
zontalprojection  {0'\b\c\d\)  concentrisch  und  ähnlich  gelegen  mit 
der  Ellipse  {a'b'&d').  Es  ergibt  sich  daher  die  kleine  Achse  c\d\ 
derselben  einfach  vermittelst  der  Parallelen  a\c\  und  a'c';  b\d\ 
und  b'd*. 

Nachdem  der  zu  bestimmende  Punkt  {p,  p*)  auf  der- Schnitt- 
ellipse der  Ebene  e  mit  dem  Paraboloide  liegen  muss,  so  erhalten 
wir  dessen  Horizontalprojection  im  Schnitte  der  durch  p  senkrecht 
zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  l  mit  der  Horizontalprojection 
{a\b\c\d\)  der  genannten  Ellipse.  Da  ferner  die  Gerade  l  die 
Ellipse  {a'b^&d')  in  zwei  Punkten  ^'  und  p\  schneidet,  welche  gegen 
die  Trace  rih  symmetrisch  liegen,  so  folgt,  dass  auch  der  gegebenen 
Verticalprojection  p  zwei  Punkte  (^,  i?')  und  {p,  p\)  des  Paraboloides 
entsprechen,  welche  eine  in  Bezug  auf  die  Hauptebene  ri  symme- 
trische Lage  haben. 

§.  691. 

306.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  vertical-projicierenden 
Ebene  mit  einem  elliptischen  Paraboloide  zu  construieren. 

Die  schneidende,  vertical-projicierende  Ebene  sei  E^Eh  (Taf.XXXX, 
Fig.  269).  Da  E^Eh  auch  auf  der  Hauptebene  ri  senkrecht  steht,  so 
ist  deren  Schnitt  mit  dem  Paraboloide  gegen  diese  Hauptebene  sym- 
metrisch, oder  mit  anderen  Worten:  die  Schnittgerade  (s,  s')  der 
Ebene  E^En  mit  der  Hauptebene  ri  ist  eine  Achse  des  Schnittes. 
Die  Achsenendpunkte  sind  die  Schnittpunkte  (m,  m')  und  {n,  n') 
mit  der  in  der  Ebene  ri  liegenden  Hauptparabel. 
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Die  Verticalprojectionen  m  und  n  dieser  SchüittpuDkte  kann  mau 
als  gemeinsame  Punkte  der  Geraden  s  mit  der  durch  den  Scheitel  Ä 
und  den  Brennpunkt  F  gegebenen  Parabel  (nach  der  in  Aufgabe  206) 
auseinandergesetzten  Methode)  construieren.  Die  Horizontalprojectionen 
m'  und  n\  welche  sich  in  der  Geraden  s'  vorfinden,  können  unmittelbar 
aus  den  Punkten  m  und  n  abgeleitet  werden. 

Halbiert  man  die  Achse  {mn,m'n*)  im  Punkte  (0,0'),  so  erhält 
man  den  Mittelpunkt  der  Schnittellipse.  Die  durch  (0,0')  gehende,  zu 
{mn,m*n')  in  der  Ebene  E^En  senkrecht  gezogene,  mithin  vertical- 
projicierende  Gerade  stellt  die  zweite  Achse  der  Schnittellipse  dar. 
Die  Endpunkte  (2),p')  iiiid  (^?0  derselben  bestimmt  man,  ähnlich  dem 
Vorgänge  in  der  vorausgeschickten  Aufgabe,  als  jene  Punkte  des  Para- 
boloides,  deren  Verticalprojectionen  p  und  r  mit  0  zusammenfallen. 

Die  letztere  Construction  ist  übrigens  entbehrlich  und  kann  für 
die  Folge  umgangen  werden,  da  wir  sogleich  nachweisen  werden,  dass 
die  Horizonialprojection  (m'n',^'r')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
der  Ellipse  (a'h^&d^)  sei. 

Vorerst  wollen  wir  jedoch  noch  nachstehende  allgemeine  Aufgabe 
behandeln. 

§.  692. 

307.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  elliptischen  Paraboloides 
mit  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  E„Eh  zu  construieren. 

Nehmen  wir  die  zur  verticalen  Projectiönsebene  parallele  Haupt- 
ebene ri  des  Paraboloides  als  Affinitätsebene  an,  und  setzen  wir  weiters 
voraus ,  die  Affinitätsstrahlen  seien  in  Bezug  auf  diese  Ebene  senk- 
recht, also  vertical-projicierend.  Wählen  wir  ferner  den  Modul 
der  Affinität  derart,  dass  sich  die  Ellipse  (a'&',  &d')  (Taf.  XXXX, 
Fig.  270),  welche  die  Horizontalspur  des  Paraboloides  darstellt,  affin 
in  den  über  ihrer  Achse  a'6'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  K^^ 
transformiert. 

Unter  diesen  Verhältnissen  werden  sich  auch  alle  zur  horizontalen 
Projectiönsebene  parallelen,  sowie  alle  mit  {a'b'.c'd')  ähnlich  gelegenen 
Ellipsenschnitte  des  Paraboloides  in  Kreise  transformieren,  oder  mit 
anderen  Worten:  das  elliptische  Paraboloid  wird  durch  diese 
affine  Transformation  in  ein  Eotationsparaboloid  über- 
gehen. Hierbei  bleibt  die  Achse  {Z,Z*)  auch  Achse  des  ßotations- 
paraboloides,  und  die  in  der  Hauptebene  (Affinitätsebene)  ri  liegende 
Parabel  wird,  da  sie  bei  der  Transformation  unverändert  bleibt,  die 
Hauptmeridianparabel  des  Eotationsparaboloides  darstellen. 
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Denken  wir  uns  die  schneidende  Ebene  E^Eh  gleichzeitig  mit 
transformiert,  so  übergeht  dieselbe  in  eine  Ebene  E^^E^m  welche 
durch  die  Schnittgerade  (?,  V)  der  Ebene  J5t,  Eu  mit  der  Affinitäts- 
ebene 71  geht,  und  das  Eotationsparaboloid  in  einer  Ellipse  schneidet, 
welche  affin  jener  Ellipse  entsprechen  wird,  in  welcher  E^Eh  das  ellip- 
tische Paraboloid  schneidet. 

Auf  Grund  vorhergegangener  Untersuchungen  (Satz  343)  wissen  wir 
aber,dass  die  horizontale  Pro jection  eines  beliebigen  ebenen 
Schnittes  eines  Kotationsparaboloides ,  vorausgesetzt,  dass 
die  Achse  des  letzteren  horizontal -projicierend  ist,  ein  Kreis  sei; 
es  wird  also  auch  im  vorliegenden  Falle  die  horizontale  Projection 
der  transfot-mierten  Schnittellipse,  d.  i.  die  Horizontalprojection  jener 
Ellipse ,  in  welcher  das  (transformierte)  Rotationsellipsoid  von  der 
Ebene  E^vE"h  geschnitten  wird,  ein  Kreis  K'q  sein,  dessen  Radius  und 
Mittelpunkt  sich  auf  bereits  bekannte  Weise  (Aufgabe  213)  ergibt.  — 
Die  Verticalprojection  dieser  Schnittellipse  sei  K. 

Um  die  zu  bestimmende  Schnittellipse  zu  erhalten,  haben  wir 
nichts  anderes  zu  thun,  als  die  eben  construierte  Ellipse  (Z",  Z^'o)  affin 
zurückzutransformieren.  Hierbei  wird,  da  die  Affinitätsstrahlen  vertical- 
projicierend  sind,  die  verticale  Projection  K  der  Ellipse  (K,  K^q)  un- 
verändert bleiben. 

Selbstverständlich  würde  man  nunmehr  das  gewünschte  Resultat 
erreichen,  wenn  man  K  als  die  Verticalprojection  einer  in  der  ursprüng- 
lichen Ebene  Ev  Eh  liegenden  Ellipse  betrachten,  und  dann  ihre  Hori- 
zontalprojection jST'  ableiten  wollte.  Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  um  zu 
einem  bestimmten,  weiter  verwendbaren  R  e  s  ult  a  t  e  zu  ge- 
langen, die  Horizontalprojection  K^  der  gesuchten  Schnittcurve  auf 
anderem  Wege  zu  bestimmen. 

Die  besagte  Horizontalprojection  wird  sich  nämlich  unmittelbar 
ergeben,  wenn  man  den  Kreis  K^f^  affin  zurücktransformiert.  Da  bei 
dieser  Rücktransformation  gleichzeitig  der  Kreis  K^  in  die  Ellipse 
(a'l^c'd^)  übergeht,  so  wird  auch  der  Kreis  K'^  in  eine  Ellipse  K' 
überführt,  welche  der  Ellipse  (a'6',  c'd')  ähnlich  sein  muss. 

Letzteres  ist  leicht  folgendermaßen  nachzuweisen.  Denken  wir 
uns  zu  diesem  Behufe  zwei  beliebige  Kreise  in  irgend  einer  Ebene  in 
Bezug  auf  die  nämliche  Affinitätsachse,  dieselbe  Richtung  der  Affini- 
tätsstrahlen und  denselben  Affinitätsmodul  transformiert,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  wenn  man  in  dem  einen  Kreise  irgend  ein  Paar  recht- 
winkliger Durchmesser  und  in  dem  zweiten  Kreise  die  zu  diesen 
Durchmessern  parallelen  Durchmesser  annimmt,  diese  beiden  Paare 
von  rechtwinkligen  Durchmessern  sich  affin  in  zwei  Paare  paral- 
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leler,  conj  ugierter  Durchmesser  der  beiden,  den  Kreisen  affin 
entsprechenden  Ellipsen  transformieren  werden. 

Aus  der  beliebigen  Wahl  dieser  ßechtwinkelpaare  ist 
unschwer  zu  entnehmen,  dass/wenn  man  in  der  einen  Ellipse  ein  Paar 
conjugierter  Durchmesser  annimmt  und  zu  denselben  die  beiden 
parallelen  Durchmesser  der  zweiten  Ellipse  zieht,  diese  ebenfalls  con- 
jugierte  Durchmesser  der  letzteren  sein  müssen. 

Hieraus  folgt  aber  eben  dasjenige,  was  wir  nachzuweisen  hatten, 
dass  nämlich  die  beiden,  den  Kreisen  affin  entsprechenden 
Ellipsen  ähnlich  und  ähnlich  liegend  seien. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  in  den  vorher  angestellten  Betrach- 
tungen bezüglich  der  Lage  der  das  elliptische  Paraboloid  schneidenden 
Ebene,  außer  der  Annahme,  dass  dieselbe  zur  Achse  (Z,  Z')  des  Para- 
boloides  nicht  parallel  sei  (in  welchem  Falle  die  horizontale  Projec- 
tion  ihres  Schnittes  mit  dem  Paraboloide  eine  gerade  Linie  wäre), 
keine  besondere  Voraussetzung  gemacht  wurde,  so  gilt  das  eben  Ge- 
fundene für  jede  beliebige  Lage  der  schneidenden  Ebene  JE^Eu 
und  wir  erhalten  demnach  den  interessanten  Satz: 

388.  j^Ist  die  Achse  eines  elliptischen  Paraholoides  horizontal- 
projicierendy  so  sind  die  Horizontalprojectionen  aller  ebenen  Schnitte 
des  Paraholoides  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipsen^  deren  Achsen 
0U  den  Horwontaltracen  der  beiden  Hauptebenen  parallel  sind.^'' 

Auf  Grund  dieses  Satzes  werden  vielfältige  Conslructionen  be- 
trächtliche Vereinfachungen  erfahren. 

§.  693. 

308.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  elliptischen 
Paraholoides  mit  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  zu  construieren. 

Legen  wir  durch  die  gegebene  Gerade  {g,  g^)  (Taf.  XXXX, 
Fig.  271)  eine  vertical-projicierende  Ebene  E^Ehy  so  ist  einleuchtend, 
dass  diese  Ebene  das  Paraboloid  in  einer  Ellipse  schneiden  wird, 
welche  die  Gerade  {g,  g*)  in  den  gesuchten  Punkten  treffen  muss. 

Die  eine  Achse  {mn^m^n')  dieser  Schnittellipse  kann  (in  Über- 
einstimmung mit  Aufgabe  306),  als  die  Sehne  der  in  der  Hauptebene 
ri  liegenden  Hauptparabel  bestimmt  werden. 

Da  mit  Zugrundelegung  des  letztaufgestellten  Satzes  die  Hori- 
zont alprojection  {m'n'y  p^r')  der  besagten  Ellipse  mit  der  Ellipse 
(a'6',  &d')  ähnlich  gelegen  ist,  so  erhalten  wir  die  kleine  Achse 
p'r^  derselben  vermittelst  der  beziehungsweise  zu  a'df'  und  &'c' paral- 
lelen Geraden  m'r'  und  n'p'. 
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Die  Horizontalprojectionen  P\  und  P'2  der  zu  bestimmenden 
Schnittpunkte  ergeben  sich  nun  offenbar  als  jene  Punkte,  welche  der 
Ellipse  (m't^',  pV)  und  der  Horizontalprojection  g'  der  gegebenen 
Geraden  gemeinschaftlich  sind.  Dieselben  können  mittelst  des  über 
der  Achse  m'^'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  Kq  direct  con- 
struiert  werden.  Aus  den  somit  festgestellten  horizontalen  Projectionen 
der  Schnittpunkte  lassen  sich  die  Verticalprojectionen  Pj  und  P^  auf 
g  unmittelbar  ableiten. 

§.  694. 

309,  Aufgabe.  Die  horizontale  Projection  eines  Punktes  auf 
dem  eUiptisclien  Paraboloide  liegt  als  gegeben  vor;  die  Verticalpro- 
jection  desselben  ist  zu  coustruieren. 

Oder  was  dasselbe  ist: 

Der  Schnittpunkt  des  Paraboloides  mit  ^einer  horizontal-pro- 
jicierenden  Geraden  ist  zu  bestimmen. 

Dass  in  diesem  Falle  wirklich  nur  ein  Punkt  existiert,  welcher 
der  Aufgabe  entspricht,  ist  leicht  einzusehen.  Das  Paraboloid  wird 
jedoch  als  Fläche  zweiten  Grades  von  einer  beliebigen  Geraden 
in  zwei  Punkten  geschnitten.  Ist  aber,  wie  im  vorliegenden  Falle, 
die  Gerade  zu  der  Achse  der  obgenannten  Fläche  parallel,  so  ist  der 
eine  Schnittpunkt  der  auf  dieser  Achse  liegende  unendlich 
ferne  Punkt  des  Paraboloides;  es  kann  mithin  nur  noch  ein  im 
endlichen  liegender  Schnittpunkt  vorhanden  sein.  ^ 

Denken  wir  uns  durch  die  gegebene  Horizontalprojection  P' 
(Taf.  XXXX,  Fig.  272)  und  durch  die  Horizontalprojection  Z'  der 
Achse  {Z,  Z*) ,  eine  Gerade  Pä  gezogen ,  so  repräsentiert  dieselbe  die 
Horizontaltrace  jener  horizontal-projicierenden  Ebene  P^Ph,  welche 
durch  den  zu  suchenden  Punkt  (P,  P')  und  durch  die  Achse  (Z,  Z') 
des  Paraboloides  geht. 

Diese  Ebene  P^Ph  schneidet  das  elliptische  Paraboloid  in  einer 
Parabel,  deren  Achse  mit  der  des  Paraboloides,  d.  i.  mit  (Z,  Z') 
zusammenfällt,  und  deren  Scheitel  mit  jenem  (^,  A')  des  Paraboloides 
identisch  ist. 

Bestimmen  wir  ferner  'die  Schnittpunkte  m*  und  n*  der  Hori- 
zontaltrace Pä  mit  der  Ellipse  (a'&',  &d%  so  repräsentieren  diese  die 
Horizontalprojectionen  zweier  in  der  Grundebene  liegenden  Punkte 
(m,  m')  und  (n,  ^')  der  der  Ebene  P«  Pä  angehörenden  Schnittparabel. 
Diese  Parabel  (27,  Z")  ist  mithin  durch  ihre  Achse  (Z,  Z')  ,  ihren 
Scheitel  (^,  J.')  und  einen  Punkt  {m^m')  oder  {n^  n)  bestimmt.   Die- 
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selbe  wird  die  durch  die  gegebene  Horizontalprojection  P'  gehende 
horizantal-projicierende  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  (P,  P')  treffen. 

Um  daher  dieVerticalprojection  P  des  verlangten  Punktes  (P,P') 
zu  finden,  haben  wir  nichts  anderes  zu  thun  als  den  Schnittpunkt 
der  durch  P'  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  mit  der 
Verticalprojection  2  der  Schnittparabel  (27,  Z^),  d.  i.  mit  jener  Parabel 
U  aufzusuchen,  welche  durch  die  Achse  Z^  den  Scheitel  Ä  und  den 
Punkt  m  gegeben  ist. 

Behufs  Durchführung  dieser  Construction  ermitteln  wir  vorerst 
den  Brennpunkt  F^  der  Parabel  27,  indem  wir  von  einer  bekannten 
Eigenschaft  der  Parabel  Gebrauch  machen.  Ist  /w,  der  Fußpunkt  des 
von  m  auf  die  Achse  Z  gefällten  Perpendikels  ,  und  schneidet  die 
Tangente  t  der  Parabel  im  Punkte  m  die  Achse  Z  in  a,  und  die 
Scheiteltangete  T^  dagegen  im  Punkte  q,  so  ist  bekanntlich  J.a=:J.ft^ 
also  auch  qA  =  ^m^. 

Wir  erhalten  demnach  den  Punkt  q  als  den  Schnittpunkt  der  Schei- 
teltangente Ta  mit  dem  durch  den  Mittelpunkt  w  von  m^  auf  die- 
selbe gefällten  Perpendikel.  Es  repräsentiert  sodann  qm  die  Tangente 
der  Parabel  2  im  Punkte  m.  Die  Senkrechte  aus  dem  Punkte  q  auf 
Q  m  trifft  nun  bekanntlich  die  Achse  Z  in  dem  Brennpunkte  P\  dieser 
ParabeL 

Weiters  ist  nunmehr  auch  deren  Directrix  D^  leicht  zu  con- 
struieren.  Die  letztere  wird  von  der  zur  Grundlinie  senkrechten, 
durch  P'  gehenden  Geraden  im  Punkte  %  getroffen.  Errichtet  man 
im  Punkte  o,  welcher  die  Strecke  :np  P\  halbiert  (also  im  Schnittpunkte 
der  Geraden  7tF^  mit  der  Scheiteltangente  Ta)  eine  Senkrechte  auf 
F^%^  so  trifft  dieselbe  die  Gerade  F'tc  in  einem  Punkte  P  derart, 
dass  Ftc  =  PF^  wird. 

Dieser  Punkt  P  gehört  sonach  der  Parabel  27  an,  ist  daher,  den 
gepflogenen  Erörterungen  gemäß,  die  Verticalprojection  des  gesuchten 
Punktes,  d.  i.  die  Verticalprojection  jenes  Punktes,  des  Parabo- 
loides ,  dessen  Horizontalprojection  mit  dem  gegebenen  Punkte  P' 
zusammenfällt. 

§.  695. 

Die  Bestimmung  des  Brennpunktes  P,  und  überhaupt  die  Be- 
stimmung der  Parabel  (27,  27')  kann  man  übrigens  gänzlich  umgehen, 
indem  man  die  letztere  in  eine  zur  Bildebene  (verticale  Projections- 
ebene)  parallele  Hauptparabel  transformiert. 

Zur  Erreichung  obigen  Zweckes  möge  folgende  Betrachtung  dienen. 
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Führen  wir  durch  P  und  Z'  (Taf.  XXXX,  Fig.  273)  die  Gerade  Pa, 
so  wird  dieselbe  die  Horizontaltrace  einer  horizontal-projicierenden  durch 
den  zu  suchenden  Punkt  (P,  P')  und  die  Achse  (Z,  Z*)  des  Para- 
boloides  gehenden  Ebene  V^Th  repräsentieren. 

Die  bezeichnete  Ebene  schneidet,  wie  wir  im  vorhergehenden 
gesehen  haben,  das  Paraboloid  in  einer  Parabel  (27,  2J'),  deren  Achse 
{ZyZ'),  deren  Scheitel  [A,  A')  ist,  und  welche  durch  jene  beiden 
Punkte  {m,  m')  und  (l^,  w')  geht,  die  sich  als  Schnittpunkte  der  Ebene 
P^Fh  oder  beziehungsweise  ihrer  Horizontaltrace  P^  mit  der  Hori- 
zontalspur (a'&',  c'd^)  des  Paraboloides  ergeben. 

Durch  diese  Parabel  (27,  Z')  und  durch  die  in  der  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  ri  befindlichen  Hauptparabel, 
kann  man  (nach  Satz  451,  Band  II),  jederzeit  zwei  Kegelflächen  zweiten 
Grades  legen.  Es  lässt  sich  diesbezüglich  unschwer  nachweisen,  dass 
die  eine  dieser  Flächen,  im  vorliegenden  Falle,  insbesondere  eine  Cy- 
linderfläche  sei. 

Denken  wir  uns  nämlich  das  Paraboloid  durch  eine  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallele  Ebene  e^  geschnitten,  so  ist  die  so 
entstandene  Schnittfigur  eine  mit  der  Ellipse  (a'h\&d*)  ähnlich  ge- 
legene Ellipse  (ö^, &i,  CjC^i;  a^^'b\,  G\d\),  welche  die  Ebene  P^Pä,  also 
auch  die  in  derselben  liegende  Parabel  (27, 27')  in  den  beiden  Punkten 
(m,,m'j)  und  {n^,n\)  schneidet. 

Die  Horizontalprojection  {a\i\,c\d\)  dieser  Ellipse  ist  con- 
centrisch  und  ähnlich  gelegen  mit  der  Ellipse  (a'&',  c'd').  Die 
Punkte  m'  und  m\ ,  ebenso  n'  und  n\  sind ,  da  sie  auf  einem  durch 
den  Ähnlichkeitspunkt  (gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  beider 
Ellipsen)  gehenden  Strahle  P^  liegen,  gleichfalls  ähnlich  gelegen.  Die 
GerdLienm'a%n'b',m\a\,n\h\  sind  infolge  dessen  untereinander  parallel 
und  müssen  somit  auch  die  Geraden  im  Kaume  {ma.m'a'y,  (nh.nh'); 
{m^a^,m\a\)  und  {n^i^,n\h\)  eine  untereinander  parallele  Lage  besitzen. 
Ein  Gleiches  gilt,  aus  denselben  Gründen ,  auch  für  jede  andere  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  eo. 

Diesen  Erörterungen  ist  sofort  zu  entnehmen,  dass  die  Parabel 
(27, 2J)  und  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Hauptparabel 
auf  einem  Cylinder  liegen,  dessen  Erzeugenden  jene  horizontalen  Ge- 
raden sind,  welche  zu  den  geradlinigen  Verbindungslinien  der  Punkte 
(a,a')  und  (m,m')  [oder  (6,&')  und  (^,n')]  parallel  laufen. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  und  der  daraus  folgenden  Eigen- 
schaft lässt  sich  die  frühere  Aufgabe  auch  in  nachstehender  Weise 
lösen. 
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Man  legt  durch  den  zu  suchenden  Punkt  (P,  P')  und  durch  die 
Achse  (Z,  ZJ  die  Ebene  P^Ph,  Die  Horizontaltrace  P^  (welche  durch 
P'  geht)  dieser  Ebene  schneidet  die  Ellipse  (a'l\c'd')  in  den  beiden, 
durch  Zuhilfenahme  des  über  a'6'  beschriebenen  Affinkreises  K^,  leicht 
zu  construierenden  Punkten  {m,m^)  und  {n,n'). 

Die  horizontale  Gerade  {ma.m'a')  oder  (nh.n'h^)  bestimmt  so- 
dann die  Richtung  des  schief-projicierenden  Strahles,  vermittelst  dessen 
die  Parabel  (i:,2J%  in  der  die  Ebene  P.P^  das  Paraboloid  schneidet, 
in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Hauptparabel  proji- 
ciert  wird.  Hierbei  projiciert  sich  der  zu  bestimmende  Punkt  (P,  P') 
ebenfalls  in  einen  Punkt  (P„,  P'^)  der  Hauptparabel,  dessen  Horizontal- 
projection  Pq  im  Schnitte  der  Trace  rih  mit  der  durch  P'  zu  m'a' 
parallel  gezogenen  Geraden  P' P'^,  erhalten  wird. 

Die  Verticalprojection  P^  dieses  Punktes  ergibt  sich  sofort,  in- 
dem man  von  dem  Brennpunkte  F^  und  der  Directrix  D  Gebrauch 
macht,  als  Schnittpunkt  der  Hauptparabel  (eigentlich  ihrer  verticalen 
Projection)  mit  der  durch  P'„  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen 
Geraden. 

Projiciert  man  weiters  den  Punkt  (Po,P'o)  in  die  Ebene  P.P^ 
nach  (P,P')  zurück,  so  erhält  man  unmittelbar  den  gesuchten  Punkt. 
Von  diesem  Principe  kann  man  häufig,  wie  auch  aus  nachfolgenden 
Aufgaben  hervorgehen  wird,  mit  Vortheil  Gebrauch  machen. 

§.  69G. 

310.  Aufgabe.  Es  ist  die  Tangentialebene  eines  elliptischen 
Paraboloides  in  einem  gegebenen  Punkte  der  Fläche  zu  construieren. 

Die  gegebene  Verticalprojection  des  Punktes  sei  P  (Taf.  XXXX, 
Eig.  274).  Indem  wir  diesfalls  die  Horizontalprojection  P'  des  Punktes 
(P,  P')  (nach  der  in  Aufgabe  305)  besprochenen  Methode)  bestimmen, 
wollen  wir  gleichzeitig  auch  zur  Construction  der  geforderten  Tangential- 
ebene das  eben  entwickelte  Princip  benützen. 

Um  überflüssige  Wiederholungen  zu  vermeiden,  sei  vorausgesetzt, 
dass  die  Horizontalprojection  P'  des  Punktes  P  bereits  gefunden  sei. 
Dieselbe  liegt  auf  der  Horizontalprojection  {a\h\,c\d\)  jener  Ellipse 
{a^\yC^d^',a\h\,c\d\),  in  welcher  die  durch  (P,  P')  gehende  Ebene  e, 
das  Paraboloid  schneidet. 

Behufs  Bestimmung  der  Tangentialebene  des  Paraboloides  im 
Punkte  (P,  P')  haben  wir  zwei  Tangenten  des  Paraboloides  in  dem 
betreffenden  Punkte  {P,P')  zu  construieren. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  ^/» 
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Die  eine  (^,,  t\)  derselben  ergibt  sich  mit  Leichtigkeit  als  die 
Tangente  der  Ellipse  (a^h^.c^d^; a\h\,c\  d\)  im  Punkte  {PyF'). 

Als  zweite  Tangente  bestimmen  wir  jene  Tangente  (t^,  i'^  der 
Parabel  (2;,  2;')  im  Punkte  {P,P'),  in  welcher  die  durch  {P,P')  und 
{Z,Z^)  gehende  Ebene  P^Ph  das  Paraboloid  schneidet.  Da  (ZyZ^)  die 
Achse  und  (A,  J.')  der  Scheitel  dieser  Parabel  ist,  so  finden  wir,  nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel,  den  Punkt  {x,  x%  in  welchem 
die  zu  suchende  Tangente  (-^2,  t'^  die  Achse  schneidet,  wenn  wir  vom 
Punkte  A  aus  die  Strecke  Ax  =i  A^i  auftragen.  Hierbei  repräsentiert 
IIb  den  Schnittpunkt  der  Ebene  e,  mit  der  Achse  {Z,  Z*).  Die  ver- 
langte Tangente  {t^,  P^  ist  sodann  durch  die  Verbindungsgerade 
(Px.P'x')  dargestellt. 

Legen  wir  schließlich  durch  die  beiden  Tangenten  (i^^  t\  und 
(t^,t'^)  die  Ebene  T^Tä,  so  stellt  diese  bereits  die  gesuchte  Tan- 
gentialebene T  dar. 

Nebenbei  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  die  Horizontaltrace  Th  der 
Trace  Ph   in  Bezug  auf  die  Ellipse  {a'l',&d')  conjugiert  sei. 

§.  697. 

311.  Aufgabe.  Die  Berührungscurve  eines  elliptischen  Parabo- 
loides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Kegel  ist  unter  der  Vor- 
aussetzung zu  construieren ,  dass  der  Kegelscheitel  ein  Punkt  der 
Achse  des  Paraboloides  sei. 

Der  auf  der  Achse  (Z,  Z')  gegebene  Kegelscheitel  sei  (P,  P') 
(Taf.  XXXX,  Fig.  275).  Da  die  Ebene  der  Berührungscurve  gleich- 
zeitig auch  die  Polarebene  des  Punktes  (P,  P')  in  Bezug  auf  das 
Paraboloid  darstellt  und  dieser  Punkt  auf  der  Achse  (Z,  Z')  liegt,  so 
wird  die  besagte  Ebene  auf  der  Achse  (Z,  Z')  senkrecht  stehen  und 
dieselbe  in  einem  Punkte  (^,  t^')  schneiden ,  welcher  zu  dem  Punkte 
iP^P')  und  den  beiden  Schnittpunkten  der  Achse  mit  dem  Parabo- 
loide  harmonisch  liegt. 

Nachdem  aber  der  eine  dieser  letztbezeichneten  zwei  Punkte  der 
unendlich  ferne  Punkt  der  Achse  und  der  zweite  der  Scheitel  (A,  A') 
des  Paraboloides  ist,  so  folgt,  dass  (A,  A')  in  der  Mitte  zwischen 
(P,  P')  und  (n,  n')  liegen  müsse,  dass  also  der  Punkt  (n,  n'),  als 
der  zu  (P,  P')  in  Bezug  auf  {A,  A')  symmetrische  Punkt  auf  der 
Achse  (Z,  Z')  erhalten  wird. 

Legt  man  durch  {n,  n*)  die  zur  Achse  (Z,  Z)  senkrechte,  also 
zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  P,,  so  repräsentiert 
diese  letztere  bereits  die  Ebene  der  zu  bestimmenden  Berüh- 
rungscurve. 
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Die  Berührungscurve  selbst  ergibt  sich  als  der  Schnitt  des  Para- 
boloides  mit  der  Ebene  B^.  Die  horizontale  Projection  der  genannten 
Curve  ist  eine  mit  d,er  Spurellipse  {a'h^&d')  des  Paraboloides  con- 
centrische  und  ähnlich  gelegene  Ellipse  (a\i\,  c^^d\). 

Liegt  der  Punkt  (F,F*)  innerhalb  des  Paraboloides 
auf  der  Achse  (Z,  Z%  so  ist  zwar  die  Berührungscurve  ima- 
ginär, ihre  Ebene  aber,  als  Polarebene  des  Punktes  (P,  F')  reell. 
Dieselbe  steht  selbstverständlich  wieder  auf  der  Achse  (Z,  Z')  senk- 
recht und  muss  diese  die  letztere,  infolge  der  harmonischen  Theilung 
auf  dem  Strahle  (Z,  Z'),  in  einem  außerhalb  des  Paraboloides  liegen- 
den Punkte  (n,  w')  treffen ,  welcher  mit  dem  Punkte  (P,  P')  (Pol), 
in  Bezug  auf  den  Scheitel  (Ä,  Ä^)  des  Paraboloides,  symmetrisch 
liegt.  Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  auch  die  Construction  der 
vorgenannten  Polarebene. 

§.  698. 

312.  Aufgabe.  Die  Berührungscurve  eines  elliptischen  Parabo- 
loides mit  einem  demselben  umschriebenen  Kegel  ist  unter  der  Vor- 
aussetzung zu  construieren,  dass  der  Kegelscheitel  in  einer  Haupt- 
ebene liegt. 

Den  gegebenen  Scheitel  (P,  P')  (Taf.  XXXXI,  Fig.  276)  nehmen 
wir  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  rj  an. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  wird  diesfalls,  als  Polarebene 
eines  in  der  Hauptebene  r;  liegenden  Punktes  (P,  P')  auf  dieser  Haupt- 
ebene senkrecht  stehen,  also  eine  vertical-projicierende  Ebene  reprä- 
sentieren. Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  ihr  Schnitt  mit  der  Haupt- 
ebene ri  eine  Achse  der  Berührungscurve  sei. 

Die  Endpunkte  der  besagten  Achse  sind  leicht  zu  construieren. 
Dieselben  stellen  die  beiden  in  der  Hauptebene  rj  liegenden  Punkte 
der  Berührungscurve,  dar  und  können  mithin  nur  die  Berührungspunkte 
der  von  (P,  P)  aus  an  die  in  der  Ebene  rj  liegende  Hauptparabel 
geführten  Tangenten  sein. 

Die  Verticalprojectionen  m  und  n  derselben  sind  die  Berührungs- 
punkte der  von  P  aus  an  die  Parabel  {F,Ä)  (Projection  jener  Haupt- 
parabel) gezogenen  Tangenten  ^j  und  t^^  welche  nach  der  in  Auf- 
gabe 207)  besprochenen  Methode  construiert  werden  können. 

Die  Horizontalprojectionen  m'  und  n'  liegen  selbstverständlich 
in  der  Horizontaltrace  rjh  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Hauptebene. 

Die  durch  die  Punkte  (m,  m')  und  {n,  n')  gehende  vertical-pro- 
jicierende Ebene  JB^Bh  ist  die  Ebene  der  gesuchten  Berührungscurve. 

46* 
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Die  Verticaltrace  Bv  derselben  fällt,  als  projicierende  Ebene,  mit  der 
verticalen  Projection  mn  der  Geraden  {mn,  m'n')  zusammen. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  der  Schnitt  der  Ebene  J5i;J?ä 
mit  dem  Paraboloide.  Dieselbe  kann,  da  eine  Achse  {mn,  m^n^)  der- 
selben bereits  bekannt  ist,  leicht  construiert  werden.  Nachdem  näm- 
lich die  Horizontalprojection  der  Berührungscurve  mit  der  Ellipse 
(a'6',  &d^)  ähnlich  und  ähnlieh  gelegen  ist,  so  lässt  sich  die  Horizontal- 
projection ihrer  zweiten  Achse  unmittelbar  aus  der  Horizontalprojection 
m'l^'  der  ersten  Achse  ableiten. 

Liegt  der  Punkt  (T,F^)  innerhalb  des  Paraboloides  auf 
der  Hauptebene  t?,  also  innerhalb  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Haupt- 
parabel, so  kann  aus  demselben  dem  Paraboloid  kein  reeller  Kegel 
umschrieben  werden.  Die  Ebene  der  Berührungscurve,  aufgefasst  als 
die  Polarebene  des  Punktes  (P,  P'),  ist  aber  reell.  Dieselbe  steht 
wieder  auf  der  Hauptebene  ri  senkrecht  und  geht  (nach  Satz  399, 
Band  II)  durch  die  Polare  des  Punktes  (P,  P')  in  Bezug  auf  die  in 
der  Hauptebene  ri  liegenden  Parabel,  was  für  deren  Construction  voll- 
kommen hinreichend  ist. 

§.  699. 

SIB.  Aufgabe,  Es  ist  die  Berührungscurve  eines  elliptischen 
Paraboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Kegel  unter  der 
Voraussetzung  zu  construieren,  dass  der  Kegelscheitel  eine  allgemeine 
Lage  im  Räume  besitze. 

Der  gegebene  Kegelscheitel  ist  durch  seine  Projectionen  P  und 
P'  (Taf.  XXXXI,  Fig.  277)  dargestellt. 

Die  Berührungscurve  wird  bestimmt  sein,  sobald  man  drei  ihrer 
Punkte  kennt.  Besagte  Curve  wird  nämlich  durch  den  Schnitt  des 
Paraboloides  mit  der  durch  diese  drei  Punkte  gelegten  Ebene  dar- 
gestellt   erscheinen. 

Es  können,  wie  wir  wissen,  vier  Punkte  der  Berührungs- 
curve auf  höchst  einfachem  Wege  gefunden  werden.  Vor  allem  ist 
bekannt,  dass  die  Berührebenen  des  Paraboloides  in  den  Punkten 
jener  Hauptparabel,  welche  iii  der  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Hauptebene  i?  liegt,  zur  Ebene  ri  senkrecht  stehen,  also 
vertical-projicierend  sind  ,  und  dass  ihre  Verticaltracen  die  Tangenten 
an  die  Verticalprojection  {F,  A)  dieser  Parabel  seien. 

Führen  wir  daher  zunächst  durch  die  Verticalprojection  P  des 
gegebenen  Punktes  an  die  Parabel  {F,  A)  die  Tangenten  t^  und  t^, 
deren  Berührungspunkte  m  und  n  sein  mögen  (Construction  nach  Auf- 
gabe 207),  so  repräsentieren  t^^  und  t^  die  Verticaltracen  zweier  dijrch 


725 

den  Punkt  (P,  P')  gehenden ,  vertical-projicierenden  Tangentialebenen 
des  Paraboloides,  während  die  Punkte  m  und  n  die  Verticalprojectionen 
der  in  der  Ebene  ri  liegenden  Berührungspunkte  {m,  m')  und  {n^  n') 
dieser  Tangentialebenen  darstellen.  Es  sind  somit  {m^m')  und  {n^n') 
zwei  Punkte  der  Berührungscurve. 

Legen  wir  ferner  durch  die  Achse  {Z,  Z')  des  Paraboloides  und 
durch  den  gegebenen  Punkfc  (P,  P')  die  horizontal-projicierende  Ebene 
FvFh*  Dieselbe  schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Parabel  (^,  2/'), 
deren  Achse  ebenfalls  (Z,  Z')^  deren  Scheitel  {A,  J.')  ist  und  welche 
durch  jene  beiden  Punkte  (a^  a\)  und  (b^,'b\)  geht,  in  welchen  die 
Horizontaltrace  Fh  die  Horizontalspur  (a'ft',  c'd')  des  Paraboloides 
schneidet.  Führen  wir  an  diese  Parabel  (27,  2")  vom  Punkte  (P,  P') 
aus  Tangenten,  so  werden  deren  Berührungspunkte  gleichfalls  der 
Berührungscurve  angehören. 

Um  dieselben  zu  construieren,  projicieren  wir  vermittelst  der  zu 
(aa^,  a^a\)  parallelen  Strahlen  die  Parabel  (27,  2J')  in  die  Hauptparabel, 
(welche  in  der  Ebene  ri  liegt)  und  gleichzeitig  auch  den  Punkt  (JP^F') 
in  den  Punkt  (P^,,  P'o)  der  Hauptebene  ri.  Ziehen  wir  sodann  von 
Pj,  aus  die  Tangenten  r"j  und  t%  an  die  Verticalprojection  {F,  A)  der 
Hauptparabel  und  projicieren  wir  die  Berührungspunkte  r^  und  s^  der- 
selben^ oder  noch  einfacher  die  Verbindungsgerade  g^^  von  r^^  und  s^ 
in  die  Ebene  FvFu  nach  {r.r')  und  (s,  ^')?  beziehungsweise  (^,  ^') 
zurück,  so  repräsentieren  (r,r')  und  (s,  s'),  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen gemäß,  zwei  weitere  Punkte  der  gesuchten  Berührungscurve, 
und  (g^g*)  als  Verbindungsgerade  derselben,  eine  in  der  Ebene  der 
Berührungscurve  liegende  Gerade. 

Legt  man  daher  durch  die  beiden  Geraden  {mn,  m^n*)  und 
{rs,r*s')  =  {g^g^)  die  Ebene  B^Bh^  so  ist  diese  letztere  die  Ebene 
der  gesuchten  Berührungscurve. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  der  Schnitt  des  Paraboloides  mit 
der  Ebene  B^Bh  und  kann  auf  eine  besondere  Art  leicht  vermittelst 
dreier  der  vier  bekannten  Punkte  construiert  werden. 

Wir  wissen  nämlich  einerseits  (aus  Satz  388),  dass  die  horizon- 
tale Projection  K'  der  Berührungscurve  (als  die  eines  ebenen  Schnittes 
des  Paraboloides)  mit  der  Horizontalspur  (Ellipse)  (a'&'.  &  d')  des 
Paraboloides  ähnlich  gelegen  sein  muss,  und  dass  andererseits  diese 
Horizontalprojection  durch  die  vier  Punkte  m\  n\  r'  und  s'  gehen 
werde. 

Da  aber  drei  Punkte  von  diesen  vieren  sowohl  zur  Bestimmung 
der  Ebene  B^Bh  als  auch  der  Berührungscurve  {K,  K')  genügen,  so 
hat  man  bezüglich  der  Horizontalprojection  K'  folgende  Aufgabe  zu 
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lösen:  „Es  sind  eine  Ellipse  (a'6',  c'c^O  und  drei  Punkte  m', 
n'  und  s*  gegeben;  durch  letztere  ist  eine  Ellipse 
[(a')(b'),  (c'){d')]  zuführen,  welche  nait  der  ersteren  ähn- 
lich gelegen  ist." 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  benützen  wir  die  Eigenschaft ,  dass 
ähnlich  liegende  Geraden  stets  parallel  sind,  und  dass  in 
einem  von  zwei  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  ein  Paar  conjugierter 
Durchmesser  stets  zu  einem  Paare  conjugierter  Durchmesser  im 
anderen  Kegelschnitte  parallel  sei. 

Die  Sehne  m'n'  (Taf.  XXXXI,  Fig.  278)  des  zu  bestimmenden 
Kegelschnittes  liegt  in  der  Achse  a'l'  des  anderen. 

Zieht  man  demnach  durch  den  Mittelpunkt  co  von  m*  n'  eine 
parallele  Gerade  y  zur  Achse  c'd',  so  wird  dieselbe  offenbar  bereits  die 
eine  Achse  der  gesuchten  Ellipse  [{a'){})')y  {G'){d')]  repräsentieren. 

Verbinden  wir  ferner  die  Punkte  m'  und  s'  durch  eine  Gerade  6, 
und  suchen  wir  den  ihrer  Kichtung  conjugierten  Durchmesser  q^  der 
Ellipse  {a'h^G'd')  (mittelst  des  über  a'h'  beschriebenen  Affinkreises), 
so  wird  zu  demselben  auch  der  der  Richtung  6  conjugierte  Durch- 
messer Q  des  gesuchten  Kegelschnittes  parallel  sein,  und  erhalten  wir 
denselben  offenbar,  wenn  wir  durch  den  Mittelpunkt  a  der  Sehne  m's' 
die  Parallele  q  zu  pi  ziehen.  Die  letztere  Gerade  trifft  die  Achse  y 
bereits  in  dem  Mittelpunkte  o'  der  zu  bestimmenden  Ellipse. 

Führen  wir  durch  o'  die  Gerade  X  parallel  zu  a'&',  so  erhalten 
wir  auch  die  Lage  der  zweiten  Achse  der  zu  suchenden  Ellipse  be- 
stimmt. 

Um  endlich  die  Achsenendpunkte  zu  fixieren,  ziehen  wir  parallel 
zu  der  Geraden  o's'  die  Gerade  O's',,  deren  Schnittpunkt  s\  mit  der 
Ellipse  W  l\  C  d')  durch  Vermitteluug  des  Affinkreises  K^  bequem 
construierbar  ist.  Die  Punkte  s'  und  s\  sind  sodann  ähnlich  gelegene 
Punkte  beider  Ellipsen,  und  man  erhält  demzufolge  die  Achsenend- 
punkte (a'),  Q)'),  (c')  und  {d')  als  die  zu  a',  &',  &  und  d'  ähnlich 
liegenden  Punkte,  vermittelst  der  beziehungsweise  zu  s\  a\  s\  &',  s\  & 
und  s\d'  parallelen  Geraden  s'(a'),  s' (b')j  s' (C)  und  s' (o!'). 

Ist  auf  diese  Weise  die  Horizontalprojection  E'  =  [(a')  (b'),{&)  {d')] 
der  in  der  Ebene  Br,Bh  liegenden  Berührungscurve  festgestellt,  so 
unterliegt  es  auch  keinerlei  Schwierigkeit,  ein  Paar  conjugierter  Durch- 
messer ihrer  Verticalprojection  K  aus  dieser  Horizontalprojection  abzu- 
leiten. 

§.  700. 

314.  Aufgäbe.  Es  ist  die  Berührungscurve  eines  elliptischen 
Paraboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder  unter  der 
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Voraussetzung  zu  construieren,  dass  die  Erzeugenden  des  Cylinders 
auf  der  Achse  des  Paraboloides  senkrecht  stehen. 

Die  gegebene  zur  Achse  (Z,  Z')  des  Paraboloides  senkrechte, 
mithin  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Gerade,  welche  die 
Eichtung  der  Cylindererzeugenden  repräsentiert,  sei  {g,  g')  (Taf.  XXXX, 
Fig.  279). 

Die  Ebene  der  BerühruDgscurve  eines  Paraboloides  mit  einem, 
umschriebenen  Cjlinder  ist  (nach  Satz  428,  Band  II)  stets  eine  Durch- 
messerebene, und,  da  diese  zur  Achse  {Z,  Z^)  parallel  sein  muss,  so 
wird  die  besagte  Ebene  im  vorliegenden  Falle  [da  die  Achse  {Z,  Z') 
horizontal-projicierend  ist],  durch  eine  horizontal-projicierende  Ebene 
dargestellt  erscheinen.  Behufs  Construction  derselben  wird  mithin  die 
Kenntnis  zweier  ihrer  Punkte  vollkommen  ausreichen. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  der  geometrische  Ort  der 
Berührungspunkte  aller  parallel  zur  Geraden  (^,  g')  an  das  Paraboloid 
gelegten  Tangenten. 

Nachdem  die  Gerade  {g^g')zwv  horizontalen  Projectionsebene  parallel 
ist,  so  wird  die  durch  den  Scheitel  (J., ^')  des  Paraboloides  zu  ihr 
parallel  gezogene  Gerade  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  der  Scheitel- 
tangentialebene Ta  liegen,  und  mithin  eine  Tangente  des  Paraboloides 
im  Scheitel  {AyA')  desselben  repräsentieren.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  der  letztere  ein  Punkt  der  Berührungscurve  sein  werde,  dass  also 
diesfalls  die  Ebene  der  Berührungscurve  speciell  durch  die  Achse  {Z,  Z') 
des  Paraboloides  gehe. 

Denken  wir  uns  ferner  (mittelst  des  über  a*V  beschriebenen 
Affinitätskreises  ^J  parallel  zu  g*  an  die  Ellipse  (a'&',  c' 6?')  die  Tan- 
genten y\  und  y\  gezogen  und  deren  Berührungspunkte  m'  und  n' 
festgestellt.  Da  die  Ellipse  {a'b\c'd')  der  Schnitt  des  Paraboloides 
mit  der  horizontalen  Projectionsebene  ist,  so  sind  y\  und  y'^  zwei  in 
der  horizontalen  Projectionsebene  liegende,  zur  Geraden  (^,  g')  parallele 
Tangenten  des  Paraboloides,  und  mithin  die  Punkte  m'  und  n'  zwei 
in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegende  Punkte  der  gesuchten 
Berührungscurve. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  ist  mithin  jene  horizontal- 
projicierende  Ebene  B^  Bh^  deren  Horizontaltrace  ^^^  mit  dem  Durch- 
messer m'n^  der  Ellipse  a'h'&d'  zusammenfällt.  Die  Ebene  B^Bh 
enthält  selbstverständlich  die  Achse  (Z,  Z')  und  daher  auch  den 
Scheitel  des  Paraboloides. 

Die  Berührungscurve  selbst,  als  Schnitt  des  Paraboloides  mit 
dieser  Ebene,    ist  eine  Parabel,  welcher  als  Achse  die  Achse  (Z, ^') 
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des  Paraboloides,  als  Scheitel  (Ä.A')  jener  der  genannten  Fläche  ent- 
spricht und  überdies  durch  die  Punkte  (m,  m')  und  (n,  n')  der  hori- 
zontalen Projectionsebene  geht. 

Diese  Ergebnisse  oder  beziehungsweise  die  soeben  festgestellten 
Resultate  können  unter  anderem  auch  zu  einer  einfachen  Lösung  des 
nachstehenden  Problemes  verwendet  werden. 

§.  701. 

315.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  E,Eh  ist 
an  ein  elliptisches  Paraboloid  eine  Berührebene  zu  legen  und  deren 
Berührungspunkt  zu  construieren. 

In  der  vorausgeschickten  Theorie  der  Flächen  haben  wir  nach- 
gewiesen, dass  parallel  zu  einer  Ebene  an  ein  elliptisches  Paraboloid 
nur  eine  einzige  Tangentialebene  gelegt  werden  könne  (Satz  375).  Wir 
ermitteln  diesfalls  die  zur  Ebene  E,Eh  (Taf.  XXXXI,  Fig.  280) 
parallele  Berübrebene  und  deren  Berührungspunkt  in  nachstehender 
Weise. 

Zunächst  denken  wir  uns  dem  Paraboloide  parallel  zu  der  Hori- 
zontaltrace  Eh  einen  Cylinder  umschrieben  und  die  Ebene  B^  Bh  seiner 
Berührungscurve  (wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe)  bestimmt. 

Die  Berührungscurve  ist,  als  Schnitt  des  Paraboloides  mit  der 
Ebene  B^Bh,  eine  Parabel  (2:,Z'),  deren  Achse  {Z,Z%  deren  Scheitel 
(J.,  A')  ist,  und  welche  durch  die  Punkte  (m,  m')  und  {n,  n')  geht, 
in  welchen  die  Horizontaltrace  Bh  die  Horizontalspur  {a*h*,  &  d')  des 
Paraboloides  schneidet. 

An  diesen,  dem  Paraboloide  umschriebenen  Cylinder  kann,  da 
dessen  Erzeugenden  zur  Ebene  E^Eh  parallel  sind,  stets  eine  Berühr- 
ebene gelegt  werden,  welche  zu  der  obgenannten  Ebene  E^Eh  parallel 
läuft.  Besagte  Ebene  wird  aber  auch  das  Paraboloid  in  einem  Punkte 
berühren,  welcher  gleichzeitig  der  Berührungscurve  (2",  Z')  des  um- 
schriebenen Cylinders  angehört,  und  demnach  die  gesuchte  Tangential- 
ebene darstellen. 

Um  die  Construction  der  letztbezeichneten  Ebene  durchzuführen, 
wird  bloß  zu  berücksichtigen  sein,  dass  sie  die  Ebene  B^Bh  der 
Berührungscurve  {Z,  Z')  in  einer  Tangente  der  letzteren  schneiden 
müsse,  welche  zur  Schnittgeraden  (5,  s')  der  beiden  Ebenen  B^Bh  und 
E^Eh  parallel  sein  wird. 

Hiernach  haben  wir  bloß  an  die  Parabel  (Z,  Z'),  parallel  zur 
Geraden  (s,  6*'),  eine  Tangente  zu  ziehen.  Zu  diesem  Zwecke  proji- 
cieren  wir  die  genannte  Parabel,  mittelst  der  zur  Geraden  (ma,m'a') 
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parallelen  Strahlen,  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele 
Hauptparabel  (JP,  J.;  F',A'),  wobei  gleichzeitig  auch  die  Gerade  (s,  s') 
in  eine  Gerade  (s^,  s'^)  der  Ebene  t]  durch   Projection  überführt  wird. 

Zieht  man  demuach  auf  bekannte  Weise  (Aufgabe  208)  parallel 
zu  Sq  an  die  Parabel  (F,  Ä)  die  Tangente  t^^  und  ermittelt  deren 
Berührungspunkt  p^,  so  wird  man  durch  einfaches  Zurückprojicieren 
von  t^  und  p^  in  die  Ebene  B^  Bh  daselbst  die  gesuchte  Tangente  (t,  V) 
der  Parabel  (2;,  Z')  sowohl,  als  auch  deren  Berührungspunkt  {p,  p') 
erhalten. 

Legt  man  endlich  durch  (t,P)  parallel  zur  Woq^q  E^Eh  die 
Ebene  ToTh,  so  wird  diese  den  Cylinder  längs  der  durch  den  Punkt 
{p,  p')  gehenden  Erzeugenden  und  das  Paraboloid  im  Punkte  (p,  jp') 
selbst  berühren,  mithin  der  gestellten  Aufgabe  genügen. 

§.  702. 

Die  eben  gelöste  Aufgabe  schließt  noch  ein  anderes  Problem 
in  sich. 

Würde  es  sich  nämlich  zu  irgend  einem  Zwecke  darum  gehandelt 
haben,  den  der  Stellung  der  Ebene  E^Eh  conjugierten  Durchmesser 
des  Paraboloides  zu  construieren ,  so  hätte  man,  wie  eben  geschehen, 
nur  den  Berührungspunkt  (p,  p')  des  Paraboloides  mit  der  zur  Ebene 
EoEh  parallelen  Tangentialebene  zu  construieren. 

Die  durch  diesen  Berührungspunkt  gehende,  zur  Achse  (Z,  Z') 
des  Paraboloides  parallele,  also  horizontal-projicierende  Gerade  ist 
sodann  (dem  aufgestellten  Satze  435,  Band  II,  zufolge)  der  verlangte 
conjugierte  Durchmesser. 

Auf  dem  letztbezeichneten  Durchmesser  liegen  überdies  die 
Mittelpunkte  aller  zur  Ebene  E^Eh  parallelen  Schnitte  des  Parabo- 
loides. Die  horizontalen  Projectionen  aller  dieser  Schnitte  werden 
ähnliche,  ähnlich  gelegene  und  concentrische  Ellipsen  sein,  deren  ge- 
meinschaftlicher Mittelpunkt  durch  die  Horizontalprojection  p*  des 
Berührungspunktes  {p,  p*)  dargestellt  ist. 

§.   703. 

316.  Aufgabe.  Es  ist  der  Pol  einer  beliebigen  Ebene  EyEk  in 
Bezug  auf  ein  elliptisches  Paraboloid  zu  bestimmen. 

Man  kann  diesfalls  in  zweifacher  Weise  vorgehen,  um  zum  ge- 
wünschten Ziele  zu  gelangen. 
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Wir  wissen  nämlich,  dass  der  Pol  einer  Ebene  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiten  Grades  stets  auf  dem  der  Stellung  der  Ebene  con- 
jugierten  Durchmesser  liege  (Satz  407  und  431,  Band  JI). 

Construiert  man  daher,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  den 
verlangten  Durchmesser,  so  wird  der  zu  bestimmende  Pol  auf  dem- 
selben liegen  und  dessen  Horizontalprojection  sonach  mit  p^  (Taf.  XXXXI, 
Fig.  280)  zusammenfallen. 

Bestimmt  man  ferner  den  Schnittpunkt  (p^y  p\)  (Taf.  XXXXI, 
Fig.  281)  der  Achse  (Z,  Z')  mit  der  gegehenen  Ebene  E^Eh  und  con- 
struiert man,  wie  in  Aufgabe  311)  gezeigt  wurde,  die  Polarebene  p^v 
dieses  Punktes,  so  muss  auch  in  dieser  letzteren  (nach  ^Satz  406, 
Band  II)  der  gesuchte  Pol  liegen  und  wird  sich  demgemäß  als  der 
Schnittpunkt  (P,  P')  derselben  mit  dem  vorgenannten  Durchmesser 
ergeben. 

Man  kann  jedoch  auch  in  nachstehender  Weise  verfahren,  wobei 
sich  einige  Vereinfachungen  in  der  Construction  herausstellen. 

Wir  bestimmen  diesfalls  vor  allem  die  Schnittgerade  (s,  s')  der 
gegebenen  Ebene  E^Eh  mit  der  zur  verticalen  Projection  parallelen 
Hauptebene  rj.  Diese  Gerade  (s,  s')  trifft  die  Achse  (Z,  Z*)  des  Para- 
boloides  in  dem  Punkte  (^^,  p\). 

Ermitteln  wir  ferner,  wie  folgt,  den  Pol  der  Geraden  (5,  s')  in 
Bezug  auf  die  in  der  Hauptebene  ri  liegende,  durch  ihren  Scheitel 
(J.,  A')  und  durch  ihren  Brennpunkt  (P",  P')  gegebene  Hauptparabel. 

Ziehen  wir  zu  diesem  Behufe  vom  Brennpunkte  P  aus  eine  senk- 
rechte Gerade  6  auf  die  Schnittgerade  s,  so  wird  dieselbe  die  Directrix 
D  in  einem  Punkte  a,  treffen,  während  die  durch  a^  parallel  zur  Achse 
Z  geführte  Gerade  p^^  die  Parabel  in  dem  Berührungspunkte  ^  der 
zu  8  parallelen  Tangente  t^  trifft,  und  somit  den  zur  Eichtung  s  con- 
jugierten  Durchmesser  der  Parabel  repräsentiert.  Auf  dem  letzteren 
wird  sodann,  wie  bekannt,  der  Pol  der  Geraden  s  liegen. 

Trägt  man  ferner  die  Strecke  An  =^  Ap^  auf  die  Achse  Z  auf, 
bestimmt  man  also  den  zu  p^  in  Bezug  auf  A  symmetrischen  Punkt 
n,  so  ist  die  Gerade  p\^  welche  durch  n  senkrecht  zur  Achse  Z  ge- 
zogen wird,  die  Polare  des  Punktes  Py^,  Auf  dieser  Polare  muss  nun 
ebenfalls  der  Pol  der  Geraden  s  liegen.  Derselbe  ergibt  sich  mithin 
als  der  Schnittpunkt  P  der  beiden  Geraden  jp^  und  p*^. 

Nach  Satz  413,  Band  II)  stellt  aber  P  gleichzeitig  auch  den 
Durchstoßpunkt  der  Hauptebene  ti  mit  der  Polare  der  Geraden  (s,  s') 
in  Bezug  auf  das  Paraboloid  dar.  Diese  Polare  muss  auf  der  Haupt- 
ebene 12  senkrecht  stehen,  da  die  Gerade  (s,  s')  in  derselben  liegt.  Wir 
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erhalten  dieselbe  somit  als  die  durch  P  gehende  vertical-projicierende 
Gerade. 

Auf  dieser  Polare  wird  sich  ferner  (nach  Satz  407,  Band  II) 
auch  der  gesuchte  Pol  der  Ebene  E^Eh  vorfinden  müssen,  da  die 
Ebene  E^ Eh  durch,  die  Gerade  (s,  s')  geht. 

Bestimmen  wir  endlich  die  der  Kichtung  der  Horizontaltrace  Eh 
conjugierte  Durchmesserebene  JB„Bh  des  Paraboloides  (in  Überein- 
stimmung mit  der  vorhergehenden  Aufgabe),  so  muss  der  gesuchte  Pol 
auch  in  dieser  Ebene  liegen,  nachdem  derselbe,  wie  früher  gezeigt 
wurde,  auf  dem  der  Ebene  E„Eh  conjugierten ,  in  der  Ebene  B^Bh 
liegenden  Durchmesser  sich  befindet. 

Die  Horizontalprojection  P'  des  gesuchten  Poles  ergibt  sich  daher 
im  Schnitte  der  Horizontaltrace  Bh  mit  der  durch  P  senkrecht  zur 
Grundlinie  gezogenen  Geraden.  Hiernach  ist  der  Pol  der  Ebene  E^  Eh 
durch  seine  Projectionen  P  und  P'  dargestellt. 

§•  704. 

317.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines 
einem  elliptischen  Paraboloide  umschriebenen  Cylinders  unter  der 
Voraussetzung  zu  construieren,  dass  die  Erzeugenden  des  Cylinders 
zu  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  parallel  seien. 

Die  gegebene  Gerade,  zu  welcher  die  Erzeugenden  des  dem 
Paraboloide  umschriebenpu  Cylinders  parallel  sein  sollen,  sei  (g,  g') 
(Taf.  XXXXI,  Fig.  282). 

Wie  aus  der  entwickelten  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades 
bekannt,  wird  diesfalls  die  Ebene  der  Berührungscurve  eine 
Durchmesserebene,  also  eine  horizontal-projicierende  Ebene  sein 
müssen. 

Es  wird  daher,  um  besagte  Ebene  zu  construieren,  genügen,  zwei 
Punkte  derselben  zu  kennen. 

Führen  wir  an  die  Parabel,  welche  durch  A  als  Scheitel  und  F 
als  Brennpunkt  gegeben  ist  und  die  Verticalprojection  der  in  der 
Hauptebene  ti  liegenden  Parabel  vorstellt,  parallel  zur  Verticalpro- 
jection g  eine  Tangente  \,  Der  Berührungspunkt  der  letzteren  ergibt 
sich  in  p^.  Besagte  Tangente  repräsentiert  sodann  gleichzeitig  die 
Verticaltrace  einer  vertical-projicierenden,  zur  Geraden  {g,g')  parallelen 
Tangentialebene  (ümrisstangentialebene)  des  Paraboloides,  während 
deren  Berührungspunkt  py  die  Verticalprojection  des  in  der  Haupt- 
ebene i^  liegenden  Berührungspunktes  {p^,  Pi*)  dieser  Tangentialebene 
darstellt.  Es  wird  sonach  der  Punkt  (^j,  p\)  der  Berührungscurve 
angehören. 
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Legen  wir  ferner  durch  die  Achse  (Z,  Z')  des  Paraboloides 
parallel  zur  Geraden  {g,g')  die  Ebene  FvFn,  so  schneidet  diese  das 
Paraboloid  in  einer  Parabel  (2;,  27'),  welche  die  Gerade  (Z,  Z')  als 
Achse,  den  Punkt  {A,A')  als  Scheitel  besitzt,  und  durch  jene  beiden 
Punkte  {a^,a\)  und  (&p&',)  geht,  in  welchen  die  Horizontaltrace  P/, 
die  Horizontalspur  (Ellipse)  (a'h',&d')  schneidet. 

Führt  man  an  die  so  bestimmte  Parabel  {H,  27') ,  parallel  zur 
Geraden  {g^g*)  eine  Tangente,  so  ist  diese  offenbar  auch  eine  Tangente 
des  Paraboloides,  deren  Berührungspunkt  also  ein  Punkt  der  Berüh- 
rungscurve. 

Um  besagte  Tangente  mit  Bequemlichkeit  zu  construieren,  ziehen 
wir  in  der  Ebene  F^Fj,  irgend  eine  Parallele  (5,  s')  zur  gegebenen 
Geraden  (^,^')  und  projicieren  vermittelst  der  zu  (a,a,  a',a')  parallelen 
Strahlen  die  Parabel  (2:,  27')  und  die  Gerade  {s,  s')  auf  die  Haupt- 
ebene  n^  beziehungsweise  in  die  Hauptparabel  [f.A)  und  in  die  Ge- 
rade s„.  Ermitteln  wir  weiters  den  Berührungspunkt  p^  der  zu  s^ 
parallelen  Tangente  t^  der  Parabel  {F,  A)  und  projicieren  wir  den- 
selben in  die  Ebene  F^Pn  zurück,  so  wird  {p^p')  daselbst  den  ge- 
suchten Berührungspunkt  {p^  p')  der  zu  {g,  g')  parallelen  Tangente 
der  Parabel  (2;,  27')  darstellen,  und  mithin  einen  Punkt  der  Berüh- 
rungscurve  repräsentieren. 

Die  durch  die  beiden  Punkte  {p,p')  und  {p^jp\)  gehende  hori- 
zontal-projicierende  Ebene5,j?Ä  stellt  sodann  diegeforderteEbene 
der  Berührungscur ve  dar. 

Die  Berührungscurve  selbst  ergibt  sich  als  Schnitt  des 
Paraboloides  mit  der  Ebene  B^Bh.  Da  die  Ebene  JB^,5Ä  eine  Durch- 
messerebene des  Paraboloides  darstellt,  so  ist  die  Berührungscurve 
eine  Parabel. 

Nebstbei  sei  hier  noch  erwähnt,  dass  sich  die  Bestimmung  des 
Punktes  {p^,p\),  wie  wir  uns  sofort  überzeugen  können,  als  über- 
flüssig erweisen  werde.  Die  gefundene  Ebene  B^Bn  ist  nämlich,  als 
die  Ebene  der  Berührungscurve  des  parallel  zur  Geraden  {g,g')  um- 
schriebenen Cylinders,  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  üg 
dieser  Geraden  {g,g'). 

Ferner  schneidet  die  Ebene  B^Bu  das  Paraboloid  in  einer  Pa- 
rabel (77, 77'),  deren  Achse  zur  Achse  {Z,  Z')  der  Fläche  parallel  läuft, 
und  deren  Scheiteltangente  mithin  eine  zur  horizontalen  Projections- 
ebene   (mit  der  Horizontalprojection  B)^  parallele  Gerade  sein  muss. 

Legen  wir  demnach  durch  die  Achse  {Z^Z)  des  Paraboloides, 
parallel  zu  (g^g')  die  Ebene  B^Fn^  so  sind  die  dieser  Ebene  conju- 
gierten  Sehnen  und  Tangenten  des  Paraboloides  einerseits  senkrecht  zur 
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Achse  {Z^Z'),  mithin  horizontal;  andererseits  müssen  dieselben,  da 
die  Ebene  F^Fh  den  Pol  Vg  der  Ebene  B^Bu  enthält,  in  der  Ebene 
B^Bk  selbst  liegen,  oder  zu  derselben  parallel  sein.  Hieraus  folgt 
unmittelbar,  dass  die  S  ch  eitel  taugen  te  der  in  der  Ebene  B^Bh 
liegenden  Parabel  eine  Gerade  sein  müsse,  welche  der  Ebene  Bt>Bh 
conjugiert  ist.  Da  weiters  diese  Scheiteltangente  auch  das  Paraboloid 
berührt,  so  muss  deren  Berührungspunkt  noth wendig  auf  der  Schnitt- 
parabel (27,2;')  der  Ebene  F^Pn  liegen,  und  kann  dieser  somit  kein 
anderer,  als  der  vorgefundene  Punkt  {p,p')  sein. 

Dieses  Ergebnis  führt  somit  zu  dem  Schlüsse,  dass  der  Punkt 
{p,p')  den  Scheitel  der  Parabel  (77,77')  darstelle. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  alle  horizontalen  Tangenten  des 
Paraboloides  in  den  Punkten  von  {2,  27')  zu  den  Tangenten  r  der 
Ellipse  im  Punkte  a\  parallel  sind  (Aufgabe  315),  so  wird  dasselbe 
von  der  Scheiteltangente  der  Parabel  (77,  77')  und  offenbar  auch  von 
der  Horizontaltrace  Bn  der  Ebene  B^Bh  gelten. 

Wenn  also  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  {g^g')y  einem 
elliptischen  Paraboloide,  dn  Cylinder  umschrieben  wird,  so  kann  man 
die  Ebene  B^Bh  der  Berührun^scurve  (77,  77'),  sowie  die  Curve  {n,n') 
selbst,  in  nachstehender  Weise  construiereu. 

Man  legt  durch  die  Achse  {Z,  Z')  des  Paraboloides  eine  Ebene 
BvBh  parallel  zu  der  Geraden  {g,  g').  Diese  Ebene  F^Ph  schneidet 
das  Paraboloid  in  einer  Parabel  (27,  27').  Der  Berührungspunkt  {p,p') 
dieser  Parabel  mit  der  zu  {g,g')  parallelen  Tangente  repräsentiert 
bereits  den  Scheitel  der  gesuchten  Berührungsparabel  (77,  77'). 

Die  Parabel  (27,  Z')  schneidet  ferner  die  Ellipse  (a'6',  c'c?')  in 
zwei  Punkten  (a^  a\)  und  (&,,  &',).  Die  Tangenten  r,  und  r^  der 
Ellipse  {a'h'y  c'd*)  in  diesen  beiden  Punkten  a\  und  h\  bestimmen 
die  Eichtung  der  Scheiteltangente  der  Berührungscurve  im  Scheitel 
{p,jp'). 

Die  Ebene  J5t,j5Ä  der  Berührungscurve  ist  daher  jene  horizontal- 
projicierende,  durch  {p^p')  gehende  Ebene,  welche  zu  den  Tangenten 
iTj  und  Tg  parallel  läuft.  Die  Horizontaltrace  B^  der  genannten  Ebene 
wird  somit  die  durch  p'  parallel  zu  r,  und  r^  gezogene  Gerade  seiü. 

Nachdem  die  Berührungscurve  (77,  77')  durch  den  Scheitel  und 
die  Scheiteltangente,  also  auch  durch  die  Achse  dargestellt  ist,  genügt 
zu  ihrer  vollständigen  Construction  ein  einziger  weiterer  Punkt, 
als  welchen  man  allenfalls  den  einen  der  beiden  Schnittpunkte  von 
Bh  mit  der  Ellipse  (a'&',  c'd')  betrachten  kann. 
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§.  705. 

818.  Aufgabe,  Durch  eine  Gerade  {g,g')  sind  an  ein  ellip- 
tisches Paraboloid  Berührebenen  zu  legen  nnd  deren  Berührungs- 
punkte zu  construieren. 

Wir  bestimmen  diesfalls  den  Schnittpunkt  (P,PO  (Taf.  XXXXI, 
Fig.  283)  der  Geraden  {g,g*)  mit  der  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Hauptebene  ij  des  Paraboloides,  und  ermitteln  hierauf  einer- 
seits die  Ebene  Pt;P/i  der  Berührungscurve  des  Paraboloides  mit  dem 
dem  letzteren  aus  dem  Scheitel  (P,  P')  umschriebenen  Kegel ,  so  wie 
andererseits  auch  die  in  der  besagten  Ebene  B^Bh  liegende  Berüh- 
rungscurve selbst  (Aufgabe  312),  wobei  wir  die  letztere  direct  durch 
ihre  Äcbsen  (aj&,,a',fe\)  und  {c^d^,o\d\)  darstellen. 

Diese  Curve  wird  insolange  reell  sein,  als  die  zu  bestimmen- 
den Tangentialebenen  es  sind.  In  diesem  Falle  ist  eine  nothwendige 
Bedingung  die,  dass  die  Gerade  {g,g')  ganz  außerhalb  des  Paraboloides 
liegt,  das  Paraboloid  also  in  keinen  reellen  Punkten  schneidet. 

Es  ist  hiernach  einleuchtend,  dass  die  gesuchten,  durch  die 
Gerade  {g^g')  gehenden  Tangentialebenen,  da  sie  den  Kegelscheitel 
(P,B')  enthalten,  auch  den  dem  Paraboloide  (aus  P,B')  umschrie- 
benen Kegel  berühren,  und  dass  ihre  Berührungspunkte  mit  dem  Para- 
boloide auf  der  eben  construiertenBerührungscurve(aj&j,c,dj;a'i&',,o\6Z\) 
liegen  müssen. 

Hieraus  ist  auch  unschwer  zu  erkennen,  dass  sich  die  gestellte 
Aufgabe  auf  die  ^durch  die  Gerade  {g,g')  an  den  Kegel  {F,a^\c^d^\ 
P,a\h\c\d\)  A\Q  beiden  Berührebenen  zu  legen",  reduciere. 

Bestimmen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Durchstoßpunkt  (s,  s')  der 
Geraden  {g^g')  mit  der  Ebene  B^Bn  der  Ellipse  {a^\yC^d^),  Von  s' 
aus  ziehen  wir  an  die  Ellipse  {a'^l'^.&^d'^)  die  Tangenten  t\  und  t\ 
und  stellen  deren  Berührungspunkte  p\  und  p\,  mittelst  des  über 
a\  h\  beschriebenen  Affinkreises  K*q  fest.  Die  Verticalprojectionen  t^ 
und  t^  dieser  Tangenten,  sowie  auch  die  Verticalprojectionen  p^  und  p^ 
ihrer  Berührungspunkte  fallen  in  die  Trace  B^  der  Berührebene  B^Bu, 
da  letztere  vertical-projicierend  ist. 

Die  beiden  Ebenen  T\T\  und  T^vT\,  welche  durch  die  Gerade 
{g,g')  und  durch  die  Tangente  (t^,t\),  beziehungsweise  {t^ft*^)  gelegt 
werden,  sind  demnach  die  durch  {g,g')  gehenden  Tangentialebenen 
des  umschriebenen  Kegels,  und  folglich,  auf  Grund  der  an- 
gestellten Betrachtungen,  gleichzeitig  auch  des  Paraboloides. 

Die  Berührungspunkte  besagter  Tangentialebenen  mit  dem  letz- 
teren werden  durch  die  der  Berührungscurve  (a,  6,,Cj6Z^;  a\b\,c\d\) 
angehörenden  Punkte  (2>i,P'i)  nnd  (i^g^P'a)  dargestellt. 
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§.  706. 

819.  Aufgabe.  Es  ist  die  Polare  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
ein  elliptisclies  Paraboloid  zu  ermitteln. 

a)  Die  Gerade  schneidet  das  Paraboloid  in  keinen  reellen 
Punkten. 

Ist  (3,  g')  (Taf.  XXXXI,  Fig.  283)  die  gegebene  Gerade,  so 
lassen  sich  durch  dieselbe,  der  gemachten  Voraussetzung  gemäß,  stets 
zwei  reelle  Berührebenen  an  das  Paraboloid  legen.  Die  Berührungs- 
punkte dieser  Ebenen  sind  (nach  Satz  409,  Band  II)  gleichzeitig  auch 
jene  Punkte,  in  welchen  die  Polare  der  Geraden  (g,g^)  das  Paraboloid 
schneidet. 

Man  hat  daher  diesfalls  nichts  anderes  zu  thun,  als  (wie  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe)  die  beiden  Berührungspunkte  (p„  p\)  und 
(^2,  p^f^)  der  durch  die  Gerade  (^,  g')  an  das  Paraboloid  gehenden 
Berührebenen  zu  construieren,  und  dieselben  durch  eine  Gerade  (g^^g\) 
zu  verbinden.  Letztere  wird  sodann  die  verlangte  Polare  der  Ge- 
raden (^,^0  repräsentieren. 

6)  Die  Gerade  {g^g')  schneidet  das  Paraboloid  in  zwei  reellen 
Punkten  (p,,  p\)  und  {p^,  p'^). 

In  diesem  Falle,  welcher  mit  der  ümkehrung  des  früheren 
gleichbedeutend  ist,  wird  die  Polare  {g^,  g\)  als  die  Schnittgerade  der 
beiden  Tangentialebenen  des  Paraboloides  in  den  Punkten  (jp^,  p\) 
und  (^2,  p\)  zu  construieren  sein.  Letzteres  folgt  unmittelbar  aus 
dem  Satze  409,  Band  II). 

c)  Die  gegebene  Gerade  {g,  g*)  berührt  das  Paraboloid  in 
einem  Punkte  {p,  jp'). 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Polare  {gu  g\)  der  Geraden 
(flf,  gf')  gleichfalls  eine  Tangente  des  Paraboloides  in  dem  nämlichen 
Punkte  {p,  p%  Construiert  man  daher  die  Tangentialebene  T^  Th  des 
Paraboloides  im  Punkte  (p,  p') ,  so  muss  die  zu  bestimmende  Polare 
^9\^  9\)  i^  dieser  Berührebene  liegen. 

Da  ferner  bei  einer  Tangente  einer  Fläche  zweiten  Grades  alle 
Punkte  derselben  außerhalb  der  Fläche  liegen,  so  ist  auch  der  Schnitt- 
punkt (P,  P')  der  gegebenen  Geraden  (^,  g*)  mit  der  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  ri  außerhalb  der  Fläche  gelegen. 
Es  ist  daher  leicht  die  Polarebene  dieses  Punktes  (P,  P')  in  Bezug 
auf  das  Paraboloid  zu  construieren  (siehe  Aufgabe  312). 

Mit  Beziehung  auf  den  Satz  407,  Band  II)  muss  aber  die 
Polarebene  jB^Bh,  da  deren  Pol  auf  (g,  g^)  liegt,  durch  die  Polare 
{9iy9\)  von  {g,g')  gehen. 
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Die  gesuchte  Polare  (^,,^',)  wird  sich  mithin  als  die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  B^  Bh  mit  der  vorher  gefundenen  Tangentialebene 
T^Th  ergeben. 

d)  Die  gegebene  Gerade  ^  liegt  in  unendlicher  Entfernung, 
wird  also,  wie  bereits  bekannt,  durch  die  unendlich  ferne  Gerade 
einer  gegebenen  Ebene  dargestellt. 

In  diesem  Falle  sind  die  durch  die  Gerade  g  gehenden  Berühr- 
ebenen des  Paraboloides  einerseits  die  unendlich  ferne  Ebene  selbst 
und  andererseits  die  zu  der  gegebenen  Ebene  (ßichtebene)  parallele 
Ebene.  Die  Polare  der  unendlich  fernen  Geraden  g  ist  demnach  (§.  702) 
jener  Durchmesser  des  Paraboloides,  welcher  durch  den  Be- 
rührpunkt der  genannten  Tangentialebene  geht. 

§.  707. 

820.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Ebene  aufzufinden,  welche  ein  ellip- 
tisches  Paraboloid  in  einem  Kreise  schneidet. 

Da  ein  elliptisches  Paraboloid  keine  Achse  von  endlicher  Länge 
besitzt,  so  hat  dasselbe  auch  keine  „Kreisebenen",  d.  i.  keine 
Kreisschnittsebenen,  welche  durch  eine  der  Achsen  der  Fläche 
gehen. 

Trotz  dieser  hervorgehobenen  Eigenthümlichkeit  besitzt  aber  die 
genannte  Fläche  dennoch  Kreisschnittsebenen. 

Dasjenige  Verfahren,  welches  bei  den  Flächen  zweiten  Grades 
„mit  einem  Mittelpunkte"  zur  Auffindung  der  Kreisebenen 
benützt  wurde,  kann  daher  im  vorliegenden  Falle  nicht  angewendet 
werden. 

Es  gibt  jedoch  zwei  verschiedene  Methoden,  welche  zur 
Construction  der  Kreisschnittsebenen  des  elliptischen 
Paraboloides  führen.  Die  eine  dieser  Methoden  wollen  wir  hier 
bloß  erwähnen,  ohne  auf  deren  constructive  Durchführung  näher  ein- 
zugehen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  das  Paraboloid  wie  gewöhnlich 
wieder  durch  die  horizontal-projicierende  Achse  {Z,  Z')  (Taf.  XXXXI, 
Fig.  284),  den  Scheitel  {A,  A')  und  die  Ellipse  (a'h',  &W),  in 
welcher  dasselbe  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet,  dargestellt. 

Construieren  wir  in  den  Endpunkten  {a,  a')  und  (6,  &')  der 
großen  Achse  der  letztgenannten  Ellipse  die  Tangentialebenen  des 
Paraboloides ,  so  sind  diese  offenbar  symmetrisch  gegen  die  durch  die 
kleine  Achse  {cd,  d d*)  der  Ellipse  gehende  Hauptebene  it^ith*  Das- 
selbe gilt  offenbar  auch  von  den  zugehörigen  Berührungspunkten  {a^a') 
und  (&,  &'). 
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^  Es  wird  hiernach  auch  möglich  sein,  eine  Kugel  (S,  &)  zu  con- 
struieren,  welche  die  beiden  vorerwähnten  Tangentialebenen  und 
folglich  auch  das  Paraboloid  in  den  beiden  Punkten  (a,  a')  und  (&,6') 
berührt.  Diese  Kugel  wird  (nach  Satz  449,  Band  II)  das  Paraboloid  in 
zwei  ebenen,  durch  die  Punkte  (a,  a')  und  (&,  6')  gehenden  Curven 
schneiden. 

Nachdem  aber  „ebene  Curven'^  auf  einer  Kugel  nur  Kreise  sein 
können,  so  folgt,  dass  die  vorgenannten  ebenen  Schnitte  des  Parabo- 
loides  „Kreisschnitte'*  dieser  letztbezeichneten  Fläche  darstellen  werden. 

Was  die  Lage  ihrer  Ebenen  anbelangt,  so  sind  dieselben 
folgendermaßen  zu  finden.  Dieselben  gehen  vor  allem  durch  die  beiden 
Punkte,  in  welchen  die  Kugel  (S,  S')  das  Paraboloid  berührt,  d.  i. 
durch  die  große  Achse  der  Ellipse  {a'h\&d').  Denken  wir  uns  ferner 
die  Kugel  und  das  Paraboloid  mit  der  zur  Grundlinie  senkrechten 
Hauptebene  7r,jr/r  geschnitten,  so  ergeben  sich  als  Schnitte  bezie- 
hungsweise ein  größter  Kugelkreis  und  eine  Parabel,  deren 
Achse  den  Kreismittelpunkt  enthält. 

Verbinden  wir  diagonal  paarweise  die  vier  Schnittpunkte 
dieser  beiden  Curven,  so  erhält  man  zwei  Geraden,  deren  jede  einem 
der  gesuchten  Kreisschnitte,  welche  hiedurch  vollkommen  bestimmt 
sind,   angehört. 

Dieser  Methode  jedoch  dürfte  man  sich  im  allgemeinen  wohl 
kaum  bedienen,  da  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  des  Kreises  mit 
der  Parabel  gewisse  compliciertere  Hilfsconstructionen  erfordert,  die 
man  jederzeit  gerne  und  mit  Recht  zu  vermeiden  sucht. 

§.  708. 
Zweite  Methode. 

Das  Paraboloid  stellen  wir  durch  seine  (horizontal-projicierende) 
Achse  {Z,  Z')  (Taf.  XXXXI,  Fig.  285),  durch  seinen  Scheitel  {A,  A') 
und  durch  die  Schnittellipse  (a'6',  &  d')  mit  der  horizontalen  Projec- 
tionsebene  dar.  Hierbei  werden  wir  uns  jedoch  die  besondere  Vor- 
aussetzung erlauben,  dass  die  große  Achse  a'V  dieser  Ellipse 
auf  der  Grundlinie  senkrecht  stehe,  die  kleine  Achse  &d* 
mithin  eine  zur  Grundlinie  parallele  Lage  habe. 

Die  horizontalen  Projectionen  aller  ebenen  Schnitte,  also  auch 
aller  Kreisschnitte,  sind  aber  (nach  Satz  288)  ähnlich  gelegene  Ellipsen 
und  zwar  sämmtlich  ähnlich  gelegen  mit  der  Ellipse  (a'??',  &d'). 

Weiters  wissen  wir  auch  bereits,  dass,  wenn  eine  Ellipse  die 
orthogonale  Projection  eines  Kreises  repräsentiert,  jene  Kreisebene, 
deren  Trace  auf   der  betreffenden  Projectionsebene  zur  kleinen  Achse 

Peschka,  Darstellende  u.  projectire  Geometrie,  m. 
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der  besagten  Ellipse  senkrecht  steht,  mit  dieser  Projectionsebene  einen 
Winkel  einschließen  müsse,  dessen  Cosinus  durch  das  Verhältnis  der 
kleinen  Achse  zur  großen  Achse  der  gegebenen  Ellipse  ausgedrückt 
erscheint. 

Denken  wir  uns  demnach  eine  Ebene  E,  welche  das  Paraboloid 
in  einem  Kreise  schneidet,  so  wird  —  da  die  große  Achse  der  hori- 
zontalen Projection  des  Schnittkreises  parallel  zu  a'&'  sein  muss,  die 
horizontale  Trace  Eh  der  Kreisschnittsebene  folglich  gleichfalls  zu 
a'V  parallel,  d.  i.  zur  Grundlinie  senkrecht  ist  -  die  vorerwähnte 
Ebene  E  eine  vertical-projicierende  sein  müssen. 

Die  Ebene  E  selbst  schließt  sodann  mit  der  horizontalen  Projec- 
tionsebene, oder  was  dasselbe  ist,  ihre  Verticaltrace  E^  mit  der 
Grundlinie  XX  einen  Winkel  a  ein,  dessen  Cosinus,  den  früheren  Be- 

trachtungen  gemäß,  dem  Achsenverhältnisse  -r^  gleich  ist. 

Schneidet  daher  die  an  willkürlicher  Stelle  angenommene  Horizon- 
taltrace  Eh  die  Grundlinie  XX  im  Punkte  <?,  so  hat  man  auf  der  Grund- 
linie von  ö*  aus  zu  beiden  Seiten  die  Strecke  c'd*  =  6m  =  an  auf- 
zutragen, in  den  sich  so  ergebenden  Endpunkten  m  und  n  dieser 
Strecken  Senkrechte  auf  die  Grundlinie  XX  zu  errichten  und  diese  mit 
einem  Kreise  K  aus  dem  Mittelpunkte  a  und  einem  Kadius  r  =  a'fe' 
in  den  Punkten  m^  und  n^  zu  durchschneiden. 

Der  gestellten  Forderung  entsprechend,  ist  sodann: 
„  am         an         &d* 

(Jos  a  =  =  "  =  'ITTT' 

am^        an^        a*o' 

Betrachtet  man  also  die  Geraden  om^  =  E^  und  aw,  =  E'v 
als  die  Verticaltracen  von  Ebenen,  so  sind  die  Kreis  schnitts- 
ebenen ihrer  Stellung  nach  unmittelbar  durch  die  beiden  Ebenen 
E,Eh  und  Ev'Eh'  dargestellt. 

Nachdem  parallel  zu  irgend  einer  Ebene  nur  eine  einzige 
Tangentialebene  an  ein  Paraboloid  gelegt  werden  kann,  so  gibt 
es  auf  der  genannten  Fläche  selbstverständlich  auch  bloß  zwei 
eigentliche  „Kreis-"  oder  „Nabelpunkte'^,  d.  s.  die  Berüh- 
rungspunkte der  zu  E,  Eh  und  E'^E\  parallelen  Tangen- 
tialebenen. 

Als  Anwendung  dieses  Ergebnisses  wollen  wir  nachstehendes 
Problem  lösen. 

§.  709. 

321.  Aufgabe.  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  nach  einem  Kreise 
von  gegebenem  Radius  zu  schneiden. 


739 

Sei  wieder  (Z,  Z')  (Taf.  XXXXII,  Fig.  286)  die  horizontal-pro- 
jicierende  Gerade,  welche  die  Achse  des  Paraboloides  vorstellt,  {Ä,Ä^) 
der  Scheitel  des  Paraboloides  auf  derselben,  und  {a^l\&d')  jene  Ellipse, 
in  welcher  das  Paraboloid  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet. 
Hierbei  setzen  wir  voraus,  dass  die  große  Achse  a'&'  dieser  Ellipse  senk- 
recht, die  kleine  Achse  &d'  dagegen  parallel  zu  der  Grundlinie  X  sei. 

Ermitteln  wir  vor  allem,  in  Übereinstimmung  mit  der  vorigen 
Aufgabe,  die  Lage  der  einen  Kreisschnittsschar  durch  eine 
beliebige,  der  genannten  Schar  angehörende  Ebene  C^Gh  und  führen 
wir  sodann,  parallel  zu  dieser  Ebene,  an  das  Paraboloid  eine  Berüh- 
rungsebene» 

Nachdem  besagte  Berührebene,  ebenso  wie  die  Ebene  Gv  Gh^  ver- 
tical-projicierend  ist,  so  liegt  der  Berührungspunkt  in  der  zur  verti- 
calen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  t].  Die  Verticalprojection 
N  desselben  ergibt  sich  demgemäß  als  Berührungspunkt  der  zu  Gv 
parallelen  Tangente  Tn  an  die  Verticalprojection  {F,  A)  der  in  der 
Hauptebene  ri  liegenden  Hauptparabel.  Die  horizontale  Projection  N^ 
dieses  Punktes  liegt  selbstverständlich  in  der  Horizontaltrace  rih  der 
genannten  Hauptebene. 

Der  Punkt  (JV,  JV")  stellt  sonach  den  der  Parallelschar  G^Gh 
entsprechenden  Kreis- oder  Nabelpunkt  des  Paraboloides  dar. 
Die  durch  denselben  gehende  horizontal-projicierende  Gerade  ist  be- 
kanntlich der  der  Parallelebenenschar  G„Gh  conjugierte 
Durchmesser  des  Paraboloides. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Mittelpunkte  aller  zur  Ebene 
Gv  Gh  parallelen  Kreisschnitte  auf  dieser  Geraden  liegen,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  die  Horizontalprojectionen  aller  zur  Ebene  G^Gh 
parallelen  Kreisschnitte  Ellipsen  seien,  welche  der  Ellipse  (a'l\&d') 
ähnlich  sind  und  deren  Mittelpunkte  sämmtlich  mit  der  Projection  W 
zusammenfallen. 

Construiert  man  umgekehrt  eine  beliebige  Ellipse,  welche  ihren 
Mittelpunkt  in  N'  hat  und  mit  der  Ellipse  (a'&'.  Cd')  ähnlich  gelegen 
ist,  so  repräsentiert  dieselbe  stets  die  Horizontalprojection  eines  zur 
Ebene  G^Gh  parallelen  Kreisschnittes,  nie  aber  die  Horizontalprojec- 
tion eines  anderen  ebenen  Schnittes. 

Von  diesen  Eigenschaften  machen  wir  behufs  Lösung  der  ge- 
stellten Aufgabe  in  nachstehender  Weise  Gebrauch. 

Wir  betrachten  die  Horizontalprojection  JV',  als  den  Mittelpunkt 
0*  einer  mit  (a'&',  &d')  ähnlich  gelegenen  Ellipse  {a\  h\^  c\d\),  deren 
große  Achse  a\h\  (parallel  zu  a'6')  dem  gegebenen  Durchmesser  2r 
des  zu  bestimmenden   Kreisschnittes    gleich    angenommen   wird.     Die 
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Endpunkte  c\  und  d\  der  kleinen  Achse  ergeben  sich  sodann  offenbar 
mit  Hilfe  der  zu  a^d^  parallelen  Geraden  a\d\  und  l)\c\. 

Die  so  construierte  Ellipse  (a\h\,  c\d\)  repräsentiert  nun,  den 
gepflogenen  Erörterungen  gemäß,  die  horizontale  Projection  eines  zu 
CvCh  parallelen  Ereisschnittes  des  Paraboloides. 

Da  aber  gleichzeitig  die  große  Achse  a\b\  dieser  Ellipse  dem 
gegebenen  Durchmesser  2r  gleich  ist  und  diese  große  Achse  die  Pro- 
jection des  zur  Projectionsebene  parallelen,  also  in  wahrer  Größe  er- 
scheinenden Kreisdurchmessers  darstellt,  so  folgt,  dass  der  Kreis 
auf  dem  Paraboloide,  dessen  Projection  die  Ellipse  {a\h\,c\d\) 
ist,  den  Durchmesser  2r  besitzen,  also  den  gesuchten  Kreis  reprä- 
sentieren müsse. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Lage  der  betreffenden 
Kreisschnittsebene  zu  bestimmen. 

Da  die  letztere  zur  Ebene  G„Ch  parallel  sein  muss,  so  wird  zu 
ihrer  Construction  die  Kenntnis  eines  einzigen  Punktes  hinreichen. 
Ein  solcher  Punkt  ist  höchst  einfach  festzustellen. 

Die  Punkte  c\  und  d\  sind  die  Horizontalprojectionen  jener 
Punkte  des  zu  construierenden  Kreises,  welche  gleichzeitig  in  der 
Hauptebene  rih  liegen  und  der  in  der  letzteren  sich  vorfindenden 
Hauptparabel  angehören. 

Construieren  wir  demnach  deren  Verticalprojectionen  c^  und  d^ 
als  die  Schnittpunkte  der  Parabel  {F,  Ä)  mit  den  durch  c\  und  d\ 
senkrecht  zur  Grandlinie  XX  gezogenen  Geraden.  Die  Punkte  (c,,  c'/) 
und  (d  y  d\)  werden  nun  der  gesuchten  Kreisschnittsebene  EvEh, 
deren  Verticaltrace  Ev  sich  sofort  als  die  Verbinduugsgerade  von  c^ 
und  d,  ergibt,  angehören. 

Der  Umstand ,  dass  c,  d^  =  E,  parallel  zu  (7,  sein  müsse,  kann 
diesbezüglich  als  Controle  für  die  Genauigkeit  der  durchgeführten  Con- 
struction  benützt  werden. 

§.  710. 

Bestimmung  des  Paraboloides  aus  verschiedenen  Elementen. 

übergehen  wir  nun  schließlich  noch  darauf,  die  Hauptbestim- 
mungsstücke eines  elliptischen  Paraboloides  festzustellen,  wenn  das- 
selbe durch  verschiedene  Elemente  (Hauptebenen,  Scheitel,  Achse, 
Punkte,  Tangenten  oder  Tangentialebenen)  gegeben  ist.  Gelegentlich 
der  Besprechung  des  Hyperboloides  haben  wir  die  Lösung  derlei  Auf- 
gaben stillschweigend  übergangen,  da  die  Lösungen  und  Durchführungen 
dem  Principe  nach  in  voller  Übereinstimmung  mit  jenen   des  ElMp- 
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soides  sind;  das  Paraböloid  hingegen  bildet  eine  besondere  Fläche 
zweiten  Grades  und  muss  demgemäß  in  dieser  Hinsicht  auch  besonders 
besprochen  werden 

§.  711. 

822.  Aufgabe.  Es  sind  drei  wechselseitig  auf  einander  senk- 
recht stehende  Ebenen  und  zwei  Punkte  gegeben;  die  ersteren  zwei 
Ebenen  sind  als  die  beiden  Hauptebenen,  die  dritte  dagegen  ist  als 
die  Scheiteltangentialebene  eines  elliptischen  Paraboloides  aufzufassen, 
während  die  beiden  gegebenen  Punkte  als  Punkte  der  Pläche  zu  be- 
trachten sind;  das  Paraböloid  ist  zu  construieren. 

Wir  ordnen  diesfalls  die  Projectionsebenen  derart  an,  dass  die 
verticale  Projectionsebene  parallel  zur  Hauptebene  ri  (Taf.  XXXXII, 
Fig.  287)  und  die  horizontale  Projectionsebene  parallel  zur  Scheitel- 
tangentialebene Ta  sei.  Die  zweite  Hauptebene  stellt  sich  sodann  als 
eine  zur  Grundlinie  XX  senkrechte  Ebene  Tt^ith  dar.  Unter  diesen 
Voraussetzungen  mögen  ferner  {p^,  p\)  und  (jPq,  i^'g)  die  gegebenen 
Punkte  darstellen. 

Die  Achse  {Z,  Z*)  des  Paraboloides  ergibt  sich  unmittelbar  als 
Schnitt  der  beiden  Hauptebenen  ri  und  %^  ith ,  während  der  Scheitel 
(-4,  A*)  im  Schnitte  von  (Z,  Z)  mit  der  gegebenen  Scheiteltangential- 
ebene Ta  erhalten  wird. 

Das  Paraböloid  wird  wieder  in  der  für  die  Vornahme  von  Con- 
structionen  zweckmäßigsten  Weise  dann  dargestellt  sein,  wenn  wir 
jene  Ellipse  (a'V^&d*)  kennen,  in  welcher  dasselbe  die  horizontale 
Projectionsebene  schneidet. 

Unsere  Aufgabe  wird  daher  einfach  darin  bestehen,  „aus  den 
gegebenen  Punkten  {Py.p*^  und  (i>2' i^'s)  die  Achsenendpunkte  «',&', 
&  und  d'  auf  t^a  und  itu  zu  finden". 

Legen  wir  zu  diesem  Behufe  durch  die  Achse  (Z,  Z*)  und  durch 
den  Punkt  {p^^p*^  die  horizontal-projicierende  Ebene  P't,P'Ä.  Die- 
selbe schneidet  das  Paraböloid  in  einer  Parabel  {Z,^,  U\),  welche  die 
Achse  (Z,  Z')  und  den  Scheitel  {A,  A')  besitzt  und  durch  den  Punkt 
{P\iP\)  göht.  Die  Verticalprojection  Z^  ist  daher  eine  durch  p^ 
geführte  Parabel  mit  der  Achse  Z  und  dem  Scheitel  A,  Die  bezeich- 
neten Stücke  bestimmen  die  Parabel  27j  vollständig  und  kann  auch 
deren  Brennpunkt  F^  leicht  festgestellt  werden. 

Ziehen  wir  durch  p^  eine  Senkrechte  zu  Z,  welche  diese  letztere 
im  Punkte  n^  treffen  möge  und  bestimmen  wir  weiters  den  dem  Punkte 
7t^  in  Bezug  auf  A  symmetrisch  gelegenen  Punkt  (ittJ,  so  ist  be- 
kanntlich (jrjj?!  die  Tangente  IV  der  Parabel  Z^  im  Punkte  p. 
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Fällt  man  von  dem  Schnittpunkte  a,  dieser  Tangente  mit  der 
Scheiteltangente  Ta  eine  Senkrechte  auf  die  erstere  Tangente  Tn,  so 
schneidet  dieselbe,  wie  wir  aus  Früherem  wissen,  die  Achse  Z  im 
Brennpunkte  F^  der  Parabel  27,.  Es  wird  nunmehr  auch  keinem 
Anstände  unterliegen,  die  Schnittpunkte  m^  und  ^i  dieser  Parabel  27j 
mit  der  Grundlinie  (vermittelst  des  Brennpunktes  und  der  üirectrix) 
zu  ermitteln. 

Diese  beiden  Schnittpunkte  m,  und  n^  sind  die  Verticalprojec- 
tionen  jener  Punkte  der  horizontalen  Projeetionsebene,  in  welchen  diese 
von  der  Parabel  (2:, 2;')  getroffen  wird;  die  Horizontalprojectionen  m\ 
und  n\  dieser  Punkte,  welche  sich  in  der  Trace  P'a  vorfinden,  reprä- 
sentieren mithin  zwei  diametral  gegenüberliegende  Punkte  der  zu 
bestimmenden  Ellipse  (a'6',  c'cü'). 

Zwei  weitere  diametral  gegenüberliegende  Punkte  m'^  und  n'g 
erhält  man,  wenn  man  bezüglich  des  Punktes  {p^,  p\)  die  nämlichen 
Constructionen  wie  soeben  für  den  Punkt  {PiyP\)  vollzieht. 

Die  zu  suchende  Ellipse  {a'h\&d')  ist  somit  durch  die  Lage  der 
Achsen  (t^ä  und  nn)  und  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Punkte 
m^  und  m^  (oder  %  und  n^)  gegeben  und  können  demnach  anstandslos 
vermittelst  eines  affinen  Kreises  die  Achsenendpunkte  bestimmt  werden. 

§.  712. 

823.  Aufgabe.  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  durch  die  beiden 
Haüptebenen,  eine  Tangentialebene  und  deren  Berührungspunkt  ge- 
geben; es  ist  der  Scheitel  und  die  Horizontalspur  des  Paraboloides 
zu  constrüieren. 

Als  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  diesfalls  eine  P]bene, 
welche  durch  den  gegebenen  Berührungspunkt  p  (Taf.  XXXXI,  Fig.  288) 
geht  und  auf  den  beiden  Hauptebenen  ri  und  n  senkrecht  steht:  als 
verticale  Projectionsebene  dagegen  eine  Ebene,  welche  zur  Hauptebene 
ri  parallel  ist. 

Diesen  Voraussetzungen  entsprechend,  ist  die  Hauptebene  ri  durch 
eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  und  die  Haupt- 
ebene Jt  durch  eine  zur  Grundlinie  senkrechte  Ebene  ^r»  ith  dargestellt. 
Der  gegebene  Punkt  (jp,i>')  liegt  in  der  horizontalen  Projectionsebene, 
während  der  Tangentialebene  T^Th  desselben  eine  Horizontaltrace  Th 
entspricht,  welche  durch  p*  geht. 

Nach  dieser  eben  getroffenen  Vorbereitung  unterliegt  es  auch 
keinerlei  Schwierigkeit,  den  Scheitel  {A,  A'),  sowie  die  Horizontalspur 
{a'h\c'd')  des  Paraboloides  zu  constrüieren. 
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Die  horizoütal-projicierende  Schnittgerade  {Z,Z')  der  beiden  ge- 
gebenen Hanptebenen  ^h  und  it^Tth  stellt  bereits  die  Achse  des  Para- 
boloides  dar.  Besagte  Achse  wird  von  der  gegebenen  Tangentialebene 
T^Th  in  einem  Punkte  (5,s')  getroffen,  dessen  Polarebene  auf  (Z,  Z') 
senkrecht  steht,  und  durch  den  Berührungspunkt  (jp,  i?')  der  Ebene 
T^Th  geht,  mithin  unmittelbar  durch  die  horizontale  Projectionsebene 
repräsentiert  erscheint. 

Mit  Zugrundelegung  des  Gesagten  muss  aber  bekanntlich  der 
Scheitel  {A,A')  des  Paraboloides  der  Mittelpunkt  jener  Strecke  sein, 
welche  von  dem  Punkte  (s,  s')  und  dem  Horizontal-Durchstoßpunkte 
{n,  n')  der  Achse  (Z,  Z')  begrenzt  wird. 

Was  die  Ellipse  (a'&',  c'^')  anbelangt,  in  welcher  das  Paraboloid 
die  horizontale  Projectionsebene  schneidet,  so  repräsentieren  die  Hori- 
zontaltracen  rjh  und  Tth  der  beiden  Hauptebenen  die  Achsen  derselben ; 
p'  ist  bereits  ein  Punkt  der  Ellipse,  und  die  horizontale  Trace  Th  der 
gegebenen  Tangentialebene  TvTh  repräsentiert  die  Ellipsentangente  inp'. 
Aus  diesen  Bestimmuugsstücken  kann  man  ohneweiters  mittelst  eines 
affinen  Kreises  K^  die  Achsenen  dp  unkte  a',  h\  c',  und  d'  fest- 
stellen. 

§.713. 

324.  Aufgabe.  Ein  elliptisclies  Paraboloid  ist  durcli  die  Achse, 
zwei  Punkte  und  die  Tangentialebene  in  einem  dieser  Punkte  ge- 
geben; es  ist  der  Scheitel  und  die  Horizontalspur  des  Paraboloides 
zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Achse  sei  Z,  die  beiden  gegebenen  Punkte  seien 
^,  und  p^y  und  die  Tangentialebene  in  p^  sei  T^. 

Diese  letztere  schneidet  die  Achse  Z  in  einem  Punkte  h.  Die 
Polarebene  dieses  Punktes  ist,  wie  man  leicht  findet,  diejenige  Ebene  H, 
welche  durch  den  zugehörigen  Berührungspunkt  p^  senkrecht  zu  Z 
gelegt  werden  kann. 

Nennen  wir  jenen  Punkt,  in  welchem  die  besagte  Polarebene  II 
die  Achse  Z  trifft,  0,  so  erhält  man  bekanntlich  den  Scheitel  des 
Paraboloides  als  Mittelpunkt  A  der  Strecke  Os. 

Die  Polarebene  H  wollen  wir  weiters  als  die  horizontale 
Projectionsebene  betrachten.  Das  Paraboloid  schneidet  dieselbe 
sodann  in  der  zu  bestimmenden  Ellipse,  von  welcher  bereits  der  Mittel- 
punkt Oj  (als  Schnittpunkt  mit  der  Achse  Z)  ,  ein  Punkt  p^  und  die 
Tangente  t^  in  demselben  (die  letztere  als  Schnittgerade  der  Ebene  // 
mit  der  gegebenen  Tangentialebene  TJ  als  bekannt  vorliegen. 
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Einen  weiteren  Punkt  erhalten  wir  folgendermaßen.  Denken  wir 
uns  durch  die  Achse  Z  und  durch  den  zweiten  gegebenen  Punkt  2^„ 
eine  Ebene  P  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Paraboloid  in  einer  Parabel, 
welche  einerseits  die  Achse  Z  und  den  Scheitel  s  besitzt  und  anderer- 
seits durch  den  Punkt  ^2  Z^^* 

Durch  diese  Stücke  ist  die  Parabel  vollkommen  bestimmt,  und 
man  kann  sonach  auch  leicht  deren  Brennpunkt  und  die  Directrix 
und  hierauf  auch  die  Schnittpunkte  m  und  n  derselben  mit  der  Ebene  H 
(oder,  was  dasselbe  ist,  mit  der  Schnittgeraden  der  beiden  Ebenen  P 
und  H)  bestimmen.  Die  eben  genannten  Punkte  m  und  n  sind  gleich- 
zeitig auch  zwei  einander  diametral  gegenüberliegende 
Punkte  der  zu  bestimmenden  Ellipse  in  JEf. 

Besagte  Ellipse  ist  also  durch  den  Mittelpunkt  0,  durch  zwei 
Punkte  j^i  ™d  ^.  und  die  Tangente  t^  in  dem  Punkte  'p^  gegeben. 
Aus  diesen  Bestimmungsstücken  kann  man  vorerst  ein  Paar  conju- 
gierter  Durchmesser  und  sodann,  wie  in  Früherem  besprochen,  die 
Achsen  der  Ellipse  selbst  bestimmen. 

§.  714. 

326.  Aufgabe.  Ein  elliptisclies  Paraboloid  ist  durch  die  beiden 
Hauptebenen ;  die  Scheiteltangentialebene,  eine  Tangente  und  deren 
Berülirungspunkt  gegeben;  es  ist  die  Horizontalellipse  desselben  zu 
construieren. 

Die  beiden  gegebenen  Hauptebenen  ^  und  %  schneiden  sich  in 
der  Achse  Z  des  Paraboloides,  und  diese  trifft  die  gegebene  Scheitel- 
tangentialebene im  Scheitel  A  der  Fläche. 

Nehmen  wir  ferner  die  durch  den  Berührungspunkt  ^  der  ge- 
gebenen Tangente  t  senkrecht  zur  Achse  Z  geführte  Ebene  H  als 
Horizontalebene  an.  Dieselbe  trifft  die  Achse  Z  in  einem  Punkte  0, 
welcher  den  Mittelpunkt  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Ellipse  des 
Paraboloides  repräsentiert.  Die  Achsen  der  Ellipse  sind  jene  Geraden,  in 
welchen  die  Ebene  H  von  den  beiden  Hauptebenen  %  und  7^  geschnitten 
wird.  Endlich  geht  die  Ellipse  auch  durch  den  gegebenen  Punkt  2?. 

Um  die  Achsenendpunkte  derselben  construieren  zu  können,  ist 
sonach  noch  irgend  ein  Bestimmungssfcück  festzustellen.  Als  solches 
betrachten  wir  die  Ellipsentangente  t^  im  Punkte  ^.  Diese  lässt  sich 
wie  folgt  construieren.  Der  Pol  s  der  Ebene  H.,  in  Bezug  auf  das 
Paraboloid,  liegt,  da  diese  Ebene  auf  der  Achse  Z  senkrecht  steht,  auf 
dieser  Achse,  und  ist  von  dem  Scheitel  J.  ebenso  weit  entfernt,  wie 
der  letztere  von  der  Ebene  R, 
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Durch  den  Punkt  s  naüssen  aber  die  Tangentialebenen  des  Para- 
boloides  in  allen  Punkten  der  Ellipse,  somit  also  auch  die  Tangential- 
ebene in  dem  gegebenen  Punkte  p  gehen.  Weiters  muss  diese  Tan- 
gentialebene auch  die  gegebene  Flächentangente  t  enthalten.  Besagte 
Tangentialebene  ist  mithin  die  durch  s  und  ^  bestimmte  Ebene.  Die- 
selbe wird  offenbar  die  Ebene  H  in  der  Tangente  t^  der  fraglichen 
Ellipse  im  Punkte  p  schneiden. 

Die  Ellipse  ist  demnach  durch  die  beiden  Achsen,  einen  Punkt  p 
und  die  Tangente  t^  in  diesem  Punkte  gegeben;  aus  diesen  Stücken 
lassen  sich,  durch  Zuhilfenahme  eines  affinen  Kreises  leicht  die 
Achsenendpunkte  der  Ellipse  finden. 

§.  715. 

326.  Aufgabe,  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  durch  den  Scheitel, 
eine  Hauptebene,  zwei  Punkte  und  die  Tangentialebene  in  einem  dieser 
Punkte  gegeben;  es  ist  die  Achse,  sowie  ein  zur  Achse  senkrechter 
Ellipsenschnitt  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Hauptebene  sei  wieder  tj  und  der  Scheitel  des 
Paraboloides  in  derselben  sei  A]  ferner  seien  p^  und  p^  die  beiden 
gegebenen  Punkte,  und  T,  die  Tangentialebene  in  p^^. 

Denken  wir  uns  für  einen  Augenblick  die  Hauptebene  rj  als  Pro- 
jectionsebene  angenommen,  und  setzen  wir  gleichzeitig  voraus,  dass  7t^ 
die  orthogonale  Projection  des  Punktes  p^  auf  diese  Ebene,  und  ^^ 
(Taf.  XXXXI,  Fig.  289)  der  Schnitt  der  Ebene  T,  mit  derselben 
Ebene  7}  sei. 

Die  Ebene  rj  schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Hauptparabel  2, 
welche  den  Scheitel  A  besitzt  und  für  welche  (nach  Satz  379)  7t^  und  t^ 
beziehungsweise  Pol  und  Polare  repräsentieren. 

Verbinden  wir  den  Scheitel  A  mit  dem  Punkte  jTj.  Diese  Ver- 
bindungsgerade schneide  die  Gerade  t^  im  Punkte  s.  Dies  voraus- 
gesetzt ist  offenbar  der  vierte  harmonische  Punkt  B  zu  den  drei 
Punkten  s ,  Tt^  und  A  der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  ot^  A  mit 
der  Parabel  U. 

Die  Tangenten  der  Parabel  Z!  in  den  Punkten  A  und  B  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  P,  welcher  den  Pol  der  Geraden  ABn^  dar- 
stellt. Nachdem  diese  Gerade  durch  7t^  geht,  so  liegt  der  Pol  P  der- 
selben auf  der  Polare  t^  von  ;r,. 

Wenn  wir  ferner  den  Pol  P  mit  dem  Mittelpunkte  o  der  Sehne 
AB  verbinden,    so    stellt   diese  Gerade  Po,    wie  bekannt,    den   dei» 
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Sehne  AB   conjugierten  Durchmesser  d  der  Parabel  2J  dar, 
welcher  als  solcher  auf  der  Scheiteltangente  ^  P  senkrecht  stehen  muss. 
Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Construction  für  den  Punkt  P. 

Derselbe  ergibt  sich  nämlich  im  Schnitte  von  t^  mit  dem  über 
oÄ  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise.  Da  zwei  solche  Schnitt- 
punkte existieren,  so  gibt  es  selbstverständlich  auch  zwei  Parabeln 
27,  welche  den  gestellten  Bedingungen  entsprechen. 

Die  Gerade  PA  ist  demnach  die  Scheiteltangente  der  Pa- 
rabel Z,  während  die  durch  A  zu  P  A  senkrecht  gezogene  Gerade  Z 
die  Achse  der  Parabel,  und  mithin  auch  jene  der  Fläche  darstellt. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  zweiten  gegebenen  Punkt  p,^ 
eine  Ebene  H  senkrecht  zu  der  Achse  Z  gelegt ,  so  wird  diese  das 
Paraboloid  in  einer  Ellipse  schneiden,  welche  durch  ^2  geht,  und 
deren  eine  Achse  jene  Sehne  ist,  welche  die  Ebene  H  auf  der  soeben 
ermittelten  Hauptparabel  2  bestimmt. 

Aus  dieser  Achse  und  dem  Punkte  p^  lässt  sich  nun,  mit  Hilfe 
des  über  der  ersteren  beschriebenen  Affinkreises,  ohne  jedwede  Schwie- 
rigkeit, die  zweite  Achse  der  Ellipse  construieren ,  die  gestellte  Auf- 
gabe also  anstandslos  durchführen. 


XXX.    Capitel. 
Gegenseitiger  Schnitt  der  Flächen  zweiten  Grades. 

§.  716. 

Der  Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  ist  stets 
eine  Curve  vierter  Ordnung. 

Denn  eine  beliebige  Ebene  hat  mit  der  Schnittcurve  nicht  mehr 
und  nicht  weniger  als  vier  Punkte,  d.  i.  jene  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  gemein,  in  welchen  die 
besagte  Ebene  die  beiden  Flächen  schneidet. 

Die  obbezeichnete  Schnittcurve  kann  aber  bei  einer  beson- 
deren gegenseitigen  Lage  der  beiden  Flächen  aus  Curven  niederer 
Ordnung  bestehen. 

So  haben  wir  gelegentlich  früherer  Untersuchungen  gefunden 
(Satz  449,  Band  II),  dass  die  beiden  Flächen,  falls  sie  sich  in  zwei 
Punkten  berühren,  oder  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  falls  sie  einem 
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und  demselben  Kegel  zweiten  Grades  eingeschrieben  sind,  sich  in  einer 
Cnrve  vierter  Ordnung  schneiden,  welche  in  zwei  ebene  Curven,  d.  h. 
in  zwei  Kegelschnitte  zerfällt,  welche  durch  die  beiden  Berührungs- 
punkte dieser  Flächen  gehen. 

Untersuchen  wir,  ob  als  Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades 
auch  eine  Eaumcurve  dritter  Ordnung  auftreten  könne. 

Da  der  vollständige  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades 
eine  Curve  vierter  Ordnung  ist,  so  muss,  sobald  ein  Theil  davon  eiüc 
Eaumcurve  dritter  Ordnung  repräsentieren  soll,  der  Kest  des  Schnittes 
eine  Curve  erster  Ordnung,  d.  i.  eine  gerade  Linie  sein. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  ein  solcher  Fall  nur  dann  ein- 
treten kann,  wenn  beide  Flächen  gerade  Linien  enthalten,  also  ent- 
weder Kegelflächen  (Cylinderflächen)  zweiten  Grades,  oder  aber  wind- 
schiefe Flächen  zweiten  Grades  sind. 

§.  717. 

Betrachten  wir  den  Schnitt  zweier  Kegel  zweiten  Grades 
unter  der  Voraussetzung,  dass  beide  eine  gemeinschaftliche 
Erzeugende  besitzen. 

Besagte  Flächen  haben,  außer  der  vorausgesetzten  Erzeugenden, 
noch  eine  Curve  dritter  Ordnung  gemein  und  sind  diesbezüglich  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

ä)  Die  beiden  Kegelscheitel  fallen   nicht  zusammen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  stellt  die  Verbindungsgerade  ihrer 
Scheitel  die  gemeinschaftliche  Erzeugende  der  beiden 
Flächen  dar. 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  sodann  die  beiden  Kegel  in  zwei 
Kegelschnitten,  welche  vier  Punkte  gemein  haben.  Einer  derselben 
ist  der  Schnittpunkt  mit  der  gemeinschaftlichen  Erzeu- 
genden, während  die  drei  übrigen  der  restlichen  Durchschnitts- 
curve   dritter   Ordnung   angehören. 

Besitzen  insbesondere  die  beiden  Kegel  längs  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  die  nämliche  Tangentialebene,  so  berühren 
sich  auch  die  beiden  Kegelschnitte  in  jenem  Punkte,  welcher  dieser 
Erzeugenden  angehört  und  es  existieren  demnach  nur  noch  zwei,  von 
diesem  Punkte  verschiedene  Schnittpunkte;  der  Best  der  Schnittcurve 
beider  Kegel  ist  also  ein  Kegelschnitt.  Aus  dieser  einfachen  Betrach- 
tung folgen  sofort  die  beiden  Sätze: 

389.  ,^Ist  die  Verbindungsgerade  der  Scheitel  zweier  Kegel 
zweiten  Grades  eine  gemeinschaftliche  Erzeugende  derselben,  so  schnei- 
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den  sich  die  Kegel  aujkr  in  dieser  Erzeugenden  noch  in  einer  Eaum- 

curve  dritter  Ordnung''^  ^ 

und: 

390,  j^Ist  die  Verbindungsgerade  der  Scheitel  zweier  Kegel 
zweiten  Grades  eine  gemeinschaftliche  Erjocugende  heider  Flächen 
und  besitzen  die  beiden  Kegel  längs  dieser  Erzeugenden  die  nämliche 
Berührebene  ^  so  schneiden  sich  dieselben  außer  in  dieser  doppelt 
zählenden  Erzeugenden  noch  in  einem  Kegelschnitte.^'' 

b)  Die  beiden  Kegel  besitzen  einen  gemeinschaft- 
lichen Scheitel. 

Denken  wir  uns  diese  beiden  Kegel  durch  eine  beliebige  Ebene 
geschnitten,  so  ergeben  sich  zwei  Kegelschnitte,  welch  letztere  vier 
(reelle  oder  imaginäre)  gemeinsame  Punkte  besitzen. 

Verbindet  man  die  bezeichneten  Punkte  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Kegelscheitel,  so  erhält  man  vier  Geraden,  welche  sowohl  Er- 
zeugenden des  einen  als  auch  des  anderen  Kegels  darstellen. 

Nachdem  aber  diese  Erzeugenden  zusammengenommen  bereits 
einen  Ort  der  vierten  Ordnung  repräsentieren,  so  können  die  beiden 
Kegel,  außer  denselben,  keine  weiteren  Punkte  mehr  gemein  haben; 
es  folgt  sonach  unmittelbar  der  Satz: 

891,  ^^Zwei  Kegel  zweiten  Grades,  welche  einen  gemeinschaft- 
lichen Scheitel  besitzen^  schneiden  sich  stets  in  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) Erzeugenden.^ 

§.  718. 

Da  ein  Cylinder  zweiten  Grades  als  ein  Kegel  mit  unendlich 
fernem  Scheitel  zu  betrachten  ist,  so  kann  sich  eine  Kaumcurve 
dritter  Ordnung  wohl  als  Schnitt  eines  solchen  Cylinders 
mit  einem  Kegel  zweiten  Grades,  nie  aber  als  Schnitt 
mit  einem  zweiten  Cylinder  ergeben. 

Haben  nämlich  zwei  Cylinder  eine  Erzeugende  gemein,  so  haben 
sie  nothwendig  auch  den  (unendlich  fernen)  Scheitel  gemeinsam;  der 
Rest  des  Schnittes  ist  daher  keine  eigentliche  Curve  dritter  Ord- 
nung, sondern  besteht  aus  drei  weiteren  Erzeugenden  beider  Cylinder- 
flächen.  Ist  jedoch  eine  der  beiden  Flächen  ein  Kegel  zweiten 
Grades,  so  wird  das  Gesagte  offenbar  nicht  stattfinden.  Wir  erhalten 
mithin  den  Satz: 

392,  y^Eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  kann  nie  als  Schnitt 
zweier  Cylinder  zweiten  Grades  erhalten  werden,^' 
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Oder  auch: 

393.  j^Hahen  zwei  Gylinder  zweiten  Grades  eine  Erzeugende 
gemein,  so  werden  dieselben  gleichzeitig  noch  drei  weitere  Erzeugenden 
gemeinsam  besitzen.^ 

§.  719. 

Setzen  wir  voraus,  zwei  ßegelflächen  zweiten  Grades 
Bq  und  -B'2  hätten  eine  gerade  Erzeugende  g^  gemein, 
besäßen  aber  sonst  eine  ganz  beliebige  gegenseitige 
Lage. 

Besagte  Flächen  werden  außer  der  Geraden  g^  noch  einen  Ort 
dritter  Ordnung  gemein  haben  müssen,  und  wir  haben  demgemäß  zu 
untersuchen,  ob  dieser  Ort  eine  eigentliche  Curve  dritter  Ordnung 
sei  öder  nicht. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  an,  es  seien  g^  und  g^  zwei 
anderweitige  beliebige  Erzeugenden  der  einen  ßegelfläche  i?2  und  zwar 
solche,  welche  dem  nämlichen  Systeme  wie  die  gegebene  gemein- 
schaftliche Erzeugende  g^  angehören.  Ebenso  mögen  g^^  und  p'3  zwei 
beliebige  zum  Systeme  ^j  gehörende  Erzeugenden  der  zweiten  Eegel- 
fläche  vorstellen. 

Infolge  der  beliebigen  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Regelflächen 
haben  auch  die  fünf  Geraden  g^,  g^^  ^3,  g^^  und  g*^  eine  allgemeine 
gegenseitige  Lage. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Eegelflächen  iJ^  und 
jR'2,  außer  der  Geraden  g^^  keine  weitere  Erzeugende,  weder  des 
einen  noch  des  anderen  Systems  gemein  haben  können. 

Eine  Erzeugende  ?,  welche  nicht  zum  Systeme  g  gehört,  müsste, 
als  gemeinschaftliche  Erzeugende  von  B^  und  B\^  sowohl  die  Geraden 
g^^  g^  und  g^^  als  auch  die  Geraden  g^,  g'^  und  ^'3,  mithin  alle  fünf 
Geraden  schneiden,  was  aber,  infolge  der  allgemeinen  Lage  der  letz- 
teren, ganz  unmöglich  ist,  woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  die 
beiden  Regelflächen  keine  Erzeugende  gemein  haben  können,  welche 
dem  von  den  Geraden  g  verschiedenen  Systeme  angehören  würde. 

Die  genannten  Flächen  können  aber  auch,  wie  sich  leicht  nach- 
weisen lässt,  keine  Erzeugenden  gemeinsam  besitzen,  welche  zum 
Systeme  g  gehören. 

Wäre  allenfalls  (g)  eine  derartige  Erzeugende,  so  würde  jede 
von  den  beiden  Geraden  Z,  und  l^,  welche  die  vier  Geraden  g^^ 
(^)i  92  und  ^'2  schneidet,  sowohl  eine  Erzeugende  von  B^  repräsen- 
tieren (da  von  derselben  ^^  (g)  und  g^  geschnitten  werden),  als  auch 
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eine  Erzeugende  von  J?'^  (nachdem  dieselbe  g^,  (g)  und  g'^  schneidet) 
darstellen  müssen. 

,  Die  beiden  Kegelflächen  würden  also,  dieser  Voraussetzung  zu- 
folge, wenn  sie  zulässig  wäre,  dennoch  zwei  Erzeugenden  gemein 
haben,  welche  dem  Systeme  g  nicht  angehören.  Nachdem  dies  aber, 
wie  eben  nachgewiesen  wurde,  unmöglich  ist,  so  ist  auch  die  letztere 
Annahme,  als  dem  Früheren  widersprechend,  zu  verwerfen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  somit,  dass  die  beiden  Kegel- 
flächen, außer  der  Geraden  g^,  keine  weitere  Gerade  gemein  haben. 

Weiters  geht  aber  aus  diesen  Erörterungen  gleichzeitig  hervor, 
dass  die  besagten  Flächen  auch  keinen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich 
besitzen  können.  Denn,  wäre  letzteres  denkbar,  so  würde  derselbe 
mit  g^  einen  Ort  dritter  Ordnung  repräsentieren;  der  Rest  müsste 
demnach  von  der  ersten  Ordnung  sein,  oder  mit  anderen  Worten,  die 
beiden  Regelflächen  müssten,  außer  dem  Kegelschnitte  und  der  Geraden 
^j,  noch  eine  zweite  Gerade  gemein  haben,  welche  Annahme  gleich- 
falls unzulässig  erscheint. 

Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  zwei  Regelflächen 
zweiten  Grades,  welche  eine  gemeinschaftliche  Erzeugende  besitzen, 
sonst  aber  eine  beliebige  gegenseitige  Lage  haben,  sich  außer  in  dieser 
Geraden,  nur  noch  in  einer  eigentlichen  Raumcurve  dritter  Ordnung 
schneiden  können.    Es  gilt  sonach  der  Satz: 

394.  y^Zwei  Begelflächen  zweiten  Grades,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Erzeugende  besitzen ,  sonst  aber  eine  beliebige  gegenseitige 
Lage  haben^  schneiden  sich,  außer  in  dieser  Erzeugenden,  unter  allen 
Umständen  immer  noch  in  einer  eigentlichen  Baumcurve  dritter 
Ordnung."' 

§•  720. 

Untersuchen  wir  weiters  das  Verhalten  der  Erzeugenden 
einer  Regelfläche  gegen  eine  auf  der  letzteren  liegende 
Raumcurve  C  dritter  Ordnung. 

Diese  Curve  C^  sei  der  Schnitt  der  Regelfläche  B^  mit  einer 
anderen  Regelfläche  iJ'g,  welche  mit  B^  eine  Erzeugende  ^^  gemein 
habe. 

Betrachten  wir  eine  beliebige  zum  System  g^  gehörende  Erzeu- 
gende g^  der  Regelfläche  B^,  so  schneidet  dieselbe  die  zweite  Regel- 
fläche -R'2  in  zwei  Punkten,  welche  offenbar  dem  Schnitte  beider 
Regelflächen  B^  und  B\  angehören  müssen.  Da  aber  die  Erzeugende 
g^  die  zu  dem  nämlichen  Systeme  gehörende  Erzeugende  ^j  nicht 
schneidet,  so  müssen  die  beiden  Schnittpunkte  auf  der  Curve  G^  liegen. 
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Jede  zum  Systeme  g^  gehörende  Erzeugende  schneidet  demnach  die 
Curve  (P  in  zwei  Punkten,  oder  jede  der  genannten  Erzeugenden  ist 
eine  zweipunktige  Secante  dieser  Eaumcurve. 

Betrachten  wir  hingegen  eine  Erzeugende  der  Regelfläche  B^, 
welche  nicht  zum  Systeme  g^  gehört,  so  wird  dieselbe  gleichfalls 
die  zweite  Eegelfläche  Bo  in  zwei  Punkten  treffen,  welche  dem  Schnitte 
beider  ßegelflächen  angehören.  Einer  dieser  Punkte  ist  selbstverständ- 
lich der  Schnittpunkt  der  betrachteten  Erzeugenden  mit  der  dem  an- 
deren Systeme  angehörenden  Erzeugenden  ^,. 

Auf  die  Curve  G^  entfällt  mithin  nur  ein  Schnittpunkt. 
Hiernach  schneiden  die  nicht  zum  Systeme  ^^  gehörenden  Erzeugenden 
die  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^  nur  in  einem  Punkte,  odisr  mit 
anderen  Worten,  die  besagten  Erzeugenden  sind  einpunktige 
Secanten   dieser  Curve.    Wir  gelangen  mithin  zu  dem  Satze: 

S95,  „Jede  Baumcurve  dritter  Ordnung  auf  einer  Begelfläche 
zweiten  Grades  'besitzt  die  Erzeugenden  des  einen  Systems  als  zwei- 
punJctige  Secanten,  die  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  dagegen 
als  einpunhtige  Secanten,^ 

Ebenso  einfach  kann  auch  die  Richtigkeit  des  nachstehenden 
Satzes  bewiesen  werden : 

396,  ,,Eine  durch  eine  gegebene  Baumcurve  dritter  Ordnung 
gehende  Begelfläche  zweiten  Grades  ist  bestimmt,  sobald  man  zwei 
beliebige  Gerade,  deren  jede  mit  der  genannten  Curve  zwei  PunJcte 
gemein  hat,  als  Erzeugende  der  Begelfläche  betrachtet 

Denn  die  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  sind  sodann ,  dem 
vorstehenden  Satze  gemäß,  jene  Geraden,  welche  sowohl  die  beiden 
angenommenen  Erzeugenden,  als  auch  die  Raumcurve  in  je  einem 
Punkte  schneiden. 

§.  721. 

Setzen  wir  voraus,  zwei  Regelflächen  zweiten  Grades 
hätten  zwei  Erzeugende  g^  und  ^g,  welche  dem  nämlichen 
Systeme  angehören,  gemein. 

Wäre  ferner  g^  noch  irgend  eine  beliebige  Erzeugende  desselben 
Systems  für  die  Regelfläche  B^^  und  ^'3  eine  gleichfalls  willkürliche 
Erzeugende  desselben  Systems  für  die  zweite  Regelfläche  ü'g,  so  wird 
es  zwei  Geraden  l^  und  ?2  geben,  welche  die  vier  Geraden  g^,  g^,  g^ 
und  ^'3  schneiden  werden. 

Jede  dieser  genannten  Geraden  ist  sodann,  da  sie  g^,  g^^  und  g^ 
schneidet,  eine  Erzeugende  der  Fläche  B^  und,  nachdem  dieselbe   g^,. 
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g^  und  ^'3  schneidet,  auch  eine  Erzeugende  der  Fläche  Il\,  Die  beiden 
Geraden  Zj  und  Zg  sind  demnach  zwei  gemeinschaftliche  Erzeu- 
gende beider  Regelflächen. 

Die  besagten  Erzeugenden  \  und  l^  repräsentieren  sonach  mit 
g^  und  g^  einen  gemeinschaftlichen  Ort  vierter  Ordnung  beider 
Flächen,  und  können  die  letzteren  somit,  außer  diesen  vier  Geraden, 
keine  Punkte  mehr  gemein  haben.     Es  besteht  sonach  der  Satz: 

897,  ^Hahen  zwei  Begelflächen  zweiten  Grades  zwei  demselben 
Systeme  angehörende  Erzeugenden  gemein,  so  besitzen  dieselben  stets 
noch  zwei  dem  anderen  Systeme  angehörende  gemeinschaftliche  Er- 
zeugenden,  haben   aber  sonst  keine  weiteren  Punkte  mehr  gemeint'' 

Haben  zwei  ßegelflächen  drei  demselben  Systeme  an- 
gehörende Erzeugenden  gemein,  so  sind  dieselben  nothwendig 
identisch,  da  durch  diese  drei  Erzeugenden  nur  ein  einziges  Hyper- 
boloid gelegt  werden  kann. 

§.  722. 

Endlich  ist  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wenn  zwei  ßegel- 
flächen zweiten  Grades  zwei  Erzeugenden  g^  und  Z,  gemein 
haben,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören.  Diese 
Eegelflächen  mögen  sonst  aber  eine  ganz  beliebige  gegen- 
seitige Lage  besitzen. 

Nehmen  wir  auf  l^  irgend  zwei  Punkte  a  und  b  an,  und  ziehen 
wir  durch  jeden  dieser  Punkte  zwei  Geraden  g^  und  g'^;  g^  und  g'^, 
welche  die  gegebene  Erzeugende  g^  nicht  schneiden,  so  kann  man  g^, 
g^  und  ^3  als  die  Leitgeraden  für  die  eine  ßegelfläche  itg  ,  und  ^,, 
^'2  und  ^'3  als  die  Leitgeraden  für  die  zweite  ßegelfläche  betrachten. 

Nachdem  die  beiden  ßegelflächen  zwar  die  gemeinschaftlichen 
Erzeugenden^!  und  Z^  besitzen,  sonst  aber  eine  beliebige  gegenseitige 
Lage  einnehmen,  so  folgt,  dass  auch  die  vier  Geraden  g^^  r/g,  g\j,  und 
g^^  weder  in  Bezug  auf  einander,  noch  in  Bezug  auf  g^  einer  beson- 
deren Bedingung  zu  genügen  haben. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  wenn  beide  ßegelflächen  noch  eine 
zweite,  dem  Systeme  l  angehörende  Erzeugende  gemein  hätten*,  diese 
auch  die  fünf  Geraden  g^,  g^,  g^,  g'o  und  g'^  schneiden  müsste,  oder 
mit  anderen  Worten,  die  Schnittgerade  der  Ebenen  {g^,g'^  und  [g^,g'^) 
(d.  i.  eine  Gerade,  welche  g^,  g'^,  ^3,  g'^  schneidet),  müsste  die  ge- 
gebene Gerade  g^  schneiden.  Letzteres  ist  jedoch,  infolge  der  all- 
gemeinen Lage  von  g^,  g*^^  g^  und  g*^,  offenbar  nicht  der  Fall. 
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Kömmt  aber  den  beiden  Eegelflächea  B^  und  JR'o  keine  zweite 
Erzeugende  des  Systems  l  gemeinschaftlich  zu  ,  so  können  dieselben 
auch  keine  zweite  Erzeugende  des  Systems  g  gemein  haben. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  beiden  vorgenannten  Flächen^  außer 
den  Erzeugenden  g^  und  ?,,  nur  eine  eigentliche  Curve  zweiter  Ord- 
nung, d.  i.  einen  Kegelschnitt  gemein  haben  können.  Dieses  Ergebnis 
führt  zu  dem  Satze: 

898,  ,^Hahen  ^wei  BegelfläcJien  zweiten  Grades  0wei  Erzeugende 
gemein,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören,  und  besitzen  diese 
Flächen  eine  sonst  allgemeine  gegenseitige  Lage,  so  schneiden  sich 
dieselben  noch  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitte.^^ 

§.  723. 

Eine  Kegelfläche  zweiten  Grades  kann  mit  einer 
Eegelfläche  zweiten  Grades  nicht  mehr  als  zwei  Er- 
zeugenden gemein  haben,  da  es  auf  der  Kegelfläche  keinen 
Punkt  gibt,  durch  welchen  mehr  als  zwei  der  Fläche  angehörende 
Geraden  gehen. 

Man  erhält  daher  ohneweiters  die  Sätze: 

399,  „Hat  eine  Eegelfläche  zweiten  Grades  mit  einer  Kegelfläche 
zweiten  Grades  eine  Erzeugende  gemein^  so  schneiden  sich  die  beiden 
FläcJfen  außer  in  dieser  Erzeugenden  stets  noch  in  einer  eigentlichen 
Baumcurve  dritter  Ordnung. ^^ 

Und: 

400,  „Geht  ein  Kegel  zweiten  Grades  durch  zwei  Erzeugende 
verschiedener  Systeme  einer  Begelfläche  zweiten  Grades,  so  schneidet 
der  Kegel  die  letztere  Fläche  noch  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitte.^^ 

§.  724. 

Der  Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  kann,  sobald  auch 
nur  eine  von  ihnen  eine  Nichtregelfläche  ist,  nie  theilweise 
aus  einer  Eaumcurve  dritter  Ordnung  bestehen,  da  der 
Rest  eine  gerade  Linie  sein  müsste,  was,  nachdem  eine  solche  auf  der 
Nichtregelfläche  nicht  existiert,  offenbar  unmöglich  ist 

Früher  schon  wurde  nachgewiesen ,  dass  der  Schnitt  zweier 
Flächen  zweiten  Grades,  einerlei,  ob  dieselben  Kegelflächen,  Regel- 
flächen oder  nicht  geradlinige  Flächen  sind,  stets  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfällt,  sobald  sich  dieselben  in  zwei  Punkten  berühren,, 
und  dass  insbesondere  diese  beiden  Kegelschnitte  unendlich  nahe  an- 

Peschka,  Darstelleade  u.  projective  Geometrie.  III.  ^g 
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einander  rücken  können,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  diese  Flächen 
längs  eines  Kegelschnittes  eine  Berührung  eingehen. 
Sind  überdies  beide  Flächen  Kegelflächen  zweiten  Grades,  so  werden 
dieselben  zusammenfallen. 

§.  725. 

Raumcurven  vierter  Ordnung  als  vollständiger  Schnitt  zweier  Flächen 

zweiten  Grades. 

Es  erübrigt  nunmehr  noch  die  Untersuchung  jenes  Falles,  in 
welchem  die  beiden  Flächen  zweiten  Grades  eine  ganz  all- 
gemeine, gegenseitige  Lage  haben,  der  Schnitt  derselben 
also  eine  eigentliche  Curve  vierter  Ordnung  ist.  Hierbei 
wollen  wir  vorderhand  voraussetzen,  dass  keine  der  vorliegenden 
Flächen  eine  Kegelfläche  sei. 

Vor  allem  wird  der  „Kang"  der  Schnittcurve,  d.  i.  die 
Anzahl  ihrer  Tangenten,  welche  eine  beliebige  Gerade  schneiden,  zu 
bestimmen  sein. 

Die  beiden  Flächen  seien  jPa  und  JF'2,  deren  Durchschnittscurve 
vierter  Ordnung  werde  durch  C*  repräsentiert.  Nehmen  wir  eine  be- 
liebige Gerade  g  im  Kaume  an,  und  suchen  wir  die  Zahl  jener  Tan- 
genten von  C^,  welche  diese  Gerade  g  schneiden. 

Jede  Tangente  der  Curve  C*  ist  der  Schnitt  zweier  Tangential- 
ebenen der  beiden  Flächen  F^  und  F'g,  und  zwar  jener  beiden  Tan- 
gentialebenen, welche  diese  Flächen  in  dem  nämlichen  Punkte  der 
Curve  C*  berühren,  in  welchen  die  letztere  auch  mit  der  fraglichen 
Tangente  eine  Berührung  eingeht. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass,  sobald  die  Tangentialebenen 
von  F^  und  F'^  in  einem  Punkte  |  der  Curve  C*  die  Gerade  g  in 
einem  und  demselben  Punkte  x  treffen,  durch  diesen  Punkt  auch  die 
Tangente  der  Curve  (7*  im  Punkte  g,  als  Schnitt  dieser  beiden  Ebenen, 
gehen  müsse. 

Unsere  Aufgabe  wird  also,  in  anderen  Worten  ausgedrückt,  darin 
bestehen,  zu  ermitteln,  wie  oft  es  vorkömmt,  dass  die  Ebenen, 
welche  die  Flächen  F^  und  F'^  in  einem  und  demselben 
Punkte  I  der  Curve  C^  berühren,  die  Gerade  g  in  einem 
und  demselben  Punkte  treffen. 

Nehmen  wir  auf  g  einen  beliebigen  Punkt  x  an,  und  sehen  wir 
nach,  wie  viele  Ebenen,  welche  die  Fläche  F^  in  Punkten  der  Curve 
C^  berühren,  durch  denselben  gehen. 
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Der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  durch  x  gehenden  Berühr- 
ebenen der  Fläche  F^  ist  ein  Kegelschnitt.  Der  letztere  trifft  die 
zweite  Fläche  F'^  in  vier  Punkten,  welche  der  Curve  C*  angehören 
müssen ,  während  die  Tangentialebenen  der  Fläche  -F'g  in  diesen 
Punkten  die  Gerade^  in  vier  Punkten  x\^  aj'2,  x'^  und  x\  schneiden 
werden. 

Betrachten  wir  demgemäß  die  Gerade  g  als  Träger  zweier 
Punkt  reihen,  und  nehmen  wir  als  entsprechende  Punkte  x  und  x' 
dieser  Eeihen  solche  an,  welche  von  den  in  einem  und  demselben  Punkte 
von  C*  gelegten  Tangentialebenen  der  Flächen  F^  und  jP'g  herrühren, 
so  ergibt  sich  aus  der  vorstehenden  Betrachtung,  dass  einem  Punkte  x 
der  einen  Eeihe  vier  Punkte  a?'  der  zweiten  Eeihe  entsprechen.  Da 
aber  beide  Flächen  vom  zweiten  Grade  sind,  so  folgt,  dass  auch  um- 
gekehrt jedem  Punkte  x^  der  zweiten  Reihe  vier  Punkte  x  der  ersten 
Eeihe  entsprechen  müssen. 

Nach  dem  Chasles'schen  Correspondenzprincipe  wird  es  nun 
im  ganzen  4  -j-  4  =  8mal  vorkommen,  dass  zwei  entsprechende  Punkte 
X  und  x^  zusammenfallen  ,  d.  h.  dass  zwei  in  dem  nämlichen  Punkte 
von  0*  geführte  Tangentialebenen  von  F^^  und  i^'g  die  Gerade  g  in 
einem  und  demselben  Punkte  treffen. 

Die  acht  Schnittgeraden  dieser  acht  Paare  von  Tangentialebenen 
sind  sodann  die  gesuchten  Tangenten  der  Curve  0*.  Es  folgt  mithin 
der  Satz: 

401.  ^Die  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades  ist  im 
allgemeinen  eine  Curve  achten  Banges.^ 

§.  726. 

Die  Durchdringungscurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades 
besitzt  keine  wirklichen  Doppelpunkte,  da  einerseits  die  ge- 
nannten Flächen  keine  Doppelcurven  besitzen,  und  andererseits  voraus- 
gesetzt wurde,  dass  dieselben  eine  ganz  allgemeine  gegenseitige  Lage 
haben,  sich  also  in  keinem  Punkte  berühren. 

Zu  bemerken  ist  jedoch,  dass  obbesagte  Durchdringungscurve 
eine  gewisse  Anzahl  scheinbarer  Doppelpunkte  (Doppelpunkte  ihrer 
Projection  auf  eine  Ebene)  besitze,  mit  deren  Ermittelung  wir  uns  an 
späterer  Stelle  beschäftigen. 

Da  ferner  die  Flächen  zweiten  Grades  weder  stationäre 
Curven,  noch  stationäre  Punkte  (Cuspidalcurven  und  Cuspidal- 
punkte)  besitzen,  so  werden  sich  auch  keine  derartigen  Punkte  in 
deren  Schnittcurven  vorfinden. 

48* 
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Bisher  kennen  wir  somit  drei  Charaktere  der  Durchschnittscurve 
zweier  Flächen  zweiten  Grades,  und  zwar  die  Ordnung  m  =  4; 
den  Eang  r  =  S  und  die  Anzahl  der  stationären  Punkte 
ß  =  0. 

Hieraus  ergeben  sich,  mit  Hilfe  der  P lücker- Ca yley'schen 
Gleichungen,  anstandslos  alle  übrigen  Charaktere  und  Singulari- 
täten. 

Man  findet  hiernach  die  Anzahl  h  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte aus  der  Gleichung: 

r  =  m  (m—  1)  -  2fe-~  3j3, 

d.  i.  Ji  =  2. 

Ferner  aus  der  Gleichung 

n  =  3m  (m  —  2)  —  6  /^  —  8/3 
die  Classe  der  Curve  (Classe  ihrer  Developpablen) 

n  =  12; 
aus  der  Gleichung: 

m  =  r  (r  —  1)  —  2y  —-  3n 

die  Classe  der   doppelt   berührenden   Developpablen  dieser 
Curve : 

y  =  S; 
weiters  aus  der  Gleichung: 

n  =  r  (r  —  1)  —  2x  —  3  m 
die  Ordnung  x  der  Doppelcurve   ihrer  Tangentendevelop- 

pablen: 

X  =  16; 

ferner  aus  der  Gleichung: 

m  —  a  =  3  {r  —  n) 
die  Anzahl   cc  ihrer  stationären  Tangentialebenen: 

a  =  16; 
und  endlich  aus  der  Gleichung: 

r  =z  n  (n  —  1)  —  2g  —  3a 
die  Anzahl  g  der  Doppeltangenten  des    ebenen    Schnittes 
ihrer  Developpablen: 

^  =r  38. 

§.  727. 

Zu  weiteren  Eigenschaften  der  Durchschnittscurve  zweier  Flächen 
zweiten  Grades  führt  folgende  Betrachtung. 
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Denken  wir  uns  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  welche  gemein- 
schaftliche Achsenebenen,  also  auch  gemeinschaftliche 
Achsen  und  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  besitzen. 
Diese  beiden  Flächen  F^  und  F\  mögen  sich  in  einer  Kaumcurve 
C^  der  vierten  Ordnung  schneiden. 

Da  jede  der  drei  Haupt-  oder  Achsenebenen  eine  Symmetrie- 
ebene für  die  beiden  Flächen  F^  und  F\  vorstellt,  so  ist  besagte 
Ebene  auch  eine  Symmetrieebene  für  deren  Schnittcurve  0*. 

Es  lassen  sich  somit  durch  diese  Durchschnittscurve  drei  Cylinder 
legen,  deren  Erzeugenden  zu  den  drei  Achsen  parallel  sind. 

Jeder  dieser  Cylinder  hat  mit  der  Fläche  F^  (oder  auch  mit  der 
Fläche  F'^  nur  die  Curve  C^  sonst  aber  keine  weiteren  Punkte 
gemein. 

Wäre  nämlich  außer  der  Curve  G^  noch  ein  anderweitiger 
Schnitt  vorhanden,  so  müsste  ein  beliebiger  Punkt  desselben  auf  irgend 
einer  Erzeugenden  des  Cylinders  liegen.  Diese  Erzeugende  würde  daher 
mit  Einschluss  der  beiden  Punkte  der  Curve  C^  welche  auf  der 
ersteren  liegen,  drei  Punkte  mit  der  Fläche  JPg  gemein  haben,  was, 
vorausgeschickten  Erörterungen  zufolge,  unmöglich  ist. 

Hieraus  ist  weiters  unschwer  zu  erkennen,  dass  die  Curve  (7* 
vierter  Ordnung,  als  vollständiger  Durchschnitt  der  Fläche  F^ 
zweiten  Grades  mit  einem  zu  einer  Achse  der  letztbezeichneten  Fläche 
parallelen  Cylinder  betrachtet  werden  kann,  was  offenbar  wieder  nur 
dann  möglich  ist,  wenn  dieser  Cylinder  selbst  vom  zweiten  Grade  ist 

Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  durch  die  Durch- 
dringungscurve  G^  der  vierten  Ordnung  der  beiden  Flächen  F^  und 
F^  zweiten  Grades,  stets  drei  Cylinder  zweiten  Grades  gelegt 
werden  können,  deren  Erzeugenden  zu  den  drei  gemein- 
schaftlichen Achsen  dieser  beiden  Flächen  parallel  sind. 

Weil  ferner  die  beiden  Flächen  zweiten  Grades  F^  und  F\,  in 
Bezug  auf  ihren  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  centrisch  sym- 
metrisch sind,  folgt,  dass  jeder  Durchmesser  dieser  beiden  Flächen, 
welcher  durch  einen  Punkt  der  Curve  G^  geht,  auch  noch  einen  zweiten, 
dem  ersteren  diametral  entgegengesetzten  Punkt  dieser  Curve  enthält. 

Alle  diese  Durchmesser  bilden  einen  Kegel,  welcher  durch  die 
Curve  C*  geht  und  dessen  Scheitel  der  Mittelpunkt  der  beiden  Flächen 
F^  und  JF\  ist. 

Jede  Erzeugende  dieses  Kegels  enthält  zwei  gegen  den  Scheitel 
(Mittelpunkt)  symmetrisch  gelegene  Punkte  der  Curve  C^  welche 
gleichzeitig  dessen  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  F^  (oder  mit  der 
Fläche  F\)  darstellen. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Curve  C*  als  der  vollständige  Durch- 
schnitt der  Fläche  F^  (oder  der  Fläche  JP'J  na^^  ^^"^  genannten  Kegel 
anzusehen  ist,  und  dass  mithin  dieser  Kegel,  ebenso  wie  die  vorher 
erwähnten  drei  durch  die  Curve  C*  gehenden  Cylinder  nothweudig  vom 
zweiten  Grade  sein  müsse. 

§.  728. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Flächen  i\  und  jP'^  zweiten  Grades 
sammt  ihrer  Durchschnittscurve  vierter  Ordnung,  den  drei  die  letzt- 
genannte Curve  projicierenden  Cylindern  und  dem  Kegel  beliebig  col- 
linear  transformiert,  so  übergehen  diese  Flächen  wieder  in  zwei 
Flächen  zweiten  Grades,  während  die  Durchschnittscurve  C*  der  ersteren 
in  die  Durchschnittscurve  der  letzteren  übergeht.  Ferner  werden  die 
drei  Cylinder  und  der  Kegel  zweiten  Grades,  welche  die  Curve  C 
enthalten,  in  vier  Kegel  zweiten  Grades  überführt,  welche  die  collinear- 
transformierte  Curve  C*  enthalten. 

Die  ursprünglichen  zwei  Flächen  hatten  gemeinschaftliche  Achsen; 
ferner  repräsentierten  der  Mittelpunkt  und  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  drei  Achsen  die  Eckpunkte  eines  besonderen  Polartetraeders 
beider  Flächen. 

Nachdem  nun  einerseits  polare  Eigenschaften  durch  CoUineation 
nicht  geändert  werden  und  nachdem  andererseits  die  Achsen  parallel 
zu  den  Cylindererzeugenden  waren,  während  der  Mittelpunkt  den 
Scheitel  des  durch  C^  gehenden  Kegels  darstellte,  so  ist  klar,  dass 
das  oberwähnte  besondere  Polartetraeder  durch  die  collineare  Trans- 
formation in  ein  allgemeines  gemeinschaftliches  Polartetraeder  der 
transformierten  Flächen  zweiten  Grades  übergehen  wird  und  dass  die 
Eckpunkte  dieses  Tetraeders  gleichzeitig  die  Scheitel  jener  vier  Kegel 
zweiten  Grades  repräsentieren  werden,  welche  durch  die  Durchschnitts- 
curve vierter  Ordnung  gelegt  werden  können. 

Diesen  Ergebnissen  zufolge  kann  demnach  jetzt  schon  das  eine 
behauptet  werden,  dass,  wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder  besitzen,  durch  die 
Schnittcurve  derselben,  welche  von  der  vierten  Ordnung  ist,  stets  vier 
Kegel  zweiten  Grades  gelegt  werden  können,  deren 
Scheitel  die  Eckpunkte  des  genannten  Polartetraeders 
sind. 

Es  wird  sich  übrigens  zeigen,  dass  diese  Eigenschaft  zwei  belie- 
bigen Flächen  zweiten  Grades  überhaupt  zukömmt,  da  nachgewiesen 
werden   kann,    dass    zwei    Flächen  zweiten  Grades  stets  ein  geniein- 
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schaftliches  Polartetraeder  besitzen,  welche  Lage  iiDmer  die  besagten 
Flächen  auch  gegen  einander  haben  mögen. 

Dieser  Beweis  kann  allenfalls  in  folgender  Weise  geführt  werden. 

Seien  diesbezüglich  F\j,  und  i^g"  zwei  beliebige  Flächen  zweiten 
Grades  und  g^,  g^,  g^  drei  beliebige  Geraden  im  Räume,  welche  durch 
den  nämlichen  Punkt  a  gehen. 

Die  Polaren  dieser  drei  Geraden  in  Bezug  auf  die  Flächen  F^' 
und  F^''  seien  beziehungsweise  ^/,  g^%  g^  und  g^!' ,  g^'\  9^'* 

Denken  wir  uns  weiters,  dass  ein  Punkt  a^  die  Gerade  g^  durch- 
laufe; die  Polarebenen  desselben,  in  Bezug  auf  die  beiden  obbezeich- 
neten  Flächen  drehen  sich  sodann  um  die  Polaren  ^^  und  g^''  dieser 
Geraden  ^i,  d^  h.  sie  erzeugen  zwei  Ebenenbüschel,  welche  zur  Reihe 
a, ...,  also  auch  unter  einander  pröjectivisch  sind.  Entsprechende 
Ebenen  dieser  beiden  Büschel,  d.  h.  Ebenen,  welche  als  Polarebenen 
desselben  Punktes  a,  auf  g^  erscheinen,  schneiden  sich  mithin  in  Ge- 
raden ?,...,  welche  ein  windschiefes  Hyperboloid  erzeugen.  Jede  Er- 
zeugende \  dieses  Hyperboloides  repräsentiert  die  Schnittgerade  der 
beiden  Polarebenen  irgend  eines  Punktes  a^  von  g^.  Nennen  wir  von 
diesen  Erzeugenden  jene,  welche  als  Schnitt  der  beiden  Polarebenen 
des  Punktes  a  (gemeinschaftlichen  Punkt  der  drei  gewählten  Geraden 
9^,  ^o  und  g^  auftritt,  kurz  Z«. 

Ebenso  entsprechen  der  Punktreihe  a^. , ,  auf  der  Geraden  g^ 
die  Erzeugenden  /g...  eines  zweiten  Hyperboloides,  welches  sich  als 
Erzeugnis  der  beiden  projectivischen  Ebenenbüschel  g^  und  g^y  ergibt, 
die  von  den  Polarebenen  der  Punkte  a^. , ,  auf  g^  gebildet  werden. 
Die  vorgenannte  Gerade  Z«  ist,  da  der  Punkt  a  auch  der  Reihe  a^ . . . 
auf  go  angehört,  gleichzeitig  eine  Erzeugende  dieses  Hyperboloides. 

Ferner  entsprechen  der  Punktreihe  «3 . . .  auf  der  dritten  Geraden 
^3  die  Erzeugenden  \. . .  eines  Hyperboloides,  welch  letzteres  sich  als 
Erzeugnis  jener  beiden  projectivischen  Ebenenbüschel  g^  und  g^'  ergibt, 
die  von  den  Polarebenen  der  Punkte  a^ . . .  auf  g^  in  Bezug  auf  die 
beiden  gegebenen  Flächen  gebildet  werden.  Auch  dieses  Hyperboloid 
enthält  die  Gerade  Z«. 

Die  drei  so  entstandenen  Hyperboloide  schneiden  sich,  da 
sie  die  Erzeugende  Z«  gemein  haben,  paarweise  in  drei  Raumcurven 
dritter  Ordnung,  welche  eine  gewisse  Zahl  von  Punkten  gemein 
haben  werden.  Ist  einer  dieser  Punkte,  beispielsweise  P,,  so  gehen 
durch  denselben  drei  Geraden  Z^  \  und  Z3,  welche  Erzeugenden 
der  drei  Hyperboloide  sind.  Diesen  drei  Geraden  Zj,  Z^,  Z3  entsprechen 
beziehungsweise  auf  g^,  g^  und  g^  die  Punkte  a^  a^  und  a^ 


760 

Der  Entstehungsweise  gemäß  gehen  durch  die  Geraden  ?,,  l^  und 
Z3,  also  auch  durch  deren  gemeinschaftlichen  Punkt  P, ,  die  Polar- 
ebenen der  drei  Punkte  a^^  a^  und  a^,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Fläche 
F'2,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Fläche  F"^. 

Hieraus  folgt  (nach  Satz  405,  Band  II),  dass  die  durch  die  drei 
Punkte  a,,  a^  und  ar^  gehende  Ebene  j9^,  die  Polarebene  des  Punktes  P, 
sowohl  in  Bezug  auf  die  Fläche  F\,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Fläche 
JP"2  sei. 

Ein  Gleiches  gilt  von  den  übrigen  Schnittpunkten  der  drei  Raum- 
curven  dritter  Ordnung,  deren  Zahl,  früheren  Erörterungen  gemäß, 
gleich  vier  sein  muss.  Diese  vier  Punkte  Pj,  P^,  P3  und  P^  sind 
sodann  die  Eckpunkte  des  den  beiden  Flächen  F^^  und  JP"2  gemein- 
schaftlichen Polar tetraeders.  Dies  Ergebnis  liefert  somit  die  Sätze : 

402,  „Zwei  Flächen  zweiten  Grades  besitzen  hei  jeder  beliebigen 
gegenseitigen  Lage  ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder. ^'' 

Und: 

403.  ^Die  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades  ist,  bei 
allgemeiner  Lage  der  letzteren  ^  immer  eine  Curve  vierter  Ordnung, 
durch  ivelche  sich  stets  vier  Kegel  zweiten  Grades  legen  lassen.  Die 
Scheitel  dieser  vier  Kegel  sind  die  Ec/cpiinJcte  des  den  beiden  Flächen 
gemeinschaftlichen  Polartetraeders, " 

Betrachten  wir  einen  derartigen  Kegel,  so  finden  wir,  dass,  nach- 
dem jede  Erzeugende  desselben  zwei  Punkte  der  Schnittcurve  C"^  beider 
Flächen  enthält,  jede  Tangentialebene  desselben  die  besagte 
Curve  in  zwei  Punkten  berührt.  Hiernach  ist  weiters  unmittelbar  zu 
entnehmen,  dass  die  der  Curve  doppeltumschriebene  Develop- 
pable,  welche  vorher  (§.  726)  als  von  der  achten  Classe  ge- 
funden wurde,  durch  die  vier  obgenannten  Kegel  repräsentiert  werde. 

§.  729. 

Die  Betrachtung  des  speciellen  Falles ,  wenn  die  beiden 
Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftliche  Achsen,  also 
auch  gemeinschaftliche  Mittelpunkte  und  gemeinschaftliche  Haupt- 
ebenen besitzen,  führt  noch  zu  einem  weiteren  Resultate . 

Da  nämlich  die  Schnittcurve  C*  dieser  beiden  Flächen  eine  gegen 
die  drei  Hauptebenen  sowohl,  als  auch  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Flächen  symmetrische  Lage  hat,  so  folgt  einerseits,  dass  durch 
den  Schnittpunkt  einer  Tangente  der  Curve  C^  mit  einer  der  Haupt- 
ebenen noch  eine  zweite  Tangente,  d.  i.  die  mit  der  ersteren  gegen 
diese  Hauptebene  symmetrisch  liegende,  gehe,    und   andererseits ,  dass 
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die  Tangenten  der  Curve  C^,  deren  Berührungspunkte  in  Bezug  auf 
den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der  beiden  Flächen  symmetrisch 
liegen,  untereinander  paarweise  parallel  sind,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  die  developpable  Tangentenfläche  der  Schnittcurve  C^ 
sowohl  in  jeder  der  drei  gemeinschaftlichen  Hauptebenen, 
als  auch  in  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  Doppelcurve 
besitze. 

In  einer  Hauptebene  kann  keine  Tangente  der  Curve  C^  liegen. 
Denn,  wäre  dies  denkbar,  so  müsste  deren  Berührungspunkt  mit  einem 
jener  vier  Punkte  zusammenfallen,  in  welchen  sich  die  in  dieser  Haupt- 
ebene liegenden  Hauptkegelschnitte  der  beiden  Flächen  schneiden.  In 
jedem  dieser  vier  Punkte  ist  aber  sowohl  die  Tangentialebene  der 
einen,  als  auch  jene  der  anderen  Fläche  auf  der  betreffenden  Ebene 
senkrecht;  es  ist  mithin  auch  die  Schnittgerade  dieser  Tan- 
gentialebenen, d.  i.  die  Tangente  der  Curve  C^  in  dem  bezeich- 
neten Punkte  zur  Hauptebene  senkrecht. 

Nachdem  keine  Tangente  der  Curve  C^  in  einer  der  Hauptebenen 
sich  vorfinden  kann,  so  wird  umsoweniger  die  Tangente  eines  der 
Hauptebene  nicht  angehörenden  Punktes  der  Curve  C*  in  der  Haupt- 
ebene liegen  können. 

Hieraus  folgt  somit,  dass  der  Schnitt  der  developpablen  Tan- 
gentenfiäche  der  Curve  C^  mit  einer  der  Hauptebenen,  nur  aus  der  in 
der  letzteren  liegenden  Doppelcurve  besteht,  und  dass  mithin  die  letzt- 
genannte Curve,  weil  der  ebene  Schnitt  der  Tangentendeveloppablen 
von  der  achten  Ordnung  ist  (Satz  401),  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung sein  müsse. 

Das  Gleiche  gilt  offenbar  auch  von  den  beiden  anderen  Haupt- 
ebenen und  den  in  denselben  liegenden  Doppelcurven,  sowie  endlich 
auch,  da  die  Schnittcurve  C*  keine  Tangenten  in  unendlicher  Ent- 
fernung besitzt,  von  der  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegenden 
Doppelcurve. 

Die  vier  Doppelcurven  vierter  Ordnung  in  diesen  Ebenen  bilden 
demnach  zusammen  einen  Ort  der  sechzehnten  Ordnung, 
welcher  Umstand,  mit  Rücksicht  auf  das  früher  gefundene  Resultat 
x=^\Q  (§.  726)  beweist,  dass  außer  diesen  vier  Doppelcurven  vierter 
Ordnung,  die  Tangentenfläche  keine  weitere  Doppelcurve  mehr 
besitze. 

Transformieren  wir  collinear,  so  übergehen  die  Flächen  zweiten 
Grades  wieder  in  zwei  Flächen  zweiten  Grades;  die  Schnittlinie  und 
deren  Tangentendeveloppable    der   ersteren  Flächen    übergehen  bezie- 
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hungsweise  in  die  Schnittcurve  und  deren  Tangentendeveloppable  der 
letzteren,  während  die  drei  Hauptebenen  und  die  unendlich  ferne  Ebene 
in  die  vier  Seitenebenen  des  den  transformierten  Flächen  gemeinschaft- 
lichen Polartetraeders  überführt  werden.  Man  erhält  hiernach  den  Satz : 
dOd,  ^Die  developpaile  Tangentenfläche  der  Schnittcurve  zweier 
Flächen  zweiten  Grades  hesitzt  vier  ehene  Doppelcurven  vierter  Ord- 
nung, welche  in  den  vier  Seitenebenen  des  den  leiden  Flächen  gemein- 
schaftlichen Polartetraeders  liegen.^'' 

§.  730. 

Denken  wir  uns  eine  Fläche  zweiten  Grades  und  eine 
mit  ihr  concentrische  Kugel,  so  ist  die  Durchschnittscurve 
beider  wieder  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  gegen  jede  der  drei 
Hauptebenen  sowohl,  als  auch  gegen  den  den  beiden  Flächen  gemein- 
schaftlichen  Mittelpunkt  symmetrisch  ist. 

Besagte  Curve  ist  demnach  (Satz  403)  gleichzeitig  auch  der 
Schnitt  der  Kugel  mit  einem  Kegel,  dessen  Scheitel  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  ist,  oder  mit  anderen  Worten:  die  vorbezeichnete  Durch- 
schnittscurve ist  ein  sphärischer  Kegelschnitt. 

Als  Specialfall  des  Satzes  403)    erhalten  wir  sonach   den  Satz : 

405.  j^Die  Schnittcurve  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einer 
ihr  concentrischen  Kugel  ist  stets  ein  sphärischer  Kegelschnitt.'^ 

§.  731. 

Denken  wir  uns  weiters  eine  Eaumcurve  G^  vierter  Ordnung, 
als  Schnitt  zweier  Flächen  F'^  und  F''^  zweiten  Grades, 
und  außerdem  einen  beliebigen  Punkt  p  im  Räume. 

Durch  p  legen  wir  eine  beliebige  Ebene  e,  welche  diese  ßaum- 
curve  in  den  vier  Punkten  a,  h,  c  und  d  schneiden  wird.  Die  fünf 
Punkte  p,  a,b,  c  und  d  bestimmen  somit  eindeutig  einen 
Kegel  schnitt  K. 

Verändern  wir  stetig  in  irgend  einer  Weise  die  Lage  der  Ebene  e, 
so  wird  hierbei  der  Kegelschnitt  K  eine  Fläche  erzeugen,  welche  selbst- 
verständlich durch  den  Punkt  p  und  durch  die  Curve  C*  geht.  Es  ist 
nun  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Fläche  eine  Fläche  zweiten  Grades  sei. 

Zum  Zwecke  dieses  Nachweises  wird  es  genügen,  zu  zeigen,  dass 
diese  Fläche  mit  der  einen  oder  der  anderen  der  beiden  Flächen  F^» 
und  JF"o  außer  der  Curve  C'*  keine  weiteren  Punkte  gemein  haben 
könne. 
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Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  es  wäre  5  ein  solcher  Punkt, 
und  legen  wir  durch  s  und  durch  p  eine  Ebene  e,  so  wird  diese  die 
Fläche  F\  in  einem  Kegelschnitte  Z"'  und  die  fragliche  Fläche  in 
einem  Kegelschnitte  K  treffen.  Diese  beiden  Kegelschnitte  haben 
einerseits  diejenigen  vier  Punkte  a,  i,  c  und  d,  in  welchen  die  Ebene  e 
die  Eaumcurve  C*  trifft,  und  andererseits  den  als  beiden  Flächen  ge- 
meinschaftlich vorausgesetzten  Punkt  s  gemein;  es  mtissten  also  die 
Kegelschnitte  K  und  K'  identisch  sein. 

Wäre  dies  wirklich  der  Fall,  so  müsste  der  Punkt  p,  da  er  auf 
dem  Kegelschnitte  X  liegt,  auch  auf  der  Fläche  F'g  liegen,  was,  bei 
der  allgemeinen  Annahme  desselben,  von  vornherein  ausgeschlossen  ist. 
Hieraus  erhellt  also,  dass  die  fragliche  Fläche  mit  der  Fläche  JF'g, 
äußer  der  Curve  C^,  keine  Punkte  gemein  haben  könne,  dass  die- 
selbe also  noth wendig  eine  Fläche  zweiten  Grades  sein  müsse. 

Wir  sehen  hiernach,  dass  durch  die  Schnittcurve  zweier  Flächen 
zweiten  Grades  unendlich  viele  derartige  Flächen  gelegt  werden 
können,  und  dass  weiters  durch  jeden  beliebigen  Punkt  im  Räume 
nur  eine  solche  Fläche  gehe,  dass  diese  Flächen  also  Flächen- 
büschel (zweiten  Grades)  bilden.  Dieses  Ergebnis  führt,  im  Vereine 
mit  dem  schon  früher  gefundenen  Satze  403)  zu  der  Eigenschaft: 

406.  „Durch  die  DurchscJinittscurve  vierter  Ordnung,  ivelche  als 
Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  erhalten  tvird^  gehen  stets 
unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades ,  ivelche  ein  Flächenbüschel 
zweiten  Grades  bilden.  Unter  den  Flächen  dieses  Büschels  gibt  es 
immer  vier  Kegel  flächen. '' 

§.  732. 

Sei  C*  wieder  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  P  im  Eaume  an,  so  lasseu  sich 
durch  denselben  stets  zwei,  aber  auch  nur  zwei  Geraden  ziehen, 
von  welchen  jede  derselben  die  Curve  C^  in  zwei  Punkten  a^  a^  und 
&i,  &2  schneidet.  [Siehe  Ergebnis  (§.  726)  h  =  2.] 

Suchen  wir  zu  den  drei  Punkten  P,  a^,  a^  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt  a ,  wobei  »j  und  a^  als  conjugierte  Punkte  zu  be- 
trachten sind,  bestimmen  wir  ferner  ebenso  den  vierten  harmonischen 
Punkt  ß  zu  P,  &p  &2  (wobei  h^  und  b^  conjugiert  sind),  und  ziehen 
wir  endlich  die  Gerade  p  =  aß. 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Fläche  F^  zweiten  Grades, 
in  jenem  Büschel,  welches  durch  die  Curve  G^  bestimmt  ist,  construierfc, 
so  ist  einleuchtend,  dass  die  Polarebene  des  Punktes  P,  in  Bezug  auf 
diese  Fläche  F^^    durch  die   Punkte  a  und  /3,    also    auch    durch  die 
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Gerade  jp  gehen  müsse.  Dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  der  Polar- 
ebene des  Punktes  F  in  Bezug  auf  jede  andere  Fläche  des  Plächen- 
büschels  zweiten  Grades. 

Die  Polarebenen   des  Punktes  P   in  Bezug   auf  alle  Flächen 
des  Büschels  bilden   daher   ein  Ebenenbüschel,    dessen  Achse  die 
Gerade  p  ist,  welche  nunmehr  als  Schnitt  zweier  solcher  Polar- 
ebenen  anstandslos    construiert   werden   kann.      Mithin    ergibt    sich, 
der  Satz: 

407.  „Die  Folarehenen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  FläcJieniüschels  zweiten  Grades  bilden  ein  EbenenhüscJieL^ 

§.  733. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Gerade  g  im  Eaume,  so  entspricht 
jedem  Punkte  P  derselben  im  vorgenannten  Flächenbüschel,  als  Schnitt 
aller  Polarebenen  dieses  Punktes  P,  eine  Gerade  p.  Diese  Gerade  p 
wird  sich  als  der  Schnitt  der  Polarebenen  jr'  und  tc'^  des  Punktes  P, 
in  Bezug  auf  irgend  zwei  Flächen  F^^  und  F^^^  des  Flächenbüschels, 
ergeben. 

Durchläuft  der  Punkt  P  die  Gerade  g,  so  erzeugen  (Satz  414, 
Band  11)  dessen  Polarebenen  tc^  und  ;r"  zwei  zu  der  Keihe  P. . .,  also 
auch  untereinander  projectivische  Ebenenbüschel,  deren 
Achsen  die  Polaren  g'  und  ^"  von  g  in  Bezug  auf  die  Flächen  P'j 
und  P"2  sind. 

Die  Schnittgeraden  p.,,,  entsprechender  Ebenen  dieser 
beiden  Büschel  erzeugen  daher  ein  Hyperboloid,  welchem  die 
Polaren  g'  und  ^",  als  Erzeugende  des  zweiten  Systems,  angehören. 

Das  Hyperboloid  bleibt,  als  Ort  der  Geraden  p,  dasselbe,  von 
welchem  Paare  F^^  und  jP"2  von  Flächen  des  Büschels  man  auch 
immer  ausgehen  mag. 

Sind  demnach  JF^^^g  und  F^\  zwei  beliebige  andere  Flächen  des 
Büschels ,  so  werden  die  Geraden  p  . ..  wieder  das  nämliche  Hyper- 
boloid erzeugen.  Auf  demselben  werden  sich  sodann  gleichfalls  auch 
die  Polaren  g^^^  und  g^^  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  P^^^g  und  P^\ 
vorfinden. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  überhaupt  alle  Polaren^',  ^". . .  sämmt- 
licher  Flächen  P'q,  P"2...  des  Büschels  dem  Hyperboloide,  welches 
von  den  Geraden  p  gebildet  wird,  angehören,  und  dass  dieselben  die 
Erzeugenden  des  einen  Systems,  die  Geraden  p  hingegen  die  Erzeu- 
genden des  zweiten  Systems  desselben  repräsentieren. 
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Dieser  Beweis  kann  allenfalls  auch  in  folgender  Forna  geführt 
werden. 

Sei  g  die  gegebene  Gerade.  Wählen  wir  auf  derselben  drei  be- 
liebige Punkte  Pp  Pq,  P3.  Die  Polarebenen  eines  jeden  dieser  Punkte, 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  schneiden  sich  in  je  einer 
Geraden  p^,  p^,  p^. 

Bestimmen  wir  die  Polare  der  Geraden  ^  in  Bezug  auf  eine  be- 
liebige Fläche  des  Büschels,  so  muss  (Satz  405,  Band  11)  diese 
Polare  die  Schnittgerade  der  Polarebenen  der  drei  Punkte  Pj,  Pg,  Pg^ 
in  Bezug  auf  diese  Fläche  des  Büschels  sein. 

Nachdem  aber  diese  Polarebenen  durch  die  drei  Geraden  p^,  p^ 
und  p^  gehen,  so  müssen  diese  letzteren  von  der  gesuchten  Polare 
geschnitten  werden.  Dies  beweist  aber,  dass  die  Polaren  der  Geraden  g, 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  C^,  die  drei  Geraden  p^,  p^ 
und  Pq  schneiden,  also  die  Erzeugenden  eines  Hyperboloides  darstellen 
müssen,  dessen  zweites  System  von  Erzeugenden  die  Geraden  p  reprä- 
sentieren.   Daher  der  Satz: 

408.  jjDie  Polaren  einer  Geraden  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  Flächeniüschels  zweiten  Grades  sind  die  Erzeugenden  eines  und 
desselben  Systems  eines  Hyperboloides,  Die  Erzeugenden  des  zweiten 
Systems  sind  jene  Geraden  ^  welche  die  Achsen  der  Ebenenhüschel 
repräsentieren,  die  von  den  Polarehenen  der  Punkte  der  gegebenen 
Geraden,    in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels,  erzeugt  iverdenj' 

§.  734. 

Es  erübrigt  noch,  den  geometrischen  Ort  der  Pole  einer 
Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  eines  Flächenbüschels 
zu  ermitteln. 

Die  gegebene  Ebene  sei  77.  Nehmen  wir  in  dieser  Ebene  zwei 
beliebige  Geraden  g^  und  ^^  an. 

Die  Polaren  dieser  Geraden  ,  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Büschels,  gehören  zwei  windschiefen  Hyperboloiden  als  Erzeugende  an. 
Diese  Hyperboloide  haben  eine  Erzeugende  p,  d.  i.  die  Achse  jenes 
Ebenenbüschels  gemein,  welches  von  den  Polarebenen  des  gemein- 
schaftlichen Punktes  P  von  g^  und  g^  in  Bezug  auf  die  Flächen  des 
Systems  gebildet  wird;  dieselben  schneiden  sich  daher  noch  in  einer 
Eaumcnrve  dritter  Ordnung. 

Denken  wir  uns  den  Pol  der  Ebene  77,  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Fläche  Fo  des  Büschels,  bestimmt.  Besagter  Pol  muss  (nach  Satz  407, 
Band  H)  sowohl  auf  der  Polare  der  Geraden   g^,    als  auch    auf  der 
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Polare  der  Geraden  g^  in  Bezug  auf  diese  Tläche  F^ ,  also  auf  zwei 
Erzeugenden  der  beiden  Hyperboloide  liegen,  was  nur  dann  möglich 
ist,  wenn  derselbe  der  vorgenannten  Eaumcurve  dritter  Ordnung  an- 
gehört. Diese  letztere  ist  daher  der  geometrische  Ort  der  Pole  der 
Ebene  11^  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels.  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

409,  y,Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene,  in  Bemg  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  zweiten  Grades^  bilden  eine  Batimcurve  dritter 
Ordnung. "" 

Speciell  für  die  unendlich  ferne  Ebene  folgt  aus  dem  vor- 
stehenden Satze  : 

410,  y^Die  MittelpunUe  aller  Flächen  eines  Flächenbüschels 
zweiten  Grades  bilden  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung. "• 

§.  735. 

Wir  wissen,  dass  eine  Eaumcurve  dritter  Ordnung  drei  un- 
endlich ferne  Punkte  besitze,  welche  alle  reell  sein  können,  von 
denen  aber  einer  stets  reell  sein  muss.  Da  aber  eine  Fläche 
zweiten  Grades,  welche  einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt  besitzt, 
ein  Paraboloid  ist,  so  folgt,  auf  Grund  des  eben  bewiesenen  Satzes 
der  nachstehende: 

411,  j^ln  einem  Flächenbüschel  zweiten  Grades  gibt  es  drei 
Paraboloide,  welche  alle  reell  sein  können^  deren  eines  aber  stets  reell 
sein  muss,'^ 

§.  736. 

Wir  haben  nachgewiesen,  dass  zwei  Flächen  zweiten  Grades  stets 
ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder  entspreche,  und  dass  die  vier 
Ecken  desselben  die  Scheitel  von  vier  Kegöln  zweiten  Grades  seien, 
welche  durch  die  Schnittcurve  C^  dieser  beiden  Flächen  gehen. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  dieses  Tetraeder  auch  ein  Polar- 
tetraeder für  alle  Flächen  des  durch  diese  zwei  Flächen 
bestimmten  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung  ist. 

Ein  Eckpunkt  dieses  Tetraeders  sei  Pj.  Denken  wir  uns  drei 
Erzeugende  P^a^a^,  PiW  ^öd  PtC^c^  jenes  Kegels  zweiten  Grades 
construiert,  welcher  P,  zum  Scheitel  hat  und  durch  die  Curve  C* 
geht.  Die  drei  Paare  von  Schnittpunkten  der  genannten  drei  Erzeu- 
genden mit  der  Curve  C*  seien  a^.a^^;  b^,b^  und  c^^c^.  Die  bezeich- 
neten Punkte  gehören  sämmtlichen  Flächen  des  Flächenbüschels  an, 
da  alle  Flächen  durch  die  Curve  C*  gehen. 
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Bestimmt  man  daher  zu  Pj,  a^^  a^\  P^,  6,,  \;  P^,  Cj,  c^  die 
vierten  harmonischen  Punkte  a,  /3,  y  und  legt  man  durch  diese  letz- 
teren eine  Ebene  77^,  so  ist  einleuchtend,  dass  dieselbe  die  Polar- 
ebene des  Punktes  P,  in  Bezug  auf  irgend  eine  beliebige  dem  Büschel 
angehörende  Fläche,  also  überhaupt  die  Polarebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Büschels  repräsentiere.  Dasselbe  gilt  von  den  übrigen 
drei  Eckpunkten  des  Tetraeders.     Mithin  besteht  der  Satz: 

412,  „Die  sämmtlichen  Flächen  eines  Flächenhüschels  zweiten 
Grades  besitzen  ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder.  Die  Eckpunkte 
dieses  Polartetraeders  sind  die  Scheitel  jener  vier  Kegelflächen  zweiten 
Grades,  welche  dem  Flächenbüschel  angehören."' 

§.  737. 

Seien  Pj,  P2,  P3  und  P^  die  Ecken  des  gemeinschaftlichen  Polar- 
tetraeders der  Flächen  des  Flächenbüschels  zweiten  Grades. 

Denken  wir  uns  dieses  Flächenbüschel  coUinear  transfor- 
miert, wobei  wir  die  eine  Ebene  des  Tetraeders,  etwa  die  Ebene 
P2P3P4,  als  Gegenebene  und  als  Collineationscentrum  G 
jenen  Punkt  wählen,  welcher  mit  den  in  dieser  Ebene  liegenden 
drei  Tetraedereckpunkten  P^,  P^,  P^  verbunden,  drei  auf  einander 
senkrecht  stehende  Geraden  ergibt,  so  entspricht  collinear  der 
Ebene  P^P^P^  die  unendlich  ferne  Ebene  und  dem  oberwähnten 
Flächenbüschel  ein  zweites  Fläch eubüschel,  dessen  Flächen  denselben 
Mittelpunkt  und  die  nämlichen  Achsen  besitzen. 

Der  Mittelpunkt  ist  nämlich  der  dem  Punkte  Pj  collinear  ent- 
sprechende Punkt,  während  die  Achsen  der  Büschel  durch  die  den 
Geraden  P^Pq,  ^x^^  und  P1P4  collinear  entsprechenden  Geraden 
repräsentiert  erscheinen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  auch  jede  andere  Seitenebene  des 
gemeinschaftlichen  Polartetraeders  als  Gegenebene  betrachten.  Hiedurch 
kann  das  obgenannte  Flächenbüschel  auf  vierfache  Weise  collinear 
in  ein  „centrisches"  verwandelt  werden.  Wir  gelangen  hiermit  zu 
dem  Satze: 

413.  j^  Jedes  beliebige  Flächenbüschel  zweiten  Grades  kann  col- 
linear auf  vierfache  Weise  in  ein  centrisches  Flächenbüschel,  d.  i.  in 
ein  solches  verwandelt  werden,  dessen  sämmtUche  Flächen  dieselben 
Hauptachsen  besitzen.  Es  genügt  0u  diesem  Zivecke,  die  eine  Ebene 
des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders  als  Gegenebene  und  den  Punkt, 
von  welchem  aus  die  Seiten  des  in  dieser  Ebene  liegenden  Polar  drei- 
eckes  unter  rechten  Winkeln  erscheinen,  als  Collineationscentrum  an- 
^unehmen}^ 
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§.  738. 

Specielle  Arten  von  Flächenbüsclieln  zweiten  Grades  sind  jene, 
welche  durch  eine  degenerierte  Curve  vierter  Ordnung 
gehen. 

Schneiden  sich  nämlich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  in  zwei 
Kegelschnitten^  so  kann  naan  durch  die  letzteren  noch  unendlich 
viele  derartige  Flächen  legen.  Durch  jeden  Punkt  im  Räume  wird 
stets  nur  eine  einzige  solche  Fläche  gehen.  Dieses  Ergebnis  kann 
durch  nachstehenden  Satz  zum  Ausdrucke  gebracht  werden: 

414.  „Durch  0wei  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegende 
Kegelschnitte  Icann  man  stets  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades 
legen  y  welche  ein  Flächenbüschel  zweiten  Grades  bilden.  In  diesem 
Bilschel  gibt  es  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades.  Die  Scheitel  der- 
selben sind  zwei  FchpunJcte  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders, 
Die  Ebenen,  welche  beziehungsweise  durch  diese  Scheitel  und  die 
Schnittgerade  der  Ebenen  jener  Kegelschnitte  gehen,  sind  zwei  Seiten- 
ebenen  des  Polartetraeders.'' 

Fallen  die  beiden  Kegelschnitte  unendlich  nahe  anein- 
ander^ so  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

415.  j^Sämmtliche  Flächen  zweiten  Grades,  welche  sich  längs 
eines  Kegelschnittes  berühren,  bilden  ein  Flächenbüschel  zweiten 
Grades.  Der  diesen  Flächen  gemeinschaftlich  umschriebene  Kegel 
zweiten  Grades  gehört  dem  Büschel  an.  D^r  Scheitel  des  Kegels  ist 
ein  Eclcpunkt  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders ;  die  Ebene  des 
Berührungslcegelschnittes  ist  die  demselben  conjugierte  Seitenebene  des 
Polartetraeders. "" 

§.  739. 

Als  Folge  der  angestellten  Betrachtungen  gelangen  wir  hier 
nebstbei  sehr  einfach  zu  einem  merkwürdigen  Eesultate. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Ebene  U^  des  Berührungskegel- 
schnittes K  und  den  Pol  Pj  dieser  Ebene,  das  ist  den  Scheitel  jenes 
Kegels  bestimmt,  welcher  sämmtlichen  Flächen  des  Büschels  längs 
des  Kegelschnittes  K  umschrieben  ist,  und  nehmen  wir  weiters 
in  der  Ebene  U^  ein  beliebiges  Polardreieck  des  Kegel- 
schnittes K  an.  Sind  die  Ecken  desselben  P^,  F^  und  P^,  so 
stellt  Pg  P4  die  Polare  von  Pg  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  dar. 

Die  Polarebene  11^  des  Punktes  Pg  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Fläche  des  Büschels,  also  auch  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels 
muss  (nach  Satz  406,  Band  II)  durch  den  Punkt  P^  und  (infolge  des 
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Satzes  407,  Baud  D)  durch  die  Polare  P3P4  gehen.     Besagte  Polar- 
ebene  ist  daher  die  Ebene  der  drei  Punkte  P^,  P3,  P^. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  P3  der  Pol  der  Ebene 
P^F^P^  und  P4  der  Pol  der  Ebene  P^P^F^  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Buscheis  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  P^P^P^P^ 
ein  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinschaftliches  Polar- 
tetraeder repräsentiere. 

Zu  gleichem  Eesultate  gelangt  man  auch,  wenn  irgend  ein  be- 
liebiges anderes  Polardreieck  des  Kegelschnittes  K  angenommen  wird. 
Hiernach  gilt  der  Satz: 

416.  „Das  FlächenbüscJiel ,  welches  von  allen  Flächen  zweiten 
Grades  gebildet  wird,  die  einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren^ 
besitzt  unendlich  viele  Folartetraeder,  Biese  Polartetraeder  haben 
den  Scheitel  des  dem  Büschel  angehörenden  Kegels  mm  gemeinschaft- 
lichen EchpunU,  Bie  übrigen  drei  EchpunUe  sind  jedesmal  Eck- 
punkte eines  Folardreieckes  des  Berührungskegelschnittes. 


XXXI.  Capitel. 

Die  zwei  Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschriebene 

Developpable.    Scharen  von  Flächen  zweiten  Grades.    Confocale 

Flächen  zweiten  Grades. 

§.  740. 

Denken  wir  uns  zwei  beliebige  Flächen  F^'  und  F^"  zweiten 
Grades,  sowie  auch  deren  Schnittcurve  C^  polarreciprok  trans- 
formiert, wobei  wir  eine  beliebige  dritte  Fläche  zweiten  Grades, 
etwa  eine  Kugel,  als  Directrix  der  Beciprocität  annehmen. 

Hierbei  verwandeln  sich  die  Flächen  F^'  und  PI/'  in  zwei  andere 
Flächen  zweiten  Grades,  die  wir  S,/  und  S^''  nennen  wollen,  während 
die  Schnittcurve  C^  von  P^'  und  F^''  in  die  den  transformierten  Flä- 
chen Äj'  und  S^"  gemeinschaftlich  umschriebene  Develop- 
pable D4  übergeht. 

Bezüglich  dieser  Developpablen  kann  sofort  eine  Keihe  von 
Sätzen  aufgestellt  werden,  zu  deren  Eechtfertigung  nicht  erst  eine 
besondere  Beweisführung  nothwendig  sein  wird,  da  diese  bloß  die  den 
Sätzen    „über    die    Schnittcurve    zweier    Flächen    zweiten 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  aq 
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Grades"  reciprok  entsprechenden  Sätze  sind;  es  wird  demnach  ge- 
nügen, diese  Sätze  kurz  anzuführen,  eventuell  einigermaßen  zu  er- 
läutern. 

Zunächst  ergibt  sich,  mit  Eücksicht  auf  die  Kesultate  der  in 
§.  725)  und  726)  angestellten  Betrachtungen  der  Satz : 

417.  T,Die  mei  Flächen  meiten  Grades  gemeinschaftlich  um- 
schriebene  Developpalle  ist  von  der  vierten  Classe  und  vom  achten 
Bange;    die    Cuspidalcurve   derselben  ist   eine   Baumcurve    zwölfter 

Ordnung. 

Die  Developpalle  besitzt  eine  Doppelcurve  achter  Ordnung.  Dem 
ebenen  Schnitt  derselben  Jcommen  mei  Doppeltangenten  0u.  Die  ihrer 
Bückkehrcurve  doppelt  umschriebene  Developpable  ist  von  der  sech- 
zehnten Classe,  besitzt  achtunddreißig  scheinbare  Doppelpunkte  und 
sechzehn  stationäre  Punkte.^ 

§.  741. 
Fasst  man  eine  Fläche  zweiten  Grades  als  einen  zwei-stufigen 
Ort  von  Punkten  auf,  so  muss  die  ihr  reciprok  entsprechende 
Fläche  zweiten  Grades  als  Enveloppö  eines  zwei-stufigen  Sy- 
stems von  Ebenen  —  der  Polarebenen  jenes  Punktes  aufgefasst 
werden. 

Degeneriert  die  eine  dieser  Flächen  in  einen  Kegel  zweiten 
Grades,  so  artet  die  ihr  polarreciprok  entsprechende  Fläche  in  einen 
ebenen  Kegelschnitt  aus. 

Je  nachdem  man  den  Kegel  als  das  Erzeugnis  von  Punkten, 
Geraden  oder  Tangentialebenen  betrachtet,  hat  man  den  reciproken 
Kegelschnitt  als  das  Erzeugnis  von  Tangentialebenen,  Tangenten  oder 
Punkten  aufzufassen.  Ferner  entspricht  dem  Scheitel  des  Kegels 
reciprock  die  Ebene  des  Kegelschnittes. 

Hierauf  gestützt,  erhält  man,  da  polare  Eigenschaften  durch 
Beciprocität  erhalten  bleiben,  den  dem  Satze  403)  reciprok  entspre- 
chenden Satz: 

418.  jyDie  Ebenen  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders  zweier 
Flächen  zweiten  Grades  schneiden  die  diesen  Flächen  gemeinschaft- 
lich umschriebene,  Developpable  in  vier  Kegelschnitten,  welche  zu- 
sammen die  Doppelcurve  achter  Ordnung  dieser  Developpablen  reprä- 
sentierend^ 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ist  an  und  für  sich  evident,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  diese  Kegelschnitte  polarreciprok  jenen  vier 
Kegeln    zweiten  Grades    entsprechen,    welche  durch   die  Schnittcurve 
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zweier   Flächen   zweiten   Grades   gehen,    und    dass   diese   Kegel  die 
doppelt  umschriebene  Developpable  der  letztgenannten  Schnittcurve  sind. 

§.  742. 

Nachdem  die  gemeinschaftlich  umschriebene  Developpable  zweier 
Flächen  zweiten  Grades  der  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiten 
Grades  entspricht,  so  werden  den  unendlich  vielen  Flächen  eines 
Flächenbüschels  zweiten  Grades  reciprok  unendlich  viele  Flächen  zweiten 
Grades  entsprechen,  welche  sämmtlich  einer  und  derselben  Develop- 
pablen  und  zwar  jener  eingeschrieben  sind,  welche  der  Gründen rve, 
d.  i.  der  gemeinsamen  Curve  aller  Flächen  des  Büschels  polarreciprok 
entspricht. 

Jede  Fläche  ist  diesfalls  durch  die  Bedingung,  ^eine  gegebene 
Ebene  zu  berühren",  ein-deutig  bestimmt,  da  die  ihr  reciproke 
Fläche  durch  die  Angabe  eines  Punktes  festgestellt  ist. 

Alle  diese  Flächen  zusammen  pflegt  man  eine  Flächenschar 
zweiten  Grades  zu  nennen. 

Dies  liefert  den,  dem  Satze  406)  reciproken  Satz: 
419.  ^Einer  developpahlen  Fläche  zweiten  Grades,  welche  zwei, 
Flächen  zweiten  Grades  umschrieben  ist,  lassen  sich  noch  unendlich 
viele  derartige  Flächen  einschreiben,  welche  zusammen  eine  Flächen- 
schar zweiten  Grades  bilden.  In  dieser  Flächenschar  gibt  es  ins- 
besondere vier  Kegelschnitte,  deren  Ebenen  die  Seitenebenen  des  den 
leiden  ursprünglichen  Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlichen 
Polartetraeders  sind  und  welche  degenerierte  Flächen  zweiten  Grades 
repräsentieren."' 

§.  743. 
Ferner  entspricht  dem  Satze  407)  reciprok  der  Satz: 
4:20.  ^Die  Fole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  einer 
Flächenschar  zweiten  Grades  liegen  auf  einer  geraden  Linie. ^ 

Ist  die  Ebene  insbesondere  die  ^unendlich  ferne  Ebene'' 
so  ergibt  sich  unmittelbar  der  JSpecialsatz : 

421.  j^Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Flächen  einer  Flächen- 
schar zweiten  Grades  ist  eine  gerade  Linie.^' 

Diese  Gerade  enthält  sodann  selbstverständlich  auch  die  Mitte  1- 
punkte  der  vier  Doppelkegelschnitte  der  umschriebenen 
Developpahlen,  da  diese,  wie  früher  gezeigt  wurde,  als  degenerierte, 
der  Developpahlen  eingeschriebene,  also  der  Flächenschar  angehörende 
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Flächen  zweiten  Grades   zu   betrachten  sind.    Es  besteht   daher  der 

Satz:  ,   ,    ..^      •       -r. 

422.  „Bie  Mittelpunkte  der  vier  Doppelkegelschnitte  etner  JJeve- 

loppallen  vierter  Classe  und  achten  Ranges  liegen  auf  einer  und  der- 
selben Geraden,  welche  auch  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Develop- 
pablen  eingeschriebenen  Flächen  meiten  Grades  enthält."' 

§.  744. 

Da  weiters  jede  gerade  Linie  einerseits  einen  reellen  un- 
endlich fernen  Punkt  besitzt  und  andererseits  eine  Fläche 
zweiten  Grades  mit  einem  unendlich  fernen  Mittelpunkte, 
wie  bekannt,  ein  Paraboloid  ist,  so  ergibt  sich  als  unmittelbare 
Folge  der  beiden  letzten  Sätze  der  Satz: 

428.  „Unter  den  Flächen  einer  Flächenschar  meiten  Grades 
gibt  es  stets  ein,  aber  auch  nur  ein  reelles  Paraboloid,  dessen  Achse 
zu  der  Geraden,  welche  die  Mittelpunkte  aller  Flächen  enthält, 
parallel  ist."' 

Ebenso  ergibt  sich  aus  dem  Satze  408)  der  reciproke  Satz: 

424.  Die  Polaren  einer  Geraden  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
einer  Flächenschar  zweiten  Grades  erzeugen  ein  windschiefes  Hyper- 
boloid'^ ; 

und  aus  dem  Satze  409)  der  folgende: 

425.  Bie  Polarebenen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
einer  Flächenschar  meiten  Grades  sind  Schmiegungsebenen  einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung.^ 

Endlich  folgt  aus  dem  Satze  412)  der  nachstehende: 

426.  „Das  Polartetraeder,  welches  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
gemeinschaftlich  ist,  stellt  auth  ein  Polartetraeder  für  alle  Flächen 
jener  Flädienschar  zweiten  Grades  dar,  welche  durch  die  beiden 
Flächen  zweiten  Grades  bestimmt  wird,  oder  mit  anderen  Worten, 
allen  Flächen  der  erwähnten  Schar  ist  ein  gewisses  Polartetraeder _ 
gemeinschaftlich." 

§.  745. 
Ebenso  wie  die  Schnittcurve  vierter  Ordnung,  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  herrührend,  in  zwei  Kegelschnitte  dege- 
nerieren kann,  so  wird  reciprok  auch  die  zwei  Flachen 
zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschriebene  Develop- 
pable  in  zwei  diesen  Flächen  gemeinschaftlich  umschrie- 
bene Kegel  degenerieren  können. 
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Sind  also  einer  Fläche  zweiten  Grades  zwei  Kegel  umschrieben, 
oder  was,  da  sich  dieselben  in  den  beiden  Schnittpunkten  ihrer 
ßerührungskegelschnitte  berühren,  gleichbedeutend  ist,  schneiden  sich 
zwei  Kegel  zweiten  Grades  in  zwei  Kegelschnitten,  so  kann  man  den- 
selben unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  einschreiben,  welche 
eine  besondere  Flächenschar  zweiten  Grades  repräsentieren. 

Die  beiden  Kegelschnitte ,  welche  die  umschriebenen  Kegel 
gemein  haben ,  sind  als  zwei  degenerierte  Flächen  der  erwähnten 
Flächenschar  zu  betrachten. 

Die  Kegelschnittsebenen  sind  zwei  Ebenen  des  der  Schar  gemein- 
schaftlichen Polartetraeders.  Die  denselben  gegenüber  liegenden  Eck- 
punkte sind  deren  Schnittpunkte  mit  der  Verbindungsgeraden  der  beiden 
Kegelscheitel.  Fassen  wir  das  Erörterte  kurz  zusammen,  so  erhalten 
wir  den  Satz: 

427.  ^, Schneiden  sich  gwei  Kegel  zweiten  Grades  in  ^wei  Kegel- 
schnitten, so  Jcann  man  ihnen  gemeinschaftlich  unendlich  viele 
Flächen  zweiten  Grades  einschreiben,  zu  welchen,  als  degenerierte 
Flächen,  auch  die  beiden  Kegelschnitte  gehören.  Die  Ebenen  der 
leideren  sind  swei  Seitenebenen  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders. 
Die  Schnittpunkte  dieser  Seitenebenen  mit  der  Verbindungsgeraden 
der  beiden  Kegelscheitel  repräsentieren  zwei  EchpunUe  dieses  Tetra- 
eders J^ 

§.  746. 

Fallen  die  beiden  Kegel,  also  auch  die  beiden  Kegelschnitte, 
welche  diese  letzteren  gemein  haben,  zusammen,  so  wird  die  Flächen- 
schar eine  noch  speciellere ;  dieselbe  übergeht  nämlich  in  jene,  welche 
von  allen  Flächen  zweiten  Grades  gebildet  wird,  die  den 
Kegel  längs  jenes  Kegelschnittes  berühren.  Der  letztere  selbst  reprä- 
sentiert sodann  eine  degenerierte  Fläche  der  Schar,  während  die  Ebene 
desselben  eine  Ebene  des  Polartetraeders  und  der  Kegelscheitel  den 
gegenüber  liegenden  Eckpunkt  dieses  Tetraeders  darstellt.  Hiernach 
der  Satz: 

428,  ,,Sämmtliche  Flächen  zweiten  Grades,  welche  einen  und 
denselben  Kegel  zweiten  Grades  längs  eines  und  desselben  Kegel- 
schnittes berühren,  bilden  eine  besondere  Flächenschar  zweiten  Grades. 
Der  gemeinschaftliche  BerührungsJcegelschnitt  repräsentiert  sodann  eine 
degenerierte  Fläche  der  Schar,  Die  Ebene  dieser  degenerierten  Fläche 
ist  eine  Seitenebene  des  gemeinschaftlichen  Folartetraeders,  Der  Kegel- 
Scheitel  ist  der  dieser  Ebene  gegenüber  liegende  EchpunU  des  Tetra- 
eders.^ 
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§.  747. 


Aus  vorhergegangenen  Betrachtungen  erhellte,  dass  die  Flächen 
zweiten  Grades,  welche  sich  längs  eines  Kegelschnittes  berühren,  ein 
besonderes  Flächenbüschel  zweiten  Grades  bilden. 

Die  eben  hervorgehobene  Eigenschaft  ist  das  räumliche  Ana- 
logen zu  dem  „ebenen  System  von  Kegelschnitten",  welche 
zwei  feste  Geraden  in  zwei  festen  Punkten  berühren,  da  man  dieses 
System  mit  derselben  Berechtigung  als  Kegelschnittsbüschel, 
wie  als  Kegelschnittsschar  betrachten  kann. 

Wir  haben  weiters  gefunden,  dass  die  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  gemeinschaftlich  umschriebene  Developpable  vier  Doppelkegel- 
schnitte besitze. 

Dieselbe  ist  demnach  identisch  mit  jener  Developpablen, 
welche  durch  zwei  beliebig  im  Baume  gegebene  Kegelschnitte  bestimmt 
ist,  oder  mit  anderen  Worten:  identisch  mit  der  Enveloppe  all 
jener  Ebenen,  welche  diese  beiden  Kegelschnitte  be- 
rühren. 

Ferner  haben  wir,  als  die  allgemeinen  Eigenschaften  dieser 
Developpablen  untersucht  wurden  (§.  529—540,  Band  II)  gezeigt, 
dass  die  beiden  gegebenen  Leitkegelschnitte  Doppelcurven  besagter 
Developpablen  sind,  und  dass  dieselbe  noch  zwei  weitere  Doppelkegel- 
schnitte besitze. 

Aus  der  Identität  der  dort  behandelten  Fläche  mit  der  eben 
untersuchten  Developpablen  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  Satz  529, 
Band  II)  der  folgende : 

429,  „JDer  developpablen  Fläche,  welche  zwei  Kegelschnitten  {von 
allgemeiner  gegenseitiger  Lage)  gemeinschaftlich  umschrieben  ist, 
Jcönnen  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  eingeschrieben  werden. 
Die  Ebenen  der  beiden  Leithegelschnitte,  sowie  die  Ebenen  der  sich 
iveiterhin  noch  ergebenden  zwei  DoppelJcegelschnitte  der  Developpablen 
bilden  zusammen  ein  Tetraeder,  welches  ein  gemeinschaftliches  Folar- 
tetraeder  für  alle  eingeschriebenen  Flächen  zweiten  Grades  reprä- 
sentiert,''^ 

§.  748. 
Confocale  Flächen  zweiten  Grades. 

Setzen  wir  nun  insbesondere  voraus,  dass  der  eine  der  vier 
Doppelkegelschnitte  der  imaginäre  unendlich  ferne 
Kreis  Ki  sei. 
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In  diesem  Falle  ist  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Seiten- 
ebene P^P^P^  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders  P^P^PgP^  aller 
der  Developpablen  eingeschriebenen  Flächen  zweiten  Grades,  und  der 
ihr  gegenüber  liegende  Eckpunkt  Pj,  als  Pol  der  unendlich  fernen 
Ebene,  der  Mittelpunkt  all  dieser  Flächen  zweiten  Grades» 

Nachdem  ferner  das  Dreieck  P^P^P^  in  der  unendlich  fernen 
Ebene,  welches  von  den  drei  übrigen  Eckpunkten  des  Polartetraeders 
gebildet  wird,  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  in  dieser  Ebene  lie- 
genden Doppelkegelschnitt,  im  vorliegenden  Falle  also,  in  Bezug  auf 
den  imaginären  Kreis  Ki  ist,  so  folgt  (nach  Satz  140),  dass  die  drei 
Geraden  P^P^^  ^1^3  ^^d  P1P4  wechselseitig  auf  einander  senkrecht 
stehen,  dass  also  diesfalls  alle  der  Developpablen  eingeschriebenen 
Flächen  zweiten  Grades  die  nämlichen  Hauptachsen  besitzen. 
Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

430,  ^Ist  einer  der  vier  BoppeTkegelsehnitte  einer  Developpablen 
vierter  Classe  und  achten  Banges  der  unendlich  ferne  imaginäre 
Kreis y  so  sind  alle  Flächen  zweiten  Grades^  welche  dieser  Develop- 
pablen eingeschrieben  werden  können^  concentrisch  und  besitzen  die- 
selben Achsen,'^ 

§.  749. 

Der  eben  besprochenen,  besonderen  Flächenschar  zweiten  Grades 
kömmt  überdies  eine  große  Zahl  wichtiger  und  interessanter  Eigen- 
schaften zu,  von  welchen  wir  die  für  unsere  Zwecke  wichtigsten  hier 
näher  erörtern  wollen. 

Hier  wird  in  erster  Linie  zu  berücksichtigen  sein,  dass  der  i  m  a- 
ginäre,  unendlich  ferne  Kreis,  als  Doppelcurve  der  Deve- 
loppablen, eine  der  letzteren  ebenfalls  eingeschriebene  (degenerierte) 
Fläche  zweiten  Grades  darstelle. 

Zufolge  des  Satzes  420)  liegen  die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  s 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  zweiten  Grades,  welche  der  betreffenden 
Schar  angehören  auf  einer  Geraden.  Das  Gleiche  gilt  aber  auch,  nach 
der  vorstehenden  Bemerkung,  von  dem  Pole  dieser  Ebene  in  Bezug 
auf  den  imaginären  Kreis  Ki, 

Die  eben  genannte  Gerade,  auf  welcher  der  besagte  Pol  liegt, 
ist  daher  der  Ebene  6,  in  Bezug  auf  den  Kreis  Ki^  conjugiert  und 
muss  daher  (nach  Satz  139)  auf  dieser  Ebene  E  senkrecht  stehen. 
Demnach  gilt  der  Satz: 

4SI.  „Der  Ort  der  Pole  einer  beliebigen  Ebene  in  Bemg  auf 
alle  Flächen  der  in  Bede  stehenden  Flächenschar  zweiten  Grades  ist 
eine  Gerade,  welche  auf  der  Ebene  senk)  echt  steht. ^ 
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§.  750. 

Sämmtliche  Flächen  der  Schar  besitzen,  wie  wir  gesehen  haben, 
dieselben  Achsen  und  folglich  auch  die  nämlichen  Haupt- 
ebenen. 

Nehmen  wir  daher  eine  beliebige,  zu  einer  dieser  Hauptebenen 
senkrechte  Ebene  iJ  an,  so  werden  die  Pole  dieser  Ebene  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  der  Schar  in  dieser  Hauptebene  liegen,  und  zwar,  mit 
KQcksicht  auf  den  eben  bewiesenen  Satz,  in  einer  Geraden,  welche  auf 
der  Ebene  JS,  also  auch  auf  deren  Schnittgeraden  e  mit  der  Haupt- 
ebene senkrecht  steht^ 

Die  Hauptebene  schneidet  sämmtliche  Flächen  der  Schar  in  deren 
Hauptschnitten. 

Die  Polare  irgend  eines  Punktes  der  Hauptebene,  in  Bezug  auf 
einen  solchen  Hauptschnitt,  ist  (nach  Satz  399,  Band  II)  der  Schnitt 
der  letzteren  mit  der  Polarebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  durch 
diesen  Hauptschnitt  gehende  Fläche  zweiten  Grades.  Diese  Betrach- 
tung führt  zu  dem  Satz: 

432,  y,Die  Pole  einer  Geraden  in  einer  Haiiptebene,  in  Bezug 
auf  die  in  dieser  Ebene  liegenden  Hauptsehnitte  aller  Flächen  der 
Schar,  liegen  in  einer  zu  dieser  Geraden  senJcrechten  Geraden.^' 

§.  751. 

Aus  dem  eben  angeführten  Satze  kann  ohne  jedwede  Schwierig- 
keit eine  charakteristische  Eigenschaft  der  in  Rede  stehenden 
Flächenschar  zweiten  Grades  abgeleitet  werden. 

Die  in  einer  der  Hauptebenen  liegenden  Hauptschnitte 
der  Flächenschar  seien  H^,  H^,  H^ Diesen  Hauptschnitten  ent- 
sprechen, da  (nach  Satz  430)  die  sämmtlichen  Flächen  concentrisch 
sind  und  dieselben  Achsen  besitzen,  ein  gemeinschaftlicher 
Mittelpunkt  M  und  die  gemeinsamen  Achsen  X  und  Y. 

Eine  beliebige  Gerade  in  der  genannten  Ebene  sei  p ;  deren  Pole 
in  Bezug  auf  die  Hauptschnitte  jH^,  H^,  -Ha...  seien  P,,  P«,  Pg...» 
Nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  liegen  diese  Pole  sämmtlich  in 
einer  zur  Geraden  p  senkrechten  Geraden  r.  Diese  Gerade  r  möge 
die  eine  der  Hauptachsen,  etwa  X,  in  dem  Punkte  F  treffen. 

Wir  wissen,  dass  die  Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  dessen 
Polare,  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  die  Br  enn  p  unkt  ach  se  in 
dem  Brennpunkte  dieses  Kegelschnittes  trifft. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  r  die  Senkrechte  von  P^  ^auf  die 
Polare  p  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  H^,  und  ebenso  auch  die  Senk- 
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rechte  von  dem  Punkte  Pj  auf  dessen  Polare  p,  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  jEfg  u.  s.  w. ;  es  wird  demnach  der  Punkt  F,  in  welchem 
die  Gerade  r  die  gemeinschaftliche  Achse  X  trifft,  ein  gemein- 
schaftlicher Brennpunkt  für  alle  Hauptschnitte  S,,  jff«, 
H^. . .  sein.  Nachdem  diese  Hauptschnitte  gleichzeitig  concentrisch 
sind,  so  ist  all  denselben  auch  der  zweite  Brennpunkt  gemein- 
schaftlich. 

Ein  Gleiches  gilt  bezüglich  aller  drei  Systeme  von 
Hauptschnitten. 

Wir  erhalten  daher  den  für  die  zu  untersuchende  Flächenschar 
charakteristischen  Satz: 

433.  y^ Jedes  System  von  Haiiptschnitten  einer  FläcJienseJiar 
zweiten  Grades,  welcher  Schar  selbstverständlich  auch  der  imaginäre 
Kreis  im  Unendlichen  als  (degenerierte)  Fläche  angehört,  besitzt  dieselben 
JBrennpnnJde,  repräsentiert  also  ein  System  confocaler  Kegelschnitte.'^ 

§.  752. 

Die  bezeichnete  Schar  von  Flächen  zweiten  Grades  wird  daher 
eine  „Schar  confocaler  Flächen  zweiten  Grades'*  genannt. 

Die  Doppelkegelschnitte  der  gemeinschaftlich  umschriebenen 
Developpablen ,  welche  diesfalls  in  den  drei  Hauptebenen  liegen  und 
von  welchen  einer  imaginär  ist  (die  Doppelkegelschnitte  können  offenbar 
nur  paarweise  imaginär  werden)  pflegt  man  die  „Focalcurven"  oder 
„Focalkegelschnitte"  dieser  Flächenschar  sowohl,  als  auch  die 
ihrer  einzelnen  Flächen  zu  nennen. 

Jede  dieser  Focalcurven  ist  mit  den  in  der  nämlichen  Haupt- 
ebene, der  die  besagte  Curve  angehört,  liegenden  Kegelschnitten 
{Hauptschnitten)  confocal,  da  dieselbe  gleichzeitig  als  degenerierte 
Fläche  der  Schar  und  mitbin  auch  als  ihr  eigener  Hauptschnitt  zu 
betrachten  ist. 

Die  Scheitel  der  Focalcurven  sind  leicht  zu  bestimmen. 

Seien  nämlich  Pj  und  P^  zwei  Hauptebenen  der  Schar  con- 
focaler Flächen  und  X  die  Achse  dieser  Schar,  in  welcher  sie  sich 
schneiden. 

Die  Brennpunkte  der  Schar  von  confocalen  Hauptschnitten  in  der 
Ebene  P,,  also  auch  die  Brennpunkte  der  in  Pj  liegenden  Focalcurve 
^,  seien  F^^  und  Po^  während  die  Brennpunkte  der  confocalen  Schar 
in  der  Ebene  P,,  und  folglich  auch  die  der  Focalcurve  ^2  ^^  der  näm- 
lichen Ebene  durch  Pj^  und  F^^  dargestellt  werden.  Weiters  wollen 
wir  voraussetzen,    dass  die   vier  Brennpunkte  P^^Pg*';  P^^,  F^^  auf 
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der  Achse  X  liegen.  Um  diesbezüglich  die  Vorstellung  dessen,  was 
hier  angedeutet  wurde,  zu  unterstützen,  braucht  man  nur  anzunehmen, 
dass  X  die  längste  Achse  eines  der  vorerwähnten  Schar  angehörenden 
Ellipsoides  repräsentiere. 

Die  Scheitel  des  Focalkegelschnittes  ^^  in  der  Ebene  Pj  liegen 
auf  der  Achse  X. 

Denken  wir  uns  in  einem  dieser  Scheitel,  den  wir  vorderhand 
S^  nennen,  die  Scheiteltangente  t^  gezogen,  so  ist  diese  offenbar  die 
Polare  des  Scheitels  S^  in  Bezug  auf  den  Focalkegelschnitt  0^  und 
daher  die  durch  dieselbe  gehende,  zur  Achse  X  senkrechte  Ebene  6^ 
die  Polarebene  des  Scheitels  S^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^^y 
wenn  dieser  als  Fläche  der  confocalen  Schar  aufgefasst  wird. 

Die  vorbezeichnete  Ebene  6  steht  aber  auch  auf  der  Ebene  P^ 
senkrecht  und  schneidet  dieselbe  in  einer  durch  S^  gehenden  zu  X 
senkrechten  Geraden  t^. 

Berücksichtigt  man  nun  den  Satz  420),  so  wird  man  finden, 
dass  X  der  Ort  der  Pole  von  t^  in  Bezug  auf  alle  in  der  Ebene  F^ 
liegenden  Hauptschnitte  sei.  Infolge  dessen  ist  der  Punkt  S^,  in 
welchem  ^2  von  X  getroffen  wird,  identisch  mit  dem  Brenn- 
punkte J^j^  (oder  F„'^)  der  in  P»  liegenden  Hauptschnitte,  also  auch 
des  Focalkegelschnittes  0^.     Hiernach  ergibt  sich   der  Satz: 

434.  ,,Die  Focalcurve  in  einer  Haupteiene  ist  confocal  mit  den 
in  dieser  Haupteiene  liegenden  Hauptschnitten  und  die  Scheitel  der- 
selben sind  die  PrennpunMe  der  beiden  anderen  Focalcurven,^ 

§.  753. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  425)  können  wir  als  bekannt 
voraussetzen,  dass  die  Polar  ebenen  eines  Punktes  P  im  Eaume, 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  einer  Flächenschar  zweiten  Grades,  also 
auch  in  Bezug  auf  eine  Schar  confocaler  Flächen,  eine  Developpable 
dritter  Classe  umhüllen. 

Durch  den  Punkt  P  im  Eaume  selbst  gehen  drei  Tangential- 
ebenen dieser  Developpablen.  Diese  Ebenen  sind,  wie  an  und  für  sich 
klar,  auch  die  Polarebenen  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  drei  gewisse 
Flächen  der  vorerwähnten  Schar.  Da  besagte  Ebenen  den  Pol  P  selbst 
enthalten,  so  gehen  diese  drei  Flächen  durch  P  und  werden  daselbst 
von  den  genannten  drei  Ebenen  berührt. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  durch  einen  Punkt  P  im  Eaume 
stets  drei  Flächen  JPj,  JPg,  F^  einer  confocalen  Schar  gehen. 
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Seien  3\,  T^  und  T^  die  Berührungsebenen  derselben  im  Punkte 
P,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Polarebenen  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  diese  drei  Flächen  und  führen  wir  durch  P  eine  Gerade  g^  senk- 
recht zur  Ebene  T^y  so  enthält  diese  (nach  Satz  431)  die  Pole  der 
Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  der  Schar,  also  auch  in  Bezug  auf 
die  Flächen  F^  und  P3. 

Da  aber  diese  Pole  (nach  Satz  407,  Band  II)  auch  in  den  Ebenen 
Tg  und  T3  liegen  müssen,  aber  selbstverständlich  von  P  verschieden 
sind,  so  folgt,  dass  die  beiden  Ebenen  Tg  und  Tg  die  Gerade  g^  ent- 
halten, also  auf  Ti  senkrecht  stehen. 

In  gleicher  Weise  findet  man  auch,  dass  Tg  normal  zu  T^  und 
Tg  stehe,  oder  kurz,  dass  die  drei  Ebenen  T^,  Tg  und  Tg  wechselseitige 
auf  einander  seukrecht  seien,  dass  sich  mithin  die,  diese  Ebenen  in 
P  taugierenden  Flächen  T^,  Pg  und  Pg  in  dem  Punkte  P  rechtwinklig 
durchschneiden.  Diese  Ergebnisse  zusammengefasst ,  erhält  man  den 
Satz : 

435.  ^Durch  jeden  Funlct  im  Baume  gehen  drei  Flächen  einer 
confocalen  Schar ^  welche  sich  in  idemselhen  rechüvinJclig  durch- 
schneiden,"' 

§.  754. 

Denken  wir  uns  der  einen  von  den  drei  Flächen,  längs  ihres 
Durchschnittes  mit  der  zweiten,  eine  Developpable  umschrieben,  so 
enthält  dieselbe  die  Normalen  der  letzteren. 

Hieraus  erkennt  man  aber  sofort,  dass  die  so  erhaltenen  Schnitt- 
curven  „Krümmungslinien"  der  Flächen  zweiten  Grades  sind^ 
d.  h,  Curven  darstellen,  längs  welcher  die  Normalen  der  Fläche 
eine  Developpable  erzeugen.    Mithin  folgt  der  Satz: 

436,  ^Die  Krümmungslinien  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind 
die  beiden  Scharen  su  einander  rechtwinJcliger  Schnittcurven  {vierter 
Ordnung)  dieser  Fläche  mit  der  Schar  der  ihr  confocalen  Fläche 
^iveiten  Grades.'^ 

§.  755. 
Construction  der  Durchschnittscurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades. 

Sind  die  beiden  zum  Schnitte  gebrachten  Flächen  zweiten  Grades 
Kegelflächen,  so  ist,  wie  bereits  bekannt,  die  Construction  ihrer 
Schnittcurve  höchst  einfach  durchzuführen,  da  man  direct  vermittelst 
der  durch  die  beiden  (im  Endlichen  oder  unendlichen  liegenden) 
Kegelscheitel  gehenden  Hilfsebenen  die  Schnittpunkte  einzelner  Erzeu- 
genden unter  einander,  ohne  jedwede  Schwierigkeit,  festzustellen  ver- 
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mag.  Wenn  auch  nicht  compliciert,  so  doch  weniger  einfach  gestaltet 
sich  die . Construction  der  Durchschnittscurve  dann,  wenn  bloß  eine 
oder  gar  keine  der  sich  schneidenden  Flächen  eine  Kegelfläche  ist. 

Hätte  man  beispielsweise  den  Durchschnitt  eines  Kegels 
zweiten  Grades  mit  einer  Kugel  zu  construieren,  so  kann  man 
zweckmäßig  entweder  Hilfsebenen  benützen,  welche  durch  den  Scheitel 
des  Kegels  und  nebstbei  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen, 
oder  auch  von  Ebenen  Gebrauch  machen,  welche  durch  den  Kegel- 
scheitel gelegt,  gleichzeitig  auf  einer  Projectionsebene  senkrecht  stehen. 
In  beiden  Fällen  werden  die  betreffenden  Hilfsebenen  die  Kugel  nach 
Kreisen,  den  Kegel  dagegen  in  Erzeugenden  schneiden,  deren  jeweilige 
Schnittpunkte  der  gesuchten  Schnittcurve  angehören. 

Einfacher  jedoch  führt  nachstehender  Vorgang  zu  gleichem  Ziele. 
Man  ermittelt  eine  Kreisebene  des  Kegels  und  schneidet  beide  Flächen, 
die  Kugel  sowohl,  als  auch  den  Kegel  mit  Ebenen,  welche  dieser 
Kreisebene  parallel  sind.  Die  Hilfsschnitte  sind  sodann  beiderseits 
Kreise,  welche  im  gegenseitigen  Schnitte  Punkte  der  gesuchten  Schnitt- 
«urve  ergeben. 

Vortheilhaft  wird  es  diesfalls  sein,  von  der  Transformation  der 
Projectionsebenen  Gebrauch  zu  machen,  indem  man  hierbei  so  trans- 
formiert, dass  die  genannten  Hilfsebenen  zu  einer  der  Projections- 
ebenen parallel  werden,  die  Hilfskreise  somit  in  ihrer  wahren  Gestalt 
orscheinen. 

Ist  die  eine  Fläche  irgend  eine  Kotations fläche,  die  andere 
dagegen  eine  Kugel,  so  wird  es  zweckdienlich  erscheinen,  die  Hilfs- 
ebenen so  zu  wählen,  dass  dieselben  zu  der  Eotationsachse  der 
erstgenannten  Fläche  senkrecht  stehen,  da  sich  in  diesem  Falle  die 
Hilfsschnitte  gleichfalls  beiderseits  als  Kreise  ergeben  und  darstellen 
werden. 

Sind  beide  Flächen  Kotationsflächen  mit  parallelen 
Achsen,  so  behält  das  eben  angedeutete  Verfahren  seine  volle 
Giltigkeit. 

Für  Rotationsflächen,  deren  Achsen  sich  schneiden, 
werden  wir  an  späterer  Stelle  eine  überhaupt  auf  alle  Arten  von 
Rotations  flächen  anwendbare^  für  die  Schnittbestimmung  derartiger 
Flächen  gemeinsame  Methode  kennen  lernen. 

Ist  die  eine  Fläche  eine  Kugel,  die  andere  hingegen  eine 
allgemeine  Fläche  zweiten  Grades,  so  wird  man  natürlicher- 
weise als  Hilfsflächen,  resp.  Hilfsebenen,  zweckmäßig  die  Kreis- 
schnittsebenen der  letzteren  wählen,  indem  dadurch  wieder  erreicht 
wird,    dass    die    Hilfsschnitte    in    beiden    Flächen   Kreise    sind. 
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Hierbei  wird  man  behufs  Vereinfachung  der  Construction  wieder  trans- 
formieren und  diese  Transformation  so  vollführen,  dass  die  erwähnten 
Hilfsebenen  zu  einer  der  beiden  Projectionsebenen  parallel  werden. 

Was  den  allgemeinsten  Fall,  d.  i.  die  Bestimmung  des 
Schnittes  z  w  eier  allgemeinen  Flächen  bei  beliebiger 
gegenseitiger  Lage  anbelangt,  so  sieht  man  sofort  ein,  dass  es 
keine  Hilfsebenen  gäbe,  welche  beide  Flächen  in  gleich  leicht  con- 
struierbaren  Curven  schneiden,  da  infolge  der  allgemeinen  Lage  die 
Kreisschnittsebenen  der  einen  Fläche  nicht  auch  gleichzeitig  Kreis- 
schnittsebenen der  anderen  Flächen  sein  werden. 

Besagte  Schnittbestimmung  lässt  sich  jedoch  anstandslos  auf 
die  vorher  erörterten  vereinfachten  Constructionen  reducieren,  nach- 
dem wir  ohneweiters  die  eine  der  gegebenen  Flächen,  falls  dieselbe 
ein  Ellipsoid  ist,  durch  affine  Transformation  in  eine  Kugel  (Satz  387, 
§.643)  verwandeln  können.  Hierbei  übergeht  die  zweite  Fläche  selbstver- 
ständlich wieder  in  irgend  eine  Fläche  zweiten  Grades.  Man  bestimmt 
sodann  die  Durchschnittscurve  der  letzteren  durch  Zuhilfenahme  ihrer 
Kreisschnittsebenen  mit  der  Kugel  und  transformiert  die  Schnittcurve 
beider  affin  zurück. 

Offenbar  kann  aber  der  Schnitt  der  beiden  Flächen  auch  in  der 
Weise  bestimmt  werden,  dass  man  die  nach  vorausgeschickten  Betrach- 
tungen (§.  728)  entwickelten  Operationen' thatsächlich  constructiv  durch- 
führt, dass  man  also  zwei  von  den  vier  Kegeln  zweiten  Grades,  welche 
durch  die  Schnittcurve  gehen,  wirklich  construiert.  Dabei  wird  man 
selbstverständlich  den  drei  Geraden  g^,  g^  und  g^,  als  auch  ihrem  ge- 
meinschaftlichem Punkte  a,  stets  solche  Lagen  zu  geben  bemüht 
sein,  welche  der  Construction  möglichst  förderlich  sind  und  zu  deren 
Vereinfachung  beitragen. 

Um  keine  der  üblichen  Projectionsarten  zu  übergehen,  sei 
schließlich  auch  noch  der  bereits  früher  (Capitel  XIV,  §.  230)  an- 
geführten stereographischen  Projectionsmethode  in  aller 
Kürze  Erwähnung  gethan  und  durch  bloße  Schlagworte  das  Eigen- 
thümliche  derselben  angedeutet. 
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XXXn.  Capitel. 

Die  stereographische  Projection,  ihre  Verallgemeinerung  für  Flächen 
zweiten  Grades  und  ihre  specielle  Anwendung  als  Kartenprojection. 

§.  756. 

Denkt  man  sich  einen  Punkt  einer  Kugeloberfläche  als  Scheitel 
eines  projicierenden  Strahlenbündels,  so  können  durch  letz- 
teres sämmtliche  Punkte  der  Kugeloberfläche  auf  eine  beliebig 
gewählte  Ebene  eindeutig  bezogen,  die  Kugelfläche  also  auf 
•dieser  Ebene  „als  Bildebene"  abgebildet  werden.  Wählt  man  diese 
Bildebene  parallel  zur  Tangentialebene  der  Kugel  in  dem  obgenannten 
Projectionscentrum,  so  entsteht  die  „stereographische  Projec- 
tion"  im  engeren  Sinne  des  Wortes. 

Wie  bereits  an  anderer  Stelle  (§.  230)  kurz  bemerkt  wurde,  ist 
-diese  Projectionsart  identisch  mit  der  inversen  Transformation 
'^iner  Kugel  und  der  auf  ihr  liegenden  Gebilde  in  eine  Ebene. 

Dies  im  Auge  behaltend,  ergeben  sich  sofort  die  beiden  Funda- 
mentaleigenschaften  dieser  Abbildungsmethode,  indem  sie  im 
Grunde  genommen  nur  als  veränderte  Form  der  dort  abgeleiteten  Sätze, 
in  nachstehendem  Gewände  auftreten: 

d37,  ,^Älle  Kreise  der  Kugeloberfläche   erscheinen   in  der  Ab- 
bildung wieder  als  Kreise.    Der  Mittelpunkt  des  Kreisbildes  ist  die 
Projection   der   Spitze  jenes   Kegels,   welcher  der   Kugel  längs  des 
Originalkreises  umschrieben  werden  kann,^ 
und: 

438.  j^Der  Winkel,  welchen  0wei  auf  der  Kugelfläche  liegende 
Kurven  mit  einander  einschließen,  wird  durch  die  stereographische  Fro- 
jection  nicht  geändert  j  d.  h.  das  auf  der  Kugel  liegende  Original 
und  seine  stereographische  Projection  sind  in  ihren  kleinsten  Theilen 
einander  ähnlich;  die  Abbildung  ist  daher  eine  conforme.^ 

§.  757. 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  inwieweit  sich  die  Eigen- 
schaften der  stereographischen  Projection  auf  allge- 
meine Flächen  zweiter  Ordnung  ausdehnen  lassen. 

Denkt  man  sich  wieder  einen  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung als  Scheitel  eines  projicierenden  Bündels,  so  kann  durch  dieses, 
-da  jeder  Strahl  außer  dem  Projectionscentrum  nur  noch  einen  einzige^n 
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Punkt  der  Fläche  enthalten  kann,  die  Fläche  wieder  auf  eine  beliebig 
gewählte  Ebene  ein-deutig  bezogen  werden. 

^0  wie  sich  in  der  stereogräphischen  Projection  der  Kugel  bei 
einer  gewissen  Stellung  der  Bildebene  sämmtliche  Kugelkreise  wieder 
in  Kreisen,  also  in  unter  sich  ähnlichen  Kegelschnitten  abbilden,  so  wird 
sich  auch  im  Laufe  der  Entwicklung  zeigen,  dass  es  bei  der  entspre- 
chenden Projection  allgemeiner  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Stellung 
der  Bildebene  gibt,  für  welclie  alle  auf  der  Fläche  liegenden  ebenen 
Curven  in  unter  sich  ähnlichen  Kegelschnitten  abgebildet  er- 
scheinen. 

Diese  besondere  Stellung  der  Bildebene  ist,  wie  bei  der 
Kugel,  die  der  tangierenden  Ebene  im  Projectionscentrum, 
und  die  Kegelschnitte,  als  welche  sich  sodann  die  ebenen  Curven  der 
Fläche  abbilden,  sind  sämmtlich  den  Schnitten  der  Fläche  mit  den 
zur  Bildebene  parallelen  Ebenen,  also  auch  untereinander  ähnlich. 

Schon  durch  die  affine  Transformation  der  für  eine  Kugel 
construierten  stereographischen  Projection  ließen  sich  gewisse  Schlüsse 
für  diese  Verallgemeinerung  ziehen.  Da  man  aber  durch  affine  Trans- 
formation der  Kugel  bloß  das  dreiachsige  EUipsoid  erhalten  kann,  so 
soll,  als  für  alle  Flächen  zweiter  Ordnung  giltig,  die  allgemeine  Ab- 
leitung der  in  Eede  stehenden  Eigenschaft  gegeben  werden.  Hierzu 
dient  der  Satz  448,  Band  II),  welcher  lautet: 

„  Wenn  swei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung gemein  haben,  so  ist  der  Best  des  Schnittes  ebenfalls  eine  Curve 
zweiter  Ordnung. ^^ 

§.  758. 

Denken  wir  uns  einen  ebenen  Schnitt  s  (Taf.  XXXXII,  Fig.  290) 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  von  einem  Punkte  C  der  Fläche 
als  Centrum  projiciert,  so  [liegt  der  vorerwähnte  Fall  des  Schnittes 
zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  —  der  Fläche  F  und  des  Kegels 
{C,s)  —  vor.  Beide  Flächen  haben  den  ebenen  Schnitt  s  mit  einander 
gemein,  der  Best  des  Schnittes  muss  daher  wieder  eine  ebene  Curve  sein. 

In  dem  betrachteten  Falle  übergeht  die  letztgenannte  Curve 
in  den  Punkt  0,  die  Ebene  derselben  in  die  Tangentialebene  t  der 
Fläche,  die  Curve  selbst  dagegen  in  die  Indicatrix  des  Punktes  (7,  d.  i. 
in  den  unendlich  kleinen  Schnitt  C  der  Fläche  mit  der  Ebene  t. 

Aus  dem  Satze,  dass  die  Schnitte  paralleler  Ebenen  mit  Flächen 
zweiter  Ordnung  ähnliche  Kegelschnitte  sind,  folgt,  dass,  wenn  man 
die  Fläche  F  und  den  Kegel  (C,  s)  mit  einer  zur  Tangentialebene  in 
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C  parallelen  Ebene  Be  zum  Schnitte  bringt,  beide  Schnitte  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  sein  müssen. 

Wählen  wir  nun  als  Bildebene  eine  zur  Tangentialebene^  i^  pa- 
rallele Ebene  Be,  so  wird  durch  dieselbe  der  die  Curve  s  projicierende, 
sowie  überhaupt  jeder,  irgend  eine  ebene  Curve  der  Fläche  von  G 
aus,  als  Projectionscentrum,  projicierende  Kegel  in  einer  zu  der  vor- 
her genannten  Curve  C  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curve  ge- 
schnitten. Die  so  erhaltenen  Bilder  säipmtlicher  ebenen  Curven  der 
Fläche  sind  mithin  untereinander  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte und  hängt  die  Gestalt  derselben  bloß  von  jener  der  unend- 
lich kleinen  Curve  C,  also  von  der  Wahl  des  Projectionscentrums  auf 
der  Fläche  ab. 

Der  Mittelpunkt  eines  solchen  Bildes  ist  auch  hier  die 
Projection  der  Spitze  desjenigen  Kegels,  welcher  der  Fläche 
längs  der  Originalcurve  umschrieben  erscheint. 

Der  diesbezügliche  Beweis  lässt  sich  auf  folgende  Weise  sehr 
einfach  herstellen. 

Der  Scheitel  M  (Taf.  XXXXII,  Fig.  291)  des  der  Fläche  längs 
der  Curve  s  umschriebenen  Kegels  ist  gleichzeitig  der  Pol  der  Ebene 
E  dieser  Curve  (Satz  401,  Band  II) ;  das  Projectionscentrum  C  dagegen  ist 
(nach  Satz  418,  Band  II)  der  Pol  der  ihm  entsprechenden  Tangential- 
ebene t  Der  Schnitt  P  der  beiden  Ebenen  E  und  t  ist  daher  die  Polare  der 
Verbindungsgeraden  CM.  Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  413,  Band  II) 
repräsentiert  sodann  der  Schnittpunkt  B  von  E  mit  MG  den  Pol  von 
P  in  Bezug  auf  die  Curve  s.  Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass 
GB  oder  CM  der  der  Ebene  t  conjugierte  Durchmesser  derjenigen 
Kegelfläche  sei,  welche  s  zur  Leitlinie  besitzt,  und  dass  mithin  weiters 
jede  zu  t  parallele  Ebene,  also  auch  Be  den  Kegel  in  einer  Curve 
s'  schneiden  müsse,' deren  Mittelpunkt  ikf'  der  Schnittpunkt  von  GM 
mit  Be  ist. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  sich  die  erst  angeführte  Eigenschaft 
der  stereographischen  Projection  in  allen  ihren  Consequenzen  für 
allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung  verfolgen  lasse. 

Was  die  zweit  angeführte  Eigenschaft  der  stereographischen 
Projection  —  die  der  Gleichheit  der  Winkel  zwischen  Bild  und  Ori- 
ginal —  anbelangt,  so  lässt  sich  dieselbe  nicht  verallgemeinern.  Lertz- 
teres  wird  unmittelbar  klar,  sobald  man  die  stereographische  Projec- 
tion einer  Kugel  affin  transformiert,  wobei  sich  bekanntlich  einander 
gleiche  Winkel  nur  bei  besonderer  Lage  wieder  in  gleiche  Winkel 
verwandeln. 
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§.  75a 

Verfolgen  wir  jedoch  die  Consequenzen  der  erst  angeführten 
Eigenschaft  für  die  stereographische  Projection  allgemeiner  Flächen 
zweiter  Ordnung. 

Wie  wir  gesehen  haben,  hängt  die  Gestalt  der  stereographischen 
Bilder  ebener  Curven  nur  von  der  Indicatrix  der  Fläche  im  Projections- 
centrum,  d.  i.  von  dem  unendlich  kleinen  Schnitte  der  Fläche  mit 
der  Tangentialebene  im  Centrum  ab.  Für  Flächen  zweiter  Ordnung 
mit  elliptischen  Punkten,  d.  i.  für  das  EUipsoid,  das  elliptische  Para- 
boloid  und  das  zweischalige  oder  zweimantelige  Hyperboloid,  sind 
daher  die  stereographischen  Bilder  ebener  Curven  der  Flä- 
che sämmtlich  Ellipsen  und  sind  diese  der  Indicatrix  oder  dem  zur 
Indicatrix  parallelen  Diametralabschnitte  —  folglich  auch  unterein- 
ander —  ähnlich. 

Je  nach  der  Wahl  des  Projectionscentrums  auf  der  Fläche  wird 
sich  die  Excentricität  dieser  Bildellipse  ändern.  Für  das  dreiachsige 
EUipsoid  wird  beispielsweise  die  Excentricität  dieser  Ellipsen  am 
größten,  wenn  das  Projectionscentrum  in  einem  der  Endpunkte  des 
mittleren  Hauptdurchmessers  angenommen  wird. 

Wird  dagegen  das  Projectionscentrum  C  in  einem  der  Nabel- 
punkte N  (Taf.  XXXXII,  Fig.  292),  deren  es  auf  jeder  Fläche 
zweiten  Grades  mit  elliptischen  Punkten  gibt,  angenommen,  so  pro- 
jicieren  sich,  weil  die  Indicatrix  des  Nabelpunktes  ein  Kreis  ist,  die 
sämmtlichen  ebenen  Curven  der  Fläche  in  Kreisen. 

Solcher  Nabelpunkte  gibt  es  für  das  EUipsoid  und  das  zwei- 
schalige Hyperboloid  vier,  für  das  elliptische  Paraboloid  zwei.  Dieselben 
liegen  auf  dem  Hauptschnitte  des  kleinsten  Parameters  symmetrisch. 
Hierbei   ist   die  Abscisse  x  des  Nabelpunktes  N  ausgedrückt   durch 
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Sind  diese  Flächen  Eotationsflächen,  so  vereinigen  sich 
je  zwei  dieser  Nabelpunkte  in  den  Endpunkten  der  Rotationsachse. 
(Siehe  Satz  368  und  §.  386). 

Für  die  Kugel  dagegen  ist  jeder  Punkt  ein  Nabelpunkt.  Hieraus 
ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  dass  sich  die  Eigenthümlichkeiten  der 
stereographischen  Projection  einer  Kugel  als  Specialfälle  aus  diesen 
allgemeinen  Betrachtungen  anstandslos  ergeben. 

§.  760, 
Jener  Fall   der   stereographischen   Projection,   in   welchem  das 
Projectionscentrum  mit   einem   Nabelpunkte    zusammen- 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  III.  ^q 
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fällt,  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden;  einerseits,  weil 
er  für  die  Kugel  Anwendung  findet,  anderseits  aber,  weil  sich  auf 
diese  Art  am  leichtesten  und  genauesten  ein  auf  der  Fläche  aus  ebenen 
Curven  gebildetes  Netz  auf  die  Bildebene  projicieren  lässt  und  weiters, 
weil  sich  diesfalls  Punkte  der  Fläche  mit  beliebiger  Genauigkeit  in 
dasselbe  eintragen  lassen. 

Zur  Bildung  dieses  Netzes  auf  der  Fläche  werden  zwei  Systeme 
ebener  Curven  angenommen,  die  in  zwei  Ebenenbüscheln  liegen.  Ge- 
wöhnlich wird  als  Achse  eines  dieser  Ebenenbüschel  ein  Durch- 
messer der  Fläche,  als  Achse  des  andern  Büschels  dagegen  die  Polare 
dieses  Durchmessers  in  Bezug  auf  die  Fläche  angenommen.  Das  erste 
dieser  Systeme  ist  sodann  ein  System  von  Diametralschnitten,  das 
zweite  ein  System  von  zum  entsprechenden  Diameter  conjugierten 
Parallelschnitten  (Meridiane  und  Parallelkreise  bei  der  Kugel). 

Auf  der  Bildebene  erscheint  dieses  Netz  in  zwei  Kreisbüscheln 
projiciert,  deren  Potenzgeraden  die  bezüglichen  Centralprojectionen  der 
Achsen  der  erwähnten  Ebenenbüschel  sind. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen  Punkten, 
(das  hyperbolische  Paraboloid  und  das  windschiefe  Hyperboloid)  be- 
sitzen keine  Nabelpunkte;  die  Indicatrix  besteht  dann  aus  den  zwei 
geraden  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  durch  das  Projectionscentrum 
gehen.  Die  stereographischen  Bilder  ebener  Curven  werden  also  in 
diesem  Falle  ähnliche  Hyperbeln  —  Hyperbeln  mit  constanter 
Asymptotenrichtung  —  werden.  Besagte  constante  Asymptoten- 
richtung ist  die  ßichtung  der  beiden  Erzeugenden  der  Fläche,  welche 
durch  das  Projectionscentrum  führen.  Diese  Bildhyperbeln  müssen 
jedoch  nicht  immer  in  demselben  Scheitelraum  der  Asymptoten  liegen, 
sondern  können  auch  conjugierte  Hyperbeln  als  Bilder  auf- 
treten. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  erwähnt,  dass  für  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  parabolischen  Punkten,  also  für  Kegel- 
flächen, die  stereographische  Projection  ebener  Curven,  weil  die  Indi- 
catrix parabolisch  ist,  Parabeln  sein  werden.  Letzteres  ist  übrigens 
von  vornherein  klar,  da  die  Bildebene  in  diesem  Falle  zu  einer  Er- 
zeugenden des  projicierenden  Kegels  parallel  ist,  der  Schnitt  daher 
eine  Parabel  sein  muss.  Alle  Parabeln  aber  sind  ähnliche  Figuren. 
Auch  der  Satz  bezüglich  des  Mittelpunktes  M  (Taf.  XXXXII,  Fig.  293) 
des  stereographischen  Bildes  erweist  sich  hier  unmittelbar  als  richtig; 
derselbe  fällt  nämlich  in  unendliche  Entfernung. 
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§.  761. 


Anwendung  •  der   stereographischen  Projection  auf  die  Abbildung  der 
Erdoberfläche.  Die  Kartenprojection. 

Wie  allgemein  bekannt,  kann  mit  Außerachtlassung  eines  für 
gewöhnliche  Verhältnisse  äußerst  geringen  Fehlers  die  Erde  als  voll- 
kommene Kugelfläche  aufgefasst  und  unter  diesem  Gesichtspunkte 
das  die  Erdoberfläche  überspannende  Netz  der  Meridiane  und  Pa- 
rallelkreise leicht  dargestellt  werden.  Mit  Benützung  der  entwickelten 
Eigenschaften  ist  dieses  Netz  in  der  Abbildung  leicht  zu  construieren. 
Die  Meridiane  und  Parallelkreise  werden  sich  in  zwei  Kreisbüscheln 
projicieren. 

Infolge  der  Eigenschaft  der  Winkelgleichheit  zwischen 
Original  und  Bild  wird  auch  im  Bilde  jeder  Parallelkreis  die 
sämmtlichen  Meridiane  rechtwinklig  durchschneiden  und  um- 
gekehrt. Es  bilden  daher  (Taf  XXXXII,  Fig.  294)  die  Parallelkreise 
und  die  Meridiane  im  Bilde  zwei  orthogonale  Systeme  von  Kreisen, 
resp.  von  Büscheln.  Die  Achse  des  einen  Büschels  x  ist  die  gemein- 
same Potenzgerade  des  anderen  Büschels.  Besagte  Potenzgeraden 
sind ,  wie  bereits  früher  erwähnt  wurde,  die  stereographischen  Projec- 
tionen  der  Achsen  der  zwei  Ebenenbüschel,  nach  welchen  die  Netz- 
ein theiluDg  der  Oberfläche  bewerkstelligt  wird,  für  das  Meridian- 
büschel demnach  die  Projection  der  allen  Meridianen  gemeinsamen 
Erdachse,  für  das  Parallelkreisbüschel  aber  die  Projection  der  den 
Parallelkreisebenen  gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  oder  die 
Projection  des  durch  das  Centrum  gehenden  Parallelkreises. 

Das  Meridianbüschel  im  Bilde  hat  zwei  reelle  Schnittpunkte, 
es  sind  dies  die  Projectionen  der  Punkte  N,  S\  das  Parallelkreis- 
büschel dagegen  besitzt  imaginäre  Schnittpunkte,  d.  s.  die  Projec- 
tionen der  in  der  gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  der  Parallel- 
kreisebenen gelegenen  imaginären  Kreispunkte.  Die  reellen  Schnitt- 
punkte des  Meridianbüschels  sind  die  Nullkreise  für  das  Parallel- 
kreisbüscheL 

Dieses  System  der  sich  in  allen  Punkten  rechtwinklig  durch- 
schneidenden Kreise  wird  die  Bildebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
bedecken  und  somit  die  gesammte  Kugeloberfläche  darstellen.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Bildebene,  welche  auch  als  Kreis  auf- 
gefasst werden  kann,  wird  den  unendlich  kleinen  Kreis  der  Kugel  im 
Projectionscentrum  repräsentieren;  alle  durch  das  Projectionscentrum 
gehenden  Kreise  der  Kugel  werden  sich  in  Geraden  projicieren  u.  s.  w. 

50* 
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Selbstverständlich  sind  dies  bloß  allgemeine  Grundsätze  der  centralen 
Projection  in  specieller  Auffassung. 

§.  762. 
Construction  der  Meridian-  und  Parallelkreisnetze  für  gegebene  Fälle. 

Die  Bildebene  werden  wir  diesfalls  stets  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gehend,  dena  Projectionscentrum  conjugiert  (polar  gegen- 
überliegend) annehmen. 

Man  unterscheidet,  je  nachdem  das  Projectionscentrum  in  einem 
Pole,  in  einem  Punkte  des  Äquators  oder  in  einem  beliebigen  Punkte 
der  Oberfläche  angenommen  wird,  eine  stereographische  Polar-, 
Äquatorial-  oder  Horizontalprojection. 

Für  die  stereographische  Polarprojection  [Projections- 
centrum im  Südpole  S  (Taf.  XXXXII,  Fig.  295)]  werden  die  Bilder  der 
Meridiane  Gerade  sein,  welche  durch  den  Hauptpunkt  N  (Projection 
des  Nordpoles)  gehen.  Die  Parallelkreise  erscheinen  diesfalls  als  con- 
centrische  Kreise.  Punkte  derselben  in  der  Achse  x  erhält  man 
durch  Vermittlung  einer  ümlegung  des  Projectionscentrums  um  die 
besagte  Achse  nach  (0).  Der  Äquator  Q  ergibt  sich  im  Schnitte  der 
Kugel  mit  der  Bildebene. 

Bei  der  stereographischen  Äquatorial-  oder  Meridian- 
projection  (Taf.  XXXXII,  Fig.  296)  wird  das  Centrum  C  in  einem 
Punkte  des  Äquators  gedacht.  Der  Schnitt  der  Bildebene  mit  der 
Kugel  sei  der  Meridian  o.  Behufs  Construction  der  Meridiane  10, 
20,  30. . .  stützt  man  sich  auf  die  Bestimmung,  dass  dieselben  durch 
die  Punkte  NS  gehen  und  mit  dem  Meridiane  o  bei  S,  beziehungs- 
weise bei  N  die  Winkel  von  10^  20",  30"...  einschließen.  Zieht 
man  daher  bei  S  eine  Gerade  t^^  welche  gegen  die  Tangente  t  um 
10"  geneigt  erscheint,  so  ist  dies  die  Tangente  für  den  Meridian  10; 
eine  Senkrechte  auf  die  bezeichnete  Tangente  gibt  im  Schnitte  mit  q 
den  Mittelpunkt  o^  des  ersten  Meridiankreises.  Besagte  Senkrechten 
auf  die  bezüglichen  Tangenten  schließen  wieder  ihrerseits  mit  der 
Geraden  NS  die  Winkel  10",  20",  30". . .  ein.  Dieselben  werden  ein- 
fach erhalten,  wenn  man  S  der  Reihe  nach  mit  den  Punkten  70,  50, 
30...  des  Meridianes  0  verbindet.  (Satz  über  Centri-  und  Peripherie- 
winkel, welche  auf  gleichen  Bögen  aufstehen.) 

Zur  Controle  kann  man  auch  die  Schnittpunkte  der  Meridiane 
mit  dem  Äquator  q  direct  bestimmen.  Bezeichnete  Punkte  liegen  in 
dem   Schnitte   derjenigen  Geraden   mit   q^   welche   von  S  nach  den 
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respectiven  Punkten  10,  20,  30  des  Meridianes  geführt  werden.  Die 
Erklärung  dieser  Construction  ergibt  sich  durch  Vermittlung  einer 
einfachen  TTmlegung  des  Centrums  um  q  nach  S. 

Die  Parallelkreise  gehen  durch  die  Punkte  10,  20,  30. . .  des 
Hauptmeridanes.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  die  Projec- 
tionen  der  der  Kugel  längs  derselben  umschriebenen  Kegelscheitel.  Im 
vorliegenden  Falle  sind  es  die  Scheitel  o,,  (»2,  0J3...  jener  Kegel, 
welche  in  der  Bildebene  auf  der  Geraden  N8  liegen. 

Bei  der  stereographischen  Horizontalprojection  (Taf. 
XXXXn,  Fig.  297)  wird  das  Centrum  in  irgend  einem  Punkte  der 
Erdoberfläche  gedacht. 

Die  Erdoberfläche  erscheint  demnach  als  auf  der  Horizontalebene 
des  dem  gewählten  Centrum  C  diametral  gegenüberstehenden  Punktes 
^  abgebildet.  Dieser  letztere  Punkt  ß  wird  sodann  Mittelpunkt  der 
Karte.  In  Fig.  297,  Taf.  XXXXII  ist  der  Punkt  ^  von  der  nördlichen 
Breite  50  und  der  östlichen  Länge  30  als  Mittelpunkt  der  Karte  an- 
genommen. 

Um  zunächst  den  Nord-  und  Südpol,  sowie  Punkte  der  Parallel- 
kreise zu  erhalten,  denken  wir  uns  den  durch  das  Projectionscentrum 
C  gehenden  Meridian  um  ß  X  in  die  Bildebene  umgelegt.  Hierbei 
gelangt  das  Centrum  G  nach  {(J),  während  der  dem  Mittelpunkte  *ß 
der  Karte  entsprechende  Punkt  nach  (ii)  fällt.  Theilt  man  nunmehr 
diesen  umgelegten  Meridian  in  Grade,  so  erhält  man  40  Grade  von 
dem  Punkte  (ß)  nach  aufwärts  den  umgelegten  Nordpol  (JV),  während 
sich  diametral  gegenüber  liegend  der  umgelegte  Südpol  {S)  ergibt. 
Im  Schnitte  der  projicierenden  Geraden  (G){N),  (C){S)  mit  SlX  er- 
hält man  den  Nord-  und  Südpol  im  Bilde. 

In  der  Fig.  297,  Taf.  XXXXH  wurde  der  Parallelkreis  30  con- 
struiert.  Punkte  dieses  Parallelkreises  ergeben  sich  im  Schnitte  der 
projicierenden  Geraden  (30)  (0)  mit  ßX.  Der  Mittelpunkt  cj.^  des 
besagten  Kreises  wird  durch  die  Projection  des  Scheitels  6^  des  um- 
schriebenen Kegels  dargestellt.  Für  die  Meridiankreise  liegt  die 
Bestimmung  vor,  dass  sie  sämmtlich  durch  NS  gehen,  dass  also  deren 
Mittelpunkte  in  der  Geraden  Y  liegen,  welche  die  Strecke  NS  ortho- 
gonal im  Halbierungspunkte  durchschneidet.  Die  Mittelpunkte  der- 
selben können  nach  der  hiefür  bestehenden  allgemeinen  Kegel  con- 
struiert  werden.  Die  umschriebenen  Kegel  übergehen  hierbei  selbst- 
verständlich in  Cylinderflächen.  Die  Mittelpunkte  der  Meridianbilder 
sind  demnach  die  Schnitte  jener  projicierenden  Geraden,  welche  zu 
den  entsprechenden  Cylindererzeugenden  parallel,  also  zu  den  entspre- 
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chiBndeu  Meridiauebenen  normal  sind,  mit  der  Bildebene.  All  diese 
projicierenden  Geraden  liegen  demnach  in  einer  durch  C  gehenden,  zur 
Erdachse  normalen  Ebene.  In  der  Umlegung  um  XSl  erscheint  die 
dem  Centrum  entsprechende  Fallinie  dieser  Ebene  in  (K)  dargestellt, 
während  sich  ihr  Schnitt  mit  der  Bildebene  in  der  Geraden  Y  ergibt. 
Von  C,  als  Centrum,  sind  nun  in  dieser  Ebene  Geraden  zu  führen, 
welche  mit  einander  die  Winkel  von  10  zu  10**  bilden.  Letzteres 
kann  einfach  durch  Vermittlung  einer  neuen  ümlegung  der  obbezeich- 
neten  Ebene  in  die  Bildebene  um  die  Trace  Y,  wobei  C  nach  Cf^  ge- 
langt, vollführt  werden.  Die  Mittelpunkte  der  Meridianbilder  ergeben 
sich  hiernach  in  den  Punkten  o^,  o^,  O3  . .  .  .  In  Fig.  298,  Taf.  XXXXII 
ist  die  Construction  dieses  Kartennetzes  vollständig  ausgeführt. 

Wie  den  angestellten,  kurz  gefassten  Betrachtungen  zu  ent- 
nehmen, wurde  die  Construction  der  stereographischen  Netze  unter 
Voraussetzung  der  vollkommenen  Kugelgestalt  der  Erde  vollführt, 
welche  Annahme  jedoch  der  Wirklichkeit,  vom  theoretischen  Stand- 
punkte aus,  nicht  genau  entspricht,  indem  die  Erde,  wie  bekannt,  ein 
Eotationsellipsoid  ist.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  wäre,  streng  ge- 
nommen, eigentlich  nur  die  stereographische  Polar projection  richtig, 
nachdem  sich  diesfalls  das  Projectionscentrum  in  einem  der  Endpunkte 
der  Eotationsachse,  also  in  einem  Nabelpunkte  der  Fläche  befindet. 
Allein  der  Fehler,  den  die  gemachte  Voraussetzung  mit  sich  bringt, 
ist  so  gering,  dass  er,  wollte  man  theoretisch  genau  die  Erdoberfläche 
als  Ellipsoid  auffassen,  von  den  möglichen  und  mitunter  unvermeid- 
lichen Constructionsfehlern,  wenn  nicht  übertroffen,  so  doch  gewiss 
erreicht  würde.  Selbst  im  ungünstigsten  Falle,  d.  i.  bei  der  Äquatorial- 
projection,  wo  die  Excentricität  der  Bildellipsen  am  größten  ist,  ent- 
sprechen diesen  letzteren  die  Achsenverhältnisse  des  Erdmeridianes : 
3-2721  :  3-2611  =  1*003.  Diese  Verhältniszahl,  welche  sich  bei  dem 
kleinen  Maßstabe,  in  welchem  die  Karten  angefertigt  werden,  von 
der  Einheit  nur  um  eine  so  unbedeutende  Größe  unterscheidet,  bedingt 
aber,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Constructionsfehler  jene,  welche 
mit  der  getroffenen  Annahme  im  Zusammenhange  stehen,  gewiss  über- 
wiegen würden. 

Die  stereographische  Projection  wird  vorzüglich  zur  Darstellung 
größerer  Theile  der  Erdoberfläche,  wie  beispielsweise  zur  Darstellung 
der  östlichen,  westlichen,  nördlichen  und  südlichen  Halbkugel,  zur 
Darstellung  der  Halbkugeln  der  größten  Land-  und  Wassermassen 
u.  s.  w.  verwendet  und  bietet  in  dieser  Eigenschaft  insöferne  Vortheile, 
als  das  Netz  leicht  construierbar  und  die  dargestellten  Länder  weg^ 
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der  Gleichheit  der  Winkel  zwischen  Bild  und  Original  der  Wirklich- 
keit bezüglich  der  Form  ziemlich  genau  entsprechen.  Wegen  allzu 
großer  Fl'ächenvergrößerung  gegen  die  Eänder  der  Karte  werden 
jedoch  in  dieser  Projectionsart  niemals  mehr  als  höchstens  zwei  Dritt- 
theile  der  Gesammtoberfläche  der  Erde  dargestellt.  Zur  Darstellung 
kleiner  Theile  der  Erdoberfläche  eignet  sich  die  stereographische  Pro- 
jection  nicht,  weil  dann  wegen  der  entsprechenden  Vergrößerung  des 
Maßstabes  die  Radien  der  Meridian-  und  Parallelkreisbilder  zu  groß 
wurden,  als  dass  letztere  bequem  construiert  werden  könnten. 


Quellen-  und  Literatur -Verzeiclmis. 


Zu  Cap.  I  —  VIII.  Eigenschaften  der  Eegelfiächen  zweiten  Grades  auf 
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flächen zweiten  Grades:  De  la  Gournerie,  »»Traite  de  geomdtrie  descriptive«. 

Die  Construction  der  Flächen  zweiten  Grades  aus  neun  Punkten  ist  nicht 
aufgenommen.  Siehe  hierüber:  Niemtschik,  ?>Die  Constructionen  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte  mit  Zuhilfenahme  von  Flächen  zweiten  Grades«.  (Sitzungs- 
berichte der  Wiener  kais.  Akademie  der  Wissenschaften.)  Heger,  „Die  Construc- 
tion einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen  Punkten«. 

Zu  Cap.  XXIX— XXXI.  Vergleiche:  Fiedler,  »»Darstellende  Geometrie«; 
Staudt,  »Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage«;  De  la  Gournerie,  »»Traite  de  geo- 
metrie descriptive«  und  »»Surfaces  reglees  tdtraedrales«. 

Zu  Cap.  XXXII.  Siehe:  Baltzer's  »^ Mathematik « ;  Reusch,  »»Stereogra- 
phische Protection«;  Gretschel,  »Kartenprojection«. 
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